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Résumé

Nous étudions dans ce rapport la complexité d’un probléme de conception de
réseaux radio multi-sauts, posé au départ par une entreprise de télécommu-
nications du sud de la France. L’objectif de cette entreprise est d’assurer la
distribution d’un flux internet haut-débit dans des zones rurales non couvertes
en technologie ADSL. Ce flux internet est récupéré a partir de villes sources
et doit étre acheminé & destination de villages clients par un jeu de relais. Un
village client peut également servir de relais. La technologie radio est utilisée
pour établir un lien entre deux nceuds du réseau (villes, villages ou relais). Le
déploiement d’un tel réseau est soumis & plusieurs contraintes. La difficulté du
probléme consiste & définir quels liens établir pour assurer une distribution ef-
ficace, et ce en respectant les contraintes posées.

Nous n’utilisons pas d’antennes omnidirectionnelles pour établir les commu-
nications entre nceuds. Un lien est rendu possible par la mise en place d’une
antenne directionnelle sur chacune de ses extrémités. La communication est
possible si et seulement si la qualité du signal est suffisamment élevée. L’utilisa-
tion de cette technologie offre une meilleure robustesse aux interférences. Nous
supposerons ces derniéres inexistantes.

Ce rapport se décompose en 2 chapitres :

— Le premier chapitre précise les conditions dans lesquelles sont abordées
le probléme de conception. Nous y présentons notamment les différentes
contraintes que doit satisfaire le réseau & concevoir, ainsi qu’une modéli-
sation formelle du probléme.

— Nous proposons dans le deuxiéme chapitre une étude de complexité du
probléme de conception. Nous distinguons trois paramétres régissant trois
principales contraintes de déploiement. Notre étude établit la difficulté du
probléme selon si certains de ces trois paramétres sont considérés ou non.
Nous montrons notamment dans quelles mesures le probléme de concep-
tion peut se ramener & des problémes algorithmiques biens connus, et quels
résultats existent alors sur ces derniers.



Chapitre 1

Conception de réseaux radio
multi-sauts robustes
objectifs et contraintes

Ce chapitre introductif définit dans une premiére section le probléeme de
conception d’un réseau radio multi-sauts, dont la résolution doit permettre l’ache-
minement d’un flux réseau vers un ensemble de destinations. Nous y présentons
les contraintes que le réseau déployé doit satisfaire. La seconde section précise
la modélisation du probléme.

1.1 Le probléme de conception

L’objectif des travaux de cette partie consiste & concevoir un réseau radio
assurant la distribution de bande passante depuis des nceuds sources vers des
nceuds clients géographiquement proches. Cette distribution est soumise & plu-
sieurs contraintes de divers ordres.

D’un point de vue fonctionnel, les nceuds du réseau représentent :

— des noeuds sources,

— des noeuds clients,

— des relais additionnels qu’il est possible de mettre en place pour assurer

la distribution.

La dimension des réseaux considérés est a 1’échelle pluri-urbaine, et peut
s’étendre & un département ou une région :

— Les nceuds sources représentent des villes disposant d’un accés haut-débit

4 Internet et qu’il est possible d’exploiter. Un nceud source est donc as-
sociation d’un routeur et d’un point de collecte fournissant un flux haut-
débit.

— Les nceuds clients, ou points de desserte, sont des villages pour lesquels

une demande de couverture haut-débit (une bande passante) a été définie,



de taille par exemple proportionnelle & la taille du village. D’un point de
vue technique, ces nceuds désignent un routeur auquel est connecté un
sous-réseau. Ce sous-réseau représente ’ensemble des utilisateurs qui vont
bénéficier de la bande passante demandée par ce routeur. Remarquons
qu’un nceud client peut également étre un nceud source. Ce statut implique
la connexion d’un point de collecte au routeur du nceud.

— Les noeuds relais sont des sites présentant un intérét certain pour étre
envisagés comme relais potentiels dans le réseau & concevoir. Ils peuvent
étre des villes dont la demande de couverture est nulle, ou des points
stratégiques (ex. structures ou sommets élevés, . ..) permettant d’atteindre
des destinations plus éloignées. L’équipement déployé sur ces sites se limite
4 un routeur, mais nécessite une source électrique & proximité.

Nous utilisons le média radio comme support de communication. Une com-
munication directe entre deux nceuds du réseau nécessite sur chacun d’entre
eux la mise en place d’'une antenne directionnelle. Ces antennes doivent étre en
vision directe 'une de 'autre, et sont par conséquent placées sur des sites situés
en hauteur (clochers, chateaux d’eau, ...).

La figure 1.1 présente les différents types de nceuds rencontrés. Nous li-
miterons notre étude au déploiement d’un réseau radio assurant la connexion
inter-routeurs (nous n’étudierons pas la distribution du flux depuis un routeur
aux utilisateurs finaux qui lui sont rattachés).

=7
x clients

routeur antenne

point de collecte routeur antenne

(a) noeud source (b) nceud client

.’
point de collecte  routeur

routeur antenne

(c) nceud relais (d) neceud source et client

FiG. 1.1 — Types de nceuds envisagés.

Etablir une communication directe

L’utilisation d’antennes directionnelles s’opére par le déploiement suivant :

1. Les deux antennes doivent étre orientées en direction 'une de I'autre, et
en ligne de vue.



2. Une antenne est reliée & un routeur par une carte réseau qui sert d’interface
entre ces deux entités.

3. Le fonctionnement d’une antenne est régi par un protocole issu de la norme
802.11. Une communication directe entre deux noeuds requiert que les deux
antennes impliquées utilisent le méme protocole.

Remarque 1 Le long de notre étude, nous limitons par soucis de clarté le
nombre de protocoles disponibles, et ne considérons que les normes 802.11a et
802.11b. Néanmoins l'ajout de technologies supplémentaires n’affecte en rien la
définition et la résolution du probléme de conception.

L’existence d’un lien radio entre deux nceuds est déterminée par la qualité
du signal émis depuis 'un des nceuds vers 'autre, qui dépend notamment :

— de la puissance d’émission de la transmission,

- de facteurs environnementaux et géographiques.

Etablir la qualité d’un lien entre deux sites n’est pas évident. Une méthode
exacte consiste & positionner un émetteur sur un site, un récepteur sur ’autre
site, et mesurer la qualité du lien. Cette mesure doit également étre opérée
dans ’autre sens, la mesure la plus faible est alors retenue. Cette démarche est
colteuse en temps et en moyens. Une solution & colt réduit consiste & utiliser
un simulateur de qualité de liens, qui prend en entrée :

— les données topologiques et géographiques d’une zone,

— les coordonnées GPS des sites sélectionnés.

Il en ressort deux matrices :

1. une matrice de qualité des liens par paire de noeuds,
2. une matrice des distances par paire de nceuds.

Un premier filtrage des liens est opéré en supprimant les liens dont la qualité
de signal se situe au dessous d’un seuil critique. Lorsqu’un lien radio posséde un
signal suffisamment fort, il convient d’en définir alors sa capacité, c’est a dire
le débit maximal qu’il peut faire transiter. Les principaux facteurs qui peuvent
influer sur la capacité d’un lien sont :

1. le type d’antennes (matériel),
2. la distance entre les antennes,
3. le protocole de communication utilisé.

Les caractéristiques techniques d’une antenne directionnelle indiquent les
débits atteignables en fonction de la distance et du protocole utilisé. Nous as-
socions & chaque lien le protocole qui permet la plus grosse capacité (voir figure
1.2).

Remarque 2 Nous supposons ici que le cotdt d’un lien n’est pas lié au choix
d’un protocole. Dans le cas contraire, on peut considérer pour chaque paire de
neuds autant de liens que de protocoles disponibles, et associer a chacun de ces
liens un codt en fonction de son protocole.
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F1c. 1.2 — Capacité d’un lien en fonction de la distance et du protocole.

Pannes envisageables

Trois types de pannes peuvent intervenir :

1. une panne sur un lien radio : la liaison entre deux nceuds est interrompue.
Ce cas survient généralement lors de pannes matérielles sur une carte
réseau ou une antenne, mais peut aussi avoir des raisons logicielles. Parmi
les causes liées & ces pannes citons la défaillance d’une carte réseau suite
4 une surchauffe, ou un coup de foudre sur ’antenne correspondante. Le
routeur peut cependant continuer & distribuer un flux sur le sous-réseau
qu’il connecte, ou acheminer les paquets aux autres routeurs.

2. une panne sur un routeur : si une panne intervient sur le routeur d’un
neceud, tous les liens assurant les communications vers les routeurs voisins
deviennent hors d’usage. Aucun flux ne peut étre acheminé vers le sous-
réseau qu’il connecte. Ce type de panne intervient généralement si un
impact de foudre sur une antenne s’est propagé a tout le routeur, ou en
cas de coupure d’électricité.

3. une panne sur un point d’accés : en cas de panne sur un point d’accés, le
routeur reste connecté au réseau et a son sous-réseau, mais pert sa capacité
& délivrer un flux. Il se comporte comme un simple relai. Lorsque le nceud
concerné est également un nceud client, le sous-réseau correspondant ne
recoit plus le flux associé au routeur du noeud.

Contraintes de déploiement

Le déploiement du réseau est soumis & plusieurs contraintes de divers ordres :

Contraintes de demande : chaque nceud client exige un débit spécifique en
bande passante, qui doit lui étre assuré dans des conditions normales de
fonctionnement.

Contraintes de capacité des liens : le flux circulant sur un lien est borné
par la capacité de ce dernier.



Contraintes de degré : le degré d’un noeud du réseau est égal au nombre
d’antennes directionnelles présentes sur ce dernier. La charge de travail
d’un routeur est proportionnelle au nombre d’antennes qu’il commande.
Ainsi un nombre élevé d’antennes peut entrainer des difficultés de fonc-
tionnement (temps de traitement de paquets élevés, surchauffe du routeur,
...). De plus, le nombre de slots disponibles pour les cartes réseau est borné
sur chaque routeur. Le nombre d’antennes associées au méme routeur ne
doit donc pas excéder une certaine valeur.

Contraintes de nombre de sauts : la distribution d’un noeud client est as-
surée par un ou plusieurs nceuds sources. Pour des raisons de temps d’accés
et de réponse, le nombre de sauts entre un noeud client et la (les) source(s)
dont il dépend ne peut excéder une certaine valeur.

Contraintes de robustesse : Dans la mesure du possible, le réseau doit étre
résistant aux pannes, c’est & dire assurer une bande passante non nulle
4 tous les noeuds clients si une anomalie survient, sur un neceud, un lien.
Quelle que soit la localisation de la panne (routeur, lien, ou point d’acceés),
les noeuds du réseau ! doivent restés connectés & au moins un nceud source,
tout en respectant les contraintes de nombre de sauts énoncées précédem-
ment. Nous nous autorisons en cas de panne & dégrader le débit recu par
certains noeuds clients, afin d’assurer une connexion avec ’extérieur a tous
les nceuds.

Le cott pour déployer un tel réseau est surtout induit par I’achat et I'ins-
tallation des antennes directionnelles. Nous chercherons donc & minimiser leur
nombre.

Nous appelons NetworkDesign le probléme consistant & définir un réseau
entre les routeurs des nceuds qui répond & toutes les contraintes énoncées ci-
avant. La définition formelle de ce probléme est donnée en fin de section 1.2.

1.2 Modélisation

Cette section propose la formalisation du probléme NetworkDesign. La pre-
miére sous-section présente les éléments d’une instance de NetworkDesign. La
seconde sous-section introduit le vocabulaire inhérent au probléme, et se conclut
par la définition formelle de NetworkDesign.

1.2.1 Modélisation de la donnée

Nous modélisons ’ensemble des informations nécessaires & la conception du
réseau comme suit :
— Nous modélisesons la donnée par un graphe non orienté¢ G = (V, E), ou
V' désigne ’ensemble des nceuds du réseau, et E ’ensemble des liens dé-
ployables de signal suffisament grand.

13 PPexception du nceud sur lequel intervient une panne



— Une fonction capa associe & chaque aréte e € E un réel dans R** corres-

pondant & sa capacité.

— Nous nommons S C V et T' C V les ensembles de sommets correspondant

respectivement aux nceuds sources et aux nceuds clients.

— Une fonction dem associe pour chaque élément ¢t € T un réel dans R*T

désignant la demande de bande passante de ¢.

Répondre au probléme NetworkDesign consiste & trouver un graphe H, sous-
graphe partiel de G, et répondant aux contraintes présentées précédemment.
Nous proposons dans la sous-section suivante une définition formelle de ce pro-
bléme. Parmi les contraintes de conception énoncées, le degré des noeuds et le
nombre de sauts entre une source et un client doivent étre bornés. De plus le
réseau doit supporter un certain nombre de pannes simultanées. Nous notons
respectivement deg, hop et r le degré maximal, le nombre de sauts maximum,
et le nombre de pannes simultanées que peut supporter le réseau.

1.2.2 Formulation du probléme

Le vocabulaire suivant précéde la définition du probléme :

Définition 1 (r-robustesse) :
Soient un graphe G = (V, E), un sous-ensemble S C V, un entier naturel dist >
1, et un sommet z € V.

Un sommet © ¢ S est r-robuste dans (G, S,d), si et seulement s’il existe
r+ 1 chaines {C1,Cs,...Cri1}, C; C G, telles que :

— les extrémités de C; sont x et s;, avec s; € S,

-V(C)NV(Cy) ={z}, V1<i<j<r+1.
Réciproqguement, nous disons que ’ensemble de chaines {C1,Cs,...Cr11}, C; C
G,assure la r-robustesse de © ¢ S dans (G, S).

Si x est inclus dans S, x est r-robuste dans (G, S) si et seulement s’il existe r
chaines avec les conditions énoncées précédemment, puisque x est déja connecté
a un point de collecte.

Nous disons qu’un ensemble de sommets T est r-robuste dans (G, S) si cha-
cun de ses sommets v € T est r-robuste dans (G,S). Réciproqguement, nous
disons qu’un ensemble de chaines assure la r-robustesse de T dans (G, S) si et
seulement s’il assure la r-robustesse de chacun des éléments de T.

Remarque 3 La notion de résistance auzx pannes est ici portée sur les neeuds
du réseau, et se veut logiguement plus forte que la résistance auz pannes sur les
liens. Le modéle de robustesse proposé et l’ensemble de nos traveauzr peuvent se
décliner aisément pour ne considérer que des pannes intervenant sur les liens.

Dans le probléme de conception, ’ensemble des nceuds clients 7' doit donc
étre r-robuste dans le réseau déployé.

Le terme de flot est couramment employé dans la terminologie des réseaux
pour décrire la quantité de matiére transitant sur chacun des liens du réseau.
Les problémes de flots cherchent généralement & satisfaire des demande de trafic



entre paires de noeuds selon des contraintes liées aux capacité des liens. Nous
proposons ici une définition d’un flot chaines-contraint :

Définition 2 (flot chaines-contraint) :

Soient un graphe non orienté G = (V, E), une valuation des arétes capa : E —
R*T, un ensemble S C V de neeuds sources, un ensemble T C V de neeuds
clients, et une fonction dem : T — R*T.

Considérons alors un ensemble de chaines C' tel que Ve € C,ext(c) = {sc, tc}|sc €
S,t. € T. Appelons Pc(e) l’ensemble des chaines de C contenant laréte e.

Un flot chaines-contraint wvalide est une fonction f : C — Z+ qui asso-
cie 4 chagque chaine ¢ de C un réel positif ou nul tel que, en notant h(e) =
Y cepo(e) flc) avece € E -

- h(e) < capa(e),Ve € E

- ZCECHEewt(c) f(C) 2 dem(t)a\VIt erT

Nous formalisons NetworkDesign par le probléme de décision 1.2.1.

Donnée

un graphe non orienté G = (V, E),
— une fonction capa : E — R*T,
deux sous-ensembles S et T de V,
une fonction dem : T — R*T,
— les entiers naturels deg, hop, r, k.

Question :  existe-t-il un ensemble de chaines C' de G avec ext(c) =
{8, te}|se € S,t. € T,Ve € C, et un flot chaines-contraint
sur C tel que, en notant H = (V, Ex) le graphe pour lequel
lequel Vg = J,cc V(c) et Eg = J e E(c), on a:

. |Np(z)| < deg, Vxe€V(H),

2. Ve e C,|E(C)| < hop,

3. f est valide pour linstance (H, capa, S, T,dem,C),
4

—

. I’ensemble des chaines C' assure la r-robustesse de 1" dans
(H,S),

- |Er| < k.

ot

Probléme de décision 1.2.1: le probléme NetworkDesign

Clairement, le probléme NetworkDesign recherche & partir d’un réseau donné
un sous-réseau dans lequel :
— les nceuds sont de degré borné, en accord avec la condition 1,



— en fonctionnement normal et d’aprés les condition 2 et 3, les demandes de
nceuds clients sont satisfaites par des nceuds sources situés & un nombre
de sauts borné,

— le sous-réseau peut supporter un nombre donné de pannes, en accord avec
la condition 4.

Une instance de NetworkDesign est a priori décrite par un 9-uplet (G, capa,
S,T,dem, k, deg, hop, r). Nous cherchons une topologie dont le nombre de
liens est borné par une constante k. La version optimisation de ce probléme,
appelée min-NetworkDesign, consiste & trouver le sous-réseau ayant un nombre
minimum de liens. La donnée k est alors supprimée de la donnée.

Remarquons que la donnée des nceuds sources, des noeuds clients, des de-
mandes qui leur sont associées, des liens et de leur capacité sont des données
de terrain. A lopposé, les contraintes de robustesse, de distance et de degré
relévent plutot de choix techniques et de politiques de déploiement. Par souci
de clarté, nous utiliserons parfois une notation consistant & extraire les para-
métres techniques deg, hop et r de la donnée du probléme. Ainsi le probléme
[deg,hop,r]-NetworkDesign référe & une instance de NetworkDesign dans laquelle
le degré maximum est borné par deg, le nombre de sauts entre une source et un
client est d’au plus hop, et le réseau déployé doit étre r-robuste. La donnée du
probléme est réduite & un 6-uplet (G, capa, S,T,dem, k).

La figure 1.3(a) présente une instance de [3,3,1]-min-NetworkDesign. Les
sommets A et F' sont des sommets sources. Les sommets B & F' sont des sommets
clients. La demande de chacun des sommets est indiquée entre crochets. La
capacité de chaque aréte est ici fixée & 3. La figure 1.3(b) présente une solution
de cott 13. Le tableau 1.1 détaille la solution, en énumérant pour chaque client
la ou les chaines assurant le transport du flot, et les chaines de secours utilisées
en cas de panne.

| client | chaines [flot] | secours || client | chaines [flot] | secours |
C | AIC[] BLDC| G |BHG][] AKG
D | BLD[] AICD || H |BH[ ATF-G
E | BLE[] ALE T | AI[] BIEI
F | AF[1] BHGF || J |AJ[ B-H-G-K

TAB. 1.1 — Listes des chaines assurant la distribution du flot et la robustesse
par sommet.

Nous terminons cette section par I’énoncé de la remarque suivante :

Remarque 4 Dans le probléme tel que nous avons énoncé, les sommets du
graphe résultat ont les mémes contraintes de degré, de robustesse, et de distance.
En adaptant notre formulation, nous pourrions définir en résultat un graphe
dans lequel les paramétres critiques sont propres & chaque neud. En effet :
— Au nweau du degré, certains sites peuvent accueillir plus d’antennes que
d’autres.



Cll D

B
] H[1
F 1
Wl source  © client @ relais
(a) Une instance ayant 2 sources et 8 clients
C [1] D [2]
B

G [2] H[1]

F[1]
[l source @ client @ relais

(b) Une solution de cott 13

F1G. 1.3 — Une instance de [3,3,1]-min-NetworkDesign et sa solution
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— Au niveau de la robustesse, on peut souhaiter que certains clients soient
plus robustes que d’autres si la proportion d’utilisateurs finaux est supé-
Tieure.

— Enfin, augmenter la distance mazimum entre une source et un client précis
peut amener de nouvelles solutions moins cotteuses en nombre de liens.

Nous mentionnons l’existence de ces variantes qui peuvent se formaliser aisé-

ment par le vocabulaire que nous avons introduit. Cependant, nous restreindrons
notre étude dans ce mémoire au probléme présentant des contraintes identiques
pour tous les neuds.
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Chapitre 2

Etude de complexité

Nous proposons une étude complexité du probléme min-NetworkDesign en
fonction des valeurs des paramétres de degré, nombre de sauts et robustesse,
respectivement désignées par les valeurs deg, hop et r. Ce chapitre regroupe a la
fois un état de lart sur des problemes similaires, et instaure de nouvelles preuves
de complexité. Par la suite, lorsqu’une contrainte est ignorée, nous lui attribuons
une valeur correspondant a cet état : les affectations deg = oo et hop =
impliquent respectivement que le degré mazimum autorisé et le nombre mazimum
de sauts peuvent étre arbitrairement grands (de Uordre de n), et laffectation
r =0 que le réseau ne tolére aucune panne.

Organiser les nombreuz problemes résultant des variations de ces parameétres
n’est pas chose facile. Aussi nous découperons notre étude en trois sections. La
premieére section décrit quelques résultats sur le probleme min-NetworkDesign
lorsqu’aucun des trois types de contraintes (degré, nombre de sauts, robustesse)
n’est considéré. Les sections 2, et 3 s’intéressent aux problemes pour lesquels
respectivement 1 et 2 types de contraintes sont envisagés.

2.1 NetworkDesign sans contrainte

Le probléme [00,00,0]-NetworkDesign décrit exactement le probléme du EDGE-
COST FLOW (ECF), connu pour étre NP-complet [GJ79]. Il reste NP-complet
méme sous ’hypothése que les capacités des arétes sont infinies. On le ren-
contre alors parfois sous le nom INFINITE CAPACITY EDGE-COST FLOW
(ICECF) [EKSO05].

Les deux propositions suivantes illustrent 'impact de la cardinalité des en-
sembles sources et clients sur la complexité de ces deux familles de problémes.

Proposition 1 :

1. Les deux précédents problémes restent NP-complets, lorsque le nombre de
sources est de 1.
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2. Lorsque le nombre de clients est de 1, ECF reste NP-complet.

3. En revanche, lorsque le nombre de clients est de 1, ICECF devient poly-
nomial.

Preuve :

Soit une instance I de ECF contenant (entre autres) un ensemble de som-
mets sources S dans un graphe G = (V, E). A partir de I, on peut construire
polynomialement une instance I’ du méme probléme dans laquelle le nombre de
sources est de 1, en copiant I dans I’ et en fusionnant! les sommets de S dans
G. Une solution & I de cott k induit alors une solution a I de colt équivalent,
et réciproquement.

Lorsque les arétes sont de capacité infinies, et qu’il n’y a qu’une seule source,
ce probléme n’est autre que celui du STEINER TREE (StT), bien connu pour
étre NP-complet. Ceci conclut la preuve du point 1 de la proposition 1.

Soit une instance I de ECF contenant (entre autres) un ensemble de clients
C = {ci1,c2,...,cn} dans un graphe G = (V, E). On peut construire polyno-
mialement une instance I’ du méme probléme comme suit :

— I’ est initialisé par copie de I.

— Nous ajoutons & G un sommet ¢, et les arétes {c¢;, c}|c; € C.

— La capacité de {c¢;, c} est égale a dem(c;).

— Le sommet c est désigné comme seul client, avec une demande dem(c) =

> e.cc dem(ci).
Par la suite, nous nommerons cette construction ’ajout d’un super client.

S’il existe une solution & I’ de cofit k, alors elle mobilise chacune des arétes
{ci,c}|e; € C a pleine capacité. On peut en déduire une solution & I de cotit
k —|C|. réciproquement, toute solution & I de cott k implique une solution dans
I’ de cott k+|C|. La complexité du probléme reste inchangée, comme I'indique
le point 2 de la proposition 1.

Nous terminons par la justification du point 3 : Lorsque les capacités des
arétes sont infinies et qu’il n’y a qu’un seul client ¢, il suffit de déterminer le
plus court chemin entre s et une source quelconque pour obtenir un ensemble
d’arétes permettant le transit du flux. Cette opération est bien connue pour étre
en O(n?) en terme de complexité. O

La preuve de la proposition 2 utilise une réduction vers le probléme BI-
PARTITION. Ce probléme consiste & se demander s’il existe une bipartition
{N4, Np} d’un ensemble S d’entiers, telle que la somme des éléments de N;
égale celle des éléments de Na. Ce probléme est connu pour étre NP-complet.

11’opération de fusion d’un ensemble de sommets S = {s1,s2...s;} dans un graphe G =
(V, E) consiste a supprimer dans V' les sommets de S, et & ajouter un nouveau sommet s.
Chaque aréte du type {a,s;}la € V — S,s; € S est supprimée de FE, et est remplacée par
Paréte {a, s}. Les arétes {s;,s;}|s;,s; € S sont simplement supprimées.
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Proposition 2 :
Lorsque tous les neuds du réseau sont des clients :

1. ECF reste NP-complet.
2. ICECF est polynomial.

Preuve :
Nous prouvons le point 1 de la remarque par une réduction au probléme
BIPARTITION.

Le probléeme ECF est dans NP : pour toute solution potentielle de coit &
décrire par un ensemble d’arétes Eg, on peut vérifier en un temps polynomial
que le flot est réalisable sur le graphe partiel induit par les arétes de Fs. Nous
construisons A partir de toute instance N = {nj,ng,ng,...n,} du probléme
BIPARTITION une instance Igcr = (G,capa, S,T,dem,k) de ECF comme
suit : Le graphe G = (V, E) est défini par les ensembles :

V= {S}UNU{Nl,NQ}

et
E = big{{s,ni}, {ni, N1}, {ni, Na}|n; € N}

Pour tout n; € N, on pose capa({s,n;}) = 2 x n;, capa({n;, N1}) = n;
et capa({n;, No}) = n;. L’instance ne comporte qu’'une source S = {s}, et
T = V. La demande de chaque nceud n; est égale & n;. Nous posons également
dem(N1) = dem(Nz) = fracl2 x ) .y ni. Il convient dans notre réduction
que tous les sommets soient des clients. Aussi la demande du nceud source s
doit étre non nulle, mais sa valeur n’est pas pertinente puisqu’auto-satisfaite.
Enfin nous posons k = 2 x |N|.

Nous affirmons que §’il existe une solution S & 'instance Igcp, alors elle est
nécessairement de coit égal & k et permet de déduire une solution & 1’instance
N du probléme BIPARTITION. Le cott de S est ici le nombre d’arétes de G
transitant un flot de valeur non nulle. Dans toute solution réalisable, chacune
des arétes de la forme {s,n;} doit obligatoirement faire transiter un flot égal
a sa capacité. Ces arétes sont au nombre de |N|. Pour chaque aréte {s,n;} et
sur les 2 x n; unités de flot qui transitent par elle, la moitié est consommée
par le sommet n;. S’il est possible de satisfaire les demandes de N; et Ny avec
k = 2 x N arétes, alors le flot non-consommeé par chaque sommet n; ne se divise
pas, et est intégralement routé en direction de Ny ou Ns. On construit alors une
bipartition N = { N4, Np} en ajoutant & N4 les éléments n; de N pour lesquels
Paréte {n;, N1} fait transiter un flot non nul (précisément de n; unités), et a
Np sinon. La réciproque est immédiate.

Le point 2 de la proposition 2 est immédiat. Soit une instance I de ICMECF.
S’il n’y a qu’une source s, n’importe quel arbre couvrant le graphe en entrée
décrit une solution pour . S’il y a plusieurs sources, nous les fusionnons pareille-
ment & la preuve du point 1 de la proposition 1. Nous obtenons une instance I’
dont la résolution en temps polynomial donne une solution de méme cotit pour
1.
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2.2 NetworkDesign avec un seul type de contraintes

Nous étudions la complexité de min-NetworkDesign lorsque seulement un
type de contraintes est envisagé. Nous déterminons lorsqu’elle existe la limite
entre la polynomialité et la NP-complétude du probléme en fonction de la valeur
du paramétre régissant la contrainte.

2.2.1 Seul le degré est borné

Le probléme [deg,00,0]-min-NetworkDesign est NP-difficile en général, puis-
qu’il constitue une généralisation du probléme MECF présenté précédemment.

La premiére remarque énonce quelques résultats pour des instances parti-
culiéres. La seconde remarque conclut sur la limite entre la polynomialité et la
NP-complétude de [deg,00,0]-NetworkDesign en fonction de la valeur de deg.

Proposition 3 :
Considérons le probléme [deg,00,0]-min-NetworkDesign réduit aux instances od
les arétes sont de capacités infinies, et le nombre de sources de 1. Alors :

1. ce probléeme est NP-difficile,

2. il reste NP-difficile méme en supposant que tous les neeuds sont des clients,

3. il est polynomial s’il n’y a qu’un client.

4. les trois premiers points vrais exacts lorsque linstance posséde plusieurs
sources.

Preuve :

1. Le probléme est exactement le probléme DEGREE-CONSTRAINED MI-
NIMUM STEINER TREE (DCMStT) [BV95, Bau96], qui consiste & trou-
ver un arbre de Steiner avec un nombre minimum d’arétes et dont le degré
des nceuds est borné. Ce probléme est connu pour étre NP-difficile.

2. Lorsque tous les nceuds sont des clients, 'objectif consiste & trouver un
arbre couvrant de degré borné par deg. Déterminer I’existence d’un tel
arbre correspond au probléme DEGREE-CONSTRAINED SPANNING
TREE (DCSpT) [GJ79], connu pour étre NP-complet pour tout deg > 2
(voir preuve de la proposition 4).

3. Lorsqu’il n’y a qu’un seul client, il suffit de rechercher un plus court chemin
de la source vers le client.

4. S’il y a plusieurs sources dans une instance I, nous les fusionnons pa-
reillement & la preuve du point 1 de la proposition 1. Nous obtenons une
instance I’ construite en temps polynomial dont la résolution donne une
solution de méme coit sur 1.
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Proposition 4 :

Le probleme de décision [deg,00,0]-NetworkDesign est :
- polynomial lorsque deg =1,
— NP-complet pour tout hop > 2.

Preuve :
Soit I = (G, capa, S, T,dem, k) une instance de [deg,00,0]-NetworkDesign.

Lorsque deg = 1, le probléme consiste & trouver pour chaque client ¢; une
source dédiée s; dans son voisinage, telle que la capacité de laréte {c;, s;} soit
supérieure & la demande dem(c;). Sa résolution consiste & trouver un couplage
saturant T dans le graphe biparti H = (5,7, {z,y}|z € S,y € T,{z,y} €
E(G), capa({z, y}) > dem(y)).

Comme annoncé dans la preuve de la proposition 3 et dans les instances avec
une seule source, ot tous les nceuds sont des clients et les arétes sont de capacité
infinie, le probléme est exactement celui du DCSpT. En fait lorsque deg = 2, il
s’agit du probléeme HAMILTONIAN PATH (HP).

Il existe également une réduction vers probléme HP qui prouve la NP-

complétude pour toute valeur deg > 2 : Depuis G une instance de HP. On

construit une instance (H, capa, S, T, dem, k) de [deg,00,0]-NetworkDesign telle

que :

N V(H = V(G)U{({E, i)}.’L‘EV(G),iG[l,deg—Q] et E(H) = E(G)U{{{E, ({E, Z’)}}mEV(G),iE[1,deg—2]’
S

)
- S = {s}, ou s est un sommet quelconque de V(G), et T = {(a:, z)}
— dem(t) = 1|t € T, capa(e) = le € E(H),
- k> |V(H)|.
S’il existe une solution sur linstance (H,S,T,dem, capa,k), alors I’ensemble
des arétes de la forme {{z,(z,i)}|z € V(G),i € [1,deg — 2]} appartient & la
solution. Le degré des sommets de H ne peut excéder deg dans la solution.
Les sommets de V(@) sont alors connectés entre eux dans la solution par un
ensemble d’arétes formant un chemin hamiltonien sur G.

z€V(G),i€[1,deg—2]’

O

2.2.2 Seul le nombre de sauts est borné

Le probléme [0o,hop,0]-NetworkDesign s’intéresse & la recherche d’un flot
satisfaisant un ensemble de demandes, sous la contrainte que le flot émis depuis
chaque source n’effectue pas plus de hop sauts pour atteindre sa destination.
L’objectif reste la minimisation du nombre d’arétes mobilisées.

Le théoréme 1 regroupe les principaux résultats de complexité de ce pro-
bléme :
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Théoréme 1 :
Le probléeme [o0o,hop,0]-NetworkDesign est :

1. polynomial lorsque hop =1,

2. NP-complet pour tout hop > 2.

Preuve :
Posons hop = 1. Soit I = (G, capa, S, T, dem, k) une instance du probléme
[00,hop,0]-NetworkDesign.

Lorsque le nombre de sauts autorisé hop est d’au plus 1, une solution opti-
male en nombre d’arétes se calcule polynomialement comme suit : pour chaque
client ¢ € T, nous sélectionnons un ensemble F; d’arétes incidentes & ¢ et & n’im-
porte quel sommet source assurant & ¢ la distribution du flot. L’ensemble E; de
cardinalité minimale se calcule en sélectionnant d’abord les arétes {t,s}|s € S
de plus grande capacité, et en les ajoutant successivement & F; tant que la
somme des capacités des arétes de E; reste inférieure & la demande de ¢. Les
arétes du graphe solution sont alors 'union des E|t € T. La distribution du
flot est évidente : il suffit de vérifier que la solution posséde un coit inférieur ou
égal a k. Ceci conclut la démonstration du point 1 du théoréme 12.

Lorsque hop > 2 nous proposons une réduction au probléme NP-complet
bien connu SET-COVER (SC) :

Le probléme [00,hop,0]-NetworkDesign est dans NP : soit (G, capa, S, T, dem, k)
une instance de ce probléme. Compte tenu d’un ensemble de chaines C' de taille
au plus hop et d’un flot chaines-contraint f : C — R™T, il est possible de vé-
rifier en un temps polynomial que (C, f) est bien une solution pour intance
(G, capa, S, T, dem, k).

Soit une instance Igc = (X, T, k) une instance dé SC, ot T est un ensemble
de n éléments T = {t1,t2,...,tn}, et X = {X1, Xo,..., X,,} est composé de m
sous-ensembles de T'. Nous construisons depuis Ig¢ une instance I de [oo,hop,0]-
NetworkDesign comme suit, :

Nous définissons le graphe G = (V| E) tel que :

V= {Xi}ogigm U {si}ogighop—Q
et
E={{X; t;}t; € Xi}ogigm,ogjgn U {5i75i+1}ogighop—3

Nous posons S = {so}, dem : T — RY une fonction quelconque, et capa :
E — oo la fonction qui associe une capacité infinie aux arétes de G. Soit [ =
(G, capa, S, T, dem, k) une instance de [0o,hop,0]-NetworkDesign. La construc-
tion de I est clairement polynomiale en fonction de la taille de Is¢. La figure
2.1(b) présente l'instance I construite & partir de l'instance de SC de la figure
2.1(a), avec hop = 4.

2Cet algorithme est repris de maniére plus détaillée dans la preuve du théoréme 5, avec
P’ajout de la contrainte de robustesse.
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[ P M source  Oclient @ relais

(a) (b)

F1a. 2.1 — Construction d’une instance de [0o,hop,0]-NetworkDesign depuis une
instance de SET-COVER et un entier rob = 4

Considérons une solution (C, f) de coit a < k sur linstance I, ou C est
lensemble des chaines ¢ reliant so clients de T, et telles que f(c) > 0. La
construction proposée implique que toute chaine ¢ € C est de taille hop. Ap-
pelons U ’ensemble des arétes utilisées par les chaines de C. Par définition
|U| = a, il y a au moins n arétes incidentes aux sommets de T', et au plus a — n
arétes relient sp aux éléments de X. Soit W C U DP’ensemble des arétes de la
forme {spop—2, Xi}|Xi € X. Alors |W| < a —n — (rob — 2). En sélectionnant
les éléments de X incidents & une aréte de W, nous obtenons une solution 3
Iinstance Is¢ de cott au plus a — n — (rob — 2).

Réciproquement, si Y C X est une solution & Igc de cott b, alors on peut
en déduire une solution de cott b+ n+ (hop —2) & I : nous posons U ’ensemble
des arétes {s, X;}|X; € Y, et pour chaque client ¢; nous ajoutons & U une aréte
{t;, X;}|X; € Y. Pour chaque client, il existe donc une seule chaine de taille
hop reliant tout client & a source, et que nous sélectionnons dans notre solution.
Les capacités des arétes sont infinies, aussi un seule chaine suffit pour satisfaire
une demande. Les arétes de la forme {s;, s;+1}|0 < i < hop — 3 appartiennent
nécessairement 4 la solution. La cardinalité de U est clairement de b+n+ (hop—
2).

Rappelons enfin que SC est NP-complet en général, ce qui conclut la dé-
monstration du point 2.

O

Corollaire 1 :

La réduction de la preuve du théoréme 1 conserve le rapport d’approrimation
entre les solutions. La version optimisation de SET-COVER, nommée MINIMUM-
SET-COVER, est bien connue pour étre NP-difficile et non approzimable & un
facteur constant prés. Ainsi [00,hop,0]-min-NetworkDesign est un probléme NP-
difficile et non approxzimable a un facteur constant pres.

Corollaire 2 :

18



Le probléme [0o,hop,0]-NetworkDesign reste NP-complet pour tout hop > 3,
méme lorsque l’instance ne posséde qu’une source et une destination.

Preuve :

Nous reprenons l’instance I construite dans la démonstration du point 2
du théoréme précédent. Nous ajoutons un super client, par une construction
déja présentée dans la preuve de la proposition 1. Nous obtenons une ins-
tance I’ n’ayant qu’une source so et un client ¢, et dans laquelle la distance
entre ces deux nceuds a été augmentée de 1. Nous affirmons que résoudre
[00,hop + 1,0]-NetworkDesign sur 'instance I’ est aussi difficile que résoudre
[00,hop,0]-NetworkDesign sur [ : §’il existe une solution S’ & I’ de cott k, alors
elle mobilise chacune des |T'| arétes ajoutées lors de ’ajout du super client, et
ce & pleine capacité. On peut en déduire une solution & I de cott k& — |T'| en
sélectionnant les arétes de S’ non incidentes au super client. La réciproque est
immédiate. On en conclut la NP-complétude du probléme lorsque le nombre de
sauts maximum est 3, et que 'instance ne contient qu’un client.

La figure 2.2.2 présente 'ajout d’un super client ¢ & partir de l'instance de
la figure 2.1(b). Les arétes {c, t;} sont de capacité égale a la demande de ¢; dans
1.

W source Qclient grelais

F1G. 2.2 — Ajout d’un super client ¢ & la construction de la figure 2.1(b)

O

La preuve du dernier théoréme annonce que le probléme est NP-complet
pour hop > 2 méme lorsque l’instance ne comporte qu’une source. Le corollaire
de ce théoréme prouve la NP-complétude pour hop > 3 lorsqu’il n’y a qu’un
client. La construction présentée dans la preuve du point 1 de la proposition 2
permet d’établir que le probléme reste NP-complet lorsque tous les nceuds sont
des clients. Signalons enfin que lorsque les arétes sont de capacité infinie, et que
tous les nceuds sont clients, le probléme est exactement celui du MINIMUM
DIAMETER SPANNING TREE (MDSpT), bien connu pour étre polynomial
lorsque le cotiit des arétes est uniforme.
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2.2.3 Seule la robustesse est imposée.

Meéme lorsque » = 0, le probléme [00,00,7]-min-NetworkDesign est NP-
difficile, puisqu’il décrit exactement le probléme min-NetworkDesign sans contraintes,
déja étudié en 2.1. La variation de ce paramétre n’a qu’une influence limitée sur
la complexité du probléme. Le nombre de sources (au moins égal a la robustesse
du réseau) et de clients ne change en rien la complexité du probléme, puisque
la preuve de NP-complétude présentée dans la section 2.1 s’applique pour des
instances ne comportant qu’une source et un client.

Nous citerons quelques résultats connus lorsque la capacité des arétes est
infinjie. En pareil cas, une solution consiste & définir un sous-graphe du graphe
de départ dans lequel chaque client peut étre connecté 3 ’aide de r + 1 chaines
sommet-disjoints & r+ 1 sources différentes. Une solution optimale requiert alors
un nombre d’arétes minimal. Le probléme de l'existence méme d’une solution
(sans qu’elle soit nécessairement optimale en nombre d’arétes) s’apparente un
peu & celui du UNDIRECTED VERTEX-DISJOINT PATHS (UVDP) consis-
tant & se demander s’il existe des chaines sommets-disjoints entre k paires de
nceuds sources et clients dans un graphe non orienté. Le probléme a été montré
NP-complet [Kar75] en général, mais polynomial lorsque k est borné [RS95] ou
si chaque chemin recherché posséde une extrémité commune. Nous mentionne-
rons enfin le théoréme énoncé par Menger en 1927, qui a ouvert la voie & de
nombreux travaux sur la connexité :

Définition 3 (un vw-séparateur) :
Soient v et w deuxr sommets d’un graphe G.

Un vw-séparateur de G est un ensemble S de sommets distincts de v et w
tel que toute chaine entre v et w passe par un des sommets de S.

Théoréme 2 (Menger, 1927) :
Le nombre maximal de chaines sommets-disjoints connectant deux sommets dis-
tincts non adjacents v et w est égal & la taille minimum d’un vw-séparateur.

Par une réduction appropriée, ces résultats permettent de définir ’existence
ou non de chaines disjointes dans un graphe entre un client et plusieurs sources
pour une robustesse donnée r. Aucun ne détermine en revanche la solution
mobilisant un nombre minimum d’arétes.

2.3 NetworkDesign avec deux types de contraintes

Nous poursuivons I’étude de la complexité de NetworkDesign lorsque deux
types de contraintes sont envisagés.

2.3.1 Degré et nombre de sauts bornés

Résoudre [deg,hop,0]-NetworkDesign est ici encore un probléme NP-complet
en général. Rappelons tout de méme que [1,hop,0]-min-NetworkDesign est poly-
nomial pour toute valeur de hop, en accord avec la proposition 4. Ce probléme &
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fait I’'objet de nombreux travaux sous ’hypothése que les arétes sont de capacité
infinie. Signalons par exemple qu’il est trés voisin du DEGREE-BOUNDED MI-
NIMUM DIAMETER SPANNING TREE (DBMDSpT) [KJLT04] lorsque tous
les nceuds sont clients, qu’il n’existe qu’une seule source et que les arétes sont
de capacité infinie.

Dans la suite de cette sous-section, les résultats énoncés supposent tous que
les arétes sont de capacité infinie. Malgré cette hypothése réductrice, nous allons
voir que certains résultats de complexité restent encore & trouver.

Les deux théorémes suivants annoncent la complexité de [deg,hop,0]-NetworkDesign
pour certaines valeurs de deg et hop.

Théoréme 3 :
Le probléme [deg,hop,0]-min-NetworkDesign est polynomial pour tout deg > 1,
lorsque hop =1 et les arétes sont de capacité infinie.

Preuve :

Soit I = (G, capa, S, T, dem) une instance de [deg,hop,0]-min-NetworkDesign.
Le nombre de sauts maximum est de 1, et les capacités des arétes sont infinies.
La demande de débit de chaque client est satisfaite & la condition qu’une aréte
le relie directement & une source. Toute solution se peut se réduire & trouver un
ensemble d’arétes connectant tout client & une source, de sorte qu’une source
ne connecte pas plus de deg clients. Le coit d’une solution lorsqu’elle existe est
toujours de |T|.

Le graphe G = (V, E) de l'instance peut se réduire ici & un graphe biparti
Gp = (S,T,F') ou F' = {{z,y} € Elz € S,y € T} puisque seules les arétes
reliant une source et un client sont exploitables.

nous définissons alors le graphe biparti H = (Xg, Yy, Ex) tel que :

Xy=F, Y =T U{(z,i)|z € S,d(z) > deg,i € [1,d(z) — deg]}

et
Ey ={{{z,y},y}lz e S,y e T} U {{z, (z,i)}|z € S,ie N*}

La figure 2.3(b) présente un graphe biparti H construit & partir du graphe
biparti Gp de la figure 2.3(a), lorsque le paramétre deg est fixé a 2.

Soit S un ensemble d’arétes formant un couplage maximum dans H. Si S
sature ’ensemble des sommets de Yy, alors on peut en déduire une solution &
Iinstance I de [deg,1,0]-min-NetworkDesign : Nous sélectionnons dans Gp =
(S,T, E) les éléments de E associés & des éléments de T" dans le couplage S (par
exemple dans la figure 2.3(b), si 'aréte {{a, t3},t3} appartient au couplage, alors
{a,t3} fait partie de la solution de I’instance I sur la figure 2.3(a)).

Le fait que le couplage sature les sommets du type (x,%),z € S,i € IN* per-
met de maintenir le degré de la source x inférieur ou égal & deg dans la solution
de l'instance I. O
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{a, 1} {b,1} 6,2}

{07 t3} {c, t4}

{a,t1

11 to t3 ta 0 0 .
W source @client tl t2 t3 t4
(a) Un graphe biparti (b) Le graphe biparti H

Gp

Fi1G. 2.3 — Construction du biparti H (b) a partir du biparti Gp de (a). Ici
deg = 2.

Théoréme 4 :
Le probleme [deg,hop,0]-min-NetworkDesign est NP-complet pour tout deg > 4
et tout hop > 2 lorsque les arétes sont de capacité infinie.

Preuve :

Nous proposons une réduction au probléme K-SET-COVER, (KSC) qui décrit
les instances de SC dans lesquelles la cardinalité de chaque sous-ensemble est
d’au plus K. Le probléme est connu pour étre NP-complet & partir de K = 3 :

Le probléme [deg,hop,0]-NetworkDesign est dans NP : soit (G, capa, S, T, dem, k)
une instance de ce probléme. Compte tenu d’un ensemble de chaines C' de taille
au plus hop et d’un flot chaines-contraint f : C — R™T, il est possible de vé-
rifier en un temps polynomial que (C, f) est bien une solution pour intance
(G, capa, S, T, dem, k) dans laquelle le degré des nceuds est bien inférieur & deg.

Soit une instance Ik sc = (X, T, k) une instance du probléme K-SET-COVER,
ou T est un ensemble de n éléments T = {t1,t2,...,tn et X = { X1, Xo,..., X\ }
est composé de m sous-ensembles de 7', de cardinalité au plus K.

Nous construisons depuis Ixgsc une instance I du probléme [deg,hop,0]-
NetworkDesign comme suit, :

Nous définissons le graphe G = (V, E) tel que :

X
V'=XUTU{8}" hcicmo<i<hop2
et

Xi Xi
E={{Xi,t;}|t; € Xi}ogigm,ogjgn U {Sj ’Sj+1}1§i§m,0§j§hop—3

La construction de G est polynomiale en fonction de la taille de Ixsc, et
le degré dans G de tous les sommets de V' — T est clairement inférieur ou égal
a K + 1. Nous considérons l'instance I = (G, capa, S, T, dem, k), dans laquelle
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S ={s3"},,<,, et capa(e) = 00, Ve € E. La figure 2.4(b) présente l'instance
construite depuis I'instance de 3-SET-COVER de la figure 2.4(a).

tl t4

3@ (1@ [«—X2 . .
' i source Qclient .relals

(a) Une instance de 3-SET- (b) Une instance de min-NetworkDesign
COVER

Fi1G. 2.4 — Construction d’une instance de [deg,hop,0]-min-NetworkDesign de-
puis une instance de 3-SET-COVER

Nous affirmons que s’il existe une solution & Iinstance I sur [deg,hop,0]-
NetworkDesign, alors il existe une solution de cofit proportionnel sur 1’instance
Ixsc de K-SET-COVER et réciproquement.

Soit (C, f) une solution de cotit a sur l'instance I, ot C est I’ensemble des
chaines ¢ reliant une source & un client de 7', et telles que f(c¢) > 0. D’aprés
la construction proposée et les conditions sur les capacités des arétes, on peut
supposer que toute chaine ¢ € C est de taille hop, et qu’il n’y a qu’une seule
chaine par client (dans le cas contraire on peut se ramener 4 une solution de
colit inférieur). Appelons U lensemble des arétes utilisées par les chaines de
C. Alors exactement |T'| arétes de U sont incidentes aux sommets clients. Les
autres arétes assurent la connexion entre les différentes sources et les sommets
de X. On peut en déduire une solution de cott (a — |T'|)/(hop — 2) sur 'instance
Ixsc, en sélectionnant les ensembles incidents aux arétes de U. Rappelons que
le degré des clients dans le graphe induit par les arétes U est de 1, et que celui
des autres sommets est d’au plus K + 1.

Réciproquement, s’il existe une solution de cofit b pour I'instance Is¢, on en
déduit une solution de cott (hop —2) x b+ |T| sur I, en sélectionnant comme
nceuds relais les ensembles de la solution, et en assurant la connexité avec la
source la plus proche.

Rappelons enfin que le probléme est dans NP, et que K-SET-COVER est
NP-complet pour K > 3. ]

Le tableau 2.1 récapitule les résultats de cette sous-section, selon les valeurs

de deg et hop.
A la vue de ce dernier, certains résultats demeurent encore & trouver. On
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nombre de sauts (hop)
A

2 3 4 5 > 6 degré (deg)

TAB. 2.1 — complexité de [deg,hop,0]-NetworkDesign selon le nombre de sauts
et le degré maximum autorisés, lorsque les arétes sont de capacité infinie

peut se demander quelle est la complexité de [deg,hop,0]-min-NetworkDesign
lorsque deg € [2,3], hop > 2 et que les arétes sont de capacité infinie.

11 est par ailleurs admis que [deg,hop,0]-min-NetworkDesign avec arétes de
capacité infinie est au moins aussi difficile  résoudre que [deg,hop,0]-min-NetworkDesign
lorsque les arétes sont de capacité finie. La NP-complétude du premier pro-
bléme annonce la NP-complétude du second. En revanche, rien ne permet d’af-
firmer que [deg,hop,0]-min-NetworkDesign est bien polynomial lorsque deg > 2
et hop = 1 : le fait qu’un client puisse recevoir un flot depuis plusieurs sources
ne permet pas d’étendre la preuve du théoréme 3 & cette configuration. La com-
plexité de ce probléme est ici ouverte.

2.3.2 Degré borné et robustesse imposée

La prochaine configuration étudiée consiste & assurer une r-robustesse aux
pannes lorsque le degré du graphe est borné par deg. Il ne fait aucun doute
de la NP-complétude du probléme, méme pour r = 0 puisque cette valeur a
été considérée par défaut dans les travaux précédents. La remarque suivante est
immédiate :

Remarque 5 :
Sideg <1 ou si |S| <r, alors [deg,0,r|-NetworkDesign est trivialement polyno-
mial puisque sans solution réalisable.

En accord avec la proposition 4, le probléme est polynomial lorsque deg = 1
et » = 0, et NP-complet pour tout deg > 2. Nous proposons la proposition
suivante :

Proposition 5 :
Le probleme [2,0,1]-NetworkDesign est NP-complet.
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Preuve :

Nous proposons une réduction depuis le probléme HAMILTONIAN PATH
(HP), connu pour étre NP-complet méme lorsque les extrémités du chemin re-
cherché sont fixées.

Le probléme [2,0,1]-NetworkDesign est dans NP : compte tenu d’une ins-
tance de ce probléme, on peut vérifier en temps polynomial que toute solution &
cette instance assure une robustesse de 1 & chaque client, sans que le degré des
nceuds n’excéde 2.

Soit G une instance de HP avec extrémités fixées, ici s1,$2 € V(G). Nous
construisons une instance (H,capa,S,T,dem) de [2,0,1]-NetworkDesign dans
laquelle :

V(H) = V(G) U {z},

- E(H) = E(G) U {{s1,2},{s2,2}},

- S = {81,82}|51,82 S V(G),

- T=V(G),

- et capa(e) = xole € E(Q).

Résoudre l'instance de NetworkDesign revient exactement & résoudre ’instance
de HP avec extrémités fixées :

Dans toute solution & (H, capa, S, T,dem), le degré de chaque client est de 2
exactement (au moins 2 pour assurer la robustesse, au plus 2 par la contrainte
de limitation de degré). Soit U ’ensemble des arétes utilisées dans toute solu-
tion. Alors {{s1, 2z}, {s2, 2} } C U. De plus, chaque client doit étre connecté aux
deux sources s; et so par deux chemins disjoints. Le degré de ces sources ne
peut excéder 2, et les arétes {si1,z}, {s2,2} appartiennent a la solution. Il en
résulte que les arétes de U — {{s1, 2}, {s2, 2} } décrivent un chemin hamiltonien
dont les extrémités sont s; et so. La réciproque est immeédiate. O

Le tableau 2.2 résume les résultats de complexité de [deg,d,r]-NetworkDesign
selon la valeur des variables deg et r.

2.3.3 Nombre de sauts borné et robustesse imposée

Depuis les résultats énoncés dans la section précédente, il est possible de
conclure immeédiatement & la NP-complétude du probléme [co,hop,r]-NetworkDesign
lorsque hop et r sont quelconques. Les deux théorémes suivants étudient la fron-
tiére entre la polynomialité et la NP-complétude en fonction de ces deux para-
métres. Le premier théoréme annonce la polynomialité du probléme pour tout
couple (hop,r) tel que hop = 1 et r > 0. Le second précise la complexité du
probléme lorsque hop > 2 et r > 0.

Théoréme 5 :
Le probléme de décision [o0o,hop,r[-NetworkDesign est polynomial pour tout
hop=1etr >0.
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degré (deg)

5 robustesse (1)

TAB. 2.2 — complexité de [deg,d,r]-NetworkDesign selon la robustesse minimale
et le degré maximum autorisé.

Preuve :
La preuve est une extension de la démonstration du point 1 du théoréme 1.

Nous proposons un algorithme polynomial qui, depuis une instance I du pro-
bléme [c0,hop,r]-NetworkDesign, renvoie une solution avec un nombre minimum
d’arétes lorsque hop = 1.

Le nombre de sauts maximum étant 1, le graphe de ’instance peut se limiter
au graphe biparti G, sous-graphe de G induit par les sommets S U T. Notons
que dans une solution, chaque aréte sélectionnée est alors dédiée & un couple
(si,t5),s8; € S,t; € T et ne fera passser de flux qu’a destination de ¢;. Les deux
conditions sont nécessaires et suffisantes pour obtenir une solution & I :

1. chaque client ¢ € T" doit étre incident & un ensemble d’arétes £, () tel que
2cenm, 1) capale) = demf(t),

2. lensemble FE(t) doit étre de cardinalité au moins r pour chaque client
tefT.

Pour chaque client ¢, nous définissons un ensemble E*(t) de cardinalité mi-
nimum comme suit :

— nous ajoutons successivement & E*(t) les arétes {t,s;}|s; € S en privilé-
giant celles de plus grande capacité, et tant que la somme des capacités
des arétes de E; reste inférieure & la demande de ¢.

- Si |E*(t)] < r, nous ajoutons des arétes incidentes & t jusqu’a ce que
B ()] = 7.

Appelons E* = J,cp E*(t). Soit (C, f), avec C ’ensemble des chaines c
de longueur 1 telles que E(c) € E*, et f : C — R une fonction telle que
f(¢) = capa(E(c)). Alors (C, f) constitue une solution de coit minimum pour
1.

O
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Théoréme 6 :
Le probléme de décision [0o,hop,r[-NetworkDesign est NP-complet pour tout
hop > 2 et r > 0.

Preuve :

Nous montrons que [00,hop,r]-NetworkDesign est NP-complet, par une réduc-
tion au probléme de décision bien connu SET COVER, (SC), pour tout hop > 2
et r > 0.

Le probléme est dans NP : soit (G, capa, S, T, dem, k) une instance de ce pro-
bléme. Compte tenu d’un ensemble de chaines C' et d’un flot chaines-contraint
f:C — RT, il est possible de vérifier en un temps polynomial que (C, f) est
bien une solution pour 'intance (G, capa, S, T, dem, k).

Soit une instance Isc = (X, T, k) une instance de SC, ou T est un ensemble
de n éléments T = {t1,t2,...,tn}, et X = {X1, Xo,..., X, } est composé de m
sous-ensembles de T'. Nous construisons depuis Is¢ une instance I de [oo,hop,r]-
NetworkDesign comme suit :

Nous construisons r 4 1 copies distinctes de X nommeées X°, X! ... X", en
posant VO < i <7, X = {X} Xi ... X"}, ot X} est la copie de X, dans X".
Notons 57 = (j ), %(j,i) € [0, 7] x [0, hop — 2].

Nous définissons le graphe G = (V| E) tel que :

v ={x]

et

E = {{x]

Soient S = {sg}o _j<p» dem : T — RT une fonction quelconque, et capa :
E — oo la fonction qui associe une capacité infinie aux arétes de GG. Posons
I = (G,capa,S,T,dem, 1) une instance au probléme [co,hop,r]-NetworkDesign.
La construction de I est clairement polynomiale en fonction de la taille de Ig¢.
La figure 2.3.3 présente 'instance I construite & partir de I'instance SC de la
figure 2.5 et des paramétres hop = 4 et r = 2. L’instance comporte r + 1 sources
auxquelles tout client doit étre connecté.

Considérons une solution (C, f) de coat inférieur ou égal a ! sur ’instance
I, ou C est ’ensemble des chaines ¢ reliant une source et un client, telles que
f(¢) > 0. La construction proposée implique que toute chaine ¢ € C est de taille
hop, et que deux chaines contenant 2 sources différentes ne partagent aucune
aréte.
Pour une source s}, donnée, appelons p; = ‘U E({c}),ce C|s} ext(c)‘ le nombre
d’arétes utilisées pour connecter sj, & l’ensemble des clients T". Soit p = ming<;<, p;.
Alors, p arétes suffisent pour connecter n’importe quelle source & T' (évident par
construction), et on peut se ramener & une solution de cotit a avec a = (r+1) X p.
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F1G. 2.5 — Une instance de SET-COVER

2 M source  Qclient @ relais

Fi1G. 2.6 — Une instance construite & partir de l'instance SET-COVER de la
figure 2.5 et des paramétres hop = 4 et r = 2.
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Considérons alors une source sj, et ’ensemble des arétes U = |J E({c}),c €
C|s € ext(c) la connectant & T', et notons p = |U|. Alors exactement p — |T'| —
(hop — 2) sommets de X; sont utilisés pour connecter s{ & T. Ces sommets sont
les ensembles de XN {{JV ({c}),c € C|sf € ext(c)} , qui définissent alors une
solution au probléme SC sur Igc de coit p — |T'| — (hop — 2), encore égal &
a/(r+1)—|T|— (hop —2).

Réciproquement, soit X° C X une solution sur l'instance Isc de cofit
b = |Xs| < k. On peut raisonnablement penser que X° est une couverture
minimale, c’est & dire qu’il existe pour chaque ensemble X; de X° un élé-
ment de T qui n’appartient & aucun autre ensemble de X . Pour chaque couple
(s8,t7),0 < i < 7,0 < j < n, nous considérons la chaine c telle que V(c) =
{50,31,...,sh0p72,Xa,t } avec X! € X% et t; € X!, et posons f(c) = oo.
Soit C I'union de ces chaines, et H le graphe pour lequel Vi = (J.c V(c) et
Exg = U.cc E(c). Alors (C, f) est bien une solution de I, puisque C' assure la
robustesse de T dans (G, S), et que les chaines de C sont de longueur hop. Le
nombre d’arétes de H est alors de ((hop —2) + b+ |T|) x (r + 1).

Ainsi pour toute solution sur I de cotit a, on peut déduire une solution sur
Isc de cott b,ou b=a/(r+1) —|T| — (hop — 2), et réciproquement. Rappelons
enfin que SC est un probléme NP-complet. O

Corollaire 3 :

La réduction présentée conserve le rapport d’approximation. Rappelons que MSC
est bien connu pour étre NP-difficile et non approrimable 4 un facteur constant
prés. Ainsi [oo,hop,r [-min-NetworkDesign est un probléme NP-difficile et non
approximable d un facteur constant prés pour tout hop > 2 et r > 0.

Le tableau 2.3 résume les résultats présentées dans cette sous-section.

nombre de sauts (hop)

NP-Ci NP-Ci NP-C ?'Nﬁ"('J'L'Nii"C'L'NF C

..............................................................

0 1 2 3 4 > 5 robustesse (1)

TAB. 2.3 — Complexité de [00,hop,r]-NetworkDesign en fonction de hop et r
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