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Résumé :
Dans cet article, nous présentons une méthode générale de planification de trajectoires sécurisées, appli-
quée à l’optimisation d’un pas dans le plan sagittal pour le robot humanoïde HOAP-3. La planification
de trajectoires sécurisées utilise les mêmes algorithmes d’optimisation que les méthodes de planifi-
cations classiques, mais remplace la discrétisation par grille par une discrétisation garantie basée sur
l’analyse par intervalles. Les résultats expérimentaux obtenus avec un modèle 2-D à six degrés de li-
berté du robot humanoïde HOAP-3 prouve que la méthode classique peut engendrer la violation de
contraintes alors que la méthode proposée garantit le respect des contraintes sur tout le mouvement
assurant ainsi l’équilibre et l’intégrité du robot.
Mots-clés : planification de trajectoires, contraintes garanties, optimisation, discrétisation, analyse par
intervalle, robot humanoïde,sécurité, boucle ouverte.

1 Introduction

Les travaux, présentés dans cette communication, s’inscrivent dans le cadre des activités du projet INRIA-
DEMAR (DÉambulation et Marche ARtificielle) (4) qui a pour but la restauration du mouvement, et no-
tamment la déambulation, de patients paraplégiques. Dans le contexte de notre étude, contrairement à la
réalisation de mouvements pour des robots humanoïdes, nous ne disposons pas des capteurs nécessaires
au développement d’une boucle de commande. Par conséquent, l’exécution de mouvements sera réalisée
en boucle ouverte. Il faut également souligner que nous devons absolument garantir l’intégrité des patients
paraplégiques. Il est donc nécessaire de développer une méthode générale de planification de trajectoires
sécurisées garantissant le respect des contraintes pour toute la durée du mouvement. Afin de valider notre
méthode, nous l’expérimenterons sur le robot humanoïde HOAP-3.

La planification de trajectoires a été le but de nombreuses recherches de la communauté robotique hu-
manoïde. Pour des systèmes complexes tels que les robot humanoïdes, la planification de trajectoires doit
prendre en compte un nombre important de contraintes, ce qui augmente les temps de calcul. C’est pour
cette raison que la planification de trajectoires se fait, dans le domaine de la robotique, généralement hors
ligne dans le but de créer des bases de données de mouvements (1) qui seront exécutés en ligne afin de
palier au problème du temps de calcul. La planification de trajectoires est un domaine vaste qui rassemble
le problème de la locomotion d’acteurs virtuels dans des environnements encombrés (18), la génération de
mouvement de coup de pied (10) ou le calcul de trajectoires pour des robots manipulateurs (13). Tous ces
problèmes peuvent se ramener à un problème d’optimisation sous contraintes.

Dans la plupart des cas, les contraintes inhérentes au système doivent être satisfaites tout au long de la tra-
jectoire générée. En pratique, cependant, ces contraintes sont discrétisées en ne considérant leur valeur que
pour des instants appartenant à une grille temporelle. Par conséquent l’algorithme d’optimisation produira
un mouvement qui satisfera les contraintes aux instants consiédérés, sans garantir la non-violation entre
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deux instants. Cette absence de garantie peut provoquer des violations de contraintes qui peuvent avoir des
conséquences désastreuses pour l’intégrité du système.

Pour apporter une solution à ce problème, nous développons, dans cette communication, une méthode
qui se base sur la discrétisation garantie des contraintes, déjà testé pour le calcul d’un pas pour un système
à deux degrés de liberté (8). Nous étendons ces travaux à la planification de trajectoires sécurisées pour
des systèmes plus complexes. Nous montrons comment générer un pas optimal dans le plan sagittal pour le
robot humanoïde HOAP-3. Nous nous intéressons à la discrétisation temporelle, mais notre méthode peut
être appliquée à une discrétisation à N-dimensions. Le principe de base est de considérer les contraintes
sur un ensemble d’intervalles de temps au lieu de ne prendre en compte qu’un ensemble d’instants discrets.
Pour cela, nous utilisons l’analyse par intervalle (11) qui a déjà été utilisée pour résoudre des problèmes de
chemin garanti évitant les auto-collisions (2). Nous illustrons notre méthode de planification de trajectoires
sécurisées avec un modèle 2-D de robot humanoïde, mais elle peut être généralisée à des modèles 3-D.

Ce document est structuré de la manière suivante : la section 2 introduit le modèle 2-D du robot huma-
noïde utilisé pour la génération de pas optimaux dans le plan sagittal. La section 3 présente le problème
d’optimisation ainsi que la discrétisation par grille couramment utilisée. La section 4 introduit l’analyse
par intervalle utilisée dans le cadre de la planification de trajectoires sécurisées présentées en section 5. La
comparaison des résultats dans la section 6 précède la section 7 où les travaux futurs sont exposés.

2 Modélisation
Pour planifier un mouvement, il est nécessaire de connaître le système grâce à un modèle mathématique

La planification de trajectoires optimales doit tenir compte de plusieurs contraintes inhérentes au système
qui sont obtenues grâce à un modèle. Dans notre cas, nous nous intéressons à la planification de mouvements
pour le robot humanoïde HOAP-3 dans le sagittal et considérons que l’équilibre dans le plan frontal peut
être assuré en utilisant, par exemple, la méthode présentée dans (3). Nous simplifions le robot humanoïde
HOAP-3 (système 3D) en un système plan avec 6 degrés de liberté, en supposant que les membres supérieurs
sont équivalents à une masse située au niveau du bassin ( cf. Fig 1).

FIG. 1 – modèle plan du robot HOAP-3 pour la planification d’un pas dans le plan sagittal

Nous définissons le mouvement à travers un vecteur de paramètres X qui contient des coefficients pondé-
rateurs Pj,k ainsi que la durée du mouvement Tf .

X = [P0,0;P0,1; ...;Tf ]T (1)

À Partir de ce vecteur de paramètres nous allons calcules les positions, vitesses et accélérations articu-
laires. Puis, partant de ces valeurs, nous déterminerons les couples articulaires grâce au modèle dynamique
inverse qui nous fournira également des informations pour calculer une grandeur représentative de l’équi-
libre du robot.

2.1 Variables articulaires
Chaque variable articulaire est calculée à partir de Ns coefficients pondérateurs appartenant au vecteur X.

q j(t) =
Ns

∑
k=1

Pj,k×bk(t) (2)
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Les fonctions bk(t) forment une base de fonctions représentée sur la Figure 2 Les vitesses et accélérations

FIG. 2 – Représentation des fonctions de base bk(t) pour Ns = 5

articulaires sont obtenues par dérivation :

q̇ j(t) =
Ns

∑
k=1

Pj,k× ḃk(t) q̈ j(t) =
Ns

∑
k=1

Pj,k× b̈k(t) (3)

2.2 Modèle dynamique
Les équations du modèle dynamique permettent de calculer les couples articulaires Γ(t) à partir des po-

sitions, vitesses et accélérations articulaires et des efforts extérieurs fe(t) (considérés nuls dans notre cas).
Nous utilisons la méthode Newton-Euler (7) qui permet un calcul rapide des couples articulaires ainsi que
des efforts au niveau du pied de support.{

Γ(t)
Fpied

}
= NE(q(t), q̇(t), q̈(t), fe(t)) (4)

2.3 Équilibre
Le calcul du Zero Moment Point (ZMP) nous informe sur l’équilibre des robots humanoïdes pendant le

mouvement. (17) définit le ZMP comme le point sur la surface de contact ou le moment est nul (cf. Fig
3). Si ce point reste dans la surface de support le robot conserve son équilibre, sinon il est dans un état de
déséquilibre qui peut entraîner la chute.

FIG. 3 – Représentation du ZMP

La valeur du ZMP dépend des positions, vitesses et accélérations articulaires, ainsi que des efforts exté-
rieurs :

ZMP(t) = f (q(t), q̇(t), q̈(t), fe(t)). (5)

2.4 Contraintes du mouvement
Dans les sections suivantes, nous considérerons qu’un mouvement optimal doit obligatoirement respecter

les contraintes de butées articulaires ainsi que de vitesses articulaires limites.

∀i,∀t qi,min ≤ qi(t)≤ qi,max (6)

∀i,∀t q̇i,min ≤ q̇i(t)≤ q̇i,max (7)
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Afin d’obtenir un mouvement qui préserve l’équilibre, nous prendrons également en compte les limites
du ZMP.

∀t ZMPmin ≤ ZMP(t)≤ ZMPmax (8)

3 Planification de trajectoires sous contraintes
Nous avons donc définis le modèle mathématique de notre système. Nous pouvons donc procéder à la

planification des trajectoires articulaires qui définissent le mouvement (coup de pied, accomplissement d’un
pas).

3.1 Problème d’optimisation
Le problème de planification de trajectoires se résume souvent à un problème d’optimisation qui consiste

à trouver le vecteur de paramètres optimal X qui satisfait :

min
∫ T

0
F(X, t)dt (9)

subject to :
∀i,∀t ∈ [0,T ] gi(X, t)≤ 0

∀ j h j(X) = 0 (10)

où :
– F est la fonction objectif à minimiser,
– gi est un ensemble de contraintes inégalités,
– h j est un ensemble de contraintes égalités.
Le problème posé (Eq. 9-10) est un problème de programmation semi-infinie (6) car il dispose d’un

nombre fini de paramètres alors que le domaine des contraintes est infini. (14) décrit trois méthodes dif-
férentes de discrétisation des problèmes de programmation semi-infinie qui permettent d’approximer le
problème semi-infini en un problème fini. L’idée principale de ces méthodes est de déterminer une grille
temporelle afin de résoudre le problème d’optimisation aux intersections de la grille. Une fois le problème
résolu, la grille est modifiée pour obtenir un résultat plus précis.

Cependant une grille de discrétisation n’assure pas le respect des contraintes pour des points non contenus
dans cette grille. Le paragraphe suivant montre une discrétisation par grille et met en lumière la violation
possible de contraintes.

3.2 Discrétisation par grille
Dans la plupart des cas, discrétiser consiste à calculer les contraintes pour un ensemble discret de valeur

du temps (16). Par conséquent, l’équation (10) devient :

∀i,∀tk ∈ T gi(X, tk)≤ 0
∀ j h j(X) = 0 (11)

avec T = {t0 = 0, t1, ..., tN−1, tN = T}.
Le problème semi-infini (9-10), défini comme ∀t ∈ [0,T ], est considéré comme un problème fini : ∀tk ∈
{0, t1, ..., tN−1,T} pour lequel les contraintes ne seront satisfaites uniquement aux instants pris en compte.

3.3 Violation des contraintes
En utilisant une discrétisation par grille l’algorithme d’optimisation produira une solution qui satisfera

les contraintes seulement pour les instants discrets {t0, t1..., tN−1, tN} , mais aucune garantie n’est donnée
concernant la validité des contraintes pour des instants non considérés. Afin de mettre en évidence ce phé-
nomène nous avons utilisé cette méthode de discrétisation pour planifier le mouvement d’un pas pour le
robot humanoïde HOAP-3. Nous considérons les contraintes des équations (6,7,8) et voulons minimiser la
durée du mouvement.

La Figure 4 montre l’évolution du ZMP pour un pas optimisé en considérant 10 instants de discrétisation.
Dans ce cas pour que le robot conserve son équilibre il faut que la valeur du ZMP reste dans l’intervalle
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FIG. 4 – Représentation du ZMP, pour un pas optimisé en considérant 10 instants de discrétisation

[−0,04;0,068], qui correspond à la taille du pied. Nous pouvons constater que les contraintes sont bien res-
pectées pour les instants discrets considérés par l’algorithme d’optimisation. Cependant, sur toute la durée
du mouvement, la contrainte du ZMP est violée, par exemple entre t = 0.05s et t = 0.1s. Pour illustrer l’im-
pact que cette violation de contrainte peut avoir, nous avons appliqué ce mouvement sur le robot humanoïde
HOAP-3. Il s’avère donc que cette violation de contrainte entraîne la chute du robot (cf. Fig.5).

(a) t = 0s (b) t = 0.12s (c) t = 0.24s (d) t = 0.36s

FIG. 5 – Mouvement optimisé en considérant 10 instants de discrétisation

Une solution pour résoudre ce problème serait d’augmenter le nombre k d’instants. Cependant cela ne
permet pas d’éviter les possibles violations. De ce fait, nous présentons la contribution principale de cet
article : la discrétisation garantie de contraintes.

4 Discrétisation garantie de contraintes

Le principe de la discrétisation garantie de contraintes est de calculer la valeur maximale de la fonction
contrainte gi(X, t) pour un intervalle de temps [t] = [t, t] au lieu de la valeur calculée à un instant précis,
afin de la renvoyer à l’algorithme d’optimisation. L’analyse par intervalle va nous permettre d’obtenir une
implémentation de ce calcul.

4.1 Analyse par Intervalle

Initialement l’analyse par intervalle fut développée pour quantifier les erreurs d’arrondi introduites par la
représentation de nombres réels par des nombres flottants dans le domaine de l’informatique. Puis elle fût
étendue à la validation numérique (15; 11; 12).

Un intervalle réel [a] = [a; ā] est un sous ensemble de R. Avec a = In f ([a]) et ā = Sup([a]). L’ensemble
de tous les intervalles réels de R est noté par IR. Les opérations arithmétiques réelles sont étendues aux
intervalles. Considérons un opérateur ◦ ∈ {+,−,∗,÷} et [a] et [b] deux intervalles. Alors :

[a]◦ [b] = [in fu∈[a],v∈[b] u◦ v, supu∈[a],v∈[b] u◦ v] (12)
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Considérons m : Rn 7−→ Rm ; le calcul de la fonction sur un vecteur intervalle [a] est donné par :

m([a]) = {m(u) | u ∈ [a]} (13)

La fonction intervalle [m] : IRn 7−→ IRm est une fonction d’inclusion de m si

∀[a] ∈ IRn, m([a])⊆ [m]([a]) (14)

Une fonction d’inclusion de m peut être obtenue en remplaçant chaque occurrence réelle par son corres-
pondant intervalle et chaque fonction par son équivalent intervalle, dans ce cas elle est définie comme la
fonction d’inclusion est appelé fonction naturelle d’inclusion. Les performances de cette fonction d’inclu-
sion dépendent de l’expression formelle de m.

Concrètement l’analyse par intervalle offre une implémentation pratique, tout en étant un moyen garanti,
de calculer les valeurs minimale et maximale d’une fonction m(t) quand t est défini sur un intervalle [t].
Une borne supérieure pour la valeur maximale maxt∈[t](m(t)) est donnée par Sup[m]([t]) ainsi qu’une borne
inférieure pour la valeur minimale mint∈[t](m(t)) par In f [m]([t]).

En pratique, l’encadrement peut s’avérer trop large. Cependant il existe plusieurs techniques pour obtenir
un encadrement plus étroit, telles que les expansions en série de Taylor ou d’autres techniques d’optimisa-
tion globale (5).

4.2 Application

Dans cette étude nous avons utilisé la méthode la plus simple pour affiner l’encadrement et obtenir une
meilleure évaluation des fonctions contraintes sur un intervalle de temps. Nous avons choisi de séparer
l’intervalle initial en un ensemble de Nb sous-intervalles sur lesquels le calcul sera relancé. Le nombre de
sous-intervalles dépendra de la précision désirée.

Par exemple, considérons la fonction d’inclusion [ZMP]([t]). Dans l’équation (5) on remarque que la
variable t apparaît plusieurs fois. De ce fait l’encadrement de [ZMP]([t]) risque d’être très large. Grâce à la
décomposition en sous intervalles, nous pouvons contrôler la précision du calcul des extremum.

(a) Nb = 1 (b) Nb = 8 (c) Nb = 512

FIG. 6 – Encadrement du ZMP pour 6 intervalles de temps

La Figure 6(b), montre comment la décomposition en sous intervalles agit sur la largeur de l’encadrement.
Le tableau 1 montre la corrélation entre le temps de calcul est la précision. Le temps de calcul pour un

instant discret est de 0.03ms. On s’aperçoit que la discrétisation par intervalle demande plus de temps de
calcul. Pour une application hors ligne qui garantit la sécurité du mouvement nous pouvons considérer que
cela reste convenable. Cependant cette méthode augmente le temps de calcul et l’utilisateur doit donc faire
un compromis entre la précision et le temps de calcul.

La précision est calculée de la manière suivante :

précisioni(%) =
εi− ε215

ε215
∗100 (15)

avec :εi = Borne_supérieure - Borne_inférieure pour un calcul fait en considérant i sous intervalles.
Nous avons choisi comme référence l’encadrement obtenus pour 215 sous-intervalles.
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Nb 1 2 4 8 16 32
précision(%) 72.9 48.9 19.4 8.2 3.7 1.7

temps de calcul 0.7ms 1.4ms 2.5ms 5.4ms 11ms 20ms

Nb 64 128 256 512 1024 215

précision(%) 0.8 0.34 0.17 0.08 0.04 0
temps de calcul 42ms 80ms 0.16s 0.32s 0.64s 20s

TAB. 1 – Comparaison : temps de calcul / précision

5 Planification de trajectoires garanties

5.1 Définition
La planification de trajectoires garanties se base sur les mêmes logiciels d’optimisation que les mé-

thodes classiques de planification de trajectoires. Cependant, nous utilisons la discrétisation garantie des
contraintes pour déterminer la valeur maximale des contraintes de type inégalité qui doivent être vérifiée
sur tout un intervalle de temps. Par conséquent, l’équation (10) est remplacée par :

∀i,∀[t] ∈ IT max
∀τ∈[t]

gi(X,τ)≤ 0 (16)

avec IT = {[t1], [t2], ..., [tk−1], [tk]} où [tn] = [tn−1, tn] représente un intervalle de temps
Dans ce cas, les bornes supérieurs de l’équation (16) max gi peuvent être obtenues facilement en calculant

la borne supérieure de la fonction d’inclusion [gi] pour un intervalle de temps [t] :

∀i,∀[t] ∈ IT Sup[g]i(X, [t])≤ 0 (17)

5.2 Dérivée des contraintes
Nous utilisons l’algorithme d’optimisation C-FSQP (Lawrence et al.), qui a besoin du calcul de la dérivée

des contraintes par rapport aux paramètres d’optimisation : ∂g(X,t)
∂X . A l’heure actuelle cette dérivée est

approchée par différence finie par le logiciel C-FSQP, mais des travaux en cours permettront de le calculer
par différentiation automatique.

6 Résultats
Dans cette section, nous présentons les résultats de la planification de trajectoires appliquée au robot

humanoïde HOAP-3 pour un pas de 7cm minimisant la durée du mouvement. Nous utilisons le logiciel
C-FSQP (Lawrence et al.), sur un PC (Pentium-D,3GHz).

Les résultats des processus d’optimisation sont présentés dans les tableau 2, 3 , en considérant les nota-
tions suivantes :

– k : le nombre de points ou d’intervalles pour la discrétisation,
– Nc : le nombre total de contraintes du problème d’optimisation,
– Tc : le temps de calcul,
– obj : la durée du mouvement obtenu (objectif)
– Ite : le nombre d’itérations de l’algorithme.

6.1 Discrétisation par grille
Tout d’abord nous présentons les résultats des optimisations utilisant une discrétisation par grille (Cf.

Section 3.2) :
Dans le Tableau 2, le nombre k d’instants discrets considérés influe sur le temps de calcul ainsi que sur

la valeur finale de l’objectif. Nous pouvons supposer que le résultat optimal est obtenu pour k = 50 et une
durée de mouvement ob j = 0.355s. Par conséquent, un mouvement plus rapide (ob j < 0.355), comme les
mouvements obtenus pour k = 5,10,20 provoquera la violation de certaines contraintes,
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k Nc Tc (s) obj Ite
5 137 103 0.320 467

10 267 137 0.344 336
20 527 1125 0.349 1510
50 1307 1587 0.355 742

TAB. 2 – Résultats des optimisations utilisant une discrétisation par grille.

Ces calculs soulignent la chose suivante : la méthode de discrétisation par grille peut amener à la violation
de contraintes pour un mouvement prétendument optimal. Dans le cas d’un robot humanoïde, la violation
de contrainte peut entraîner la chute ou la destruction du robot.

6.2 Discrétisation garantie
Le Tableau 3 présente les résultats d’un planification de trajectoires garanties :

k Nc Tc (s) obj Ite
5 137 2959 0.61 688
6 163 1675 0.61 331
10 267 20676 0.48 2536
12 319 2417 0.48 254
18 475 3300 0.44 232

TAB. 3 – Résultats d’un planification de trajectoires garanties.

Le nombre d’intervalles a un effet positif sur la valeur de la fonction objectif. En effet une optimisation
avec k = 6 retourne un mouvement de 0,61s, alors que pour k = 18 la durée du mouvement obtenu est de
0,44s. Les deux solutions produisent un mouvement qui ne violera aucune contrainte. On peut en déduire
que l’optimisation faite avec k = 18 prend en compte des solutions rejetées quand k = 6. Ces solutions sont
rejetées à cause de l’encadrement trop large. Par conséquent, le choix du nombre d’intervalle k est important
pour la précision de l’algorithme et doit être choisi avec soin.

Le tableau 3 montre que le fait d’avoir k un multiple de 6 permet de meilleur résultat. Pour plus d’infor-
mation à ce sujet, nous invitons le lecteur à lire (9).

6.3 Expérimentation
Nous avons expérimenté le mouvement d’un pas de 7cm généré par la méthode de planification de trajec-

toires garanties en considérant k = 10 sur le robot humanoïde HOAP-3. La Figure 8 montre le mouvement
obtenu. On s’aperçoit que le robot conserve son équilibre contrairement au mouvement de la Figure 5. La
Figure 7 montre l’évolution de la fonction ZMP. Il apparaît clairement que l’ encadrement [ZMP] ainsi que
le fonction continue ZMP(t) reste toujours dans les limites du pied :

−0,04≤ ZMP(t)≤ 0,068 (18)

La planification de trajectoires garanties assure la validité des contraintes sur toute la durée du mouve-
ment.

7 Discussion
Cette communication présente une méthode de planification de trajectoires garanties appliquée au ro-

bot humanoïde HOAP-3. Cette méthode calcule les contraintes sur des intervalles de temps pour générer
une solution optimale qui interdit toute violation de contraintes, alors que des méthodes de discrétisation
classique ne donne aucune garantie, ce qui peut conduire à la chute ou à la destruction du robot.

Un inconvénient de cette méthode est le temps de calcul, trop long pour une application en ligne. Cepen-
dant, une solution serait de diminuer le nombre de sous-intervalles pour le calcul des contraintes. Mais cette
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FIG. 7 – Représentation du ZMP, pour un mouvement obtenu grâce à la planification de trajectoires garanties
avec k = 10

(a) t = 0s (b) t = 0.2s (c) t = 0.4s (d) t = 0.6s

FIG. 8 – Mouvement obtenu grâce à la planification de trajectoires garanties avec k = 10

solution réduirait la précision du calcul, ce qui produirait des solutions sans violation mais sous-optimales.
Nous prévoyons de tester d’autres solutions (5), ce qui pourrait diminuer le temps de calcul pour une pré-
cision identique. Toutefois, il est important de noter que le résultat obtenu est garanti sans violation de
contraintes.

Pour permettre une réutilisation facile de ce travail nous avons créé la Guaranteed Discretization Library
(GDL) disponible sur http://www.lirmm.fr/~lengagne/GDL. Cette librairie en C++ permet la
discrétisation garantie en utilisant l’analyse par intervalle.

La méthode de discrétisation par intervalle peut être étendue à plusieurs dimensions. Dans notre cas
nous n’avons considéré que la dimension temporelle. Mais une discrétisation 2-D de l’espace libre pour le
planification de déplacement de robots mobiles peut facilement être envisagée. De même la discrétisation
par intervalle peut s’appliquer à des espaces à N-dimensions, même si dans ce cas les temps de calculs
augmenteraient considérablement.

Conclusion

Dans ce papier nous avons présenté la planification de trajectoires garanties. Cette méthode utilise des al-
gorithmes d’optimisation classiques, mais remplace la discrétisation par grille par une discrétisation garan-
tie des contraintes. L’évaluation expérimentale sur le robot humanoïde HOAP-3 montre clairement la néces-
sité d’une garantie sur les contraintes pendant les mouvements en boucle ouverte. Les mouvements, dit opti-
maux, obtenus par des méthodes de discrétisation par grille peuvent provoquer une violation des contraintes
avec des conséquences importantes sur le robot telles que sa chute ou sa destruction. Au contraire notre mé-
thode de planification de trajectoires garanties génère des mouvements sûrs qui ne mettent pas en danger
l’intégrité et l’équilibre du robot.

Le calcul de l’encadrement des contraintes et du gradient par rapport aux paramètres nécessitent d’avan-
tage de recherches afin de palier au problème de temps de calcul
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