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� 5 �� ������
�'&§�

�
���
E���'&
��
���� � �Ì�S� ÿ ��)�F � ��� � �

���� ÿ �"��
�� �2ÿ � ÿ ���Ê¼CÍXØ�Â0;+Ã2��
 5 �����Ì��
�� � � ÿ�� ��)-�����Ð�����
��
��!� ÿ*� ��)

��
���������
	¬$���) ÿ � ÿ ��Fª�����S� ÿ ������#6� 5 ���!
�$���� ÿ �����>��
��² ��� 2��)�)�F ÿ �����!
�$���)*����
 5 �X·��!�
	 ÿ ;È��;
KË��
����
� ÿ ��� ��
��'�� � ���6��# ÿ �����!
�$���)��
;
<=������)*)�&���
�&�������� ÿ ���3�2���� �
��3��# ÿ �����!
�$���)¬���2��)CF'� ÿ �!	 ÿ � � ������
������E£ ÿ ���¤�����®��
�� 5 � 5 ÿ )C&ÿ ��F�������
���� � �®£¥� ÿ�� �3� �
� �
�����+��
����� 2��� ÿ �����!	 ÿ ����
��h�� � �
�+����Fh�"���!��
�F 5 �!��£-�
�
�3�����
�©;
<=��� � ������� ÿ*� ��)����!���

���) ÿ�¯ ��� ÿ ���>��# ÿ �����

�$���)����2��)CF'� ÿ �+)��X�����+���1�����¥#9 ¯
¯ F/&§�� 5 ���!�-�����A&
��
�F�¼Èí]Âp;(<=� ÿ �r#9 ¯
¯ F´���
���!
���) ÿ*¯ ��� ÿ ���1��#2�¥$���) ÿ � ÿ ��F������"� ÿ �´
��!)|�����
�����6#9 ¯
¯ F����X���� �
��
�
¼¿¾���Â0;
é ÿ ¹��1�®�� ��"�"��� ÿ $��E¹��

����
)p	n�3�����'&��� ����S��� ÿ $��?¹��!
����!) ÿ �¥� ¼ÈÁ'	�Í
Â�&§$���)� ��
�s#9 �� � � ÿ ��� π��� B ���
�:���©�������S� ÿ � Ω $��

 ÿ #ÑF ÿ ���®�����1�S�]· ÿ � ÿ $��E����
��S��) ÿ*¯ ��� ÿ ���"��
������

���F�Ò
Supw∈Ωπ(w) = 1.
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π
� ��� 5 �����
�
�U���?��������� ÿ 5 ÿ ) ÿ ��Fs� ÿ ����
 ÿ 5  �� ÿ ��� ��
��������������
� 5 �!
���� ÿ �:#9 �� � � ÿ ��� µF��#¬�3����
��"��) ÿ�¯ �!�s#9 ¯
¯ F �� 5 ���!� F ��# Ω ;

÷/ø�� ��� ���!����ý�þRÿ��
�#"+ÿÑþ�$&%'$��)(
û*�7þ%ÿ��2þ+������ý���


KL���h.h ��!� ÿ �/���
��
���)*�w�2�X$�� 5 � � �����Ë� � �
����
���)'���'��)�#9��
¬������
��
���]� ÿ ���6$���)� ��
�¬������� �2ÿ �����
�
£ ÿ ���P�����'&������ ÿ � ÿ $�� � ��� B ���
� � � �"�
���� �
��
� 1 ¼�Í(íh	CÍTÁ�	¿À]Âp;vÖ��Ð��� ÿ �®��� � � ÿ ���a	¬£-�²£ ÿ )*)ÿ ����
��'�� � �¤�����"�V��#������¤��
������!
�� ÿ �
�²��#´��� ÿ �s������
��
����� ÿ ���Ê�����!
�������
S���2���²£ ÿ )�) 5 �
 ����!� ÿ � �����E���!./ ��
)p;
é��!� Φ = {P1, . . . , PN}

5 ��� B � ÿ ���6���7�L��#-,±�!)*�!�"�!�/���
;hÃ2��
%��)*) n ∈ {1, . . . , N} 	/)*�!�
In
5 �´�3$���)� ��1������� �2ÿ �����
� £ ÿ ���©�
� � �V�!)*�!�"�!�/� Pn ;2<w� 5 �
� ÿ �a	�£-�´�� ����������´���2������)*)�����E$���)� ��
�¥��
��1����� ÿ � ÿ $���;2Ã2��
Ë�����´���
./ ��!)r£-�´ ����E�����1#9��)*)*�T£ ÿ ���>��������� ÿ �����!Ò

. ùa÷Tâ£÷Yý\ùXö ô • I / Φ→ IR+ ÿ�
Eþ0$��21Aû3�	47þpÿ��
�5�3�062�	�7�98):
I(Pn) = In.

• ; �<�3���	�]þ+�
(.)

þ0$��>=����Aü®ûhþ§ý�þRÿ��
�?�
� {1, . . . , N} þ0$�ý�þ@
 �
�Aþ0
:þ�$��<�]ý���û��!

In

ÿ��
ÿ��	4��A��ý

7ÿ��3�B�
�C�3��� / I(1) ≤ . . . ≤ I(N).

• A(n)
ÿ�
´þ�$��D4!�
ý���ÿÑþpÿ��
�&�E11ý����F�����7üG���2þ0
@"F$�� 
 �H�]ý���û*�I�CJK4!�!�7�



I(n) /
A(n) = {Pi ∈ Φ/Ii ≥ I(n)} = {P(n), . . . , P(N)}.

L ÞNM�öOýN÷TýNùXöNÜ • �O4�ý�=�ý347ÿÑþP:�ÿ�
¶ýD
 �7þ�1Aû3�	47þpÿ��
�
v / P(Φ)→ [0, 1]


7û�4!$©þ0$�ý�þ
v(∅) = 0, v(Φ) = 1,

ý���� ∀A,B ∈ P(Φ)A ⊆ B ⇒ v(A) ≤ v(B).
• v̄ þ�$��D4!�
��QAûR��ý�þ+�I4�ý�=�ý347ÿÑþP:S�E1

v
ÿ�
T�3�062�	�7�98): /

∀A ⊆ Φ, v̄(A) = 1− v(Ac)
"F$����A�

Ac
ÿ�
´þ0$��T4!�]üU=����7üG���2þ§ý���:I
 �7þV�E1

A
ø

L ÞNM�öOýN÷TýNùXöNð �W4�ý�=�ý347ÿÑþX:
v

�
�
Φ
ÿ�


• ýS4!�
�����CJY4�ý�=�ý347ÿÑþP:�ÿ 1 ∀(A,B) ∈ P(Φ), v(A) + v(B) ≤ v(A ∪B) + v(A ∩ B) Z
• ý94!�
�	4�ý����H4�ý�=�ý347ÿÑþX:�ÿ 1 ∀(A,B) ∈ P(Φ), v(A) +v(B) ≥ v(A∪B) +v(A∩B)

ø

,������E���2��� ÿ # v ÿ �¥� � ��� � �X$�� � ���2� ��ÿ ��F�	������
� v̄ ÿ �¥� � ����$��A· � ���2� ��ÿ ��F�;
L ÞNM�öOýN÷TýNùXö\[^] �7þ

Φ = {P1, . . . , PN}
8��´ýI
 �7þ_�E1a`b�����7üG���2þ�
 Z I : Φ→ IR+ 8��´ý

1AûK�	47þRÿ��
�I1��A�]ü
Φ
þ+��þ0$��c�A��ý��d=�� 
7ÿÑþRÿ����!
´ý����

v
8��¶ýY4�ý�=�ý347ÿÑþP:e�
� P(Φ)

ø

• f $���%'$��)(
û��7þ,ÿ��2þE������ý��g�E1
I

"+ÿÑþ�$S�A�!
+=��!47þ-þ+��þ0$��D4�ý�=�ý347ÿÑþP:
v
ÿ�
 /

Cv(I) =
N∑

n=1

I(n)(v(A(n))− v(A(n+1)))

=
N∑

n=1

(I(n) − I(n−1))v(A(n))
"+ÿÑþ�$

A(N+1) = ∅ ý���� I(0) = 0.

1 ¾AÅ�Ò�ÆiÍ�Ú.Å�ÄAÅVÚ�Á�¿lÁÃÆiÂ�h&Þ³çOÅVÂlÁ�ÎÃÆiÂ¨ÚiÊ>ikj7l
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• �m��û�ý��2%'$��)(
û��7þ,ÿ��2þE������ý��'4�ý��58��I4!�]üU=�ûhþ+�7�B8):"û�
7ÿ��3�"þ�$��D4!�
��QAûR��ý�þ+�I4�ý�=�ý347ÿÑþP: /

Cv̄(I) =
N∑

n=1

I(n)(v(Ac(n+1))− v(Ac(n))).

n øTùnæ[ù�ãVý§÷Tý\ùXö\oqp 1
v
ÿ�
¶ýS4!�
�	4�ý����T4�ý�=�ý347ÿÑþX: Z þ�$���� Cv(I) ≥ Cv̄(I)

ø

n øTù7ù*rAs Æ �=�2�X$�� Cv(I)−Cv̄(I) =
N∑

n=1

(I(n)−I(n−1))(v(A(n))−1+v(Ac(n))).
H ÿ � � �

v
ÿ � � ��� � �X$���	 v(A(n)) +v(Ac(n)) ≥ v(Ω) +v(∅) = 1 £¥� ÿ�� �a	h£¥���
�²������� ��ÿ �����!��£ ÿ ���

(I(n) − I(n−1)) ≥ 0 	2�!�/��� ÿ )�� Cv(I)− Cv̄(I) ≥ 0 ;

÷/ø|÷ ��� ���!����ý�þRÿ��
�#"+ÿÑþ�$©þ0$��¶ý

�:]ü®üG�7þP�7ÿ�4>%'$��)(
û*�7þ%ÿ��2þE������ý��

Æ ���
�°�����¢
��������¤��# I ÿ � IR 	L�����
�4	¥� �
� ��
�� ÿ ���Ï��� þ �!����� 5 �!
��W¼¿À]Âp	¥������
��
����� ÿ ���
£ ÿ ���S
��!����� � �L���1����� � ���2� ��ÿ ��F3������ �)*� 5 �6���!
�#9��
��"�!��$ ÿ �´����� ý

�:]ü®üG�7þX�Aÿ�4T%'$��)(
û��7þ
ÿ��2þE������ý�� ;
Ö��©��� ÿ �=�� 5 ��� � � ÿ ���4	n£-� � ����� ÿ ���

¥�2�X$ ÿ �����3
��X��)4#9 �� � � ÿ ��� I : Φ→ IR ;
Æ �1���!����������� r ����� ÿ �����7· 5 �
)������ ÿ ���¶��� {1, . . . , N}, �� � �©���2�]�
I(1) ≤ . . . ≤ I(r) < 0 ≤ I(r+1) ≤ . . . I(N).

<=���
�©£L�1��� B ���
I− = {−I(1), . . . ,−I(r), 0, . . . , 0} ����� I+ = {0, . . . , 0, I(r+1), . . . , I(N)} ;
L ÞNM�öOýN÷TýNùXöutv] �7þ

Φ = {P1, . . . , PN}
8��3ýB
 �7þU�E1c`w�����7üG���2þ�
 Z I / Φ → IR

8��3ý
�A��ý��R1AûK�	47þRÿ��
�&�
�

Φ
ý����

v
8���ýY4�ý�=�ý347ÿÑþP:e�
� P(Φ)

ø

f $���ý

�:]ü®üG�7þX�Aÿ�4�%'$��)(
û��7þ-ÿ��2þ+������ý��'�E1
I

"+ÿÑþ0$B�!�!
+=��!47þ%þ+�
v
ÿ�
 /

Čv(I) = Cv(I
+)− Cv̄(I−).

n øTùnæ[ù�ãVý§÷Tý\ùXöux?p 1
v
ÿ�
¶ýS4!�
�	4�ý����T4�ý�=�ý347ÿÑþX: Z þ�$���� Čv(I) ≥ Čv̄(I)

ø

<=� ÿ �¥��
�������� ÿ � ÿ ��� ÿ �=� ÿ 
�� � �¥#9
���� ��
�������� ÿ � ÿ ���©À';

[ õ!äÎæOø]ÞAüHýRã
Þ©æ4øTùKy
ÞAüÑ÷Tý\ùXö

Ö��ª��� ÿ �1��� � � ÿ ���a	a£-�S��
����������®���:�����T£ë���T£ ÿ � ÿ �´������� ÿ 5 )*�®���©��� ÿ #Ñ�E#9
����¨����� ÿ � ÿ $��
�� ����"��� ÿ $��´¹��

����
) 5 �����
�V���S�����h&������ ÿ � ÿ $��´�����'&§�� ����"��� ÿ $��1¹��!
����!) 5 �����
����
��]¡�� � &
� ÿ ���E�����

��]����
��
;TÖ��´���2��)�����F6���=�����%�� ����S��� ÿ $��,������
���� � �a	X£-�,���=#9
���� � � ����� ÿ �h ��� ��
5 ÿ ����
�F"�����3£-� ÿ �������!�:� ÿ � � 
��!���1��
��]¡�� � � ÿ ���a;
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z�øÑù %{�
�2þRÿ��2û*�]û�
D4�ý

 �

é��!�� �� � ����� ÿ ���

¥����� ÿ �"�����1���?���� 5 ���!� Ω ��# IR2 £¥���!
��´����� � ����� ÿ �/ ��� ���� � � ÿ $ ÿ ��Fÿ � � ����� ÿ ���

��
����� 5 � 5 ÿ �2��
�F�;�J,� � �"��� ÿ ���+��# Ω
ÿ �+�� ����������!�"��� 5 �6� � � ÿ $��¥��
+�����-�����ÿ �����!� ÿ ��� ÿ ���:� � � ÿ $ ÿ ��F �� �
 ÿ ���"�����>� � .h ÿ � ÿ � ÿ ��� ÿ �¥�8��¹��
�U���?�" �� ÿ �X; θ ÿ �¥�������� 5 ���!���#%��)�)¬� � � ÿ $��¶��� ÿ �/���?��# Ω ;�<=���®� � � ÿ $ ÿ ��F:�� ���� ÿ ��� Ω

ÿ �@������ ����
����� 5 �> ���¹/���T£¥�a;
<=���´�
� ÿ ��� ÿ ���²���
��� ÿ ��F²��#D�X� � �V�� 5 ���7� A ��# Ω

ÿ �¥������ ����
�©��� 5 �1�� ��1���®�����1)*� � ��)
���
��� ÿ ��F ��#v� � � ÿ $��E��� ÿ ����� ÿ � A ;
J,� � �Ï���7��� � ����
 D ÿ ��������� ��ÿ �����!�ª£ ÿ ���Ï�©����)|��
 � �'��
�� ÿ ������� (ρ, θ) �����Ï��� ÿ � B � ÿ �����
��(¡�� � � ÿ ��� ¯ ����� W GR���
�´Ã ÿ �� �
��®ÍTM7;

d
e
te

c
to

r DW

Θ

h>Á�Ì�Þ�jYÞD|4Á�¾AÅ�ÇlÏ�ÍHÆ�¿¨ÆiÚ�¿¨ÆiÍ�ÅVÚ�¿lÁ�ËtÁ�¿FÏ
<=���ª� � � ÿ $ ÿ ��F S ���X���� �
��!�W���°���7��� � ����
 D ÿ � ������ ��"�!�±��� 5 �U��
�������
�� ÿ ���2��)6���
�����´�� �
�#R� � �¶��# ÿ �����!
���� � � ÿ ���©��# Æ £ ÿ ��� θ ;2<=����� � ��)*�´��#¬�����´�"�
���� �
��
�V� � � ÿ $ ÿ ��F ÿ ������� ����
����� 5 �- ���¹/���T£¥�a;�Ö§#������-� � � ÿ $ ÿ ��F ÿ �w�6
����������Q��
�� � �!���
	(�����
�������%�"�
���� �
��
�
� � � ÿ $ ÿ ��F S ÿ � ��)*���Ì�Ì
���������� ��
�� � �
���
;},��P����� ÿ � ÿ $ ÿ ��F ÿ � ��Fh���������
� ÿ*¯ �
� ���°�����
��
��(¡�� � � ÿ ��� ��
�� � �
���
;
é��!� S1

5 �v�����+��
��(¡�� � ���
��� � � ÿ $ ÿ ��F����1���7��� � ����
 D1
����� S2

5 �v�����+��
��(¡�� � ���
��� � � ÿ $ ÿ ��F
��� �>� ÿ � � ������� � ���!�:���7��� � ����
 D2

	'�����1� � � ÿ $ ÿ ��F S12
��� D1 ∪D2

ÿ �Ë�����=������ ��"�!�²���
5 �1�!.h ���)���� S1 + S2

; ¦ �T£-�!$��


	�� ÿ � � �E�����1��
��]¡�� � � ÿ ���©��
�� � �!��� ÿ �¥�®���X���� �
��!�"�!�/�
	
�����E#9��)�)*�T£ ÿ ���>
��!)|��� ÿ ���s�����=��� 5 �E
��
����� � ���!�aÒ S12 ≥ max(S1, S2).

L ÞNM�öOýN÷TýNùXöu~ f $��@1Aû3�	47þpÿ��
� |.| : P(Ω) → IR
�3���	�]þ+�!
 þ�$��Y
7û3��1!ý34!�Vý

!
 � 47ÿRý�þE�7�

"+ÿÑþ0$Vý��5��8XQ��!47þV�
�
Ω
ø

Ö§# S 5 �
���T$��
�:) ÿ ¹��U�P���
��� ÿ ��F�	=�����
� S
ÿ � ��
�������
�� ÿ ���2��)���� |W ∩ θ| ;=<=��� 5 ��� ÿ*���
��(¡�� � � ÿ ����#9��
��> �)*� ÿ ������� � ����� ÿ �/ ��� ��@���2� � �®������ �)*� 5 � S = ζW |W ∩ θ| 	�£¥���

��

ζW
ÿ �@���� ���¹/���T£¥�¢����
��S��) ÿ*¯2ÿ ��� � �h� «��2ÿ �
���
;rKL����$��!�/� ÿ ������)*)CF�	n£L�®�2�X$���Ò ÿ # θ = Ω�����!� S = 1 £¥�2�����!$��

,�����=���7��� � ����
%����� ÿ � ÿ ���a	]�����!� 1 = ζW |W ∩Ω| �����®�����

��!#9��
���Ò

S = |W∩θ|
|W∩Ω| .

,������>���2�]� W ÿ �������:G ÿ � B � ÿ ���XM��� 5 ���!�´��# IR2 ��#-����F¤��� ÿ ���E��#-���2� � �
���2�]� � ���©��
��(¡�� � �6���©���7��� � ����
 D ;
<=���E���X���� �
��!�"�!�/�¥��
�� � �
��� � ����� ÿ �����=��# K ��
��]¡�� � � ÿ ����� Sk ������� ��ÿ �����!�s£ ÿ ��� K ���A&
��� � ����
������ ÿ � ÿ ������GR��
 K � ÿ�µ �

��!���¶���7��� � ����
��8M Dk

	 � ��)*)*�!�¢���������7·'�
)��
;DJ,� � �Î���A·'�
)
Dk

ÿ �,������� ��ÿ �]���
�®£ ÿ �����´����)*��
 � �'��
�� ÿ ������� (ρk, θk)
; Sk ÿ �,������ ����
�3��� 5 �Ë�����¥��
���&
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����
�� ÿ ���©��#+���������������
� ÿ �����
� 5 F:�����>� � � ÿ $�� ¯ ������������� ÿ � � ��)*)�� � ���
� 5 F������!��� � ����

������� �2ÿ �����
�²£ ÿ ���©�����1����)|��
 � �'��
�� ÿ �2�����?�� �
 ÿ �����>� ÿ ���E �� ÿ �X;�<=���´�/ �� 5 �!
6��#¬������&
������� � ��� 5 � � ���"�� '���
� 5 F´�> �)�� ÿ ��)�F ÿ ��� Sk 5 F´�����-���2�]� ÿ ��) ÿ �����!
�� � � ÿ ��� 5 �!��£-�
�
�>������"�
���� �
��
���
���������U����� ÿ �S������	 ÿ ;È��; |Wk ∩ Ω| £¥� ÿ*� �ª��
��T$ ÿ ���®�����3�����'&§����
��"��) ÿ*¯ �!���
��(¡�� � � ÿ ���4	����2�]� ÿ � S ÿ �=��
�������
�� ÿ ���2��)���� |W ∩ θ| ;

z�ø�� �1ÿ�
 4��A�7þRÿ��Tý�þpÿ��
�&�E1@þ0$��´ÿÑü�ý �3��=��Cý��	�

Æ^ÿ ���������3
��!��
��!���!�/����� ÿ ���U��#%����� ÿ �S������	a��)�£L�TFh�E���!�������
� Ω 	 5 � ÿ ��� � ÿ � � 
��!����	4������ ����� ÿ �/ ��� ��´� � � ÿ $�� ¯ ����� ÿ �E���T£ ÿ �"��
�� �2ÿ ���!)�F:¹/���T£¥�a;wÃ ÿ �� �
��>Ø �����(£¥���²��������)��
�
$��!
�� ÿ ���©��#D����� 5 ÿ ����
�Fs� � � ÿ $ ÿ ��FS���
� ÿ�� ���
� ÿ �©Ã ÿ �� �
��>Í�;

h>Á�Ì�ÞK�³Þ/�5ÁÃÂ¨Ú�Ç¨Æ�¿¨Æ!ÅVÚ�¿lÁ�ËTÆ�Ð.ÊV¾�Æ
<=���´�����'&§�� ����S�]� ÿ $��E¹��!
����!)w��� � ��� ÿ ./ ���
��
) ÿ �
�=���V�3���7��&§�����
��
��!� ÿ*� 5 �����
� ÿ �����!
���)*�TF
5 �7��£L�!�
� � ���/� ÿ �/ ��� ��v�����¶� ÿ � � 
��7��� ÿ ��$���)C$ ÿ ���¥�����- ����L��#�� ÿ ) ÿ ���6�����>�2��
�� ÿ � ÿ ��� ÿ ����;
Ö��
#R� � �
	������

��1��
��@����
��
�E¹ ÿ �����=��# 5 ÿ �2��
�FS
��!�� �)|��
L� ÿ � � 
��!� ÿ*¯ �]� ÿ ���S���2�]� � ��� 5 �@$ ÿ �!£-�
�ÿ �©Ã ÿ �� �
��@É�Ò

Partition of Ω Under-filling tiling of Ω Over-filling tiling of Ω

Cn' CnCn
''

h�Á�Ì�ÞN�³Þ3�5ÁÃÂ¨Ú�Ç¨Æ�¿lÁ�Ð#Å�¿lÁÃÊV¾�Ê�Ô>¿lÀ�Æ�ÄHÎ Å�¾�ÆYÞ
L ÞNM�öOýN÷TýNùXöu�v] �7þ {Cn}n∈{1,...,N} 8��¶ýS4!�
�����Aÿ��3�S�E1�ýH=��Cý��	�1ÿÑü�ý �3�

Ω
ø

• {Cn}n∈{1,...,N}
ÿ�
´ýc=�ý��7þRÿÑþRÿ��
���E1

Ω
ÿ 1´ý����S�
���k:�ÿ 1

∪Nn=1 Cn = Ω Gp¾�M
Cn ∩ Cm = ∅ ÿ 1 n 6= m. GpÉ�M

• {Cn}n∈{1,...,N}
ÿ�
6ý���û3���3������62����ÿ��3�@þRÿ���ÿ��3�1ÿ 1-ÿÑþR1��
�����
"F
-=��A�!=����7þP:>��÷��H8
û'þ��	�]þK=��A�!=��

���AþX:����)��ø

õ
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• {Cn}n∈{1,...,N}
ÿ�
�ýY�
��������62����ÿ��3�3þRÿ���ÿ��3� ÿ 1EÿÑþ*1��
�����
"F
_=��A�!=����AþX:Y���)�98
ûhþ��	�]þ�=��A�!=��

���AþX:���÷���ø
`��]þ+�"þ0$�ý�þ?þ0$��}62�A
7þ�=��A�!=����AþX:S
 �!�7üT
�þE�#8����	�!4!�!
!

ý���:©þE�5���d
7ûK�A�Sý&4!�
�2þRÿ��2û*�]û�
"þE�
��ÿ�
 4��A�7þE�1þP��ý��d
7ÿÑþpÿ��
��"+ÿÑþ�$��]ûhþ{��� 
!
�ý�����þ0$��H
 �!4!�
���S�
�	�T���d
7ûK�A�!
¶ý�����ÿÑþRÿ��TÿÑþX:�ø
ïL� � �� �������#�� ÿ � � 
��!� ÿ*¯ ��� ÿ ���a	������=����)CF®�X$�� ÿ )*� 5 )�� ÿ ��#9��
��"��� ÿ ���¶� 5 �� ��v������� � � ÿ $�� ¯ �����ÿ �L�>�"�
���� �
��@��#r�����@� ÿ � � 
��!���E���
��� ÿ ��F In $ ÿ �>���² ���¹/���T£¥�©¹��!
����!)�������� �2ÿ �����
�s£ ÿ ���� ÿ ·'�!) Pn ;2<=��������� ÿ ��� ��# � ����� ÿ �/ ��� �� ¯ �����1��# 5 ÿ �2��
�F � � � ÿ $ ÿ ��Fs�2���¥��� 5 �´
��
��)|� � �
�5 F ��� ÿ � � 
��7��� � ����) ÿ � ÿ ���S�����®� ÿ $��
�©)*�!$��
)p;
î?�¥������� ÿ � ����� � ����� ÿ �/ ��� �� � ������	n£-� � ����� ÿ ���!
 K ���A·��!)*� Dk

;nÃ2��
=�
� � �:���7·'�
)p	n£-�
£Ë���/�¥���"���'���
) Sk 	������1���7��� � ���!��� � � ÿ $ ÿ ��F²������� ��ÿ �����!� £ ÿ ��� ���A·��!) Dk

;
é��!� Φ = {P1, . . . , PN} 2 5 �����������7�>��# N � ÿ ·��!)*�1��#Ë����� ÿ �S������;�J,� � �Î� ÿ � � 
��7���
�
��� ÿ ��F Pn ÿ �6������� �2ÿ �����
�²£ ÿ ���©�3�� 5 ���!� Cn ��# Ω ;
Ã ÿ 
����
	/£-�@�� ����������?���2���Ë��)*) In ��� 5 �������'&§���
���]� ÿ $���;h<=��� ÿ �/���
��� ÿ ��F ÿ �-�����L� 5 ÿ �2��
�F$���)* ��E����£-�1���
�!�:������� B ������� ÿ �����
��� ÿ ��F²)��!$��!)0;
L ÞNM�öOýN÷TýNùXö ôN��] �7þ

γ
8��EýD�A��ý��*�]ý���û*� Z θγ ÿ�
?þ�$��a
7ûd8�
 �7þ��E12=�ÿ�JK����
a"F$�� 
 �?ÿ��2þ+���d
7ÿÑþP:

�CJK4!�!�7�


γ /

θγ = {Pn ∈ Φ | In ≥ γ}.

,������E���2��� θ0 = Φ ;
,��T£ 5 F����2��)�����F>£ ÿ ��������� � ����� ÿ �/ ��� �� � ������	/£-�?��� B ��� Wk

���%�����?� ÿ � � 
��7���6�� 5 ���!�
��#%� ÿ ·'�!)*�@������� � ���¢�������
��� ÿ ��)*)CF � �� ����3�����®���7��� � ���!�ª���!��� ÿ ��F Sk ���¤�����®¹ th ���A·'�
)
Dk
;�<=� ÿ �%�� 5 ���!�Ë��# IR2 ��� B ���!�L� 5 ÿ �2��
�F>������� ÿ 5 ÿ ) ÿ ��F�� ÿ ����
 ÿ 5  �� ÿ ���3������� ��ÿ �����!��£ ÿ ���

�X� � � Dk
���
�������
� π(Dk; .)

	2�����:��� B ���!�V���=#9��)�)*�T£¥�
Ò

∀w ∈ Ω,




π(Dk;w) = 1

ÿ # w ∈ Wk

π(Dk;w) = 0 �
)���� .

<=� ÿ � � ����� ÿ �/ ��� ���������� ÿ 5 ÿ ) ÿ ��F¤� ÿ ����
 ÿ 5  �� ÿ ���U��� IR2 ÿ ���� � �
�>�:� ÿ � � 
��7���"������� ÿ 5 ÿ ) ÿ ��F
� ÿ ����
 ÿ 5  �� ÿ ���²��� Φ Ò

π(Dk;Pn) =
∨

w∈Cn
π(Dk;w).

KL�������
./ ��
����)�F�	 Π(Dk;Pn) = 1
ÿ #w�����!
�� ÿ � w ∈ Cn

�� � �:���2��� π(Dk;w) = 1. Ö�������E#9��)�)*�T£ ÿ ��� Π(Dk;Pn)
ÿ �=���
�������
� πk,n ;

þ  2��)�)�F�	 πk,n ��� B ���!�:��� Φ �®�� 5 ���7� Wk = {Pn ∈ Φ | Π(Dk, Pn) = 1}.
2 ß>Ê"Û Æ�Ú�ÎÃÆ.Å�Ç.È2É�Æ[Å�Î�Ç¨Æ.ÅVÍ³Ïy¾AÅ�Ò�ÆiÍ

Φ
ÅVÂ�¿lÀ�ÆO×�¾HÁ�¿¨Æ&Â¨Æ�¿�Ê�Ô£Æ�ÎÃÆ�Ò�Æ�¾*¿¨Â7¿¨Ê�ÍHÆ�×�¾�Æ�¿lÀ�Æ&à4À�Ê Õ*Ö Æ�¿Á�¾t¿¨Æ�ÌYÇoÅ�ÎXÁ�¾�Â¨ÆiÚ�¿lÁÃÊV¾��³Þ��
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<D� ��� B ���®����� � ���2� ��ÿ ��FV ����!� ÿ �V�����3#9��)*)*�T£ ÿ ���"£-�®�2�X$��®��� �A·���
��
���´�����>#9��� � � ÿ ���
|.| £¥� ÿ*� � ÿ �Ë�����1�� �
�#R� � �´� �!� ��
�� ÿ ���3���®����� � ���/� ÿ �/ ��� �� � ������;
L ÞNM�öOýN÷TýNùXö ô_ô�] �7þ

Ω
8��sý9=��Cý��	��ÿÑü�ý �3� Z "_�G�3���	�]þE�

Φ
þ�$��a62�2ÿÑþ+�D
 �7þc�E1H=�ÿ�JK����


ý���� {Cn}n∈{1,···,N} ýB4!�
�����7ÿ��3� Z þ0$����

|.| : Φ → IR

A 7→ | ∪n/Pn∈A Cn|.
n øTùnæ[ù�ãVý§÷Tý\ùXö ôhÜ

Sk Z þ0$��T�3�7þ+�!47þ+�7�Y�3���d
7ÿÑþP:Sý

!
 � 47ÿRý�þE�7�G"+ÿÑþ�$©þ0$��@� th �3�CJK���
Dk Z ÿ�
þ0$���%'$��)(
û��7þ�ÿ��2þ+������ý��U�E1<�3���d
7ÿÑþX:

I / Φ → IR+ "+ÿÑþ�$��A�!
+=��!47þ¶þ+�ªþ0$���4�ý�=�ý347ÿÑþP:
vk�3�062�	�7�e8):

∀A ⊆ Φ, vk(A) =
|Wk ∩ A|
|Wk ∩ Φ| .

G9Ø/M

n øTù7ù*rAs Ãn��
��X� � �´����
��
������)*� γ ∈ IR 	(� 5 ÿ ����
�FE���!��� � ���
� ÿ �����
��� ÿ ��F � ��� 5 � � ������ ����
� �� ÿ ��� Sγk = ζk|Wk ∩ θγ | ; ζk ÿ �=���² ���¹/���T£¥�:����
��"��) ÿ*¯ �]� ÿ ���3#R� � ����

	������ |Wk ∩ θγ |ÿ �@�����®�� �
�#R� � �3���¤����� ÿ �"�����¶������� �2ÿ �����
�¤£ ÿ ���������3�� 5 ���7����#L� ÿ ·'�
)*� Wk ∩ θγ ;a<w�5 �1����
��E��
�� �2ÿ ����	�£-�´���T$�� |Wk ∩ θγ | = |
⋃

n|Pn∈Wk∩θγ
Cn| ;

<D�Ì� 5 �8� ÿ � Sk
	-�����¤���7��� � ���!� ÿ �����
��� ÿ ��FÊ������� ��ÿ �]���
�O£ ÿ ���N�����¤¹ th ���A·��!) Dk

	L£-�
������
��
���]���1��)�)������ Sγk Ò

Sk = ζk

∞∫

0

Sγkdγ = ζk

∞∫

0

|Wk ∩ θγ |dγ ;

<=���Î����
��"��) ÿ�¯ ��� ÿ ���×#R� � ����
 � ��� 5 �¢� 5 �8� ÿ ���!� 5 FW������ �� ÿ ���Ì�����¢ ��� ���)�����
��"��)C&
ÿ*¯ ��� ÿ ���aÒ ÿ # ∀n, In = 1 	������
� ∀k, Sk = 1 ;@H'�×£L�Ï���T$�� Sk = ζk

∞∫

0

Sγkdγ =

ζk|Wk ∩ θ0|1 = 1 �����"�����

��7#9��
�� ζk = 1
|Wk∩θ0|

£¥� ÿ*� �s�!���8� ÿ )*� Sk =

∞∫

0

|Wk ∩ θγ |
|Wk ∩ θ0|

dγ.

H ÿ � � �Ë�����6������� ÿ 5 )*�L$���)� ��
�+��# γ ��
��=� ÿ � � 
��!����	������6� 5 �T$��¥#9��
��> �)*� � ��� 5 � � ������ ����
�5 F�Ò
Sk =

N∑

n=1

(I(n) − I(n−1))
|Wk ∩ θI(n)

|
|Wk ∩ θ0|£¥���

�� (.)

ÿ �>�����©���

��> ������ ÿ ���Ï£¥� ÿ*� �P����
����®����� � ÿ ·'�
)���� �
� ��
�� ÿ ������� ÿ � � 
��
��� ÿ ���ÿ �����!��� ÿ ��F�	�£¥� ÿ�� � � ��� � )* ����!�=�����1��
��'��#�;
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n øTùnæ[ù�ãVý§÷Tý\ùXö ôhðv] �7þ {Cn}n∈{1,...,N} 8��´ýY4!�
�����7ÿ��3�B�E1´ýc=��Cý��	�1ÿÑü�ý �3�
Ω Z

• ÿ 1 {Cn}n∈{1,...,N} ÿ�
"ýI=�ý��7þRÿÑþRÿ��
�\�
��ý��Îû3���3������62����ÿ��3� þRÿ���ÿ��3�:þ�$����
vk
ÿ�
"ý�����ÿÑþRÿ����

ý����
Sk =

N∑

n=1

Invk(Pn) Z
• ÿ 1 {Cn}n∈{1,...,N} ÿ�
¶ý����
��������62����ÿ��3�3þpÿ���ÿ��3� Z þ0$���� vk ÿ�
I4!�
�	4�ý����
ø
n øTù7ù*rAs

• Ö§� ÿ �¬��
 ÿ $ ÿ ��)����E�����(£×����� B 
����+�������

�� ÿ ��� 5 � � �� �����	 ÿ # {Cn}n∈{1,...,N} ÿ �+�@�2��
�� ÿ � ÿ �����
>���Ð ������!
�& B )*) ÿ ���©� ÿ ) ÿ ����	r�����
� Cn ∩ Cm = ∅ ÿ # n 6= m 	¬£¥� ÿ*� �Ì�
���8� ÿ )*�´���������� ÿ � ÿ $ ÿ ��F"��#w����� � ���2� ��ÿ ��F vk ;
• Ã2��
-�����1��� � �������������

�� ÿ ���a	�£-�´���T$��´���3��
��T$��1�������
∀(A,B) ⊆ Φ2, vk(A) + vk(B) ≥ vk(A ∪ B) + vk(A ∩B).Ã ÿ 
����3
�� � ��)*)L���2���3�����²#9 �� � � ÿ ��� |.| ��� B ���
������� �� �
�#R� � �V������� ��ÿ �����!�Ì£ ÿ ���×���� 5 ¡�� � �6��� Ω ;�H'�"���=£-�´���T$�� vk(A) = |Wk∩A|

|Wk∩Φ| = ζk|Wk ∩ A| ;Æ �®���
�
�U��� � ������ ���� |Wk ∩ A| £ ÿ ���¤�����®�($��

 B )�) ÿ ���"� ÿ ) ÿ ��� {Cn}n∈{1,...,N} ;<w�3������� ÿ �Ë£-�1�2�X$��1���3��� B ���1�����E#9��)�)*�T£ ÿ ���¶���!�
Ò

A =
⋃

{n|Pn∈Wk∩A}
Cn, B =

⋃

{n|Pn∈Wk∩B}
Cn

AB =
⋃

{n|Pn∈Wk∩(A∩B)}
Cn, A ∪ B =

⋃

{n|Pn∈Wk∩(A∪B)}
Cn.

H'�:£-�S���T$�� vk(A) = ζk|A| 	 vk(B) = ζk|B| 	 vk(A ∩ B) = ζk|A ∩ B| 	w�����
vk(A ∪B) = ζk|A ∪ B| ;�î?� {Cn} ÿ �Ë�T$��

�& B )*) ÿ ���´� ÿ ) ÿ ����	 AB ⊆ A∩B �����²���/ ��
|AB| ≤ |A ∩ B| ;%H ÿ � � � |A| + |B| = |A ∩ B| + |A ∪ B| 	 vk(A) + vk(B) =
ζk|A∩B|+ ζk|A∪B| 	/�����"�����

��!#9��
�� vk(A) +vk(B) ≥ vk(A∪B) +vk(A∩B).,������V�������X	-���S��������
��!$ ÿ �� �� ÿ ���!./ 2��) ÿ ��F � ��� 5 ������
 ÿ�� �
	%����� � ���2� ��ÿ ��F vk ÿ �
�����Ë����� ÿ � ÿ $���;/<D� ÿ )*)� �����
��������´����
 ÿ*� � ÿ ���
./ 2��) ÿ ��F�	/)*�!�- �� � ����� ÿ ���!
-��£-� � ����� ÿ �� ��� ��
� ÿ ·'�
)*� P1 ����� P2 ������� �2ÿ �����
�²£ ÿ ���:���:�T$��!
�& B )*) ÿ ���¶� ÿ ) ÿ ��� {C1, C2} ;

C1 C2

h�Á�Ì�Þ���ÞHÊ#ËTÆ�ÇeÝ§×�Î�Î�Á�¾HÌ,¿lÁ�Î�Á�¾HÌ
Æ �:�2�X$�� vk(P1) = |C1] = |C2| = vk(P2) 	 vk(P1 ∩ P2) = vk(∅) = 0����� vk(P1 ∪ P2) = |C1 ∪ C2| < |C1] + |C2| £¥� ÿ�� � ÿ ����) ÿ �
� vk(P1 ∪ P2) <

vk(P1) + vk(P2) ;
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î?�v�����T£¥� ÿ �®��� � � ÿ ���®É';ê¾'	]£ ÿ ��� vk 5 � ÿ ���E� � ��� � �X$�� � ����� ��ÿ ��F�	����® ������

v�!��� ÿ �S�]� ÿ ���
Sk

�����:�®)*�T£L�!
¥�
��� ÿ �"��� ÿ ��� Sk � ��� 5 �1��� B ���
�©#9��
=�X� � �©���A·��!) Dk
Ò

L ÞNM�öOýN÷TýNùXö ô�[^] �7þ
Φ

8��Ëþ�$��2
 �7þ��E1-=�ÿ�JK����
 Z ý���� I 8��-þ�$��-=�� 
7ÿÑþpÿ�������ÿ�
 4��A�7þE���3���d
7ÿÑþP:�ø
� �
�Eþ�$��

kth
�3�CJK���

Dk Z
• f $��1û =�=�����=��!�EQ��!47þRÿ��
�Vÿ�
 /

Sk =
N∑

n=1

I(n)(vk(A(n))− vk(A(n+1))) =
N∑

n=1

(I(n) − I(n−1))vk(A(n))
GpÀ�M

• f $��@���
"_���_=��A�EQ��!47þRÿ��
��ÿ�
 /

Sk =
N∑

n=1

I(n)(v̄k(A(n))− v̄k(A(n+1))) =
N∑

n=1

(I(n) − I(n−1))v̄k(A(n))

"+ÿÑþ0$
vk(A) = |Wk∩A|

|Wk∩Φ| ∀A ⊆ Φ
"F$����A�

Wk = {Pn ∈ Φ | Π(Dk, Pn) = 1} ø

z�ø|÷ ; �7ÿ��
$hþ+�7�@=�� 
!
7ÿP8
ÿ���ÿÑþX:9��ÿ�
7þP�AÿP8
û'þRÿ��
�

Ö§#r�����@������� ÿ 5 ÿ ) ÿ ��F3� ÿ ����
 ÿ 5  �� ÿ ��� ÿ �%£L� ÿ �������!�a	 ÿ �s��
����

L���®��
��T$ ÿ ���@�>���'�h�"��
������7&�� µ
5 �7��£L�!�
���
���2��� ��ÿ ���6����� 5 )* �
�
 ÿ ���Ë���7�8� ÿ )*�¬¼¿¾�Ú]Â0	
�����v#9��
��> �)|�-��#/�����+)��(£-�

r�����1 ������


��
��(¡�� � � ÿ ���:�2���6��� 5 �¶���h� ÿ�B �!�a;2î?�6������� ÿ�µ �

��
� � � 5 �!��£-�
�!�������´��£L�s�A·'��
��!��� ÿ �����ÿ �������� ����¤��#E����� � ���(¡� �������� � ���2� ��ÿ ��F�	%£L�¤����)�FP� ÿ $��V��������
��h��#E#9��
������V ������


�
��� ÿ �"��� ÿ ���a;

Ã2��
%����F � ��� B ���
� � �@)*�7$��
) α 	������?./ 2����� ÿ ��F Sαk � ��� 5 � � ���"�� '���
� 5 F" �� ÿ ���>J+.n;aGpÀ�M£ ÿ ��� ����� � ����� ��ÿ ��F²��� B ���
� 5 F vαk (A(n)) = ζk|W α
k ∩ θI(n)

|. H'�3£L�1�2�X$��

Sαk = ζk
N∑

n=1

(I(n) − I(n−1))|W α
k ∩ θI(n)

|

£¥���

�� ζk ÿ �1���¢ ���¹/���T£¥�ª����
��"��) ÿ*¯ �]� ÿ ���:#R� � ����
!	 W α
k

ÿ �@���������7����#L� ÿ ·'�
)*�E£¥�������ÿ �����!
�� � � ÿ ���s£ ÿ ���©�����E¹ th ���7·'�!)w�A· � �
�!���������1)*�7$��
) α Ò W α
k = {Pn | πk,n ≥ α � ;

<=���¤������
��!����� ÿ ���P��#1��)�)6��
��]¡�� � ���!�N$���)* ��!� Sαk � ��� 5 �V� 5 ��� ÿ ���
� 5 F ÿ �����
��
���� ÿ ���
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� �
� ��
�� ÿ ���®���®����� � ��� B ���
� � ��)��!$��
)*�=£ ÿ ���©���:�]&����������

 ÿ ��
 ÿ ����
��S��) ÿ*¯ ��� ÿ ���aÒ

Sk = ζk

1∫

0

Sαk dα

= ζk

1∫

0

(
N∑

n=1

(I(n) − I(n−1))|W α
k ∩ θI(n)

|
)
dα

= ζk
N∑

n=1


(I(n) − I(n−1))

1∫

0

|W α
k ∩ θI(n)

|dα

 .

,���
��S��) ÿ*¯ ��� ÿ ��� ÿ �v� 5 �8� ÿ ���
�3���v ��� ���) 5 F®������ �� ÿ ��� Sk = I
ÿ #�Ò In = I ∀n � �����!
��7#9��
��

Sk =
N∑

n=1

(I(n) − I(n−1))vk(A(n))
£ ÿ ��� vk(A) =

1∫

0

|W α
k ∩ A|dα

1∫

0

|W α
k ∩ Φ|dα

.

<=��� � ��
�
��
��������� ÿ ���©)*�T£-�

´��
��(¡�� � � ÿ ��� � ��� 5 ��� 5 ��� ÿ ���
� 5 F¢ �� ÿ ��� ����� � ���]¡� ��������
� ����� ��ÿ ��F²��# vk ;

z�ø�z �{�A�!=����7þRÿ��!
D�E1Eû =�=�����ý����9���
"_���_=��A�EQ��!47þpÿ��
�d


Ö��3�"�����+
�� � ��������
� � � ÿ ������)�����
 ÿ �����"�!	]��
��]¡�� � � ÿ ���3�����

��]����
��+��
�� ÿ ���!
���� ÿ $��!)�F´ ����
�3���
��
��(¡�� � �-����� 5 � � ¹�&���
��]¡�� � �-�����=
�� � ��������
� � � ÿ �����

�
���
+ ���� ÿ ) � ����$��

����
� � ��;/<=�/ ��!	/�����
$���)* ��1��� 5 ����
��(¡�� � ���
� ÿ �����!���

���)*)CF �����?�S�����h&����!����� ÿ $��1$���)* ��������:�����!
��!#9��
��������
 ��� ���)nKL���h./ ��!� ÿ �/���
��
���)������v��� 5 �=
��!��)|� � �
� 5 F®���"����Fh�"���!��
 ÿ�� KL���h./ ��!� ÿ �/���
��
���)0	
���¥��
��!���!�/���
� ÿ � ��� � � ÿ ���:É�;¿É'	�#9��
= ������

6�����:)��(£-�

=��
��]¡�� � � ÿ ��� � ������ ������ ÿ �����
;
L ÞNM�öOýN÷TýNùXö ô3ov] �7þ

Φ
8���þ0$��I
 �7þH�E1U=�ÿ�JK����
 Z ý���� I 8��3þ�$��G��ÿ�
 4��A�7þE�9�3���d
7ÿÑþP:�ø � �
�

þ0$��
kth

�3�CJK���
Dk Z

• f $��1û =�=�����=��!�EQ��!47þRÿ��
�Vÿ�
 / Sk = Čvk(I) Z
• f $��@���
"_���_=��A�EQ��!47þRÿ��
��ÿ�
 / Sk = Čv̄k(I).

<=���U ������

©�����°)��(£-�

 ��
��]¡�� � � ÿ ���°��
������

�� ÿ �
� ��
��¤� ÿ 
�� � ��)�F ÿ �����!
 ÿ ���
�N#9
���� �����
��
������!
�� ÿ �
�E��#ËKL���h./ ��!� ÿ �����
��
���)*�E�����¢�����3�"����� ÿ �/���

��
��� ÿ ��� ��
������

���F ÿ �E���!
 ÿ $��
�
#9
����±�����v£-��
�¹@��#�H � ����� ÿ ��)*�!
,¼¿¾�¾TÂ/����� � ��� � �!
����r����� � ��
��+��#'����� � ���/$��7· � ���2� �2ÿ � ÿ �
�!;
L ÞNM�öOýN÷TýNùXö ô3t � �
�¥ý�����4!�
�����CJ>4�ý�=�ý347ÿÑþRÿ��!
�"_�U4�ý��S�3�062�	�=þ�$���4!�
�A���E1=þ�$���4�ý�=�ý347ÿÑþP:
ý

21��
�����
"F
 /

core(v) = {p =��A��88ý���ÿ���ÿÑþP:D
7û�4!$©þ�$�ý�þ
v(A) ≤ p(A), ∀A}.
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,������E���2���
	 ÿ # p 5 �
)*�������Ë��� core(v) 	������
� ∀A ∈ Ω, v(A) ≤ p(A) ≤ v̄(A).

Æ �1�2�X$��´�����E#9��)*)��(£ ÿ ���>
��
�� �)����=�� ��´���"H � ����� ÿ ��)*�

¥����� þ �
)�)|� � ���!
 ÿ � ¼È¾�¾h	���	ÅØ�Â0;
n øTùnæ[ù�ãVý§÷Tý\ùXö ôdxq] �7þ

Φ
8��sýI62�2ÿÑþE�>
 �7þ Z I / Φ → IR

8��sýT1AûK�	47þRÿ��
�×ý����
v

8��sý
4!�
�����CJY4�ý�=�ý347ÿÑþP:B�
�

Φ
ø f $���� Z

Čv(I) = Infp∈core(v)

∫
Idp,

Čv̄(I) = Supp∈core(v)

∫
Idp.

Æ ���
� I ÿ �E�²� ÿ � � 
��!�E#9 �� � � ÿ ����£¥� ÿ�� �U�����>$���)* ��
�1��
��>���
�������!� I1, ..., IN
	4#9��
@����F

��
�� 5 � 5 ÿ ) ÿ ��F p 	
∫
Idp =

N∑

i=1

I(n)p(Pn).

­  �
 � ���2� �2ÿ ��F vk ��� B ���
� 5 Fs�
./ 2�]� ÿ ���sØ ÿ � � ��� � �X$���	����>�����E� 5 �T$��@
��
�� �)��=)��X�����- �����®����� B �2��)���
������!
���F�Ò
n øTùnæ[ù�ãVý§÷Tý\ùXö ô3~

Sk = Supp∈core(v̄k)

N∑

n=1

p(Pn)In

Sk = Infp∈core(v̄k)

N∑

n=1

p(Pn)In.

H ÿ � � �3 ��� ���),³��������U�S�]��
 ÿ�� �!�1��
��®��� B ���!� 5 FU�� ����"��� ÿ $��>¹��

����
)*�!	 Sk GR
����a; Sk Mÿ �E���¤ ������

�GR
����a;4)*�T£L�!
8M 5 �� ����¤��#-����F � ���/$��
��� ÿ ���2��)¬��
��]¡�� � � ÿ ���¤� 5 �8� ÿ ���
��£ ÿ ���
�®³��������²�"����
 ÿ ·�£¥������� � �h� «���ÿ �
����� � ��� 5 �@���

 ÿ $��!� #9
���� �>��
�� 5 � 5 ÿ ) ÿ ��F®#9 �� � � ÿ ���
£¥� ÿ*� � 5 �
)������������Î����� � ��
�����# v̄k ;L<=���!
��7#9��
���	-������� ÿ ���8��� � � 5 �!��£-�
�!�°�����������'&����� ÿ � ÿ $�� ������
��
�������!�P$���)� ��
�3� 5 ��� ÿ ���
� 5 FÌ �� ÿ ��� vk ����� v̄k 
��!Ô2� � ��������� )*� � ¹Ï��#����� 5 ÿ ) ÿ ��F²��#%� � ���/$��
��� ÿ ���2��)¬������
��
���]� ÿ ���:��
�� � �
���?£¥���
�������

�� ÿ �6$���
 ÿ ��� ÿ ��� ÿ �:�����
��F'���������
� ÿ*¯ �!� � ��� B ���!� � �"� ÿ ����
 ÿ 5  �� ÿ ���a;aH ÿ � � �®��� ÿ �1���8� 5 ÿ ) ÿ ��F:���
���
�����¶���U������
��]&
5  ��������!���¶��#-�����®��F'���������
� ÿ*¯ �!�Î���'���
)+�����¢�����®)*� � ��)¬��� ÿ ���®)*�7$��
)p	 ÿ � � ��� 5 �3 ����
�
���6�®�"�
���� �
��1��#v������
��!����� ÿ ���²�!
�
���

;

o . ûDäÎÞ�ø*ý\ü�â2ß"ýRäÎæDßRÞhäÎÞAö>÷Xâ£÷TýNù>ö

<=���V����)�FÐ� ÿ�«��  �)C��F ÿ � � ������ �� ÿ ���¢ ������

"�����Ê)*�T£L�!
"��
��]¡�� � � ÿ ����� � ��� � �

����"�����
� ������ ������ ÿ ���>��#n����� � ���2� ��ÿ ��F vk ��� B ���
� 5 F G9Ø/M7;�<=���=���
���

���) � ������ ������ ÿ ���¶��#������KL���h.h ��!� ÿ �����
��
���) ÿ ��$���)�$��
�@��� ÿ ���

���� ÿ $��´�
��� ÿ �"��� ÿ ��� ��# � ���2� �2ÿ � ÿ �
�6��#+���
�����
�����!���
;
<=���´�X��� ÿ �
���¥£Ë�XFs���"���

�#9��
��ö��� ÿ � ÿ ���!
���� ÿ $��E�
��� ÿ �"��� ÿ ��� ÿ � B 
����6��� ÿ ��$��

��¥�����1�� ��
ÿ ���7·'��
��
��� ÿ ���4Ò Sk =

N∑

n=1

(I(n)− I(n−1))vk(A(n)).
î��-£-���2�X$�� A(n) = A(n+1)∪P(n)
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����� $���)* �� vk(A(n))
� ��� 5 � ���!�� � �
�Ê#9
���� �����©$���)� �� ��# vk(A(n+1))

5 FÌ �� ÿ ���ª�
�S���'& 5 �����
�>��)*����
 ÿ �����©;T<=� ÿ �v��� � ���"����� ÿ � ÿ ���¶
��
./ ÿ 
��
�+�������'&§�� ����S�]� ÿ $��L�����"��) ÿ ���
¹��!
����!)0;rî?�1�����(£¥� ÿ �P¼ÅÚ�Â0	r���/F��� ����S�]� ÿ $��®¹��!
����!)%£ ÿ ���U�� �������
�� [−δ, δ] × [−δ, δ]ÿ �®����� ÿ �2�����!� 5 FÐ����� 5 ÿ ����
�FÐ¹��

����
)=£ ÿ ���×�� �������
�� [−δ, δ] × [−δ, δ] � �����×����
������� �2ÿ�B2� ��)*)CF 5 F�������#9 ¯
¯ F�¹��

����
)�£ ÿ ���"�� �������
�� [−δ, δ]× [−δ, δ] £ ÿ ���s����Fh
���� ÿ �2��)�"�!� 5 �

���� ÿ �²#9 �� � � ÿ ���a;
Æ � B 
����S��
��
���
���s��� ÿ �"��)*����
 ÿ ����� £¥���
�N�����©�2��
�� ÿ � ÿ ��� {Cn}n∈{1,...,N} ÿ � 5 ÿ ����
�F�;,��A·'�¥£-����
��
���
��� ÿ �=£¥���!�©�����1�2��
�� ÿ � ÿ ��� {Cn}n∈{1,...,N} ÿ �Ë#9 ¯
¯ F�;
G�Í(MB� ýFörâ øTèPó�Þ�ø*örÞ'ß Ò������1���
���!
���)����2�����1��# Cn ÿ �=���!� ÿ*� ���
� ÿ �©Ã ÿ �� �
��´À';

Level 0

Volume C(N) associated 

with pixel P(N)

Volume C(N-1) associated

 with pixel P(N-1)

Volume C(N)∪C(N-1) associated 

with the set A(N-1)={P(N), P(N-1)}

Level πk,(N) Level πk,(N-1)

h�Á�Ì�Þ3 ³ÞH½\¿¨Æ�ÇoÅ�¿lÁ�ËTÆyÚiÊVÒ'Ä Ö ¿oÅ�¿lÁÃÊV¾�Ê�Ô7¿lÀ�Æ�Ú.Å�ÄAÅVÚ�Á�¿\Ï
é��!� Nl

5 �������S�/ �� 5 �

���#=) ÿ ���!�¶����� Nr

5 �3�����S�/ �� 5 �

���#=
��T£¥� ÿ �¢�����ÿ �"������;+<=������)�����
 ÿ �����Ä���
�!���²�Î�"����
 ÿ · T (l, r) £¥��������� ÿ*¯ � ÿ � (Nl + 1) ×
(Nr+1) ;�é��!� (l{n}, r{n})

5 �L����� ÿ �"����� � �h��
�� ÿ �2�]���L��#n� ÿ ·'�
) Pn ;�<=��� ÿ ���!
���� ÿ $��� ������ ������ ÿ ���²��#w����� vk(A(n))
£-��
�¹h�¥£ ÿ ���©��)*����
 ÿ �����½Í�Ò

L â£÷Tâ Ò2�"����
 ÿ ·S<¡ ÞhãVûwßN÷ Òh����� � ���2� �2ÿ ��F vk� Þ/å>ý\ö
Ö�� ÿ � ÿ ��) ÿ*¯ ��� ÿ ���"��#¬< ���¥���/ �)�)a�"����
 ÿ ·�; reù_ø n = N

�3�
"¢��þ+�Sù úOù
reù_ø

u = l(n)
þE�
l(n) + 1

ú�ù
reù_ø

v = R(n)
þE�
R(n) + 1

ú�ù
�TGR a	 $�M7£Õº:î}¤3GÑ�(GR 4	Å$�M7	 Πk,n)

vk(A(n)) = δ2
∑

u,v

T (u, v)

¥ öOú
{"Î�ÌTÊVÇlÁ�¿lÀHÒmjYÞ�|�Á�¾AÅ�ÇlÏ{ÜTÆ�Çl¾�Æ�Î
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Gp¾�M ñOû-¦�¦�èPónÞAø*örÞhß
ºV����
 ÿ ·V< 
��!./ ÿ 
��
�1�S��� ÿ 
�� � �'��
�� ÿ �2������Ò T (l, r, s) 	n£¥���

�� s ∈ {1, 2, 3, 4} ;J%� � � � �h��
�� ÿ �2����� � ��
�
��
���������������V� ��
� �� � �]���
�Î.h ���
����

´��#Ë��Fh
���� ÿ �4	D�������A&

� ÿ*� ���
� ÿ � Ã ÿ �� �
��1Ú�;
Level T(l,r,s)

s=1

s=2

h>Á�Ì�ÞN§³Þ�ì8ÎÃÆ�Ò�Æ�¾*¿oÅ�ÇlÏ�¿lÇ Ö ¾�Ú.Å�¿¨ÆiÍ Õ*Ö Å�Çl¿¨Æ�ÇKÊ�Ô�Å Ä*ÏÑÇoÅ�Ò'ÁÃÍ
<=��� ÿ ���

���� ÿ $�� � ���"�� '�8��� ÿ ���s£-��
�¹/�=£ ÿ ���V��)*����
 ÿ ����� ¾'Ò

L â£÷Tâ Ò2�"����
 ÿ ·S<¡ ÞhãVûwßN÷ Òh����� � ���2� �2ÿ ��F vká+Þ/å>ý\ö
Ö�� ÿ � ÿ ��) ÿ*¯ ��� ÿ ���"��#¬< ���¥���/ �)�)a�"����
 ÿ ·�;reù_ø

n = N
�3�
"¢��þ+�Sù ú�ù

�!£>Íreù_ø
u = l(n)

þE�
l(n) + 1

ú�ù
reù_ø

v = R(n)
þE�
R(n) + 1

ú�ù
�TGR a	 $�	È��M7£Óº:î}¤3G9�TGR a	 $�	È��M7	 Πk,n)�a£ �a¨öÍ

vk(A(n)) = δ2
∑

u,v,s

T (u, v, s)

ÞAö4ú
{KÎ�ÌTÊVÇlÁ�¿lÀHÒ©�³Þ�h Ö ÐiÐiÏ{ÜTÆ�Çl¾�Æ�Î

KL������ ������ ÿ ���O��# vk(A(n))
ÿ ��$���)�$��
�²�����¢���!���"�7��
 ÿ*� ��) � ���"�� '�8��� ÿ ���O��#¶�
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