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Chapitre 1

Introduction

Cette these est consacrée a 1’étude de différents problemes de consensus
sur des collections d’objets étiquetés. Les problemes étudiés sont motivés par
des applications en bioinformatique, mais également dans d’autres domaines :
en bases de données, en fouille de données, en classification, en linguistique...
Les problemes portent sur des objets étiquetés sans répétition d’étiquette; ces
objets peuvent étre des arbres enracinés, ou des chaines de caracteres. En bioin-
formatique, les arbres enracinés sont par exemple utilisés pour représenter 1’his-
toire évolutive d’un ensemble d’espéces biologiques. Les problemes sur les arbres
étudiés dans cette these ont alors comme applications la mesure de congruence
entre phylogénies, la construction de superarbres et 'identification de trans-
ferts latéraux. Pour leur part, les chaines de caracteres peuvent représenter des
séquences moléculaires ou des ordres de genes. Les probléemes sur les chaines
traités dans cette theése ont alors pour application potentielle le calcul de dis-
tances génomiques basées sur les ordres de génes entre organismes.

On s’est efforcé de proposer des méthodes de résolution efficaces pour les
problemes étudiés, en dépit de leur NP-difficulté. La premiére approche passe
par I'approximation de ces probléemes : lorsque chercher une solution exacte est
NP-difficile, on peut espérer trouver une solution approchée en temps polyno-
mial, avec une garantie d’erreur quantifiable. La seconde approche passe par
la complexité paramétrique : face & un probleme NP-difficile, on peut espérer
que le probléeme soit soluble efficacement si I’on fixe un parametre, dont on sait
qu’il prend des valeurs faibles en pratique. Si ’on note k le parametre, on peut
ainsi espérer une complexité en O(n*) ou méme en O(2*n). Dans le dernier cas,
on parle d’algorithme fpt et on dit que le probleme est FPT (fixed-parameter
tractable). Plus généralement, un algorithme fpt est un algorithme s’exécutant
en temps O(f(k)n®); un tel algorithme a donc un intérét pratique car il reste
utilisable sur des données de grande taille, pourvu que le parameétre soit faible.

Cette these comporte trois parties distinctes. Dans un premier temps, on
se place dans le cadre de collections d’arbres étiquetés définis sur le méme en-
semble d’étiquettes. On considere les problemes SOUS-ARBRE D’ACCORD MAXI-
MUM (MAST) et ARBRE COMPATIBLE MAXIMUM (McT), ou l'on recherche un

7
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plus grand ensemble d’étiquettes tel que les arbres sources restreints a cet en-
semble soient isomorphes, resp. aient un raffinement commun. On obtient cer-
tains résultats nouveaux pour ces problemes bien connus et déja tres étudiés.
On décrit notamment des algorithmes de 3-approximation en temps linéaire, et
des algorithmes polynomiaux pour le cas d’arbres de degré borné. On présente
également des résultats d’inapproximabilité et de difficulté paramétrique pour
ces problémes. Il s’agit des résultats décrits dans [1, 2, 5, 7].

Dans un second temps, on se place dans le cadre de collections d’objets
étiquetés ayant des ensembles d’étiquettes distincts mais qui se chevauchent
partiellement. Les objets étudiés sont les séquences et les arbres, ce qui conduit
a4 définir les problemes PLUS LONGUE SEQUENCE COMPATIBLE (SLCS) et Su-
PERARBRE D’ACCORD MAXIMUM (SMAST). Ces problemes consistent a recher-
cher un plus grand ensemble d’étiquettes tel que les objets sources restreints a
cet ensemble soient combinables sans répétition d’étiquettes. On présente des
résultats de difficulté, ainsi que des algorithmes efficaces lorsque le nombre d’ob-
jets sources est borné : algorithmes polynomiaux basés sur la programmation
dynamique, mais aussi algorithmes paramétrés et algorithmes d’approximation.
Il s’agit des résultats décrits dans [6, 4].

Dans un troisieme temps, on considere des objets combinatoires particuliers,
les collections de triplets enracinés. Un triplet enraciné est un arbre binaire enra-
ciné a trois feuilles. On étudie trois problemes de consensus sur les collections de
triplets. Le probleme NOMBRE MAXIMUM DE TRIPLETS CONSISTANTS (MTC)
cherche a rendre une collection de triplets compatible en conservant le nombre
maximum de triplets. On présente un nouvel algorithme de 3-approximation
pour le probleme, ainsi qu’un résultat de NP-difficulté. Le probleme NOMBRE
MINIMUM D’ETIQUETTES INCONSISTANTES (MLI), resp. NOMBRE MINIMUM
DE TRIPLETS INCONSISTANTS (MTI), cherche a rendre une collection de triplets
compatible en supprimant le nombre minimum d’étiquettes, resp. de triplets. On
montre que, dans le cas des collections arbitraires, ces problemes sont difficiles
tant du point de vue de I’approximabilité que de la complexité paramétrique.
On montre toutefois que la difficulté des problemes est moindre dans le cas des
collections completes. Certains de ces résultats sont décrits dans [3].

Cette these s’organise selon le plan suivant. Le chapitre 2 introduit les no-
tations et définitions utiles. Le chapitre 3 donne un apercu des techniques uti-
lisées en complexité paramétrique, pour ’obtention d’algorithmes et de résultats
de difficulté. Le chapitre 4 est consacré aux problemes de consensus sur des
objets totalement étiquetés, les problemes MAST et McT. Le chapitre 5 est
consacré aux problemes de consensus sur des objets partiellement étiquetés, les
problemes SMAST et SLCS. Le chapitre 6 porte sur les collections de triplets, et
les problemes MTcC, MLI et MTI.
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Chapitre 2

Définitions

2.1 Arbres

2.1.1 Notations

On considere dans cette these des arbres enracinés étiquetés aux feuilles.
Soit L un ensemble d’étiquettes, un arbre semi-étiqueté sur L (ou simplement
un arbre sur L) est formellement une paire 7 = (T,¢), ou T est un arbre
enraciné sans noeud de degré 2 (autre que la racine), et ¢ est une bijection de
I’ensemble des feuilles de T" dans L.

F1G. 2.1 — Un arbre semi-étiqueté sur ’ensemble d’étiquettes L = {a,b,c,d, e, f}

Par abus de notation, on identifie une étiquette avec le noeud-feuille au-
quel elle correspond. On note L(T') ensemble des étiquettes (= ’ensemble des
feuilles) d’un arbre T'. On note N(7') ensemble des noeuds d’un arbre. On note
1] = |L(T)].

On utilise une notation parenthésée pour les arbres. Etant donnés des arbres
T, ..., T, définis sur des ensembles disjoints, on note (71, ..., T,) Uarbre obtenu
en ajoutant un nouveau noeud r et des arétes joignant r a la racine de chaque
arbre T;. On définit rake(Ty, ..., T),) inductivement par : (i) rake(Ty) = T, (ii)
rake(T1,....,Tp,) = (rake(Th, ..., Tn-1),Ty). St F = {T1,...,T,,} est une famille
d’arbres définis sur des ensembles disjoints, et si <; est un ordre total tel que
1<;52<y...<yn,on note rake(F,<;) = rake(Ty, ..., Ty).

11
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Soit T' un arbre sur L. On note r(T) sa racine. Etant donné un noeud u de
T, on note T'(u) le sous-arbre de T enraciné en u, et on note L(u) := L(T(u)).
Les ensembles L(u) sont appelés les clades de T.

Etant donnés deux noeuds u,v de T, on note u < v (resp. u <p v) pour
signifier que v est un ancétre (resp. ancétre strict) de u. Etant donnés un en-
semble de noeuds N de T, on note Icap(N) le plus petit ancétre commun des
noeuds de N.

Etant donné un noeud u de T, on note parenty(u) le pere de u dans T'. Etant
donnés deux noeuds w, v tels que.u <7 v, on note childy(u, v) le fils de u le long
du chemin joignant u a v.

2.1.2 Notions diverses

Soient S, T deux arbres. La contraction d’une aréte wv de T consiste a créer
un nouveau sommet w adjacent aux voisins de u et v, et & supprimer les sommets
u,v dans le graphe résultant. On dit que S raffine T ssi T peut-étre obtenu a
partir de S par une suite de contractions d’arétes.

Etant donné un ensemble L’ C L, la restriction de T & L’ est obtenue en
supprimant de T' les noeuds de L\L’, et en supprimant les noeuds de degré 2
ainsi créés.

On dit que S est un sous-arbre de T ssi S = T|L(S). On dit que S est un
pré-sous-arbre de T ssi S raffine T|L(S). On note S < T si S est un sous-arbre
de T, et S <T siS est un pré-sous-arbre de T

Ces définitions sont illustrées dans la figure suivante.

F1G. 2.2 — (a) Un arbre T'; (b) Un sous-arbre de T'; (¢) Un pré-sous-arbre de T'.

On appelle triplet enraciné un arbre de la forme ((z,y),z), qu'on abrége
en zy|z. On appelle fan un arbre de la forme (z,y,z), qu'on abrege en zyz.
L’ensemble des triplets (resp. fans) sous-arbres d’un arbre T est noté rt(T)
(resp. f(T)). On dit qu'un triplet ¢ = zy|z est consistant avec un arbre T' ssi
t € rt(T), c’est-a-dire si lcap(z,y) <r lcar(z,z) = lcar(y, z). On dit qu'un
fan f = xyz est consistant avec T ssi f € f(T), c’est-a-dire si lcar(x,y) =
lcar(x, z) = lcar(y, 2).
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2.2 Approximabilité

2.2.1 Problemes d’optimisation

On définit formellement la notion de probléme d’optimisation. Un probleme
d’optimisation consiste en un ensemble d’instances, en un ensemble de solutions
associées a chaque instance, et en une fonction évaluant le cotit d’une solution.
L’objectif du probléme est de rechercher une solution de cott optimal (minimal
ou maximal).

Définition 2.1. Un probléme d’optimisation est un tuple II = (I, soly, myy, opt),
ot
— It est un ensemble d’instances;
pour chaque instance x € Iy, solr(x) est ’ensemble des solutions de x ;
— pour chaque instance x € Iy et pour chaque solution s € soly(x), mp(z, s)
est le cout de la solution s pour l’instance x ;
— opt est soit max (auquel cas I est un probléme de mazximisation), soit min
(auquel cas I est un probléme de minimisation).

Définition 2.2. Un probléme d’optimisation I1 est un probléme de NP-optimisation
si les conditions suivantes sont vérifiées :
— I est reconnaissable en temps polynomial ;
— il existe un polynéme P tel que : pour tout x € Iy, chaque s € soly(x) est
de longueur < P(|x]).
— il existe un polynéome Q tel que : pour tout x € I, s € soln(z), m(z,s)
est calculable en temps < Q(|x]).

Soit IT = (I11, solrr, mrr, opt) un probléme d’optimisation. Etant donnée une
instance x € I, Ioptimum pour x est

Optn(af) = OptsEsoIn(m)mH(‘r> S)
Définition 2.3. Une solution optimale pour = est une solution de cott opty(z).

Le but d’un probleme d’optimisation II consiste, étant donnée une instance
x € Iy, & trouver une solution optimale pour z.

2.2.2 Algorithmes d’approximation

Un algorithme d’approximation pour un probleme de NP-optimisation est un
algorithme qui en temps polynomial calcule une solution approchée du probleme,
avec garantie d’erreur. Les définitions suivantes formalisent cette notion.

Définition 2.4. Soit IT un probléme d’optimisation, et soit p > 1. Une solution
p-approchée pour x est un élément s € solyy(x) tel que :
— si IT est un probléme de minimisation : my(x,y) < p x opty(z) ;

) > optyy () .

— st I est un probléme de mazimisation : my(x,y :
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Définition 2.5. Soit I1 un probléme de NP-optimisation, et soit p : Iy — R.
Un algorithme de p-approximation pour Il est un algorithme A qui a chaque
instance x de I associe une solution p(x)-approchée pour x, calculée en temps
polynomial.

2.2.3 Classes et réductions

On note PTAS la classe des problemes de NPO qui admettent un algorithme
de 1 + e-approximation pour tout € > 0 (on parle de schéma d’approximation
polynomial). On note APX la classe des probléemes de NPO admettant un algo-
rithme de c-approximation pour une certaine constante ¢ > 1. On peut définir
une notion de probleme APX-dur Une conséquence du théoreme PCP [1] est
qu’'un probleme APX-dur ne peut pas avoir de PTAS si P # NP.

On introduit la notion de L-réduction qui permet d’obtenir des résultats
d’APX-difficulté, et donc d’éliminer la possibilité d’'un PTAS.

Définition 2.6. Soient II,II' deux problémes de NPO. Une L-réduction de II a
IT" est une paire de fonctions (R, S) calculables en temps polynomial telles que :
1. six est une instance de II, alors R(x) est une instance de II' ;
2. siy est une solution de R(x), alors S(xz,y) est une solution de x ;

3. il existe une constante o > 0 telle que : pour toute x instance de I, on
ait : optyy (R(x)) < o X optp () ;

4. il existe une constante f > 0 telle que : pour toute x instance de 11, y
solution de x, on ait : |opty(z) — mu(z, S(x,y))| < 8 x |opty (R(z)) —
mi (R(x), y)|-

Etant donnés deux probleémes IT, II' de NPO, notons IT <y, II’ §’il existe une
L-réduction de II & IT'.

Proposition 2.7. Si Il < II' et I’ <;, I1” alors II <, 11”.

Démonstration. Supposons qu’on ait une L-réduction (R;,S7) de IT & II' (de
constantes associées aq, 81) et une L-réduction (R, S3) de II" 411" (de constantes
associées g, B2). Définissons la paire de fonctions (R, S) par :

R(z) = Ry(R1(z))
S(x,y) = S2(Ri1(x), S1(z,y))

On vérifie que (R,S) est une L-réduction de II & II” de constantes associées
a:alxagetﬂ:ﬂlxﬂg. O

Proposition 2.8. Si II admet un algorithme de 1 + e-approximation, et si
Il <p, 1T (avec les constantes o, 3), alors II' admet un algorithme de 1+ afe-
approxrimation.
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Démonstration. On suppose que II, I’ sont des problemes de minimisation, les
autres cas étant analogues.

Soit A un algorithme de 1 + e-approximation pour II, et soit (R,.S) une L-
réduction de II’ & IT de constantes associées a, 3. Considérons ’algorithme A’
suivant : étant donnée z instance de IT,

1. calculer 2’ = R(x) instance de IT;
2. calculer 3y’ = A(z’) solution 1 + e-approchée pour ' ;
3. renvoyer y = S(z,y").

On a alors :

mm (2, y) < oty (x) + 6 x (mu(e’,y") — optyy(z”))
< optyy () + B8 x (1 + €)opty (') — opty (')
= optyy (z) + Be x opty ()
< optpy () + afe x optyy ()
= (1 + afe)optyy ()

et on conclut que y est une solution 1 + afe-approchée pour z. O

Corollaire 2.9. Si II € PTAS et si II' <y, II, alors II' € PTAS; Si II' est
APX-dur et st II' <p, m, alors II est APX-dur.

2.3 Complexité paramétrique

2.3.1 Problémes paramétrés et algorithmes FPT

On présente les définitions centrales en complexité paramétrique : problemes
paramétrés, algorithmes fpt et classe FPT.

Définition 2.10. Soient X, A deux alphabets. Un probleme paramétré est un
ensemble I C X* x A*. Une instance de IT est un couple (x, k) € 3* x A* ; c’est
une instance positive si (z,k) € II, une instance négative si (x, k) ¢ II.

La seconde composante de 'instance, k, est appelée le parameétre. Pour les
problemes considérés dans cette these, k sera un entier ou un tuple d’entiers.

Etant donné un probleme de décision IT C ¥* et une fonction k : ¥X* — A*,
le paramétrage de II par x est le probleme paramétré :

k] = {(z, k(zx)) : z € I}

En complexité paramétrique, sont considérés comme faciles les problemes
admettant un algorithme fpt. Il s’agit d’un algorithme dont la partie exponen-
tielle de la complexité ne dépend pas de la taille de I'instance mais uniquement
d’un parametre.
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Définition 2.11. Soit II un probléme paramétré. Un algorithme fpt pour II
est un algorithme A qui résout I1 et dont le temps d’exécution sur une instance
(x,k) est borné par f(k)|z|¢, pour un certain f : A* — N fonction calculable et
un certain ¢ € N.

On note FPT la classe des problemes paramétrés admettant un algorithme
fpt.

Dans cette these, on sera amené a considérer des problemes d’optimisation
sous l'angle de la complexité paramétrique. Dans un souci de simplicité, on uti-
lisera la méme notation pour désigner le probleme d’optimisation et le probleme
paramétré correspondant. Dans le cas d’un probleme de maximisation, on no-
tera q le parametre correspondant. Dans le cas d’un probléme de minimisation,
on notera p le parametre correspondant.

2.3.2 Classes et réductions

On montre qu’'un probleme est dans FPT en exhibant un algorithme fpt.
Dans le cas de problemes extérieurs a FPT, une technique standard pour établir
I’absence d’algorithmes fpt repose sur la définition de classes de complexité
paramétrique, et sur une notion de réduction appropriée, la fpt-réduction.

Définition 2.12. Soient I, II' deuz problémes paraméirés. Une fpt-réduction
de IT & 1" est un algorithme A qui d chaque instance I = (x,k) de 11 associe
une instance I' = (z', k') de II', telle que
— I est une instance positive de I ssi I' est une instance positive de II' ;
- k' < g(k) pour une certaine fonction croissante g : A* — A*;
— A s’exécute en temps f(k)|x|® pour une certaine fonction croissante f :
A — N et pour un certain ¢ € N.

Etant donnés deux problemes paramétrés IT, IT', notons IT <, I’ il existe
une fpt-réduction de IT & IT'.
Cette notion de réduction préserve I’appartenance & FPT :

Proposition 2.13. SiIl € FPT et II' <y, IT alors II' € FPT.
Proposition 2.14. Si Il <gp, II' et II' <g,, 11" alors IT <, 11”.

La théorie définit un ensemble de classes de complexité paramétrique qui
sont conjecturées différentes de FPT.

FPT C W[1] € W[2]... € W[SAT] C W[P]

Il est conjecturé que les inclusions ci-dessus sont strictes. Etablir qu’un
probléme est dur pour l'une de ces classes (au moyen d’une fpt-réduction)
élimine donc la possibilité d’un algorithme fpt pour le probleme.

On va s’intéresser principalement a deux classes de complexité : la classe
WI1], ainsi qu’une classe WNL que nous introduisons. Ces deux classes sont
définies formellement dans ce qui suit.
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La classe WI1] a été définie par [5] en termes de problémes sur des circuits
booléens. On adopte ici une définition alternative en termes de problemes sur
des machines de Turing. Cette caractérisation équivalente de la classe W[1] a
été présentée dans [2] et utilisée notamment dans [3].

On considere le probleme suivant :

Nom : NONDETERMINISTIC TURING MACHINE COMPUTATION (NTMCQ)
Instance : une machine de Turing non-déterministe M, un entier k, un entier
¢ en unaire

Question : est-ce que M accepte en ¢ pas et en visitant < k cellules du ruban ?

Ce probléme sert de probléme canonique pour la définition des classes W([1]
et WNL. Etant donné un probléme paramétré IT, on note [I1]/P* I'ensemble des
problemes paramétrés IT" tels que II' <y, II. On pose alors :

Définition 2.15. W[1] = [NTMC[k, ¢]]/P*, WNL = [NT™MC[K]]/PL.

Notons qu'on a également W[1] = [NTMC|[q]]’P! : en effet, les problemes
NTMC[g] et NTMC[k, g] sont équivalents, du fait que le temps d’exécution est
toujours supérieur ou égal au nombre de cellules visitées. Le probleme NTMC[q]
est généralement appelé SHORT NONDETERMINISTIC TURING MACHINE COM-
PUTATION ou aussi k-HALTING.

2.3.3 Résultats d’optimalité

Une preuve de W([1]-difficulté élimine la possibilité d'un algorithme FPT,
de temps d’exécution ®(k)nc, mais n’exclut pas ’éventualité d’algorithmes en
temps nOWk) ou nOleek) Des outils existent pour obtenir de tels résultats
négatifs, éliminant en fait la possibilité d’un algorithme de temps d’exécution
®(k)n°*) | et prouvant ainsi I'optimalité d’un algorithme en n°®*). Ils reposent
sur la notion de fpt-réduction linéaire et sur une conjecture baptisée Exponential
Time Hypothesis (ETH), plus forte que ’hypothése FPT # W([1]. Ces outils ont
été introduits par [4].

Définition 2.16. Une fpt-réduction est linéaire ssi la fonction g est telle que
g(k) = O(k).
Définition 2.17 (Hypothése ETH, [6]). Le probléme 3SAT d n variables

nest pas soluble en temps 2°(™) .

On utilisera une classe de complexité W,[1] qu'on se dispense de définir
formellement. Simplement, on utilise une notion de probleme W[1]-dur, et on
transfere des résultats de W,[1]-difficulté & l'aide de fpt-réductions linéaires.

Proposition 2.18 ([4]). SiII est W,[1]-dur, alors II n’est pas soluble en temps
®(k)|z|°®, sous I'hypothése ETH.
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Chapitre 3

Techniques en complexité
paramétrique

L’objectif de ce chapitre est d’illustrer différentes techniques mises en oeuvre
en complexité paramétrique, tant pour l'obtention de résultats négatifs (Sec-
tion 3.1) que pour l'obtention d’algorithmes FPT (Section 3.2). Ces techniques
sont illustrées a travers des problemes combinatoires classiques, notamment des
problémes portant sur les graphes et les hypergraphes. On pourra se référer
aux monographies [11, 14, 22] pour une présentation plus détaillée de certaines
techniques.

3.1 Reésultats de difficulté

Comme on I’a vu en Section 2.3, la théorie de la complexité paramétrique
fournit des outils pour établir qu'un probléeme paramétré n’admet pas d’al-
gorithme FPT. Il faut pour cela montrer que le probleme est complet pour
une classe de complexité paramétrique, au moyen d’une réduction paramétrée
(ou fpt-réduction). On va présenter cette méthodologie, a travers des exemples
de réductions pour divers problemes combinatoires. On introduit d’abord des
problémes complets canoniques pour les classes W[1] et WNL, alternatifs au
probléme NTMC. A l'aide de ces problémes, on établit ensuite la W[1]-complétude
de divers problemes sur les graphes.

3.1.1 Probléme complets canoniques pour W[1| et WNL

Le premier probleme, baptisé EXISTENTIAL PEBBLE GAME, porte sur des
jeur de jetons existentiels. Un jeu de jetons a k jetons est un tuple G =
(V,T,R,1,F), ou V est un ensemble de sommets, T" est un ensemble de transi-
tions, R = {—:t € T'} est un ensemble de relations binaires sur V', I € V¥ est
la configuration initiale et F' € V* est la configuration finale. Une configuration
de G est un tuple C € V¥ ot C[i] est la position du iéme jeton.

19
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Etant données deux configurations C,C’ de G et une transition ¢t € T, on
note C' —; C’ si et seulement si C[i] —; C'[i] pour tout i € [k]. Une partie
de G est une chaine de configurations Co —¢, C1 —y¢, ... —y, Cy telle que
Co =1,Cy = F. La longueur de la partie est g.

On considere le probleme suivant :

Nom : EXISTENTIAL PEBBLE GAME (EPG)
Instance : des entiers k, ¢, un jeu de jetons a k jetons G
Question : est-ce que G admet une partie de longueur ¢ ?

On montre ’équivalence de ce probleme avec le probleme NTMC. Introdui-
sons d’abord les notations suivantes. Etant donnés deux problemes biparamétrés
IT, I, une sfpt-réduction de II & II' est une fpt-réduction qui transforme une
instance (I,k,q) de II en une instance (I’, f(k), g(k,q)) de I, i.e. le premier
parametre est « préservé ». On note II < 7, II' pour indiquer I’existence d’une
sfpt-réduction de II & II'.

Proposition 3.1. (i) NTMC[k, q] <,rp EPGk, q], (i1) EPGk, q] <sspt NTMC[K, q].

Démonstration. Point (i). Soit I = (M, k,q) une instance de NTMC[k, ¢, avec
M =(%,Q,L,¢,q5,A). On construit une instance I' = (G, k¥, ¢') de ErGl[k, q]
de la fagon suivante.

On pose ¢ = 4q et k' = k+ 1. On définit G = (V,T, R, I, F') comme suit.
On pose V=1,UViU...UV, ou :

— Vb contient un ensemble de paires (0, s), ol s est un terme qui représente

Pétat courant de la machine, et peut prendre les valeurs suivantes : (i)
s = idleStep(q,i) avec q € Q,i € [k]; (i) s = readStep(q,i,v) avec q €
Q,i € [k],v € ¥ (iil) s = writeStep(q,1,j,v) avec q € Q,i,j € [k],v € X.

— pour chaque i € [k], V; contient I’ensemble des paires (i,x) avec z € X.
Une configuration de G sera un tuple C' = (v, v1, ..., v;) avec v; € V;. La confi-
guration initiale est I = ((0,dleStep(g;, 1)), (1, 1), ..., (k, L)), la configuration
finale est F' = ((0,idleStep(qys,1)), (1, 1), ..., (k, L)).

Les transitions de T ont une forme particuliere. Chaque transition peut
effectuer le déplacement d’un seul jeton i de = a y, conditionné par la présence
du jeton j en z. Une telle transition sera notée t = (i,j,x,y, z). La relation
— associée sera donc définie de la fagon suivante : (i) (i,z) —¢ (4,y), (ii)
(4,2) = (4, 2), (iii) pour tout p # 4, j, pour tout v € V,,, v — v.

On va maintenant définir les transitions de T'. L’intuition est qu'un pas de
M en position ¢ du ruban est décomposé en quatre étapes : (i) lecture de la
lettre a en position i qui provoque le passage du jeton 0 de (0, idleStep(q,i)) a
(0,readStep(q,i,a)), (ii) choix d’une transition ¢ —4/3,4 ¢’ de M, qui provoque
le passage du jeton 0 dans I’état (0, writeStep(q’,i,4',b)) avec i = s(i,d), (iii)
écriture de la lettre b en position i qui provoque le passage du jeton ¢ de (i,a) a
(i,b), (iv) une fois que lécriture a été effectuée, passage du jeton 0 dans I’état
(0,4dleStep(q’,i")). Les transitions de T sont donc les suivantes :

— (0,4, 1idleStep(q, 1), readStep(q, i,a),a) pour q € Q,i € [k],a € X.
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— (0,4, readStep(q, i,a), writeStep(q’, i,i',b),a) pour q € Q,i € [k],a € X,
et pour une transition ¢ —%/*4 ¢’ de M, avec i’ = s(i,d).
- (4,0, a,b,writeStep(q’, i,i',b)) pour ¢’ € Q,14,7 € [k],a,b € X.
— (0,4, writeStep(q’, 1,7, b),idleStep(q’, i), b) pour ¢’ € Q, 1,7 € [k],b € .
On vérifie que la réduction est polynomiale, et que : M accepte en ¢ pas en
utilisant un espace < k si et seulement si G a une partie de longueur ¢'.

Point (ii). Soit I = (G, k, ¢) une instance de ErGlk, q], ou G = (V,T, R, I, F)
est un jeu de jetons & k jetons. On construit une instance I' = (M, k', q¢’) de
NTMC[k, q] ot k' = 2k, ¢ = O(k%q), et M est une machine de Turing qui
proceéde comme suit. Les k premieres cellules de son ruban mémorisent une
configuration C' de G. M effectue g rounds; chaque round simule une transition
de G, et consiste a : (i) écrire de fagon non déterministe une configuration C’
de G dans les cellules k+1 a 2k, (ii) vérifier que C' —; C’, (iii) remplacer C par
C’. Clairement, chaque round nécessite O(k?) pas. On obtient donc que : G a
une partie de longueur ¢ si et seulement si M accepte en temps ¢’ = O(k?q) et
en utilisant un espace k' = 2k. O

On déduit du résultat précédent des résultats de complétude pour W[1] et
WNL.

Proposition 3.2. (i) EpG[k, q] est W[1]-complet ; (ii) EPa[k] est WNL-complet.

On présente maintenant un second probleme canonique. Il s’agit d’un probleme
d’étiquetage sur une grille, appelé GRID LABELING. A chaque sommet de la
grille est associé un ensemble de valeurs possibles, a chaque aréte est associée
une contrainte sur les valeurs aux extrémités, et on veut choisir une valeur pour
chaque sommet de fagon a satisfaire toutes les contraintes.

La définition formelle du probléeme est la suivante :

Nom : GRID LABELING (GL)

Instance : une k x ¢g-grille G = (V, E), un ensemble S, une partition P = {5, :
v € V} de S, pour chaque aréte e = uv € F une relation d’équivalence R, sur
Su U S,.

Question : existe t-il un étiquetage de chaque v € V par une valeur [, € S,
tel que : pour tout e = wv € E, (I,l,) € R.? Un tel étiquetage est appelé un
étiquetage admissible de G.

Proposition 3.3. (i) EPG[k, q] <sfpt GL[k,q], (ii) GL[k,q] <sfpt NTMC[K, q].

Démonstration. Point (i) : soit I = (G,k,q) instance de Epalk,q], o G =
(V,T,R,I,F), avec V ensemble de sommets, T ensemble de transitions, R =
{—:t € T}, I € V¥ configuration initiale, F' € V¥ configuration finale. On
construit une instance I’ de GL[k, ¢] comme suit. I’ consiste en :

— une k x g-grille H, dont le sommet en ligne ¢, colonne j est noté v; ; ;
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— un ensemble S = {M;; ., i€ [ql,t € T,j € [k],z,y € V tels que z —
y}. Pour ¢ = 1, seules les valeurs M;; j ., avec x = I[j] sont présentes.
Pour i = g, seules les valeurs M, ; j .., avec y = F[j] sont présentes.

— la partition P de S est définie par : pour tout i € [¢],j € [k], Sy, , =
{Myr 4 jroy€S:i =1, =35}

— pour chaque aréte e de GG, une relation d’équivalence R, définie comme
suit. Si e = v; Vs 41, alors My juy, Mip j4+1,2,, sont équivalents par
R, si et seulement si t =t'. Si e = v; jviy1,j, alors Mt j 2y Mit1 4/ .0y
sont équivalents par R, si et seulement si y = 2.

La réduction est clairement polynomiale, et on vérifie que : I est une instance
positive de EPG si et seulement si I’ est une instance positive de GL.

Point (ii) : soit I une instance de GL[k, ], consistant en une k x g-grille
G = (V,E), un ensemble S, une partition P = {S, : v € V} de S, et pour
chaque e = uv € E une relation d’équivalence R, sur S, U S,. Pour tout
1<i<4¢q,1< 5 <k, notons v; ; le sommet de G en ligne ¢, colonne j. Pour tout
1<i<¢q,1<j <k, notons e;; 'aréte horizontale joignant v; ; & v; j41; pour
tout 1 <i <g,1<j <k, notons e] ; 'aréte verticale joignant v; 1 ; a v; ;.

On définit une instance I' = (M,k’,q') de NT™mC[k, ¢, ot k' = 2k, ¢ =
O(k?q), et M est une machine de Turing qui effectue les opérations suivantes.
Elle effectue g rounds, et a la fin du round ¢ les k premieres cellules de son ruban
contiennent les valeurs des k sommets de la ligne 7. Le round 1 consiste a écrire
de fagon non-déterministe k valeurs x1,...,x; dans les k premiéres cellules, a
vérifier que : (i) pour tout j € [k], z; € S,,,, (ii) pour tout 1 < j < k,
(l‘j7-Tj+1) € Rel,j'

Pour tout i > 1, le round ¢ procede comme suit. Soit x1, ..., xx les valeurs des
k premieres cellules au début du round ¢, alors M écrit de fagon non-déterministe
k valeurs 2, ..., z, dans les k cellules suivantes. Ensuite, elle vérifie que : (i) pour
tout j € [k], 2§ € Sy, ;, (il) pour tout j € [k], (z;,2}) € Re; , (iii) pour tout
1<j <k, (z},2}1) € Re, ;. Finalement, elle écrit les valeurs z, ..., ¥} en téte
du ruban, et passe au round i + 1.

Clairement, chaque round nécessite O(k?) pas, et on conclut qu’il existe un
étiquetage admissible de G si et seulement si M accepte en temps ¢’ = O(k%q)
et en utilisant un espace k' = 2k. O

On déduit des résultats de complétude pour W[1] est WNL :

Proposition 3.4. (i) GL[k, q] est W[1]-complet; (i) GL[k] est WNL-complet.

3.1.2 Quelques autres résultats de complétude pour W[1]

On montre d’abord la W[1]-complétude du probléme CLIQUE défini comme
suit.

Nom : CLIQUE
Instance : un graphe G = (V, E), un entier k



tel-00401456, version 1 - 3 Jul 2009

3.1. RESULTATS DE DIFFICULTE 23

Parametre : k
Question : est-ce que G contient une clique de cardinal k7

Proposition 3.5. CLIQUE est W[1]-complet.

Démonstration. Appartenance & W[1] : par réduction & NTMC(k, ¢]. Etant donnée
I = (G, k) instance de CLIQUE avec G = (V,E), on construit une instance
I' = (M,K,q') de NT™mC[k, q], ot k' = k,q’ = O(k?), et M est une machine de
Turing qui effectue les opérations suivantes. Au cours d’une premiere étape, elle
écrit sur le ruban k éléments vy, ..., v € V. Au cours d’une seconde étape, elle
vérifie que pour tout i, j € [k] (1 < j), v;v; € E.

W(1]-difficulté : par réduction depuis GL[k, ¢]. Soit I une instance du probléme,
consistant en une k x ¢-grille G = (V| E), en un ensemble S, en une partition
P={S,:veV}delS, et pour chaque e = uv € F en une relation d’équivalence
R, sur S, US,. On construit une instance I’ = (G, k') de CLIQUE, ou k' = kq, et
olt G est un graphe k’-parti d’ensemble de sommets S et de partition P. Disons
que deux éléments x,y (x € S,y € S,) sont compatibles si et seulement si u # v
et : (i) soit uv ¢ E, (ii) soit uv € E et (x,y) € R.. Alors G contient l’aréte
xy si et seulement si x, y sont compatibles. La réduction est polynomiale, et on
vérifie que : I est une instance positive de GRID LABELING si et seulement si I’
est une instance positive de CLIQUE. O

Observons que la preuve précédente montre également la W[1]-complétude
du probléeme PARTITIONED CLIQUE défini comme suit :

Nom : PARTITIONED CLIQUE

Instance : un entier k, un graphe k-parti G de partition V1, ..., Vj
Parametre : k

Question : est-ce que G contient une clique C telle que [CNV;| = 1 pour tout ¢ ?

Une conséquence immédiate des résultats précédents est la W[1]-difficulté
des problémes INDEPENDENT SET et PARTITIONED INDEPENDENT SET, définis
de facon analogue.

On présente maintenant un résultat de W[1]-complétude pour le probléme
PERFECT CODE. Soit un graphe G = (V, E). Un code parfait de G est un en-
semble V' C V tel que pour chaque v € V, [N/ (v) N V'| = 1. De maniere
équivalente, V' est un code parfait si et seulement si les ensembles N (v)
(v € V') forment une partition de V.

Le probléme est défini comme suit :
Nom : PERFECT CODE

Instance : un graphe G = (V, E), un entier k
Parametre : k



tel-00401456, version 1 - 3 Jul 2009

24 CHAPITRE 3. TECHNIQUES EN COMPLEXITE PARAMETRIQUE

Question : est-ce que G a un code parfait de cardinal k?

Cette définition est illustrée dans la figure suivante :

FiG. 3.1 — Un graphe G, un code parfait de G formé des trois sommets wu, v, w.
On vérifie que les ensembles NJ (u), N& (v), NZ (w) forment une partition de
I’ensemble des sommets de G.

Proposition 3.6. PERFECT CODE est W[1]-complet.

Démonstration. Appartenance & W[1] : par réduction & NTMC(k, ¢]. Etant donnée
I = (G, k) instance de PERFECT CODE avec G = (V, E), on construit une ins-
tance I' = (M,k',q') de NT™mclk,q], ou k' = k, ¢ = O(k?), et M est une
machine de Turing qui fait les opérations suivantes. Au cours d’une premiére
étape, elle écrit sur le ruban k éléments vy, ...,vx € V. Au cours d’une seconde
étape, elle vérifie que pour tout i, 5 € [k] (i < j),

— v;,v; sont distincts;

— v;,v; sont non adjacents dans G;

— v;,v; n'ont pas de voisin commun.
A T'issue de cette deuxieme étape, on sait que les ensembles N, (v;) sont deux a
deux disjoints. Pour s’assurer qu’ils couvrent V', on vérifie lors d’une troisieme
étape que > ; [NZ (v;)] = n (ot n = |V]). Ceci est réalisé en précalculant pour
chaque v € V Dentier n, = |NZ (v)|, et en ajoutant & la machine un gadget
qui lit les k£ éléments du ruban et accumule les valeurs n,,, 'information étant
stockée dans 1’état courant. La machine accepte alors si et seulement si la somme
obtenue est égale a n.

W(1]-difficulté : par réduction depuis GLIk, ¢|. Soit I une instance du probléme,
consistant en une k x g-grille G = (V,E), en un ensemble S, en une parti-
tion P = {S, : v € V} de S, et pour chaque e = uwv € E en une relation
d’équivalence R, sur S, U .S,. Soit < un ordre total sur V. On construit une
instance I’ = (G, k’) de PERFECT CODE, ou k' = kq. L’ensemble de sommets
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de G est formé d'un élément a, (pour chaque v € V), d'un élément b, (pour
chaque z € S) et d’éléments c. ¢, d. ¢ (pour chaque e € E, C classe de R.). G
contient les arétes suivantes :
— pour chaque v € V, des arétes formant une clique sur ’ensemble de som-
mets {a,} U{b; : z € S,};
— pour chaque e = uwv € E (u < v), C classe de R, : c. ¢ est adjacent a
I’ensemble de sommets b, pour z € (V,, N C) U (V,\C);
— pour chaque e = wv € E (u < v), C classe de R, : de ¢ est adjacent &
Pensemble de sommets b, pour z € (V, NC) U (V,\C).
On vérifie que la réduction est polynomiale, et que : I est une instance positive
de GRID LABELING si et seulement si I’ est une instance positive de PERFECT
CODE. O

On montre un dernier résultat de W[1]-complétude, pour le probleme Co-
LORED GRID EMBEDDING.

Un graphe c-coloré est un graphe dont les sommets sont colorés avec ¢ cou-
leurs (éléments de 1, ..., ¢). Soient deux graphes c-colorés G, H. Soit V = V(G)
et V1, ..., V¢, les classes de couleur de G. Soit V' = V(H) et VY, ..., V! les classes de
couleur de H. Un plongement coloré de G dans H est une fonction ¢ : V(G) —
V(H) telle que (i) ¢ est injective, (ii) uv € E(G) implique ¢(u)p(v) € E(H),
(iii) pour tout i € [c], ¢(V;) C V.

On considere le probleme suivant :

Nom : ¢-COLORED GRID EMBEDDING

Instance : une k x g-grille c-colorée G, un graphe c-coloré H, un entier k
Parametre : k, g

Question : existe t-il un plongement coloré de G dans H ?

Cette définition est illustrée dans la figure suivante :

Proposition 3.7. ¢-COLORED GRID EMBEDDING est W[1]|-complet, pour tout
c> 2.

Démonstration. L’appartenance & W[1] se montre facilement par réduction &
NTMC[k, q].

W(1]-difficulté : par réduction depuis la restriction de GLIk, g] aux instances
(I,k,q) telles que k = q. Notons que cette restriction du probleme reste W[1]-
difficile. Soit I une instance du probléme, consistant en une k x k-grille G =
(V, E), en un ensemble S, en une partition P = {S, : v € V} de S, et pour tout
e =uv € F en une relation d’équivalence R, sur S, U .S,,.

On construit une instance I’ = (G', H', k', k") du probleme, ou k' = 3k, et
G', H' sont les graphes suivants. G’ est une k' x k’-grille 2-colorée, composée de
blocs 3x3 B, ; (i, € [k]) dont le sommet central est de couleur 1 et les autres
sommets sont de couleur 0. H' est défini comme suit.

Etant donnée une aréte e = uv de G, une assignation de e est une fonction
¢ qui & u associe & u une valeur ¢(u) € S, et & v une valeur ¢(v) € S,, telle
que (¢(u), p(v)) € R.. Etant donnée une face f de G, une assignation de f est
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G H

o
o

FiG. 3.2 — Une 3x2 grille 2-colorée G, un graphe 2-coloré H, un plongement
coloré de G dans H. Le plongement est matérialisé en représentant en noir les
sommets impliqués et en trait gras les arétes impliquées.

une fonction ¢ qui a chaque sommet u de f associe une valeur ¢(u) € S, telle
que pour toute aréte e = uv de f, (¢(u), d(v)) € Re.

H' contient les sommets suivants : pour chaque face f de G, (i) pour chaque
sommet v de f, pour chaque « € S, un sommet ay,, » ; (ii) pour chaque e de f,
pour chaque ¢ assignation de e, un sommet by . 4 ; (iii) pour chaque assignation
¢ de f, un sommet ¢y . Les sommets de H' sont coloriés de la fagon suivante :
les sommets af .4, bf.c.6 Ont la couleur 0, et les sommets cy 4 ont la couleur 1.

H' contient les arétes suivantes : (i) pour chaque face f de G, pour chaque
assignation ¢ de f, pour chaque aréte e = uv de f, une aréte cy 3by . | ; (ii) pour
chaque face f de G, pour chaque aréte e = uv de f, pour chaque assignation
¢ de e, une aréte by g0, g(u); (iii) pour chaque aréte e de G, pour chaque
assignation ¢ de e : si f, f’ sont les deux faces de G contenant e, une aréte
btebfr.e0 (iv) pour chaque sommet u de G, pour chaque z € Sy, :si f, f’ sont
deux faces adjacentes de G contenant u, une aréte af y G v z-

Il est clair que la réduction est polynomiale, et sa correction résulte du fait
que : I est une instance positive de GRID LABELING si et seulement si I’ est
une instance positive de ¢-COLORED GRID EMBEDDING. O

3.1.3 Historique et contribution

On a introduit des nouveaux problémes canoniques pour W[1] et WNL, les
problemes EXISTENTIAL PEBBLE GAME et GRID LABELING. Le probleme GRID
LABELING nous a ensuite permis d’obtenir des preuves de W[1]-difficulté simples
pour plusieurs problemes. Bien que les résultats de complétude présentés pour
ces problemes étaient déja connus, l'utilisation du probleme GRID LABELING
fournit des réductions plus simples.

La W[1]-difficulté de CLIQUE a été établie dans [10] en utilisant la définition
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originelle de W[1] en termes de circuits. La W[1]-difficulté de PERFECT CODE
a été établie dans [10] par réduction depuis CLIQUE. Le probléme ¢-COLORED
GRID EMBEDDING ne semble pas avoir été étudié, en revanche sa variante c-
COLORED GRID HOMOMORPHISM (ou I'on n’exige plus l'injectivité de la fonc-
tion) a été étudiée dans [16], et montrée W[1]-dur pour tout ¢ > 2.

3.2 Techniques pour l'obtention d’algorithmes
FPT

Il n’existe pas de méthode générale pour la conception d’algorithmes FPT :
I’obtention d’'un algorithme FPT pour un probleme nécessite d’identifier une
propriété structurelle du probléeme, qui peut étre difficile & mettre en évidence.
On peut toutefois identifier plusieurs techniques standard pour la conception
d’algorithmes FPT : la recherche bornée, la kernelisation, le color-coding, la
compression itérative, ainsi que d’autres techniques telles que les décompositions
arborescentes. Cette section est consacrée a une présentation de ces différentes
techniques.

3.2.1 Recherche bornée et kernelisation

La méthode de recherche bornée pour un probleme paramétré II consiste a
construire un arbre de recherche dont la taille est bornée par une fonction du
parametre. Typiquement, le degré de I’arbre est une constante C, la hauteur de
Parbre est bornée par k, et chaque noeud de l’arbre est traité en temps O(nc),
ce qui aboutit & un algorithme de temps O(C*n¢) pour le probléme.

Une kernelisation pour un probleme paramétré II est un algorithme qui
transforme une instance en une instance équivalente de taille bornée. Autre-
ment dit, c’est un algorithme qui & partir d’une instance I = (x,k) de II,
produit une instance équivalente I’ = (a/, k') avec k' < k et |2'| < f(k). Alors
que la recherche bornée conduit & des algorithmes de complexité O(f(k)n¢), la
kernelisation permet d’obtenir une complexité O(n¢ + f(k)).

On va illustrer ces deux techniques sur le probléeme suivant :

Nom : HitTiNG SET (HS)

Instance : un hypergraphe H, un entier p

Parametre : p

Question : H admet-il un transversal de cardinal < p?

On note k-HS la restriction de HS aux hypergraphes k-uniformes. On va
présenter un algorithme de recherche bornée pour le probléme (Proposition 3.8),
un algorithme de kernelisation (Proposition 3.10), et présenter finalement la
technique d’entrelacement consistant a combiner recherche bornée et kernelisa-
tion (Proposition 3.11).

Proposition 3.8. k-HS est soluble en temps O(kP|H]).
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Démonstration. Soit I = (H,p) une instance de k-HS, avec H = (V, E). L’al-
gorithme construit un arbre 7', dont chaque noeud est étiqueté par une paire
(H',p") avec H' hypergraphe et p’ < p. Initialement T est réduit & une feuille
étiquetée par (H,p). L’algorithme construit progressivement T' en répétant la
regle suivante :

tant que T comporte une feuille u étiquetée par (H',p') avec H' non vide et
p' > 0 : on trouve alors e aréte de H', et pour chaque x € e on ajoute a u un
fils u, d’étiquette (H'\{z},p' —1).

Lorsque lalgorithme précédent termine, on peut marquer par Succes les
feuilles de T' dont ’hypergraphe associé est vide, et par Echec les autres feuilles.
On a alors une correspondance entre : (i) les transversaux minimaux de H de
cardinal < p, (ii) les feuilles de T' marquées Succes.

Analysons le temps d’exécution de 'algorithme. L’arbre T construit par
I’algorithme est de hauteur < p et de degré < k, donc de taille < kP. Chaque
noeud interne de l'arbre étant traité en temps O(|H|), 'algorithme a donc le
temps d’exécution annoncé O(kP|H|). O

On représente en Figure 3.3 un graphe instance de 2-HS, et un arbre de
recherche obtenu en appliquant I'algorithme précédent a cette instance.

G T

ac
a \b/ \c \a/ \c
ce de ce ad
\c/\\e \d/\e \c/\e \a/\d
d e
E S S S E S E E

Fi1G. 3.3 — Un exemple d’exécution de ’algorithme de recherche borné pour 2-HS
sur Uinstance I = (G, p) avec G représenté a gauche et p = 3. On a représenté
larbre de recherche T'. On a indiqué sur chaque noeud interne de T' I'aréte de
G considérée a cette étape, et sur chaque aréte le sommet de G qu’on a choisi
de supprimer. Pour chaque feuille [ de T', on considere .S; ensemble des sommets
supprimés pour arriver a cette feuille; [ est alors étiquetée par Succes si S; est
un transversal de G, par Echec sinon. Ainsi, la deuxiéme feuille en partant de
la gauche est étiquetée par Succes car {a,b, e} est un transversal de G.

Notons que l'algorithme de la Proposition 3.8 permet en fait d’énumérer
les transversaux minimaux de cardinal < p. La construction de 'arbre peut
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s’implémenter par exemple par un parcours en largeur ou par un parcours en
profondeur. Toutefois, dans le cas ou on souhaite uniquement un algorithme de
décision et non d’énumération, il peut étre préférable d’effectuer un parcours en
profondeur et de s’arréter des obtention d’une solution, ce qui donne lieu a un
algorithme récursif simple décrit en Annexe A.

On va maintenant décrire une kernelisation pour le probleme k-HS, qui re-
pose sur un lemme combinatoire appelé lemme du tournesol ou lemme d’Erdos-
Rado. Etant donné un hypergraphe H = (V| E), un tournesol de H est une
famille T' = {eq, ..., e} d’arétes telle que chaque paire d’arétes a la méme inter-
section. En d’autres termes, il existe un ensemble C' C V| appelé le coeur de T,
satisfaisant

e; Ne; = C pour tous i, j distincts

Lemme 3.9 (Lemme du tournesol). Soit k,d € N, et soit H = (V,E) un
hypergraphe d-uniforme comportant plus de (k — 1)4d! arétes. Alors il existe un
tournesol de cardinal k dans H.

Démonstration. Par récurrence sur d. Si d = 1, alors chaque ensemble de k
arétes forme un tournesol de coeur ). Supposons maintenant d > 1. Soit D =
{f1, -, fm} un ensemble maximal d’arétes deux & deux disjointes. Si |D| > k,
alors D est un tournesol de coeur ). Sinon, soit W = fi U ... U fi,, alors |[W]| <
(k — 1)d puisque |D| < k. Par maximalité de D, on a W N f # @ pour tout
f € E. Pour chaque z € W, notons F, ’ensemble des arétes de E contenant x.
Il existe alors o € W tel que

— 1)\
Bl (k-1 _

|Ey| > = (k-1)""1(d-1)!

—wl T (k=1)d
Soit F' = {e\{z} : e € F,}. Alors H = (V,F’) est un hypergraphe (d —
1)-uniforme comportant plus de (k — 1)4=%(d — 1)! arétes. Par hypothese de
récurrence, H' comporte un tournesol de cardinal k, S = {ey, ..., ex } de coeur C.
On obtient alors un tournesol de cardinal k dans H : " = {e;U{z},...,ex U{z}}
de coeur C U {z}. O

Ce résultat fournit une kernelisation pour k — HS :

Proposition 3.10. I eziste une kernelisation pour k — HS qui a partir d’une
instance (H,p) produit en temps O(k|H|?) une instance (H',p) avec |H'| <
O(p*.kL.E?).

Démonstration. Commencons par remarquer que la preuve du Lemme 3.9 four-
nit un algorithme qui : étant donné un hypergraphe d-uniforme H comportant
plus de (k — 1)4d! arétes, en temps O(d|H|) trouve un tournesol de cardinal k
dans H.

Décrivons maitenant la kernelisation pour k& — HS. Elle repose sur ’obser-
vation suivante. Si H = (V, E) contient un tournesol T = {ey, ..., €,,} de coeur
C, un transversal de H doit soit intersecter C', soit intersecter chaque ensemble
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e;\C. En particulier, si m > p + 1, alors un transversal de H de cardinal < p
doit nécessairement intersecter C. Dans ce cas, si 'on pose H = (V,E’) ou
E' = E\{ey,...,en } U{C}, alors les instances (H, p) et (H', p) sont équivalentes.
L’algorithme de kernelisation consiste donc a répéter ’opération suivante :

identifier un tournesol de cardinal > p+ 1, et remplacer les arétes du tour-
nesol par leur coeur,

tant que I’hypergraphe a plus de O(p¥.k!l.k) arétes, puis & supprimer les
sommets isolés de 'hypergraphe obtenu. Chaque opération de la sorte peut
s’effectuer en temps O(k|H|) par lalgorithme fourni par la preuve du Lemme
3.9, et le nombre d’itérations est borné par O(|H|), d’ott un temps total en
O(k|H|?) pour l'algorithme de kernelisation. O

Le résultat précédent implique que pour k fixé, le probleme k—HS est soluble
en temps O(|H|? +p¥kP). La technique d’entrelacement permet d’abaisser cette
complexité & O(|H|?+kP). Le principe de cette technique consiste a réappliquer
I’algorithme de kernelisation a chaque étape de la recherche bornée avec la valeur
courante du parametre.

Proposition 3.11. Pour k fizé, k — HS est soluble en temps O(|H|* + kP).

Démonstration. Soit K la kernelisation de k — HS décrite en Proposition 3.10.
On adapte 'algorithme de recherche bornée de la Proposition 3.8, de la fagon
suivante : au lieu d’étiqueter une feuille w de T par (H',p’), on étiquette u par
K(H',p).

Notons T'(k,p’) le temps nécessaire au traitement du sous-arbre issu d’une
feuille d’étiquette (H',p’). Pour k fixé, T'(k, p) satisfait alors la récurrence :

T(k,0) =O0(1)
T(k,p) =kT(p—1)+0(p**)

et on peut montrer que T(k,p) = O(kP). Le temps nécessaire a la premiére
kernelisation est O(|H|?), d’ott la complexité en O(|H|?* + kP) annoncée. O

Les techniques de recherche bornée et de kernelisation ont d’abord été ap-
pliquées au probléme VERTEX COVER [3]. La kernelisation de k-HS est diie a
[14]. La technique d’entrelacement est diie a [23]. Ces techniques ont été ap-
pliquées a de nombreux problemes FPT, on peut mentionner par exemple le
probleme MuLTICUT IN TREES [18] et le probleme CLOSEST STRING [15].

3.2.2 Color-coding

On présente maintenant la technique du color-coding. Cette technique s’ap-
plique a des probléemes consistant a rechercher une sous-structure de taille ¢
dans une structure donnée, g étant le parametre. Ce probleme est généralement
WI[1]-dur par rapport & ¢, 'exemple type étant la recherche d’une clique ou d’un
indépendant dans un graphe.
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Toutefois, dans certains cas particuliers on sait résoudre le probléeme en
temps FPT par color-coding. Ceci consiste a générer un coloriage aléatoire de
la structure avec g couleurs, et sur la structure colorée obtenue a rechercher une
sous-structure de taille ¢ proprement colorée, c’est-a-dire impliquant ¢ éléments
de couleurs distinctes. La propriété importante est que s’il existe une sous-
structure de taille ¢, alors cette sous-structure va étre proprement colorée avec
probabilité élevée, comme I'indique le lemme suivant.

Lemme 3.12. Soit V un ensemble d’éléments, soit C' C V de cardinal q. Soit
c:V — [q] généré selon une loi aléatoire uniforme. Alors c est injective sur C
avec probabilité > eiq

Démonstration. La probabilité qu'une fonction f : [¢] — [g] soit injective est

%’ et on conclut en utilisant le fait que ¢! > (¢/e)?. O

Cette observation fournit alors un algorithme FPT randomisé pour le probleme,
si 'on dispose d’un algorithme FPT pour la recherche d’une sous-structure pro-
prement colorée. En outre, un tel algorithme randomisé peut généralement étre
dérandomisé en utilisant des familles de fonction de hachage k-parfaites.

On donne deux applications de la technique du color-coding. La premiere
application est le probleme LONG PATH : étant donné un graphe G et un entier
q, décider si G a un chemin de longueur > gq.

Proposition 3.13. LONG PATH est soluble par un algorithme randomisé en
temps O((2e)9m).

Démonstration. On considere d’abord le probleme COLORED LONG PATH :
étant donné un graphe G = (V, E), un entier ¢, et un coloriage ¢ : V. — C
(ot C' est un ensemble de ¢ couleurs), existe t-il un chemin proprement coloré
de longueur ¢ ? Etant donné S C C, appelons S-chemin un chemin P de G tel
que les couleurs associées aux sommets de P soient deux a deux distinctes et
forment I’ensemble S. On doit donc décider s’il existe un C-chemin.

On va décrire un algorithme A qui résout ce probleme en temps O(29m).
L’algorithme calcule par programmation dynamique un prédicat Path(i, S, x)
pour chaque ¢ € [q], S C C de cardinal i, z € V| tel que Path(i, S, x) soit vrai si
et seulement si il existe un S-chemin d’extrémité x. On procede par induction sur
i =S| : si lon a trouvé un S-chemin d’extrémité x, alors pour chaque sommet
y voisin de z et tel que c(y) ¢ S, on obtient un S U {c(y)}-chemin d’extrémité
y. A Tissue de cette étape de programmation dynamique, I'algorithme répond
positivement si et seulement si il existe € V' tel que Path(q, C,x) soit vrai.

La complexité temporelle de I’algorithme A est :

35 (del) (1)) =2

=0 x€V

On décrit maintenant un algorithme A’ qui résout LONG PATH en temps
O((2e)?m). Soit une instance I = (G, q) de LONG PATH. Soit un ensemble C' de
cardinal g. Considérons le processus suivant :
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— générer un coloriage aléatoire uniforme c¢: V — C';

— générer une instance I, = (G, ¢,¢) de COLORED LONG PATH;

— exécuter I'algorithme A sur I..
Observons que : (i) si I est une instance négative de LONG PATH, alors A refuse
I.. avec probabilité 1; (ii) si I est une instance positive de LONG PATH, alors A
accepte I, avec probabilité > 1/e?. Le point (i) est clair. Le point (ii) résulte
du fait que si P est un chemin de longueur ¢, alors il induit une solution de
COLORED LONG PATH deés lors que c¢ est injective sur I’ensemble des sommets
de P. Par le Lemme 3.12, cet événement survient avec probabilité > 1/e9.

En faisant e? répétitions du processus précédent, on obtient A" algorithme
randomisé pour LONG PATH de temps d’exécution O((2e)9m). O

Le pseudocode de 'algorithme A est décrit en annexe, ol il est appelé FIND-
COLORED-LONG-PATH.

La deuxiéme application est le probléeme k-DIMENSIONAL-MATCHING (k-
DM). Etant donnés deux tuples ¢,t' € V¥ on dit que t,' sont orthogonau,
noté ¢t L #', si et seulement si t[i] # t'[i] pour tout i € [k]. Un ensemble T' € V¥
est un couplage si et seulement si ¢t L ¢’ pour tous t,¢ € T distincts. Le probleme
k-DM demande : étant donné un ensemble V', un ensemble de tuples S C V¥,
et un entier ¢, existe t-il un couplage T' C S de cardinal > ¢ 7

Posons n = |S| et m = |V|. On montre :

Proposition 3.14. k-DM peut se résoudre en temps O((2e)*%kn).

Démonstration. On va d’abord présenter un algorithme A résolvant k-DM en
temps O(2F™kn). On aura besoin des définitions suivantes. Si 0 < j < m, un
Jj-filtre est un tuple F = (fi, ..., fx), ot chaque f; est un sous-ensemble de V de
cardinal j. Etant donné un j-filire F' = (f,..., fr) et un tuple t = (¢1,...,tx),
on dit que t est inclus dans F si et seulement si pour tout i € [k], t; € f;, et on
dit que t est orthogonal & F si et seulement si pour tout i € [k],¢; ¢ f;. Etant
donné un j-filtre F' = (f1,..., fx), F' est réalisé par S si et seulement si il existe
un couplage de cardinal j dont tous les éléments sont inclus dans F.

L’algorithme A calcule par programmation dynamique un prédicat Pred(i, F')
(pour 0 < ¢ < m, et pour un i-filtre F), tel que Pred(i, F') est vrai si et seule-
ment si F' est réalisé par S. On procede par induction sur ¢ : si 'on a trouvé
un ifiltre F' tel que Pred(i, F') soit vrai, on recherche un tuple de S ortho-
gonal & F' et pour chaque tuple de la sorte on obtient un (i + 1)-filtre F” tel
que Pred(i + 1, F’) est vrai. A lissue de cette étape de programmation dyna-
mique, l'algorithme calcule la taille M d’un couplage maximum comme le plus
grand i € [m] pour lequel il existe F' tq Pred(i, F) est vrai, et renvoie vrai si et
seulement si M > q.

Analysons la complexité de I'algorithme. Le nombre de i-filtres examinés a
I'étape i est < (Tl”)k Chaque filtre F est traité en temps O(kn). La complexité
temporelle de I’algorithme A est donc :

g (T)k X kn < (mf (T))k x kn < 2¥Mkn

=0 =0
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On décrit maintenant un algorithme A’ qui résout k-DIMENSIONAL MATCHING
en temps O((2¢)¥7kn). Soit une instance I = (V, S, q) du probleme. Soit C' un
ensemble de cardinal g. Considérons le processus suivant :
— générer de fagon aléatoire un tuple ® = (f1, ..., fx), ot chaque f; : V — C
est généré selon une loi aléatoire uniforme;
— générer une instance Ip = (C, S, q) de k-DIMENSIONAL-MATCHING, oll
Se ={(fi(t1), -, fu(tr)) : (tr, ..., tx) € S}t;
— exécuter I'algorithme A sur Ig.
Observons que : (i) si I est une instance négative de k-DM, alors A refuse Ip
avec probabilité 1; (ii) si I est une instance positive de k-DM, alors A accepte
I3 avec probabilité > 1/e?*. Le point (i) est clair, et le point (ii) résulte du fait
que si T = {t1, ..., t4} est un couplage inclus dans S, alors il induit un couplage
de Sg deés que chaque fonction f; est injective sur {¢1[d], ..., t4[i]}. Par le Lemme
3.12, cet événement survient avec probabilité > 1/e?*.
En faisant e9* répétitions du processus précédent, on obtient A’ algorithme
randomisé pour k-DM, de temps d’exécution O((2e)*9kn). O

Le pseudocode de lalgorithme A est décrit en annexe, ou il est appelé
FIND-k-DM.

L’introduction du color-coding, ainsi que ’application au probleme LONG
PATH, est dile & [1]; la technique y est également appliquée & la recherche
d’autres types de sous-structures : cycles, arbres, et plus généralement graphes
de largeur arborescente bornée, améliorant un résultat de [25]. La technique du
color-coding a été également mise en oeuvre dans [13, 20, 12].

3.2.3 Compression itérative

On présente finalement la technique de compression itérative. Cette tech-
nique s’applique a des probléemes du type suivant : étant donné un objet étiqueté,
on cherche a supprimer au plus p étiquettes tel que 'objet résultant vérifie une
certaine propriété P.

Formellement, on se donne une opération de suppression, c’est-a-dire que si
O est un objet sur un ensemble d’étiquettes L et si L’ C L, on sait définir Pobjet
O\ L’ obtenu en supprimant les étiquettes de L' dans O. On se donne également
une propriété héréditaire P : si O vérifie P alors O\ L' vérifie P. Etant donné O
objet étiqueté sur L, on dit qu'un casseur de O est un ensemble L' C L tel que
O\L’ vérifie P. On considere alors un probleme II de la forme suivante : étant
donné O objet étiqueté sur L, et un entier p, est-ce que O admet un casseur de
cardinal < p?

La technique de compression itérative consiste a résoudre II de fagon induc-
tive. Etant donné un objet O sur L dont on cherche un casseur de taille < p, on
construit de fagon inductive un sous-objet O’ de O et un casseur C de taille < p
de O’. Lors de I'examen d’un nouvel élément x, on ajoute z & C, et 'ensemble
C obtenu est un casseur de taille < p du nouvel objet. Le cas problématique
est lorsque C' est de taille p, car alors 'invariant n’est plus vérifié. A 'aide
d’un algorithme de compression on est alors en mesure, soit de trouver un autre
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casseur O’ de taille < p, soit de conclure qu’il n’existe pas de tel casseur. Cet al-
gorithme de compression procede généralement en examinant chaque possibilité
pour CNC’, et pour chaque partition de C en C; UCs, en cherchant un casseur
C' = Cy Uy avec C4 disjoint de Cy et |Ch] < |Ca|. Ceci est illustré ci-dessous.

Ol

Fia. 3.4 — Etant donné C casseur de cardinal p, et étant donnée une partition
de C en Cy U Cy, on cherche C] = Cy U C} casseur de cardinal < p.

On va formaliser cette technique dans la proposition suivante. On associe a II
son probléme dérivé II' défini comme suit : étant donné O objet étiqueté sur L,
un entier p, et C casseur de O de cardinal p, existe t-il C’ casseur de O disjoint
de C et de cardinal < p? Le probleme II’ est plus simple & résoudre que II : en
effet, on sait que O\C vérifie P, et ’objet O a donc une structure particuliére qui
peut aider a résoudre le probleme. Il se trouve qu’on peut déduire un algorithme
fpt pour II & partir d’un algorithme fpt pour IT'.

Proposition 3.15. Si Il est soluble en temps O(aPT(n)), alors II est soluble
en temps O((a+ 1)PnT'(n)).

Démonstration. Considérons une instance de I1, c’est la donnée d’un objet O sur
L et d’un entier p. Supposons qu’on ait un algorithme SOLVE-II'(O, L, p, C') qui
résolve IT" en temps O(aPT'(n)). On résout II par I’algorithme de compression
itérative, SOLVE-II(O, L, p) décrit ci-aprés. On maintient un ensemble L' C L,
et un casseur C' de O|L’ de cardinal < p. Initialement L' = ) est 'objet vide et
C = (. L’algorithme va effectuer n étapes, chaque étape consistant & insérer un
nouvel élément dans L’.

Lors d’une étape, on choisit « € L\L', on ajoute z & L' et & C. Le nou-
vel ensemble C' obtenu est un casseur de O|L’ de cardinal < p, et on sou-
haite qu’a la fin de I’étape C soit un casseur de cardinal < p. Si 'ensemble
vérifie déja cette propriété, il n’y a rien a faire. Sinon, on appelle un algorithme
COMPRESSION(O, L/, p, C') qui :
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(i) soit renvoie un casseur C’ de O|L' de cardinal < p;

(ii) soit répond qu’il n’existe pas de tel casseur.

Dauns le cas (i), I'algorithme principal passe & I’étape suivante avec C' = C’. Dans
le cas (ii), il répond que O n’admet pas de casseur de cardinal < p : notons que
sa réponse est correcte du fait que P est héréditaire.

L’algorithme COMPRESSION procede comme suit. Rappelons qu’il regoit un
casseur C' de O|L' de cardinal p et qu’il doit décider §’il existe un casseur C”
de O|L' de cardinal < p. L’algorithme va alors examiner chaque possibilité
pour C’ N C. Pour chaque partition de C en C1, Cs, il va rechercher un casseur
C' = C1 UCY en se ramenant au probleme IT” : chercher C” de la sorte revient a
chercher C} casseur de O|(L'\C1) de cardinal < |Cs|. Il va résoudre ce probléeme
par un appel & SOLVE-II'(O, L'\C1, |Cs|, C3).

Analysons le temps d’exécution de 'algorithme. On va justifier que chaque
appel & COMPRESSION requiert un temps O((a + 1)PT'(n)). Soit 0 < ¢ < p.
Considérons les partitions de C' en Cy, Cs telles que |Cq| = i. Ces partitions sont
en nombre (f) Pour chaque partition de la sorte, ’appel & SOLVE-II' prend un
temps O(«*T'(n)). Le temps pris par I'appel & COMPRESSION est donc :

o(y ()a'T(m) = 0((a + 17T ()

1=0

On en déduit que chaque étape de ’algorithme SOLVE-II prend un temps
O((a+ 1)PT(n)), et lalgorithme prend donc un temps total O((« + 1)PnT'(n)).
O

Les pseudocodes des algorithmes SOLVE-II et COMPRESSION décrits ci-dessus
sont donnés en annexe.

On va maintenant illustrer la technique de compression itérative a travers
deux exemples simples. Le premier exemple est le probleme CLUSTER VER-
TEX DELETION (CVD). Un cluster graph est un graphe dont les composantes
connexes sont des cliques. Le probleme CVD prend un graphe G, et demande
s’il est possible de transformer G en un cluster graph en supprimant moins de
p sommets.

Il est facile de voir qu’un graphe est un cluster graph si et seulement si il ne
contient pas de P induit. En outre, il est possible en temps O(m), étant donné
un graphe G, de décider si G est un cluster graph, ou de trouver un Ps induit.
Le probléeme CVD est donc soluble en temps O(3Pm) par recherche bornée. On
montre que la compression itérative permet d’obtenir un algorithme plus rapide.

Proposition 3.16. CVD est soluble en temps O(2Pn?).

Ebauche. Considérons le probleme CVD — COMPRESSION qui demande : étant
donné un graphe G = (V,E) et un ensemble X C V tel que G\X est un
cluster graph, trouver Y C V\X de cardinal maximum tel que G[X U Y] soit
un cluster graph. Notons s(G, X) la taille d’un tel ensemble. On va montrer
que CVD — COMPRESSION peut se résoudre en temps O(n?). En observant que
CVD' est le probleme complémentaire de CVD — COMPRESSION, on conclura
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que CVD' est soluble en temps O(n?), ce qui impliquera le résultat annoncé
pour CVD par la Proposition 3.15.

Soit G, X comme dans I’énoncé. Si G[X] n’est pas un cluster graph, on échoue
(puisque G doit pouvoir étre transformé en un cluster graph en conservant tous
les éléments de X). Sinon, on a la propriété que G[X]| et G\ X sont tous deux
des clusters graphs, représentés par des partitions P;, P> respectivement. On va
alors calculer s(G, X) comme le poids d'un couplage maximum pondéré d’un
graphe H.

On commence par éliminer les sommets u € V\X tels que : (i) soit Nx (u) est
non vide et est inclus strictement dans une classe de Py, (ii) soit Nx (u) intersecte
deux classes de P;. L’instance résultante a alors la propriété suivante : pour tout
u € V\X, Nx(u) est soit ), soit une classe de P;. On partitionne V\ X en :

Vo ={ueV\X : Nx(u) =0}
VC classe de P1, Vo = {u € V\X : Nx(u) = C}

On construit un graphe biparti pondéré H = (AU B, w) comme suit : les som-
mets de A sont les classes de Py ainsi qu'un ensemble de n = |V\ X| sommets
Z1,...,Zn, les sommets de B sont les classes de P», et pour chaque u € A,v € B,
on pose :

siu=x;,v=C"classe de Py : w(u,v) = |C" N V|
siu = C classe de P;,v = C’ classe de Py : w(u,v) = |C' N V|

On calcule alors s(G, X) comme le poids d’un couplage maximum de H. On
obtient donc un algorithme résolvant CVD—COMPRESSION en temps O(n?). [

Le second exemple est le probleme FEEDBACK VERTEX SET FOR TOUR-
NAMENTS (FvsT). Un tournoi est une orientation d’un graphe complet, autre-
ment dit c’est un digraphe T' = (V, A) tel que pour chaque z,y € V distincts,
|[AN{(z,y), (y,z)}| = 1. Un tournoi T = (V, A) est acyclique si et seulement si
il existe une énumération m = vy...v, de V telle que pour tous 7,7, ¢ < j, on a
(vs,vj) € A. Le probleme FvsT prend un tournoi T', et demande s’il est possible
de rendre T acyclique en supprimant moins de p sommets.

Un résultat bien connu est qu’'un tournoi est acyclique si et seulement si il
ne comporte pas de cycle orienté de longueur 3 (C3). De plus, il est possible
en temps O(m), étant donné un tournoi T, de décider si T est acyclique, ou
de trouver un Cjs. Ceci permet donc de résoudre FvST en temps O(3Pm) par
recherche bornée. La compression itérative permet d’obtenir un algorithme plus
efficace, di a [8].

Proposition 3.17. FVST est soluble en temps O(2Pn?).

Ebauche. Considérons le probleme FvsT — COMPRESSION qui demande : étant
donné un tournoi 7' = (V, A) et un ensemble X C V tel que T\X soit un
tournoi, trouver ¥ C V\X de cardinal maximum, tel que T[X U Y] soit un
tournoi. Notons s(T, X) la taille d’un tel ensemble. On va montrer que FvsT —
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COMPRESSION peut se résoudre en temps O(n?). En observant que FvsT’ est le
probleme complémentaire de FvsT — COMPRESSION, on conclura que FvsT’ est
soluble en temps O(n?), ce qui impliquera le résultat annoncé pour FVST par
la Proposition 3.15.

Soit G, X comme dans I’énoncé. On échoue si G[X] n’est pas acyclique.
Sinon, on a la propriété que G[X] et G\X sont tous deux acycliques, soient
s1, 82 les énumérations associées. On va alors calculer s(7, X) comme la taille
d’une plus longue sous-séquence commune a deux séquences.

On commence par éliminer les sommets v € V\X qui forment un Cj avec
deux sommets de X. Le tournoi résultant a alors la propriété suivante. Pour
tout w € VA\X, soit P, = {v e X : (v,u) € A} et S, = {v e X : (u,v) € A}
On a alors (z,y) € A pour tout z € P,,y € S, (sinon z,y,u formeraient un
C3). Soit p, = |P,|, et supposons que s; = 1...%p, alors P, = {z; : i < p,} et
Su={xi:1>pu}.

On définit alors s} en énumérant les éléments de V'\ X selon I'ordre suivant :
u < v si et seulement si p, < p, ou (py = Py €t u <5, v). On calcule alors
s(T, X)) comme la longueur d’une plus longue sous-séquence commune & s}, so.
Ceci peut se faire en temps O(n?), d’ott la complexité annoncée pour FVST —
COMPRESSION. O

La technique de compression itérative a été introduite dans [26] pour obtenir
un algorithme FPT pour le probleme VERTEX BIPARTIZATION, a été proposée
comme technique générale dans [7], et a été appliquée par la suite & de nombreux
problémes de type vertex-deletion (FEEDBACK VERTEX SET [17, 6], DIREC-
TED FEEDBACK VERTEX SET [4], CLUSTER VERTEX DELETION [19], CHORDAL
VERTEX DELETION [21], FEEDBACK VERTEX SET IN TOURNAMENTS [8]...).

3.2.4 Autres techniques

On peut également mentionner plusieurs autres techniques pour l'obtention

d’algorithmes FPT :

— les techniques de localisation gloutonne et de méthode extrémale ont été
appliquées a plusieurs problémes de maximisation [7, 20];

— les décompositions arborescentes : de nombreux problemes NP-durs sur les
graphes peuvent se résoudre en temps f(w)n® sur les graphes de largeur
arborescente < w. L’obtention d’algorithmes FPT par rapport a la lar-
geur arborescente peut se faire soit de maniere ad hoc, en développant
un algorithme de programmation dynamique adapté au probléeme, soit en
montrant que le probleme est exprimable en logique monadique du second
ordre et en appliquant le théoréeme de Courcelle [5]. Un autre outil im-
portant dans ce cadre est 'algorithme de Bodlaender [2] qui permet de
reconnaitre les graphes de largeur arborescente < w en temps 20(“’3)n, ou
lalgorithme de Reed [24] qui permet de 4-approximer la largeur arbores-
cente en temps 2°(*)n2. Notons qu’il existe également d’autres mesures
alternatives a la largeur arborescente possédant des propriétés similaires.
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— Dutilisation du théoréme des mineurs de Robertson-Seymour [27] et des

résultats algorithmiques associés. Le résultat central est que étant donnés
deux graphes G, H d’ordre m, n, décider si G est un mineur de H est FPT
par rapport & m. Ceci implique existence d’un algorithme FPT (non
uniforme) pour tout probléme paramétré sur des graphes dont chaque
tranche soit une famille de graphes close par mineur. Cependant, cette
technique est non-constructive : elle ne fournit qu’un résultat d’existence
théorique, et ne donne pas lieu a des algorithmes utilisables en pratique.
la technique ”Win/Win” : cette technique consiste & exploiter une struc-
ture particuliere des instances positives du probleme considéré. On teste
alors si I'instance présente cette structure, on rejette si ce n’est pas le cas,
et sinon on exploite cette structure pour résoudre le probleme par un algo-
rithme FPT. Cette technique a été notamment mise en oeuvre pour obtenir
des algorithmes en 2°(VP)n¢ pour des problémes sur les graphes planaires,
et sur les graphes excluant un mineur (voir [9] pour un article de synthese).
On utilise ici le fait qu'une instance positive du probleme doit étre de lar-
geur arborescente O(,/p). La résolution du probleme comporte alors deux
étapes. Lors d'une premiere étape, on obtient une décomposition arbores-
cente de largeur O(,/p), par exemple par I’algorithme de Bodlaender ou de
Reed. Lors d’une seconde étape, on résout le probleme par programmation
dynamique sur la décomposition arborescente obtenue.

3.3 Annexe

Anneze A

SowvEHS(H, p)

si H ne contient aucune aréte alors

renvoyer out

sinon si p = 0 alors

renvoyer non

sinon

choisir e aréte de H
pour chaque x € e faire
r «— SOLVEHS(H\z,p — 1)
si r = oui alors renvoyer r
fin pour

fin si
renvoyer non
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Annexe B

FIND-COLORED-LONG-PATH(G, ¢)
pour chaque x € V faire
initialiser les valeurs Path(i,S,x) a vrai si i = 0, faux sinon
fin pour
pour i de 0 & g — 1, et pour chaque z € V faire
pour chaque y € Ng(x) et pour chaque S de cardinal i tel que
Path(i, S, z) = vrai faire
sic(y) ¢ S alors
Path(i + 1,5 U{c(y)},y) < vrai
fin si
fin pour
fin pour
renvoyer vrai si Az, Path(q, C, ) = vrai, fauz sinon

FIND-k-DM(V, S, q)
pour chaque i > 1, pour chaque i-filtre F' faire
Pred(i, F) <« faux
fin pour
soit le O-filtre £ = (0, ...,0)
Pred(0, F) «— vrai
pour i de 0 a m — 1 faire
pour chaque i-filtre F tel que Pred(i, F') = vrai faire
pour chaque t € S orthogonal a F' faire
supposons que F' = (fi,..., fx) et que t = (t1,..., tx)
définir I’ = (fl @] {t1}7 vy f& U {tk})
Pred(i+ 1, F') «— vrai
fin pour
fin pour
fin pour
calculer M = max{i € [m] : 3F, Pred(i, F) = vrai}
renvoyer (M > q)




tel-00401456, version 1 - 3 Jul 2009

40 CHAPITRE 3. TECHNIQUES EN COMPLEXITE PARAMETRIQUE

Anneze C

COMPRESSION(O, L, p, C')

pour chaque partition de C' en C1, C5 faire
T, C' — SOLVE—H/(O, L\Cl, |02‘, CQ)
si r = out alors

renvoyer oui, C1 U C’

fin si

fin pour

renvoyer non, _

SoLvEe-TI(O, L, p)
C «— @, L
tant que L' C L faire
choisir x € L\ L'
C—Cufa}, I — L' U{a}
si |C| > p alors
r,C" — COMPRESSION(O, L/, p, C))
si r = non alors
renvoyer non
sinon
C—C
fin si
fin si
fin tant que
renvoyer oui, C
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Chapitre 4

Les problemes Mast et Mct

On consideére dans ce chapitre des collections d’arbres ayant tous le méme
ensemble d’étiquettes. Le probleme MAST prend une collection d’arbres sur un
méme ensemble d’étiquettes, et recherche un plus grand arbre qui soit sous-
arbre commun des arbres sources. Le probleme MCT est une variante de MAST
ou l'on recherche un pré-sous-arbre commun. De maniere équivalente, MAST,
resp. McT, recherche un plus grand ensemble d’étiquettes tel que les arbres
sources restreint a cet ensemble soient isomorphes, resp. aient un raffinement
commun. Ces problemes rencontrent plusieurs applications en phylogénie, ou
les arbres étiquetés sont utilisés pour représenter 1’histoire évolutive d’un en-
semble d’especes : les étiquettes sont en bijection avec les especes, et la topolo-
gie indique les relations de spéciation. Les problemes MAST et MCT sont alors
utilisés : pour atteindre un consensus entre arbres obtenus par des méthodes
différentes, pour définir une mesure de similarité entre arbres ou encore pour
identifier des transferts de génes horizontaux. Le probleme MCT est plus adapté
que MAST pour l'application a la phylogénie, ou les noeuds de degré supérieur
a 3 s’interpretent généralement comme une incertitude sur le branchement et
non comme une spéciation multiple; ’arbre obtenu par McCT peut ainsi lever
certaines incertitudes présentes dans les arbres sources.

4.1 Probleme Mast

Cette section est consacrée au probleme MAST. Le plan adopté est le suivant.
La section 4.1.1 contient des définitions préliminaires, ainsi qu’un historique des
résultats obtenus sur MAST. En section 4.1.2, on décrit un algorithme de 3-
approximation en temps linéaire pour le probleme complémentaire. En section
4.1.3, on décrit des algorithmes exacts (polynomiaux ou FPT) pour MAST.
On termine par des résultats de complexité (approximabilité et complexité pa-
ramétrique) présentés en section 4.1.4.

43
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4.1.1 Préliminaires

Sous-arbres et plongements

On donne une définition équivalente en termes de plongement. Un plonge-
ment de S dans T est une application ¢ : N(S) — N(T) telle que :

1. ¢ préserve feuilles et noeuds internes : (i) si [ est une feuille de S d’étiquette
x, alors ¢(1) est une feuille de T' d’étiquette x, (ii) si u est un noeud interne
de S, alors ¢(u) est un noeud interne de T';

2. (i) si u, v sont deux noeuds de S tels que u <g v, alors ¢(u) <r ¢(v); (ii)
si u, v sont deux noeuds de S incomparables par <g, alors ¢(lcag(u, v)) =
lcar (¢(u), ¢(v))-

On a alors : S < T si et seulement si il existe un plongement de S dans T'.
Cette définition est illustrée ci-dessous :

FiG. 4.1 — Deux arbres S, T tels que S < T. Le plongement ¢ de S dans T est
tel que ¢(s) = v, ¢(r) = t, comme indiqué par les fleches en pointillé.

On a les propriétés suivantes :

Observation 4.1. 1. L’identité est un plongement de T dans T ;

2. Si ¢ est un plongement de S dans T, et ¢’ est un plongement de T dans
U, alors ¢ o ¢ est un plongement de S dans U ;

3. Si ¢ est un plongement de S dans T, alors ¢|N(S|L') est un plongement
de S|L’ dans T|L'.
Du lemme 4.1, il résulte que la relation sous-arbre jouit des propriétés suivantes :

Lemme 4.2. (i) < est une relation d’ordre; (i) si S <T, alors S|L' < T|L .
Arbres d’accord, probleme MAST

Soit T = {T1, ..., T } une collection d’arbres sur un méme ensemble d’étiquettes
L. Soit S un arbre sur L’ C L. On dit que S est un arbre d’accord de T si et
seulement si S < T; pour tout 7. On dit que 7 est isomorphe si et seulement si
elle admet un arbre d’accord S tel que L(S) = L (alors tous les arbres T; sont
isomorphes). Observons que ces notions ont les propriétés suivantes :
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Lemme 4.3. (i) Si T est un arbre d’accord de T et si S < T, alors S est
un arbre d’accord de T ;
(i) Si T est un arbre d’accord de T, alors T|L' est un arbre d’accord de
T|L ;
(i1i) Si T est isomorphe, alors T|L' est isomorphe.

L’exemple suivant illustre la notion d’arbre d’accord :

r u

a b e f

T1 T2 5
F1G. 4.2 — Une collection de deux arbres 7 = {73, T»} sur 'ensemble d’étiquettes
L ={a,b,c,d,e, f}, et un arbre d’accord maximum S.

Le probleme MAST consiste a chercher un arbre d’accord de taille maxi-
mum d’une collection donnée en entrée. En remarquant qu’un arbre d’accord
est déterminé par son ensemble d’étiquettes, on choisit de définir formellement
le probléme de la maniére suivante : étant donnée une collection d’arbres 7°
sur L, trouver L' C L de cardinal maximum tel que 7|L’ soit isomorphe. On
définit également le probleme complémentaire CMAST : étant donnée une col-
lection d’arbres 7 sur L, trouver L' C L de cardinal minimum tel que 7\L’
soit isomorphe. On note M AST(T), resp. CM AST(T), le cout d’une solution
optimale pour MAST, resp. CMAST.

On considérera également MAST comme un probléme paramétré, les pa-
rametres d’intérét étant les suivants : le nombre d’étiquettes m, le nombre
d’arbres k, le degré maximum d. Etant donné un entier £ > 2, on notera
k — MAST la restriction du probleme MAST aux collections de k arbres.

Plusieurs algorithmes pour MAST présentés dans le suite reposent sur ca-
ractérisation simple des collections isomorphes en terme de conflits. On définit
deux types de conflits : un s-conflit entre 7 est un triplet uvw tel que uv|w €
rt(T;) et wow € f(T}); un h-conflit entre 7 est un triplet uvw tel que uv|w €
rt(T;) et vwlu € rt(T}); un hs-conflit entre T est soit un s-conflit, soit un
h-conflit entre 7. On peut montrer :

Lemme 4.4 ([4]). (i) Deux arbres Ty, Ts sont isomorphes si et seulement si il
n’existe pas de hs-conflit entre T, Ty ; (ii) Une collection T est isomorphe si et
seulement si il n’existe pas de hs-conflit entre T .

Historique et nouveaux résultats

Le probléme MAST sur deux arbres a été introduit dans [20], olt est également
décrite une heuristique pour le probleme de complexité temporelle O(n®). [34]
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ont décrit un algorithme sous-exponentiel pour 2 — MAST restreint aux arbres
binaires, de complexité temporelle O(n°1°8"). Le premier algorithme polynomial
exact pour 2 — MAST a été décrit dans [37]; grice & une optimisation décrite
par [18], sa complexité temporelle est O(n?5logn) pour des arbres de degré non
borné, et O(d*°n?logn) pour des arbres de degré borné.

Par ailleurs, plusieurs auteurs [18, 14, 36, 32, 33] ont présenté des algorithmes
sous-quadratiques pour 2 — MAST, et des algorithmes quasi-linéaires pour le cas
du degré borné. Ainsi, [18] décrivent un algorithme de complexité temporelle
O(n'5logn); [14] décrivent un algorithme de complexité O(nlogn) pour deux
arbres binaires, et [36] a tenté de généraliser cet algorithme aux arbres de degré
d, obtenant un algorithme de complexité O(v/dnlogn). Le meilleur algorithme
pour le probléme est di & [33], sa complexité est O(n'®) dans le cas d’arbres de
degré non borné, et O(v/dn log 27”) dans le cas d’arbres de degré borné. L’étude
du probléeme MAST sur un nombre d’arbres non borné a été initiée par [4, 17]. [4]
ont montré la NP-difficulté de 3—MAST dans le cas d’arbres de degré non borné.
[4, 11, 17] ont montré que le probléme était soluble en temps polynomial si 'un
des arbres était de degré borné d, aboutissant a un algorithme de complexité
O(n? + kn?).

L’approximabilité du probleme a été étudiée par plusieurs auteurs. Dans le
cas d’arbres de degré non borné, [4] montrent que 3 — MAST est APX-dur, et
[29] montrent que 3 — MAST n’est pas approximable & un facteur constant si
P # NP. En s’inspirant des résultats de [22], [8] décrivent des algorithmes de
3-approximation pour le probléeme complémentaire CMAST : ils utilisent la ca-
ractérisation du Lemme 4.4 pour résoudre le probleme par élimination de conflits
disjoints, et obtiennent des algorithmes de complexité temporelle O(kn?). Dans
[6] et [24], nous avons adapté la stratégie d’identification des conflits de maniére
& obtenir un algorithme en temps linéaire O(kn).

Le probléme a été également étudié sous I'angle de la complexité paramétrique.
En utilisant le Lemme 4.4, [12] obtiennent des algorithmes FPT par rapport a
p, de complexité respective O(3Pknlogn), O(kn3 + 2.277). [8] améliorent le pre-
mier algorithme pour obtenir une complexité temporelle O(3Pkn). Dans [25],
nous obtenons de nouveaux résultats sur la complexité paramétrique de MAST.
D’une part, nous décrivons des algorithmes FPT pour les paires de parametres
(k,d) et (k,q), de complexité respective O(2%%9n3) et O(209)n3). D’autre part,
nous montrons que le probleme est W|[1]-dur pour la paire de parametre (g, d).
Une conséquence de ce résultat est que MAST ne peut pas étre résolu en temps
®(d)N°D sous 'hypothese ETH (ot N est la taille de Iinstance). Ceci suggere
l'optimalité asymptotique de 1’algorithme en O(n? + kn?).

4.1.2 Algorithme d’approximation

On décrit dans cette section un algorithme de 3-approximation en temps
linéaire O(kn) pour le probleme CMAST.

Une observation simple [12, 8] est que le Lemme 4.4 permet de réduire
CMasT a 3HS. Comme 3HS est 3-approximable, on obtient immédiatement un
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algorithme de 3-approximation pour CMAST. Cependant, la complexité tem-

porelle de cet algorithme est O(kn®) : en effet, la construction de I’ensemble

des hs-conflits s’effectue en temps O(kn?), et 'exécution de I’algorithme de 3-

approximation s’effectue en temps O(n?3). Pour obtenir un algorithme de com-

plexité temporelle linéaire, on adapte la stratégie de détection des conflits, de

facon a pouvoir identifier et éliminer un conflit en temps constant.
Introduisons les définitions suivantes.

Définition 4.5. Soit 11, Ty deux arbres sur le méme ensemble d’étiquettes L.
Un whs-conciliateur de Ty, Ty est un ensemble C de hs-conflits disjoints entre
Ty, Ty tels que To\L(C) raffine Ty\L(C).

Définition 4.6. Soit T une collection sur un ensemble d’étiquettes L. Un hs-
conciliateur de T est un ensemble C de hs-conflits disjoints entre T tels que

T\L(C) soit isomorphe.

Le lemme 4.4 implique qu’un hs-conciliateur fournit une 3-approximation du
probleme CMAST :

Lemme 4.7. SiC est un hs-conciliateur de T , alors L(C) est une 3-approzimation
de CMAST pour 7.

On va décrire un algorithme TROUVERWHSCONCILIATEUR qui, étant donnés
deux arbres T, T, trouve un whs-conciliateur de Ty, T en temps O(n+ ¢), ol ¢
est le nombre de conflits trouvés (Proposition 4.9). En utilisant cet algorithme,
on obtient un algorithme de 3-approximation pour CMAST en temps linéaire :

Proposition 4.8. CMAST est 3-approzimable en temps O(kn).

Démonstration. Etant donnée une collection 7 = {71, ..., T}, on détermine un
hs-conciliateur de 7 de la maniere suivante. Pour chaque i de 1 a kK —1, on iden-
tifie un hs-conciliateur C; de T;, T;11 , et on supprime ses étiquettes de la collec-
tion. Identifier un hs-conciliateur de T;, T;41 se fait par deux appels symétriques
& TROUVERWHSCONCILIATEUR, le premier avec les arguments (73, T;11), et le
second avec les arguments (741, 7;).

Observons d’abord que cet algorithme construit bien un hs-conciliateur de
T : en effet, notons C; 'ensemble des conflits identifiés & la fin de I'étape i, on
montre par récurrence que C; est un hs-conciliateur de {77, ..., T;}. Ceci résulte
du Lemme 4.3 et du fait que C; = C[_; UC;, ou C,_; est un hs-conciliateur
de {T1,...,T;—1} et C; est un hs-conciliateur de T;_1,T;. Finalement, le fait que
l’algorithme calcule une 3-approximation de CMAST pour 7 résulte du Lemme
4.7.

Comme Dalgorithme fait 2(k — 1) appels & TROUVERWHSCONCILIATEUR,
et que chaque appel prend un temps O(n), le temps d’exécution est clairement
O(kn). O

On montre maintenant :

Proposition 4.9. [l existe un algorithme TROUVERWHSCONCILIATEUR(TY, T5)
qui détermine un whs-conciliateur de Ty, Ty en temps O(n + c).
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Bien qu’on cherche ici un whs-conciliateur et non pas un hs-conciliateur,
lalgorithme utilise des idées similaires & algorithme de [6]. Décrivons dans
un premier temps le principe général de l'algorithme, pour décrire ensuite les
optimisations qui conduisent a une complexité temporelle linéaire. L’algorithme
maintient un ensemble de hs-conflits disjoints C entre T}, T5, initialisé a (). 11
effectue un parcours ascendant de T3, en cherchant & apparier chaque noeud u
de Ty avec un noeud v de T3 tel que T»(v)\L(C) raffine 71 (u)\L(C).

Pour rendre le processus plus intuitif, on considere que les sous-arbres de
T1,T5 sont élagués au fur a mesure des appariements. Ainsi, lorsqu’un noeud u
de T est apparié & un noeud v de T5, ils sont considérés comme des feuilles pour
la suite de I’algorithme. Chaque feuille x de T5 correspond donc & un sous-arbre
de l'arbre initial, et une variable I(z) indique son ensemble d’étiquettes.

Lorsqu’un noeud u de T a été apparié avec un noeud v de Ty, cette infor-
mation est mémorisée par une variable match(u) égale & v. Initialement, chaque
feuille de T est appariée avec la feuille de To de méme étiquette. Lors de 'exa-
men d’un nouveau u de T3, on appelle la procédure APPARIERNOEUD(u) qui
cherche a apparier T7 avec un noeud de T5. Cette procédure va chercher & sup-
primer des hs-conflits disjoints 1I'l" avec [,1" € I(u),l” ¢ I(u); elle peut renvoyer
1, si ces éliminations de conflits ont conduit & supprimer toutes les étiquettes de
I(u), ou renvoyer v, si les suppressions ont permis d’apparier v avec un noeud
v de Ts.

L’algorithme a donc la structure suivante :

TROUVEWHSCONCILIATEUR(T}, T3)

{initialisation}

INITIALISERSTRUCTURES()

pour chaque feuille u de T} faire
soit v la feuille de To de méme étiquette
match(u) «— v

fin pour

pour chaque noeud interne u de 77 examiné en ordre postfixe faire
v «— APPARIERNOEUD(u)
si v #£L alors match(u) < v

fin pour

Décrivons maintenant le processus d’appariement. Lors de D’appel de la
procédure APPARIERNOEUD(u), les fils uq,...,uq de u ont été appariés a des
noeuds v, ...,vq de Ts, et on cherche & apparier u avec un noeud v de Ts, en
procédant de la fagon suivante. Colorons en noir les feuilles v;, et en blanc les
autres feuilles de T,. L’appariement sera possible si et seulement si :

Condition 4.10. Soit v = lcar,(vy,...,vq), alors To(v) ne contient que des
feuilles noires.

Tant que cette condition n’est pas vérifiée, on a la propriété que le sous-arbre
T>(v) contient au moins une feuille blanche. Une procédure TROUVECONFLIT
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trouve alors deux feuilles noires z,y et une feuille blanche z € T} telle que
zy|z ¢ rt(T2). En choisissant [ € I(z),l' € I(y),l"” € I(z), on obtient un hs-
conflit {I,1',1"} entre Ty, T». On supprime alors les trois étiquettes 1,1’,1"” par
trois appels a une procédure supprimeFEtiquette, chaque appel se chargeant de
mettre a jour ’ensemble d’étiquettes de la feuille correspondante : par exemple,
supprimeEtiquette(l) fait la mise & jour I(x) < I(x)—{l}, et supprime la feuille
x de T; si jamais I(z) devient vide.

On va maintenant montrer que l'identification de conflits par la procédure
TROUVECONFLIT peut se faire en temps amorti O(1), en utilisant des structures
de données appropriées. Pour ce faire, on ordonne Ty, c¢’est-a-dire qu’on main-
tient une permutation Z des feuilles de T5 telle que pour chaque noeud u de T5,
I’ensemble des feuilles descendant de u est un intervalle de Z. La permutation
T est représentée par une liste chainée de feuilles. Si u est une feuille de T5,
on écrira u <z v pour indiquer que u précede v dans Z, et on notera predz(u)
(resp. succz(u)) le prédécesseur (resp. successeur) de u dans Z, ou bien L si u
est le premier (resp. dernier) élément de Z.

On a alors la propriété suivante :

Lemme 4.11. Soient z,y, z trois feuilles de Ty telles que v <7 y <z z. Alors :
Icar, (x,y) <r, lcan,(x, 2) et lcap, (y,z) <r, lcar,(x, 2).

Chaque feuille v de T, est représentée par une structure comportant di-
vers champs. Outre les champs nécessaires au chainage dans Z et au chainage
entre noeuds dans T, elle comporte les champs suivants : (i) un champ I(v)
qui mémorise 'ensemble d’étiquettes associé & v, (ii) un champ couleur(v) qui
mémorise la couleur de v (blanc ou noir). En outre, chaque noeud v de T com-
porte un champ nbFeuillesNoires(v) qui mémorise le nombre de feuilles noires
fils de v. Par souci de simplicité, on suppose que les feuilles et les noeuds in-
ternes sont représentés par la méme structure, dont certains champs pourront
étre inutilisés.

On va maintenir I'invariant suivant.

Invariant 4.12. Au début de chaque appel ¢ TROUVECONFLIT, (i) la liste
FeuillesNoires contient les feuilles noires de Ty, (ii) pour chaque noeud v de
Ty, nbFeuillesNoires(v) compte le nombre de feuilles noires fils de v.

Pour maintenir cet invariant, on utilise deux procédures : (i) devientFeuille N oire(v)
est appelée lorsque v devient une feuille noire, elle ajoute v a la liste FeuillesNoires
et incrémente le compteur nbFeuillesNoires du pere de v ; (i) supprimer Feuille(v)
qui supprime la feuille v de Tb, et si v était noire supprime v de la liste
FeuillesNoires et décrémente le compteur nbFeuillesNoires du pere de v. On
suppose que 'incrémentation et la décrémentation du compteur nbFeuillesNoires
d’un noeud v est effectué par des procédures auxiliaires incr NbFeuillesN oires(v),
decr NbFeuillesNoires(v).

Le pseudocode des procédures devientFeuilleNoire et supprimerFeuille
est donné ci-dessous :

Observons que les procédures devientFeuilleNoire et supprimerFeuille
peuvent s’implémenter de facon a avoir un temps d’exécution constant. Cela est
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T, : a bc de fgh i jk

predr(v) v sucez(v)

7. C P B L P ]
I(v) ={f,9,h}

couleur(v) = N

FiG. 4.3 — L’arbre 15 et la liste Z.

devientFeuilleN oire(v)
couleur(v) < noir
FeuillesNoires — FeuillesNoires U {v}
p — pere(v)
si p #L alors incr NbFeuillesNoires(p)

clair pour la procédure devient Feuille N oire. Pour la procédure supprimer Feuille,

cela est possible a condition d’utiliser un champ auxiliaire dans la structure as-
sociée a v, qui maintienne un pointeur vers la cellule correspondante de la liste
chaine FeuillesNoires (de fagon a ce que supprimer v de la liste puisse se faire
en temps constant).

On décrit maintenant un second invariant. Disons qu’un noeud interne de
Ts est plein s’il ne contient que des feuilles noires. On va maintenir 'invariant
suivant :

Invariant 4.13. Au début de chaque appel a TROUVECONFLIT, 1o ne comporte
aucun noeud plein.

Pour maintenir l'invariant 4.13, on fait en sorte que : deés qu’un noeud
interne de Ty devient plein, il est remplacé par une feuille noire. Ceci est
détecté par la procédure incr NbFeuillesN oires, qui appelle alors une procédure
devientPlein. Les deux procédures nécessaires au maintien de 'invariant sont
les procédures devientPlein(v) (v noeud de T3) et commenceAppariement(u)
(u noeud de T7). La procédure devientPlein(v), appelée si v est devenu plein,
se charge de le remplacer par une unique feuille noire, mettant a jour les listes
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supprimer Feuille(v)

{mettre & jour T5}

si couleur(v) = noir alors
FeuillesNoires «— FeuillesNoires — {v}
p — pere(v)
si p #£1 alors decr NbFeuillesN oires(p)
fin si

T et FeuillesNoires en conséquence. La procédure commence Appariement(u),
appelée au début de 'appariement de u par ApparieNoeud(u), se charge d’ini-
tialiser la liste FeuillesNoires en y ajoutant les noeuds vy, ...,vq de Ty corres-
pondant aux fils uy, ..., ug de u. Le pseudocode de ces deux procédures est donné
ci-dessous :

devientPlein(v)
soient vy, ..., vq les fils de v
{v1, ..., vg forment un intervalle de Z}
{on les remplace par v}
I(v) «— I(v1) U...UI(vq)
supprimer vy, ...,vq de Z et les remplacer par v
{on supprime les feuilles vy, ..., v4, on note que v devient feuille noire}
pour chaque i € [d], supprimerFeuille(v;)
devientFeuilleN oire(v)

commenceAppariement(u)
soient uq, ..., uq les fils de u
soit v1 = match(uy), ..., vqg = match(ug) les noeuds de Ty associés
FeuillesNoires <
pour chaque i € [d], devientFeuilleNoire(v;)

Analysons le temps d’exécution de ces procédures.

Notons que si p est pere de v, un appel & la procédure devientPlein(v)
peut déclencher un appel a la procédure devientPlein(u). Appelons temps
d’exécution propre d’un appel a devient Plein(v) le temps passé dans le corps de
la procédure elle-méme, ainsi que dans les procédures appelées supprimer Feuille,
devient FeutilleNoire, incr NbFeuillesNoires, decr NbFeuillesNoires, en ex-
cluant le temps pris par un éventuel appel récursif devientPlein(u). Une ana-
lyse immédiate permet de voir que le temps d’exécution propre d’un appel a
devientPlein(v) est en O(d(v)), ol d(v) est le degré de v dans T5.

De méme, appelons temps d’exécution propre d’'un appel a la procédure
commenceAppariement(u) le temps passé dans le corps de la procédure, ainsi

que dans les procédures devient Feuille N oire, incr NbF euillesN oires, sans prendre
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en compte le temps pris par un éventuel appel a devientPlein. Une analyse
immédiate permet de voir que le temps d’exécution propre d’un appel a la
procédure commence Appariement(u) est en O(d(u)), ot d(u) est le degré de u
dans Tj.

Sans faire d’hypothése pour I'instant sur la stratégie de détection des conflits,
on représente ci-dessous le processus d’appariement d’un noeud w :

suppression acd
—_

b ef g hi jk m
suppression egh fusion bfi
b f i jk m bfi jk m
suppression bjl fusion fik
fi k m fik m
Fic. 4.4 — Le processus d’appariement d'un noeud w ayant quatre fils

uy, Ug, us, ug avec I(uy) = {a,b},I(ua) = {d,e, f},I(us) = {h,i}, I(ug) =
{J. k}.

Observons que les invariants 4.12 et 4.13 permettent de détecter quand 'ap-
pariement de u a réussi ou échoué : en effet, lorsqu’il reste une seule feuille
noire v, nécessairement u doit étre apparié a v, et I'appariement a réussi; au
contraire, lorsqu’il ne reste aucune feuille noire, ¢’est qu’on a supprimé toutes
les étiquettes de I(u), et Pappariement a donc échoué. Il reste & justifier que
lon peut identifier un conflit en temps constant lorsque |FeuillesNoires| > 2.
Ceci va étre rendu possible par la définition des feuilles bornes, qui sont des
feuilles noires de T comportant un voisin blanc (pour l'ordre <z) dans une
configuration particuliere.

Introduisons la définition suivante :
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Définition 4.14. Soit x € Z, et soit p = predz(x) et s = succz(z). On dit
que T est une borne si et seulement si x est noire, et l'une des deuzr conditions
sutvantes est vérifiée :
— soit x est une borne gauche : p #L, p blanche et (s =L ou sz|p ¢ rt(T3));
— soit x est une borne droite : s £1, s blanche et (p =L ou px|s ¢ rt(T3)).

Ainsi, dans la Figure 4.11, vy, vs,v4 sont des bornes droites, tandis que v3
est une borne gauche. Notons qu’une feuille noire n’est pas nécessairement une
borne, par exemple si ses deux voisins sont noirs.

On va voir que les feuilles bornes permettent de détecter un conflit. On
a donc besoin de maintenir la liste des feuilles bornes au cours du processus
d’appariement :

Invariant 4.15. Au début de chaque appel a TROUVECONFLIT, la liste FeuillesBornes
contient les feuilles bornes de Ts.

Pour maintenir cet invariant, on modifie les deux procédures devient Feuille N oire
et supprimer Feuille de la maniere suivante. Dans la procédure devient Feuille N oire,
on teste si la nouvelle feuille noire est une borne, et si oui on 'ajoute a FeuillesBornes.
Dans la procédure supprimerFeuille, on examine chaque voisin noir de la
feuille supprimée | pour voir s’il peut changer de statut : en effet, il est pos-
sible par exemple que le successeur de [ ait été une borne gauche avant sup-
pression de [, mais ne soit plus une borne gauche apres suppression de [. No-
tons que tester si une feuille est une borne se fait en temps constant via deux
requétes lca, et donc la mise a jour de la liste FeuillesBornes par les procédures
devientFeuilleNoire et supprimerFeuille s’effectue en temps constant.

On donne maintenant une série de lemmes, aboutissant aux lemmes 4.19 et
4.20 qui fournissent une méthode pour identifier un conflit tant que |FeuillesNoires| >
2.

Appelons intervalle fort de Z un intervalle de Z de la forme L(u) pour un
certain noeud u de T5. Les deux lemmes suivants caractérisent les intervalles de
7 ne contenant pas d’intervalle fort.

Lemme 4.16. Soit I = ay...a,, un intervalle de T qui ne contient pas d’in-
tervalle fort. Soit p = predz(ai) et s = succz(am). On a alors lalternative
susvante :

1. soitp #L etp<p, lcap,(a1,a2);

2. soit s #L et s <p, lcap, (@m—1,am).

Démonstration. Soit I; 'intervalle fort minimum contenant ay, as (ie Iy = L(uq)
pour u; = lcap,(a1,asz)). Soit I lintervalle fort minimum contenant a,,—1, an,
(ie Is = L(u2) pour us = lcar, (aym—1,arm,)). Alors I, I ne sont pas inclus dans
1.

On va montrer qu'on a : soit p € Iy, soit s € I,. Supposons par contra-
diction qu'on ait p ¢ I et s ¢ Ir. Comme [; n’est pas inclus dans I, on a
Am—1,0m, S € I;. Comme I n’est pas inclus dans I, on a de méme p, a1, as € Io.
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Mais alors a1, a2 € L(usg) implique que u1 <7, uga, €t @y—1, am € L(u1) implique
que uz <7, u;. On conclut que u; = ug, et on obtient que p,s € I} = I, contra-
diction.

Sipel,onap#letp<p, lcap,(a1,as2), et le point 1 est vérifié. Sip € Iy,
onas#Llets <p Icap, (@m—1,am), et le point 2 est vérifié. On a donc bien
I'alternative annoncée. O

Soit une séquence de feuilles o = vy, ..., vy, de T5, et pour tout i soit u; =
parentr,(v;). On dit que o est une brosse ascendante si et seulement si pour
tout 4, wiy1 = u; ou u;41 >7, u;. On dit que o est une brosse descendante si et
seulement si pour tout 4, wiy1 = u; ou U1 <7, Uj-

Lemme 4.17. Soit I = a;...a,, un intervalle de T qui ne contient pas d’inter-
valle fort. Alors il existe j < m tel que ai,...,a; est une brosse ascendante et
Aj41,..., Qm est une brosse descendante.

Démonstration. Pour tout i tel que 1 < i < m, définissons u; = lcap,(ay, ..., a;)
et v; = lcap, (@, .oy @ ). Alors uy <p, ug <7, ... <7y Um €t Vi <7, V-1 <73,
... <1, v1. De plus, u;,,v1 sont égaux a un méme noeud w. Soit ¢ minimal tel
que U;4+1 = U.

On montre que az, ..., a; est une brosse ascendante. Soit j fixé, 2 < j <4, et
soit p; = parentr,(a;), on montre que p; = u;. On a p; <p, u; par définition
de u;. Supposons (absurde) que p; <7, u;j. Soit I’ = L(p;), alors I’ est un
intervalle de Z. De plus, a; ¢ I’ (sinon u; = p;) et a;1 ¢ I’ (sinon u; = w41,
contredisant la définition de ¢). Comme a; € I’, on conclut que I’ C I. Mais
alors I contient un intervalle fort, contradiction.

On montre que a;41, ..., a,, est une brosse descendante par un raisonnement
similaire. O

Appelons intervalle noir de Z un intervalle maximal de Z constitué de feuilles
noires. Le lemme suivant caractérise les intervalles noirs :

Lemme 4.18. Soit I = ay...a,, un intervalle noir de I, alors
1. l'une des extrémités de I est une borne;

2. il existe § < m tel que ay,...,a; est une brosse ascendante et a;i1,...,0m
est une brosse descendante.

Démonstration. Observons que I ne contient pas d’intervalle fort : cela contre-
dirait 'invariant 4.13.

Montrons le point 1. Posons p = predz(a;) et s = sucez(a,). Par maximalité
de I, les feuilles p, s sont toutes deux blanches (& moins qu’ils n’aient la valeur
1). On distingue les cas suivants :

— Premier cas: m = 1. Soit = a3 'unique élément de Z. Comme |FeuillesNoires| >

2, on ne peut pas avoir p, s tous deux égaux & 1. On a donc les trois cas
suivants :

— p=1,s7#1 : alors s est blanc, et x est une borne droite;

— p#l1l,s =1 : alors p est blanc, et = est une borne gauche;
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- p,s #L : comme p <z z <z s, par le lemme 4.11 I'arbre Ty|{p, z, s}
a trois topologies possibles. Si c’est pxs ou pzx|s, alors x est une borne
gauche. Si c’est p|zs, alors x est une borne droite.
— Deuxiéme cas : m > 2. Comme [ ne contient pas d’intervalle fort, le
Lemme 4.16 s’applique, et on a l’alternative suivante :
— soit p #L et p <p, Icar, (a1, az) : alors a; est une borne gauche;
— soit n #1 et n <, lcap, (am—1,am) : alors a,, est une borne droite.
On conclut que 'une des extrémités de I est une borne.
Le point 2 résulte du Lemme 4.17, qui s’applique puisque I ne contient pas
d’intervalle fort. O

Le lemme suivant montre qu’on peut trouver une feuille borne tant que
est non apparié :

Lemme 4.19. Au début de l’appel 6 TROUVECONFLIT, on a : si |FeuillesNoires| >
2, alors FeuillesBornes # ().

Démonstration. Soit I le premier intervalle noir de Z, par le Lemme 4.18 1'une
des extrémités de I est une borne. O

Le lemme suivant montre qu’on peut identifier un hs-conflit tant que u est
non apparié :

Lemme 4.20. Soit a une feuille borne, et soit b une feuille noire # a. Soit
p = predz(a) et s = sucer(a). Alors :
— st a est une borne gauche : alors {a,b,p} est un hs-conflit entre Ty, T5 ;
— si a est une borne droite : alors {a,b, s} est un hs-conflit entre Ty, Ts.

Démonstration. Par symétrie, on peut supposer que a est une borne gauche.
Alors p est blanche, et on a (i) soit s =1, (ii) soit s #L et salp ¢ rt(Ty).
Considérons une feuille noire b # a, on a soit b <7 p, soit b >7 s. Examinons
chaque cas :

— si b <z p:alors b <z p (puisque b est noire et p est blanche, on ne peut
pas avoir b = p). On a alors b <z p <z a, et par le lemme 4.11 T5|{a, b, p}
ne peut pas étre 'arbre abl|p.

—sib >z s:alors s #1, et on a donc salp ¢ rt(Ts), et par suite p <p,
Icar, (a, s). Par le lemme 4.11, on a lcap,(a,s) <r, lcap,(a,b), et donc
p <, lcar, (a,b). Donc Ts| {a, b, p} ne peut pas étre I'arbre ab|p.

Dans chaque cas, on obtient que T»|{a, b, p} est un arbre distinct de ab|p, donc
{a,b,p} est un hs-conflit entre T, T5. O

En utilisant la méthode de détection de conflits fournie par le lemme 4.20,
on peut donc donner la description suivante de I'algorithme d’appariement :
Observons qu’a la fin de la procédure APPARIERNOEUD, les listes FeuillesNoires,
FeuillesBornes sont réinitialisées a la liste vide, et les compteurs nbFeuillesNoires
sont remis a 0.
Justifions que la procédure APPARIERNOEUD(u) s’exécute en temps O(d,, +
Cu), ol dy est le degré de u dans T7, et ¢, le nombre de conflits éliminés par cette
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TROUVECONFLIT()

choisir a € FeuillesBornes

choisir b € FeuillesNoires\{a}

p «— predz(a),n — succz(a)

si a est une borne gauche alors
renvoyer {a, b, p}

sinon si a est une borne droite alors
renvoyer {a,b,n}

fin si

APPARIERNOEUD (u)

commence Appariement(u)

tant que |FeuillesNoires| > 2 faire
{z,y, 2z} < TROUVECONFLIT()
choisir | € I(z),l' € I(y),l" € I(2)
supprimer les étiquettes [,1’,1”

fin tant que

si |FeuillesNoires| = 0 alors
{T’appariement a échoué}
renvoyer L

fin si

si |FeuillesNoires| = 1 alors
{l’appariement a réussi}
soit v 'unique élément de FeuillesNoires
FeuillesNoires «— ()
FeuillesBornes « ()
p «— pere(v), nbFeuillesNoires(p) < 0
renvoyer v

fin si

procédure. Soit S le temps d’exécution de la procédure, alors S est la somme de
S (temps d’exécution propre de commenceAppariement(u)), Se (temps passé
dans les procédures APPARIERNOEUD, TROUVECONFLIT, supprimer Etiquette
et supprimerFeuille) et S5 (somme des temps d’exécution propres des appels
a devientPlein).

On a vu que S; = O(d,). Analysons S;. Chaque appel & TROUVECONFLIT,
supprimer Etiquette et supprimer Feuille prend un temps constant, et le nombre
d’appels a ces procédures est O(c,), donc Sz = O(c¢,). Analysons maintenant
S3. Considérons I'ensemble N des noeuds de T, qui deviennent pleins au cours
de Pappariemment de u. Pour chaque noeud v € N, notons d! son degré au
moment ol il devient plein. Alors S3 =3 _\ O(d,) = O(d,). On obtient donc
que S = O(d,, + ¢,) comme annoncé.

On conclut que la procédure TROUVEWHSCONCILIATEUR(TY, T3) s’exécute
en temps O(n + ¢).
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4.1.3 Algorithmes polynomiaux et algorithmes FPT
Algorithmes polynomiaux

Le premier algorithme polynomial pour 2—MAST est di & [37]. Sa complexité
temporelle est O(n*? log n), mais [18] montrent qu’une adaptation simple de I’al-
gorithme permet d’abaisser sa complexité & O(n?°logn). On décrit maintenant
cet algorithme.

Proposition 4.21. 2 — MAST est soluble en temps O(n*°logn).

Démonstration. Soit T = {T1,T>} une collection instance de 2 — MAST. Pour
toute paire (u,v) (u noeud de Tj, v noeud de T3), on calcule MAST(u,v)
par les relations de récurrence suivantes : (i) si u est une feuille de T3, alors
MAsT(u,v) = 1 si u € L(v), MAST(u,v) = 0 sinon; (ii) si v est une feuille de
Ty, alors MAST(u,v) = 1 si v € L(u), MAsT(u,v) = 0 sinon; (iii) si u,v sont
des noeuds internes, alors MAST(u, v) est calculé comme suit. Soit A ensemble
des fils de wu, soit B ’ensemble des fils de v. On calcule les valeurs suivantes :
— MAsT; (u, v) est le maximum des valeurs MAST(u’, v) pour tout u’ € A;
— MAST2(u,v) est le maximum des valeurs MAST(u, v’) pour tout v’ € B;
— MasTs(u,v) est calculé & partir d’un graphe G(u,v) défini comme suit.
On construit le graphe biparti pondéré G(u,v) = (AU B, E), contenant
pour chaque u’ € A,v" € B une aréte u'v’ de poids MasT(u',v"). Alors
MasTs(u, v) est le poids d’un couplage maximum pondéré de G(u,v).
On obtient finalement MAST(u, v) comme le maximum des valeurs MAST; (u, v).
On montre que 'algorithme est correct en prouvant par induction que :
pour tout u € N(T1),v € N(Tz), MAST(u,v) est la taille maximale d’un arbre
d’accord de {T(u),T2(v)}. Les cas (i), (ii) sont clairs. Le cas (iii) se montre en
remarquant que S est un arbre d’accord de {T3(u),T5(v)} si et seulement si on
a l’alternative suivante :
— soit S est un arbre d’accord de {T}(u'), Ta(v)} pour un certain u’ € A;
— soit S est un arbre d’accord de {T}(u), T2(v’)} pour un certain v’ € B
- soit S = (S1,...,Sp), et il existe uq,...,u, € A distincts, et vy,...,v, € B
distincts, tels que : pour tout ¢, S; est un arbre d’accord de {71 (u;), T2 (v;)}.
Justifions le temps d’exécution de I’algorithme. Soient u, v donnés, considérons
le temps nécessaire au calcul de MAST(u,v). Dans les cas (i) et (ii), ce temps
est O(1), en utilisant des structures de données appropriées. Dans le cas (iii),
on peut construire le graphe G(u,v) en temps O(d(u)d(v)), et on peut trouver
un couplage maximum de G(u,v) en temps O(d(u)d(v)y/d(u) + d(v)logn) en
utilisant l'algorithme de [21]. En sommant sur les paires (u,v), on obtient un
temps d’exécution total en O(n?° logn). O

Notons que 1’algorithme précédent a un temps d’exécution O(d?°n? logn) si
les arbres sont de degré borné.

On présente maintenant des algorithmes pour le probleme MAST général,
diis & [4, 11, 17]. Plus précisément, on décrit : (i) un algorithme résolvant MAST
en temps O(kn?) pour les collections d’arbres binaires (Proposition 4.23), (ii) un
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algorithme résolvant MAST en temps O(n? + kn?) pour les collections d’arbres
de degré < d (Proposition 4.25).

Les algorithmes reposent sur les définitions suivantes. Soit 7 = {71, ..., Ty}
une collection d’arbres sur un ensemble d’étiquettes L. Un 7 -tuple est un tuple
7w = (u1,...,ug), o u; est un noeud de T;. On définit la relation <7 sur les
T-tuples par : m <7 7’ si et seulement si 7 [i] <p, #’[¢] pour tout i € [k].

Etant donné L' C L, on définit le T-tuple Ica” (L') = (Icap, (L), ..., Icag, (L')).
Un Ica” -tuple est un T-tuple de la forme Ica” ({a,b}), qu'on note lca” (a,b).
Etant donné un arbre T tel que L(T) C L, on notera Ica’ (T) := lca” (L(T')). Par
exemple, pour la collection 7 représentée Figure 4.2, on a : IcaT(a, b) = (s, w)
et Ica? (S) = Ica” (a, f) = (r, u).

Etant donné un arbre T, une paire couvrante de T est une paire d’étiquettes
a,b € L(T) (non nécessairement distinctes) telles que Icar(a,b) = r(T). Claire-
ment, tout arbre a une paire couvrante : si T" a une unique feuille d’étiquette
a, alors aa est une paire couvrante de T'; si |T| > 2, alors en choisissant des
feuilles a, b issues de deux fils distincts de la racine, on obtient que ab est une
paire couvrante de T.

L’idée commune aux algorithmes de [17, 11] consiste & calculer par pro-
grammation dynamique, pour chaque paire d’étiquettes a, b, la taille d’un plus
grand arbre d’accord de 7 dont ab est paire couvrante. On choisit de présenter
lalgorithme de [11], plus simple.

On expose d’abord 'algorithme dans le cas d’arbres binaires. Etant donnée
T, on définit R = N;rt(T;). Etant donné a,b € L, notons AST(a,b) I'ensemble
des arbres d’accord de 7 dont ab est paire couvrante. Le lemme suivant fournit
une description récursive de ces ensembles :

Lemme 4.22. Supposons que a # b. Les points suivants sont équivalents :
1. S e AST(a,b) ;
2. il existe x,y € L tels que S = (S1,52), S1 € AST(a,x),S2 € AST(y,b)
avec az|b, alyb € R.

On est maintenant en mesure de décrire l’algorithme :

Proposition 4.23. MAST restreint aux collections d’arbres binaires est soluble
en temps O(kn?).

Démonstration. Soit T = {T1,...,Tx} une collection d’arbres binaires sur un
ensemble d’étiquettes L. L’algorithme commence par calculer I’ensemble de tri-
plets R. Il calcule ensuite les valeurs MAST(a, b) par les relations de récurrence
suivantes :

MasT(a,a) =1
MasT(a, b) = max{MAsT(a,z) + MAST(y,b) : ax|b,alyb € R}

L’algorithme retourne alors le maximum des valeurs MAST(a, b) pour a,b € L.

Justifions la terminaison et la correction de l'algorithme. On définit une
relation < sur les paires (a,b) par : (a,b) < (¢, d) si et seulement si lca” (a,b) <7
Ica? (¢, d). On montre alors que :
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(i) lors du calcul de MAST(a,b), les arguments des appels récursifs sont tels
que (a,z), (y,b) < (a,b);

(ii) par induction sur (a,b) (ordonné selon <), on montre que MAST(a,b)

est la taille d’un plus grand arbre de AST(a,b);

(iii) on montre que la valeur retournée par l'algorithme est effectivement

Mast(7T).
Les points (i), (iii) ne présentent pas de difficulté, et le point (ii) résulte du
Lemme 4.22.

Le temps d’exécution de I’algorithme est O(kn?). D’une part, la construction
de R seffectue en temps O(kn?) : elle nécessite 'examen de chaque 3-ensemble
{z,y, 2}, qui sont en nombre O(n?); pour un 3-ensemble donné tester si xy|z €
rt(T;) s’effectue en temps constant par deux requétes Ica, et donc tester si zy|z €
R s’effectue en temps O(k). D’autre part, le calcul des valeurs MAST(a, b) par
programmation dynamique s’effectue en temps O(n?) : en effet, les paires (a, b)
sont en nombre O(n?); pour une paire (a,b) donnée, on calcule MAST(a, b) en
temps O(n). O

On décrit maintenant la généralisation de I’algorithme précédent aux arbres
de degré < d. Etant donnée 7, on définit R = n;rt(T;) et F = N;f(T;). On
définit AST(a,b) comme précédemment. On montre alors :

Lemme 4.24. Les points suivants sont équivalents :
1. S e AST(a,b) ;
2. il existe x,y, 21, 21, .., 2p, 2, tels que :
(i) axlb € R,alyb e R,
(i) pour tout i € [p], az;b € F et alz;z) € R,
(111) pour tout i,j € [p| distincts, az;z; € F,
(iv) S = (S0,S51,...,Sp, Spt1) avec Sy € AST (a,x), Spy1 € AST(b,y) et
pour tout i € [p| S; € AST (z;, 25).

On montre maintenant :

Proposition 4.25. MAST restreint auz collections d’arbres de degré < d est
soluble en temps O(n? 4 kn?) (si d # 3), en temps O(n* +kn?) (sid =3).

Démonstration. Soit T = {11, ..., T} une collection d’arbres de degré < d sur
un ensemble d’étiquettes L. L’algorithme commence par calculer ’ensemble de
triplets R = M;ep7t(T7;) et 'ensemble de fans F = N f(T7). 11 calcule ensuite
les valeurs MAST(a, b) par l'algorithme suivant :
— si a =0, renvoyer 1;
— si a # b, alors
1. construire les ensembles
A={z€L:azlbeR}
B={z€L:bzlae R}
C={z€L:azbe F}
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2. choisir z* € A tel que M AST(a,z*) soit maximum.

3. choisir y* € B tel que M AST(b,y*) soit maximum.

4. pour tout z € C, choisir z* € {2/ € C : zZ'|a € R} U{z}, tel que
MAST(z, z*) soit maximum.

5. construire un graphe pondéré G dont ’ensemble de sommets est C, et
ot deux sommets z, 2’ € C sont adjacents si et seulement si azz’ € F.
Chaque sommet z recoit le poids M AST(z, z*).

6. choisir une clique S de G, de poids maximum.

7. renvoyer

MAST(a,z*) + MAST(b,y*) + >  MAST(z,2")
z€eS

Finalement, ’algorithme retourne le maximum des valeurs MAST(a,b) pour
a,be L.

La correction et la terminaison de ’algorithme se montrent de maniere ana-
logue a la Proposition 4.23, et reposent sur le Lemme 4.24.

Justifions le temps d’exécution de I'algorithme. La construction de R et
F seffectuent en temps O(kn?). Analysons le temps d’exécution nécessaire au
calcul d’une valeur MAST(a,b). Observons tout d’abord que la construction des
ensembles A, B,C' et le choix de z*,y* nécessitent un temps O(n). Donc les
étapes (1-3) se font en temps O(n). D’autre part, les étapes (4-5) prennent un
temps O(|C|?) = O(n?).

Observons que I’étape (6) prend un temps O(n?2). En effet, une clique
maximum de G' comporte au plus d — 2 sommets : si z1, ..., 2, est une clique de
G, alors on a (i) pour tout i, az;b € F, (ii) pour tous ¢, j distincts az;z; € F.
Ceci implique que pour tout i € [k], T;|{a, #1, ..., zp, b} est un arbre étoilé, et
par suite p < d — 2 puisque T; est de degré < d. Des lors, trouver une clique
de poids maximum de G s’effectue par énumération des sous-ensembles de C' de
cardinal < d — 2, et donc en temps O(n?=2).

On conclut analyse du temps de calcul de MAST(a, b) en distinguant les cas
suivants. Si d = 2, alors C' = (), donc les étapes (4-6) sont sans effet, et le temps
total est O(n). Si d = 3, alors le terme dominant du temps de calcul est O(n?)
induit par les étapes (4-5). Si d > 4, alors le terme dominant est O(n?~2) induit
par I’étape (6).

Le temps d’exécution total de lalgorithme est donc : O(kn?) si d = 2,
O(n* + kn?) si d =3, O(n? + kn?®) si d > 4. O

Algorithmes FPT

Dans cette section, on décrit des algorithmes FPT pour MAST, pour les
paires de parametres (k,d) et (k,q).

Proposition 4.26. 1. MAST est soluble en temps O(22kn3) ;
2. MAST est soluble en temps O(2°0*0n3),
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Plutot que de présenter séparément les deux algorithmes, on choisit d’adop-
ter une présentation unifiée. Cette présentation unifiée repose sur la définition
d’une variante colorée de MAST, appelée COLORED-MAST, consistant & recher-
cher un arbre d’accord coloré. Commencons par définir le probleme.

Soit C' un ensemble de couleurs. Un arbre coloré sur L est un arbre T sur L
muni d'un coloriage x : N(T') — C. Une collection colorée sur L est une famille
7 ={T\,...,Ty}, ot chaque T; est un arbre coloré sur L.

Etant donné un arbre coloré T sur L, et un arbre S sur L' C L, un plongement
coloré de S dans T est une application ¢ : N(S) — N(T) telle que :

1. ¢ est un plongement de S dans T' (vu comme arbre non coloré) ;

2. si u est un noeud de S de fils uy, ..., ug, alors les noeuds childr(¢(u), (u;))
sont de couleurs distinctes dans 7T'.

On dit que S est un sous-arbre coloré de T' (noté S <. T) si et seulement si il
existe un plongement coloré de S dans T'. Etant donnée une collection colorée
7 ={T1,....,Ti;} sur L et un arbre S sur L' C L, on dit que S est un arbre
d’accord coloré de T si et seulement si S <. T; pour tout <.

On note AST,(T) ensemble des arbres d’accord coloré de T, et M AST.(T)
la taille maximum d’un arbre d’accord coloré de 7. Le probleme COLORED-
MAST consiste, étant donnée une collection colorée 7, a trouver un arbre d’ac-
cord coloré de taille maximum MAST,(7T).

Ces définitions sont illustrées ci-dessous :

p s
q r t u
a b ¢ d e f a b ¢ d e f a b d f
T1 T2 S

Fi1a. 4.5 — Une collection colorée 7 = {T7,7T5} sur un ensemble d’étiquettes
L = {a,b,c,d,e, f} et sur un ensemble de trois couleurs (blanc, gris, noir). S
est un arbre d’accord coloré de taille maximum.

On va voir que COLORED-MAST peut se résoudre en temps O(2%n?), oti ¢ = |C|
est le nombre de couleurs (Proposition 4.27).

Avant d’établir ce résultat, on montre qu’il implique la Proposition 4.26.

Preuve de la Proposition 4.26. Point 1 : soit une collection 7 = {77, ..., Ty} sur L
ou chaque arbre est de degré maximum d. En utilisant d couleurs, on peut colorer
chaque arbre T; de facon a ce que : pour tout noeud interne u, les fils de u soient
de couleurs distinctes. On obtient ainsi une collection colorée 7" = {17, ..., T} }
sur L utilisant un ensemble de d couleurs. Il est alors clair qu’'un arbre S sur
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L' C L est un arbre d’accord de 7 si et seulement si c’est un arbre d’accord
coloré de 7'. Par conséquent, on peut calculer MAST(7T) = MAST.(T') en
temps O(2%%4n3) comme annoncé.

Point 2 : soit une collection 7 = {T7,...,T3} sur L dont on cherche un
arbre d’accord de taille q. Considérons le processus aléatoire suivant : pour tout
i € [k], générer un arbre coloré T} & partir de T}, en colorant chaque noeud
avec une couleur aléatoire uniforme dans [g]. On obtient une collection colorée
7' = {T},...,T,} sur L utilisant un ensemble de ¢ couleurs. On montre alors
que :

1. si MAST(T) > q, alors MAST.(T') > q avec probabilité > e%q ;
2. st MAST(T) < q, alors MAST.(T') < q avec probabilité 1.

Dés lors, considérons l’algorithme suivant pour décider si MAST(T) > q.
Répéter ek fois 1'expérience suivante : (i) générer une collection colorée T’
par le processus ci-dessus, (ii) tester si MAST.(T') > ¢. L algorithme répond
positivement si le test a réussi a I'une des étapes, et répond négativement sinon.

Le temps d’exécution de I'algorithme est O(eF? x 22kip3) = 020D n3), et
par 'observation précédente, ’algorithme répond « oui » avec probabilité > %
si MAST(T) > q, répond « non » avec probabilité 1 sinon. O

Le reste de la section est consacré a la preuve du résultat suivant :
Proposition 4.27. COLORED-MAST est soluble en temps O(22k¢n?).

Commengons par introduire quelques définitions. Soit un 7 -tuple 7. Un 7-
filtre est un tuple ¢ = (¢[1], ..., ¢[k]), ol pour tout 4, ¢[i] est un sous-ensemble
non vide de couleurs des fils de 7[é]. On note F'(7) l'ensemble des 7-filtres. Un
w-filtre ¢ est fin si |@[i]| = 1 pour tout i, épais si |¢[i]| > 2 pour tout i, idéal
g’il est soit fin, soit épais. Etant donnés deux w-filtres ¢, ¢’, on note ¢ L ¢’ le
w-filtre ¢ tel que ¢ [i] = @[i] U ¢'[i] pour tout i; on note ¢ C ¢’ si et seulement
si ¢[i] C ¢'[i] pour tout i.

Etant donné un ensemble L’ C L, un arbre coloré T sur L, et un noeud u de
T, on définit cspany.(u, L') comme ’ensemble des couleurs des fils v de u tels que
L(v) N L' # (. Etant donné un 7-tuple 7, on définit le 7-filtre cspan? (7, L) =
(cspang, (w[1],L'), ..., cspang, (7[k], L’)). On emploiera également les notations
cspany(u, S) et cspan? (7, S) dans le cas ot S est un arbre.

Ainsi, dans ’exemple de la Figure 4.5, si 'on note B, N, G les couleurs blanc,
noir, gris on voit que :

— si l'on considére le T-tuple 7 = (p, s), alors cspan? (7, S) = ({B, N, G},

{B,N,G});
— si I'on considere le T-tuple 7 = (g,t), alors cspan? (7, S) = ({B,N},
(B,G}).

Etant donné un arbre T', notons C'S(T) ’ensemble des sous-arbres de T issus
de la racine. Etant donnés deux arbres S7, So d’ensembles d’étiquettes disjoints,
on définit Sy @, 4 Sz pour p,q € {0,1} :
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— si (p,q) = (0,0), c’est Parbre S tel que C'S(S) = {S1, Sa};

— si (p,q) = (0,1), c’est Parbre S tel que CS(S) = {S1} UCS(S2);
— si (p,q) = (1,0), c’est Parbre S tel que CS(S) = CS(S1) U {S2};

- si (p,q) = (1,1), c’est V'arbre S tel que C'S(S) = CS(S1) U CS(Ss).

Cette déﬁmtlon est illustrée ci-dessous :

AN AR AR

S1 @10 S2 S1 @11 52

F1G. 4.6 — Deux arbres S1, Sz et les arbres S7 &, 4 S2 pour (p,¢) = (1,0),(1,1)

Etant donné un ensemble S, une (p, q)-partition de S est une paire d’en-
sembles non vides (57, S2) tels que : (i) Sy, Sz forment une partition de S, (ii) si
(p7Q) = (0’0)7 alors |Sl‘ =1, |SQ| =1;si (p7 Q) = (Oa 1) alors ‘Sl| =1, |52‘ > 2;
si (p,q) = (1,0) alors |S1| > 2,|S2| = 1;si (p,q) = (1,1) alors |S1]| > 2,]52| > 2.
Etant donné un =-filtre ¢, une (p, q)-partition de ¢ est une paire de w-filtres
(¢1,¢2) tels que : pour tout i € [k], (¢1]i], d2[i]) est une (p, ¢)-partition de ¢[i].

Le résultat suivant fournit une caractérisation récursive des arbres d’accord
colorés.

Lemme 4.28. Supposons que S = S1®y, ¢S2. Les points suivants sont équivalents :
1. Se AST.(T);

2. Sy € AST.(T), Sy € AST,.(T), et si l'on pose m =Ica” (S), alors
(cspan? (7, S1),cspan” (7, 92)) est une (p, q)-partition de cspan? (7, S).

Etant donnés une paire a,b € L induisant un IcaT—tuple 7, et un w-filtre ¢,
on définit deux ensembles d’arbres AST}(a,b, ®) et ASTy(a,b, d) :
— ASTi(a,b,¢) (défini si ¢ est épais) est ensemble des arbres S tels que :
(i) S € AST,(T), (ii) a,b € L(S), (iii) Ica” (S) = =, (iv) cspan? (m, S) = ¢.
— ASTy(a,b,¢) (défini si a # b et ¢ est idéal) est I'ensemble des arbres
S tels que : (i) S € ASTL(T), (i) a € L(S), (iii) lca? (S) =<7 =, (iv)
cspan? (m, 8) = ¢.
Notons que dans la définition de ASTi(a,b, ¢), les conditions (ii) et (iii) re-
viennent a exiger que ab soit paire couvrante de S.

Le lemme suivant donne une caractérisation récursive des ensembles AST) (a, b, ¢).

Lemme 4.29. Soitm = IcaT(a, b), et soit ¢ un w-filtre épais. Les points suivants
sont équivalents :

1. S € ASTi(a,b,¢) ;

2. il existe p,q € {0,1}, (é1,P2) (p,q)-partition de ¢, S1 € ASTs(a,b,¢1),
So € ASTy(b, a, ¢2) tels que S = 51 By 4 So.
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Démonstration. (1) = (2) : supposons que S € AST(a,b,$). Comme a,b sont
distincts et a,b € L(T), on a donc |S| > 2. On peut donc écrire S = S1 @y 4 So
avec pq € {0,1}, a € L(S1),b € L(S2). Définissons les 7-filtres ¢1,¢o par :
¢i = cspan? (, S;). Par le lemme 4.28, on a alors S; € AST,(T), S, € AST.(T),
et (¢1,d2) est une (p,q)-partition de ¢. On montre alors sans difficulté que
Sy € ASTy(a,b, ¢1), S2 € ASTy(b, a, d2), ou les points (ii) résultent du fait que
a € L(51),b € L(S2), les points (iv) résultent de la définition de ¢;, et les autres
points sont immédiats.

(2) = (1) : supposons que S = S1 B, 4 S2, avec (¢1, ¢2) (p, ¢)-partition de ¢ et
S1, So vérifiant les hypotheses. Montrons que S € AST(a,b, ¢).

Les points (ii) a,b € L(S) et (iii) Ica (S) = = résultent du fait que a €
L(S51),b € L(S2), et que ab est une paire couvrante de S. Le point (iv) résulte
du fait que cspan? (7, S) = cspan? (m,S1) U cspan? (7,52) = ¢1 U ¢y = ¢
ici, la premiere égalité résulte de la définition de @, 4, la seconde du fait que
cspan® (7, S;) = ¢4, et la troisieme du fait que (¢1,¢2) est une partition de ¢.

Le point (i) S € AST.(T) résulte du lemme 4.28, dont les hypotheses sont
vérifiées :

- 51 € AST.(T) (car S; € ASTs(a,b,¢1)) et de méme Sy € AST(T);

— 7 =Ica” () (car ab est une paire couvrante de S);

— cspan” (m,8;) = ¢4, cspan? (1, 8) = ¢ (cf ci-dessus), et (¢, P2) est une

(p, q)-partition de ¢ (par hypothese).
On conclut que S € ASTi(a,b, §). O

Le lemme suivant donne une caractérisation récursive des ensembles AST5(a, b, ¢).
Soit ¢ = ({z1}, ..., {xx}) un m-filtre fin. On note S(m, ¢) 'ensemble des 7 -tuples
7’ tels que pour tout i € [k], 7'[i] <r, 7[¢] et childy, (7[¢], 7'[i]) est de couleur ;.

Lemme 4.30. Soit m = IcaT(a, b), et soit ¢ un w-filtre idéal. Les points suivants
sont équivalents :

1. S € ASTy(a,b,¢) ;

2. il existe c € L tel que a,c induise un IcaT—tuple ' tel que :
— si ¢ est épais alors : (a) 7' =m et (b) S € ASTi(a,c, @) ;
— si ¢ est fin alors : (a) © € S(m, @), (b) il existe ¢/ «'-filtre tel que
S e AST(a,c, ).

Démonstration. (1) = (2) : supposons que (1) S € ASTs(a,b, p). Alors S admet
une paire couvrante ac (avec ¢ éventuellement égal A a). Posons 7/ = Ica” (a, ¢).
Premier cas : ¢ est épais. Alors ©’ = m, et donc (a) est vérifiée. Montrons que
(b) lest. Le point (i) S € AST.(T) résulte de (1). Les points, (ii) a,c € L(S),
(iii) Ica” (S) = #’ résultent de la définition de ¢. Le point (iv) cspan? (7', S) = ¢
résulte de (1) et du fait que 7 = «’. On conclut que S € AST(a,c, @).
Deuxieéme cas : ¢ est fin. Alors ¢ = ({z1},...,{xx}). Par (1), on a S €
AST.(T) et cspan? (7, S) = ¢. Donc pour tout i € [k] on a 7'[i] <7, [i] et
childr, (w[é], 7[é]) est de couleur z; : on obtient que (a) 7w’ € S(m, @) est vérifiée.
Soit ¢/ = cspan? (7', S), alors ¢’ est un 7'-filtre pour lequel (b) est vérifiée.
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Le point (i) S € AST.(T) résulte de (1). Les points (ii) a,c € L(S) et (iii)
lca (§) = «' résultent de la définition de ¢. Le point (iv) cspan? (7', S) = ¢’
résulte de la définition de ¢’. On conclut que S € AST,(a,c,¢’).

(2) = (1) : supposons qu'il existe ¢ € L vérifiant les hypotheses.

Premier cas : ¢ est épais. Alors (a) 7’ = wet (b) S € ASTi(a,c, ¢). Montrons
que S € ASTx(a,b,¢). Les points (i) S € AST.(T), (ii) a € L(S) résultent de
(b). Les points (iii) Ica” (S) <7 = et (iv) cspan? (r, ) = ¢ résultent de (b) et
du fait que 7 = 7’.

Deuxieme cas : ¢ est fin. Alors ¢ = ({z1},...,{zx}), et (a) 7’ € S(7, ), (b) il
existe ¢’ m'-filtre tel que S € AST)(a,c, d’). Montrons que S € ASTy(a,b, p). Les
points (i) S € AST.(T), (ii) a € L(S) résultent de (b). Le point (iii) Ica” (S) =<7
7 résulte de (b) et du fait que 7/ <7 7. Le point (iv) cspan? (7, S) = ¢ résulte
de (a) : pour chaque i € [k], on a cspany, ([i], S) = {z;} = #[i]. O

On est maintenant en mesure de montrer :

Preuve de la Proposition 4.27. Définissons M AST;(a, b, (? comme la taille d’un
plus grand arbre de AST;(a,b, ). Soit a,b € L, m = Ica” (a,b) et ¢ un w-filtre.
Alors les lemmes 4.29 et 4.30 fournissent les relations de récurrence suivantes :

sia=b: MAST(a,b,¢) =1
si a#b: MAST(a,b,¢) =
max{MAST(a,b, $1) + MAST»(b,a,¢2) : Ip,q € {0,1} tq

(61, ¢2) (p, q)-partition de ¢}
(4.1)

¢ épais . MAST»(a,b,9) =
max{MAST}(a,¢,¢) : ¢ € L tq Ica’ (a,¢) = 7}

¢ fin : MAST,(a,b,¢) = (4.2)
max{MAST}(a,c,$') : c € L tq si 7’ = Ica” (a, c)
alors ' € S(m,¢) et ¢ € F(n')}

Ces équations fournissent un algorithme pour COLORED-MAST, consistant a
calculer les valeurs M AST (a,b, ) et MASTs(a,b, d), et & obtenir M AST.(T)
comme le maximum des valeurs M ASTi (a,b, ¢) pour a,b € L, ¢ IcaT(a, b)-filtre.
Les valeurs sont calculées par programmation dynamique sur les tuples (a, b, ¢),
ordonnés par la relation suivante :

(a,b,¢) < (a',b,¢') si et seulement si lca” (a,b) <7 lca” (a/, ') ou (Ica” (a,b) = Ica” (a’, V)

On montre & présent que le temps d’exécution de I’algorithme est O(22+°n3).
Le calcul d’une valeur M AST;(a,b, ¢) par équation (4.1) nécessite d’exa-
miner les paires (¢1,¢2) formant une partition de ¢, donc ce calcul se fait

et ¢ C ¢')
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en temps O(2%¢). Le calcul d'une valeur M ASTs(a,b, ¢) par I'équation (4.2)
nécessite d’examiner chaque sommet ¢ € L, et pour c¢ fixé d’examiner chaque
lca” (a, ¢)-filtre ¢/, donc ce calcul se fait en temps O(25n).

Comme le nombre de tuples (a, b, ¢) & examiner lors de la programmation dy-
namique est O(2%n?), et comme pour chaque tuple les valeurs M ASTy, M AST,
sont calculées en temps O(2%¢n), on conclut que I’étape de programmation dy-
namique prend un temps total O(22*¢n3). Le calcul de M AST.(7T) a la fin de
I'algorithme nécessite un temps O(2%°n?). Au total, le temps d’exécution de
I’algorithme est donc O(2%+¢n3). O

4.1.4 Résultats négatifs
Approximabilité

On a vu dans la section précédente que MAST est polynomial pour des
arbres de degré borné. On donne maintenant des résultats d’inapproximabilité
pour le probléme lorsque les arbres sont de degré non borné. On montre que : (i)
le probleme MAST pour un nombre d’arbres non borné est aussi difficile a ap-
proximer que MAXIMUM INDEPENDENT SET (Proposition 4.31), (ii) le probléme
3—MasT est APX-dur (Proposition 4.32) et n’est pas approximable & un facteur
constant (Proposition 4.33), (iii) le probleme complémentaire 3 — CMAST est
APX-dur (Proposition 4.34). Ces résultats sont dis a [4, 10, 7].

Proposition 4.31 ([10]). MAST n’est pas approzimable a n'=¢ si P # NP.

Démonstration. Rappelons que probleme MIS n’est pas approximable & n'~¢ si

P # NP : il s’agit d’un résultat établi par [28] sous I'hypothése NP & ZPP, et
dérandomisé par [38]. Il suffit donc de donner une réduction linéaire de MIS a
MAST. Soit G = (V, E) une instance de MIS, on construit la collection 7 sur
I’ensemble d’étiquettes V' comportant les arbres suivants :

— Parbre S est un arbre en étoile sur V,

— pour chaque e = {x,y} € E, I'arbre T, dont la racine a les fils suivants :

(i) pour chaque z € V\e, une feuille d’étiquette z, (ii) un noeud interne
ayant pour fils deux feuilles d’étiquettes x, y.
La correction de la réduction résulte du fait que : pour tout V/ C V de cardinal
> 3, V'’ est un indépendant de G si et seulement si 7|V’ est isomorphe.

Soit V! C V de cardinal > 3 tel que V' soit un indépendant de G. Soit T
un arbre en étoile sur 'ensemble d’étiquettes V', alors T est un arbre d’accord
de 7 : T < S est clair, et pour chaque e € E, T < T, résulte du fait qu’au plus
une des extrémités de e est dans V', et donc T.|L(T) est un arbre en étoile. On
conclut que 7|V’ est isomorphe.

Soit V' C V de cardinal > 3 tel que 7|V’ est isomorphe. Soit e = {z,y} €
E, on montre que V'’ contient au plus une extrémité de e : en effet, si 'on
avait x,y € V', en considérant z € V' distinct de x,y on obtient que zyz €
f(S),zylz € rt(T.), contredisant le fait que 7|V’ est isomorphe. On conclut que
V' est un indépendant de G. O
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Proposition 4.32 ([4, 10]). 3 — MAST est APX-dur.

Démonstration. Rappelons la définition du probléme THREE DIMENSIONAL MAT-
CHING (3DM) : étant donnés des ensembles disjoints Vi, Vo, V3, un ensemble de
triplets S C Vi x Vi x V3, chercher un ensemble S’ C S de cardinal maximal tels
que deux triplets distincts de S’ n’aient aucune composante égale. On considere
la restriction du probleme 3DM aux instances telles que : pour tout i € {1, 2, 3},
chaque élément de V; apparaisse dans au plus A triplets. On note ce probleme
3DM — A.
On donne une L-réduction de 3DM —A & 3—MAST. Considérons une instance
de 3DM — A, consistant en Vi, V5, V3 et un ensemble de n triplets S C Vi X
Va x V3. On construit une collection 7 = {17, T5, T3} sur U'ensemble d’étiquettes
L=SULouL = {xy,..,z,} est un ensemble de n nouvelles étiquettes.
L’arbre T; est défini comme suit :
— sa racine a pour fils : (i) les feuilles d’étiquettes 1, ..., x,, (ii) les noeuds
ul pour chaque x € V;;
— chaque noeud u’, a pour fils : les feuilles d’étiquette ¢ pour chaque t € S
tel que t[i] = x.
L’observation suivante met en relation les solutions de 3DM (pour I'instance S)
et de 3 — MAST (pour Uinstance 7).

Fait. (i) si 8" C S est une solution de 3DM, alors il existe T" arbre d’accord de
T tel que [T| > |S'| +n;

(ii) si T est un arbre d’accord de 7, alors il existe S’ C S solution de 3DM tel
que |S'| > |T| — n.

(iii) opt’ = opt + n.

Preuve. Point (i) : considérons 1’arbre T' dont la racine a pour fils : (i) les feuilles
d’étiquettes x1, ..., xn, (ii) les feuilles d’étiquettes ¢ pour chaque t € S’. Il n’est
pas difficile de voir que T est un arbre d’accord de T tel que |T'| > |S’|+n. Point
(ii) : Le résultat est clair si |T'| < n. Supposons maintenant que |T'| > n. Comme
|S| = n, L(T) contient alors I'une des étiquettes x;. Soit S" = L(T)\{z1, ..., Tn },
alors |S’| > |T'| —n. Montrons que S’ est une solution de 3DM. Soient ¢,¢' € S,
supposons par contradiction que t[p] = ¢'[p] pour un certain p. Comme ¢ # ¢/,
il existe ¢ # p tel que t[q] # t'[¢]. On obtient que z;|tt’ € rt(T},), z;tt’ € f(Ty),
contredisant le fait que T" est un arbre d’accord de 7. Le point (iii) résulte des
points (i) et (ii) de fagon immédiate. O

Justifions maintenant que la réduction est une L-réduction :

— il existe a tel que opt’ < « x opt : en effet, on a opt > X du fait que
chaque élément apparait dans au plus A triplets. Comme opt’ = n + opt,
on obtient que opt’ < (A + 1) X opt.

— il existe 3 tel que : & partir d’une solution 7" de MAST, on peut construire
en temps polynomial une solution S’ de 3DM telle que |opt — m(S")| <
Bx|opt' —m’(T')|. En effet, soit T un arbre d’accord de 7, par 'observation
ci-dessus on peut construire en temps polynomial S’ solution de 3DM telle
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que |S’| > |T|—n. On a donc : opt'—m’(T") = opt’—|T"| > opt+n—|S'|—n =

opt — m(5").
On a donc bien une L-réduction. On conclut en observant que 3DM — 3 est
APX-dur [31]. O

Proposition 4.33 ([10]). On a les résultats d’inapprozimabilité suivants pour
3 — MAST : (i) inapprozimabilité o un facteur constant sauf st P = NP, (ii)
inapprozimabilité a 20°8™" pour tout a < 1, sauf si NP C DTTM E(2PoVee(n)),

Démonstration. La preuve emploie la technique d’auto-amélioration, utilisée
fréquemment [30, 2, 5, 3, 1, 27, 15] pour amplifier le seuil d’inapproximabilité
d’un probleme de maximisation.

Pour mettre en oeuvre cette technique, on définit le produit de deux arbres
étiquetés. Etant donnés deux arbres étiquetés T, T, arbre T ® T" est 1’arbre
étiqueté sur L(T) x L(T") défini comme suit :

— si ] est une étiquette, alors I ® T” est l'arbre sur {I} x L(T”) obtenu en

remplacant chaque étiquette I’ de T' par I'étiquette (I,1');
— T ®T’ est 'arbre sur L(T) x L(T') obtenu & partir de T en substituant
chaque feuille d’étiquette [ par I'arbre | @ T".

On définit également le produit de deux collections de méme cardinal k.
Etant données deux collections 7 = {T1,....,Tx},7" = {T7,...,T.}, on pose
TeT ={Th®Ty,...,T; ®T]}. On a alors la propriété suivante :

Faat.

(i) S < T ® T si et seulement si il existe z1,...,2,, € L(T), un arbre
So[X1, ..., Xm] et des arbres Sy, ..., S,, tels que (i) So[z1, ..., zm] < T, (ii)
pour tout i € [m], S; < T, (ili) S = Sp[z1 @ S1, ..y T, @ Spn)-

(i) si S est un arbre d’accord de T et si S’ est un arbre d’accord de 77,
alors S x S’ est un arbre d’accord de 7 ® 7' ;

(iii) si S” est un arbre d’accord de 7 ® 7", alors on peut obtenir en temps
polynomial S arbre d’accord de 7, S” arbre d’accord de 7’ tel que |S”| <
S| > [57];

(iv) MAST(T @ T') = MAST(T) x MAST(T").

Preuve. Point (i) : clair.

Point (ii) : soit ¢ € [k], alors S < T;,5" < T/. On a L(S) = {z1,....,zm},
et donc S = C[z1,...,Tp]. Alors S® S = Clz; ® S, ..., 2, ® 5] est tel que
S® S <T;,®T, par le point (i). On conclut que S ® S’ est un arbre d’accord
de 7.

Point (iii) : par le point (i), il existe un arbre Sy[X7, ..., X;n] et des arbres
S1y ey S tels que S” = Splz1 ® Sy ..oy Ty, ® Sp]. Posons S = Splz1, ..., T, €t
choisissons S’ égal & I'arbre S; (i € [m]) de taille maximale. Pour tout ¢ € [k],
on a alors S < T;, 5" < T!. On obtient que S est un arbre d’accord de 7, S’ est
un arbre d’accord de 77, et |S”| < |S| x |97].

Point (iv) : résulte des points (ii) et (iii). O

Justifions a présent comment cette construction permet d’établir les résultats
d’inapproximabilité annoncés.
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Point (i) : Supposons que le probléme soit approximable & un facteur constant
p en temps polynomial O(n¢). Soit une constante § > 1 arbitraire, considérons
I’algorithme de §-approximation suivant pour 3 — MAST. Etant donnée une
collection 7 :

— choisir une constante k telle que p'/* < § (par exemple k = [

logp ) .
logd 1/

— calculer une p-approximation S de 3 — MAST sur l'instance 7
— obtenir un arbre d’accord S’ de T tel que |S’| > |S|*/* (cf preuve du point
iv).
L’algorithme calcule bien une d-approximation, puisque l’arbre S’ obtenu est tel
que :

157 > |S|1/k > (MAST(Tk))l/k > MAST(T)
P 6

ou la deuxieme inégalité résulte du fait que S est une p-approximation, et la
troisieme inégalité résulte du point (iv) et du fait que p'/* < §. On obtient
donc un algorithme de J-approximation pour 3 — MAST de complexité tempo-
relle O(n*¢), donc polynomiale pour ¢ fixé. Mais ’APX-difficulté de 3 — MAST
implique qu’il est NP-dur d’approximer le probleme a une certaine constante
0 > 1. Donc P = NP.

Point (ii) : Supposons que le probléme soit approximable en temps polyno-
mial & un facteur 20°8™% pour un certain o < 1. Soit une constante § > 1
arbitraire, considérons 'algorithme de §-approximation suivant pour 3 — MAST.
Etant donnée une collecti(zrll T N .

— choisir k tel que 25" (108" < § (par exemple k = ((%)m] ;

— procéder comme ci-dessus.

Par le méme argument que précédemment, I’algorithme calcule une d-approximation

pour 3 — MAST, en temps O(n*¢) = 20((logm) " T=%) gy considérant & pour
lequel 3 — MAST est NP-dur a approximer a un facteur J, on conclut que
P C DTIME(2PYoe(m)), O

On a représenté ci-dessous un exemple de produit de deux arbres, au sens
de la notation ® :

a b c d e (ad) (ae) (bd) (be) (cd) (ce)

T T TRT
F1G. 4.7 — Deux arbres T,T" et arbre T @ T"

On considére maintenant le probleme complémentaire CMAST. Observons
que la preuve de la Proposition 4.31 fournit également une réduction linéaire
de MVC (probléme complémentaire de MIS) & CMAST, et établit donc que
CMaAST est APX-dur. On montre a présent :
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Proposition 4.34 ([7]). 3 — CMAST est APX-dur.

Démonstration. On montre que la réduction utilisée dans la preuve de la Pro-
position 4.32 est une L-réduction de 3DM — A & 3 — CMasST. Notons qu’on
a maintenant m’(T) = 2n — |T| si T est un arbre d’accord de 7, et opt’ =
2n — (opt +n) = n — opt. On montre que :
— il existe a tel que opt’ < a x opt : en effet, on a opt > %X. Comme
opt’ = n — opt, on obtient que opt’ < (A — 1) X opt.
— il existe 3 tel que : a partir d’une solution 7' de CMAST, on peut construire
en temps polynomial une solution S’ de 3DM telle que |opt — m(S")| <
B x |opt’ —m’(T')|. Par le méme argument que dans la preuve de la Propo-
sition 4.32, si T est un arbre d’accord de 7 on peut construire en temps
polynomial S’ solution de 3DM telle que |S’| > |T| — n. On obtient :
m'(T) —opt’ = 2n — |T| — opt’ > (n — |S]) — (n — opt) = opt — m(S5’).
On a donc bien une L-réduction. O

Complexité paramétrique.

On considere maintenant le degré maximum d. On utilise les outils de la
Section 2.3.3 en montrant que MAST[d, g] est Wi[1]-dur (Proposition 4.37).
D’apres la Proposition 2.18, cela implique que MAST n’est pas soluble en temps
®(d)N°D sous 'hypothese ETH (ot N est la taille de Iinstance). Ceci suggere
donc 'optimalité asymptotique de l'algorithme décrit en Proposition 4.25.

Pour les besoins de la réduction, on introduit une variante du probleme PAR-
TITIONED INDEPENDENT SET (défini dans le Chapitre 3). Ce probléme, nommé
RESTRICTED PARTITIONED INDEPENDENT SET (RP1S), est défini comme suit :
étant donné un entier k et un graphe k-parti sans sommets isolés G, décider si
G a un indépendant partitionné.

On montre dans un premier temps :

Lemme 4.35. Pis[k] est W,[1]-dur.
Lemme 4.36. RPIs[k] est W,[1]-dur.

Démonstration. On donne une fpt-réduction linéaire depuis P1s[k]. Soit I =
(G, k) une instance de PIs[k], ot G est un graphe k-parti de partition Vi, ..., V.
On construit l'instance I’ = (G, k) de RPi1s[k], ou G’ est obtenu a partir de
G en ajoutant un nouveau sommet w; a chaque ensemble V;, et pour chaque ¢
des arétes de w; vers chaque élément de V;;11 (ot k + 1 = 1 par convention).
Le graphe G’ ainsi obtenu est sans sommets isolés, et on vérifie que G a un
indépendant partitionné si et seulement si G’ a un indépendant partitionné.
Clairement, si I = {vy,...,v;} est un indépendant partitionné de G, alors
I est également un indépendant partitionné de G’. Supposons maintenant que
I = {v1,...,v;} est un indépendant partitionné de G’. Alors pour tout i € [k],
v; est distinet de wy, car sinon G’ contiendrait 1’aréte v;v;11. On conclut que I
est un indépendant partitionné de G. O

On décrit maintenant le résultat de difficulté annoncé :
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Proposition 4.37. MAST[d, q] est W,[1]-dur.

Démonstration. On donne une fpt-réduction linéaire depuis RP1s[k]. La réduction
envoie chaque instance I = (G, k) de RP1s[k] sur une instance I’ = (7, k', q) de
Mast[d] avec k' = k + 1 et ¢ = k. Cette réduction est définie seulement pour
k > 3 (puisque le cas k < 3 peut étre vérifié en temps polynomial).

Construction. Soit G = (V, E') un graphe k-parti, de partition Vi, ..., V. On
construit une instance de MAST de la facon suivante. L’ensemble d’étiquettes
est L := V. La collection est 7 := {P} U{Q. : e € E}, ot P est la compo-
sante de controle et les Q. sont les composantes de sélection. Ces arbres sont
construits comme suit. Pour chaque ¢, soit <y, un ordre total sur V;, et soit
R; := rake(V;,<v;). Alors P = (Ry,..., R;). Pour tout e = zy € E, Q. est
obtenu & partir de P en supprimant z,y, et en ajoutant l'arbre S, , := (z,y)
comme fils de la racine.

Correction. Clairement, la construction se fait en temps polynomial, et
les arbres de 7 sont de degré maximum < k’. Il reste a justifier que : G a un
indépendant partitionné si et seulement si M AST(7T) > k.

Supposons que I = {vy,...,v;} est un indépendant partitionné de G, avec
v; € V; pour tout i. Alors T' = (v1, ..., vk) est un arbre d’accord de 7. En effet,
il est clair que P|L = T'; d’autre part, pour chaque e € F, comme [ est un
indépendant e contient au plus un élément v;, et donc Q.|L =T.

Supposons que T est un arbre d’accord de 7 de taille k. Observons que : Pour
tout ¢, |L(T) N'V;|] < 1. Par contradiction, supposons que L(T) N'V; contienne
deux éléments x,y. Comme |L(T)| =k > 3, on peut trouver z € L(T') distinct
de z,y. De plus (comme G n’a pas de sommet isolé) on peut trouver une aréte
e =a2w € FE avec w # y. On a alors zy|z € rt(P), tandis que zz|y € rt(Q.)
ou yz|zr € rt(Qe) ou zyz € f(Q.) : donc x,y,z induisent un conflit entre 7,
contredisant le fait que T" est un arbre d’accord.

Par conséquent, comme |L(T)| = k, on doit avoir |L(T) N V;| = 1 pour
tout i. Notons v; 'unique élément de L(T') NV, et considérons 'ensemble I =
{v1,...,vx}. Alors I est un indépendant partitionné de G. En effet, on a v; € V;
pour tout 7. De plus, G' ne peut pas contenir d’aréte e = v;v; : si c’était le cas,
puisque k > 3 on pourrait trouver v, # v;,v; € L(T), et on obtiendrait z,x;x, €
f(P), zizjlx, € rt(Q.), contredisant le fait que 7' est un arbre d’accord. O

Le principe de la réduction est illustré ci-dessous :
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P ng

~ [N /N [N

R1 Rz\g R3\k S 2.k

F1G. 4.8 — Etant donnée une instance de RP1s avec k = 3, V] = {a,b,¢,d}, Vo =
{e, f,g9,h}, V3 = {i,j,k} et contenant une aréte gk, les arbres P et Q) 4, construits
par la réduction.

4.2 Probléme Mct

On considere dans cette section le probleme McT. Le plan suivi est similaire
a la section 4.1. On présente en Section 4.2.1 contient des définitions relatives au
probléeme MCT, ainsi qu’un historique des résultats obtenus. On décrit en Sec-
tion 4.2.2 un algorithme de 3-approximation en temps linéaire pour le probleme
complémentaire. On présente en Section 4.2.3 des algorithmes exacts (polyno-
miaux ou FPT) pour McT. Enfin, on présente en Section 4.2.4 des résultats
d’inapproximabilité et de complexité paramétrique pour le probleme.

4.2.1 Préliminaires

Pré-sous-arbres et préplongements

On donne une définition équivalente en termes de préplongement. Un préplongement

de S dans T est une application ¢ : N(S) — N(T) telle que :

1. ¢ préserve feuilles et noeuds internes : (i) sil est une feuille de S d’étiquette
z, alors ¢(1) est une feuille de T' d’étiquette x, (ii) si u est un noeud interne
de S, alors ¢(u) est un noeud interne de T';

2. (i) si u,v sont deux noeuds de S tels que u <g v, alors ¢(u) < ¢(v);
(ii) si u,v sont deux noeuds incomparables de S, alors ¢(lcag(u,v)) =

lcar (¢ (u), ¢(v)).

On a alors : S < T si et seulement si il existe un préplongement de S dans 7T'.
Cette définition est illustrée ci-dessous.

Observons que la définition de préplongement differe de la définition de plon-
gement donnée en Section 4.1.1 par le point 2 (i) : dans le cas d’un préplongement,
deux noeuds u, v tels que u soit descendant de v peuvent avoir la méme image, ce
qui n’était pas possible dans le cas d’un plongement. De ce fait, un préplongement
n’est pas une injection en général.

On a les propriétés suivantes :
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FiG. 4.9 — Deux arbres S, T tels que S < T. Le préplongement ¢ de S dans T'
est tel que ¢(r) = u, ¢(s) = ¢(t) = v, comme indiqué par les fleches en pointillé.

Observation 4.38. 1. L’identité est un préplongement de T dans T ;

2. Si ¢ est un préplongement de S dans T, et ¢ est un plongement de T
dans U, alors ¢’ o ¢ est un préplongement de S dans U ;

3. Si ¢ est un préplongement de S dans T, alors | N (S|L') est un préplongement
de S|L' dans T|L'.

La relation < a donc les propriétés suivantes :

Lemme 4.39. (i) < est une relation d’ordre; (ii) si S <T, alors S|L' <T|L'.

Arbres compatibles, probléeme Mct

Soit T = {T1, ..., T} } une collection d’arbres sur un méme ensemble d’étiquettes
L. Soit S un arbre sur L’ C L. On dit que S est un arbre compatible de T si et
seulement si S < T; pour tout 7. On dit que 7 est compatible si et seulement si
elle admet un arbre compatible S tel que L(S) = L. Si 7 est compatible, un tel
arbre S est appelé raffinement commun de 7, et on dit que S est un raffinement
commun minimal de T si pour tout S’ raffinement commun de 7, S’ raffine S.
Ces notions ont les propriétés suivantes :

Lemme 4.40. (i) Si T est un arbre compatible de T et si S < T, alors S
est un arbre compatible de T ;
(ii) Si T est un arbre compatible de T, alors T|L' est un arbre compatible
de T|L ;
(i1i) Si T est compatible, alors T|L' est compatible.

La notion d’arbre compatible est illustrée ci-dessous :

Le probléeme MCT consiste a chercher un arbre compatible de taille maximum
d’une collection donnée en entrée. Comme dans le cas de MAST, on définit
formellement le probléeme en terme d’ensemble d’étiquettes : étant donnée une
collection d’arbres 7 sur L, trouver L’ C L de cardinal maximum tel que 7 |L’
soit compatible. On définit également le probleme complémentaire CMCT : étant
donnée une collection d’arbres 7 sur L, trouver L’ C L de cardinal minimum tel
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T T S

Fic. 4.10 — Une collection de deux arbres 7 = {T1,72} sur l’ensemble
d’étiquettes L = {a, b, c,d, e, f}, et un arbre compatible maximum S.

que T\L' soit compatible. On note MCT(T), resp. CMCT(T), la taille d’une
solution optimale pour McT, resp. CMCT.

Les parametres considérés pour 1’étude du probleme McCT sont les mémes
que dans le cas de MAST : le nombre d’étiquettes n, le nombre d’arbres k, le
degré maximum d d’un arbre de 7. Etant donné k > 2, on note k — McCT
la restriction de MCT aux collections de k arbres. On considere également des
versions paramétrées de MCT dans lesquelles on fixe des bornes sur la taille d’une
solution cherchée : (i) étant donnée une collection 7 et un entier ¢, décider si
MCT(T) > q, (ii) étant donnée une collection 7 et un entier p, décider si
CMCT(T) <p.

De maniere analogue a la caractérisation des collections non isomorphes
fournies par le Lemme 4.4, on a une caractérisation simple des collections non
compatibles en termes de conflits. En reprenant la notion de h-conflit introduite
en Section 4.1.1, on a :

Lemme 4.41 ([9, 22]). (i) Deuz arbres T1,T> sont compatibles si et seulement
st il n'existe pas de h-conflit entre Ty, Ts ; (ii) Une collection T est compatible
si et seulement si il n’existe pas de h-conflit entre T .

Historique et nouveaux résultats

Le probleme MCT a été introduit dans [26]. [26] ont montré la NP-difficulté
de 6—McT. [29] ont montré que 2— McT était NP-dur si I'un des arbres était de
degré non borné, et était polynomial si les deux arbres étaient de degré borné.

Dans [7], nous avons étudié I’approximabilité du probléme McT. Nous avons
notamment obtenu des résultats d’inapproximabilité semblables & ceux connus
pour MAST, & savoir : (i) MCT est aussi difficile & approximer que MAXIMUM
INDEPENDENT SET; (ii) 2 — McCT est APX-dur, et n’est pas approximable a
un facteur constant si P £ NP. L’approximabilité du probleme complémentaire
CMCcT a été étudiée par [22, 7, 24]. En utilisant la caractérisation du Lemme
4.41, [22] présentent un algorithme de 3-approximation en temps O(k*n?), et [6]
présentent un algorithme de 3-approximation en temps O(n? + kn). Dans [24],
nous obtenons un algorithme de 3-approximation en temps linéaire O(kn). Par
ailleurs, nous montrons dans [7] que 2 — CMcCT est APX-dur.

Des résultats ont été également obtenus sur la complexité paramétrique de
McT. En utilisant le Lemme 4.41, [8] obtiennent des algorithmes FPT par rap-
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port & p, de complexité temporelle O(3Pkn) et O(n® + 2.27P). [23] décrit un
algorithme résolvant McT en temps O(22%9n*). Dans [25], nous obtenons de
nouveaux résultats sur la complexité paramétrique de McT. D’une part, nous
montrons que le probléme est polynomial dans le cas d’arbres de degré borné,
en présentant un algorithme de complexité temporelle O(nQdJr1 + kn?). Nous
montrons également que le probléeme est W[1]-dur par rapport & la paire de pa-
rametres (d, ¢) ; la réduction utilisée pour établir ce résultat implique en fait que
MCT ne peut pas étre résolu en temps <I>(d)N°(2d/2) sous I’hypothese ETH (ou
N est la taille de I'instance). Enfin, nous présentons des algorithmes FPT pour

les paires de paramétres (k, d) et (k,q), de complexités respectives O(2289n3) et
O(20(ka)p3),

4.2.2 Algorithme d’approximation

On présente dans cette section un algorithme de 3-approximation en temps
linéaire O(kn) pour le probleme CMCT.

Le principe de l'algorithme est analogue a ’algorithme décrit pour CMAST
en Section 4.1.2. Introduisons les définitions suivantes.

Définition 4.42. Soit T1,T> deux arbres sur le méme ensemble d’étiquettes L.
Un h-conciliateur de Ty, T> est un ensemble C de h-conflits disjoints entre Ty, T5
tels que TY\L(C), To\L(C) aient un raffinement commun.

Définition 4.43. Soit 7 une collection sur un ensemble d’étiquettes L. Un
h-conciliateur de 7 est un ensemble C de h-conflits disjoints entre T tels que
T\L(C) soit compatible.

Le lemme 4.41 implique qu'un h-conciliateur fournit une 3-approximation
du probleme CMcT :

Lemme 4.44. SiC est un h-conciliateur de T, alors L(C) est une 3-approximation
de CMcT pour 7.

De maniere analogue a ’algorithme TROUVERWHSCONCILIATEUR décrit en
Section 4.1.2, on va décrire un algorithme TROUVERHCONCILIATEUR qui, étant
donnés deux arbres 77,75 sur un méme ensemble de n étiquettes, trouve un h-
conciliateur de Ty, T en temps O(n + ¢) ou ¢ est le nombre de conflits trouvés
(Proposition 4.46). Cet algorithme fournit un algorithme de 3-approximation en
temps linéaire pour CMCT :

Proposition 4.45. CMCT est 3-approzimable en temps O(kn).

Démonstration. Etant donnée une collection 7 = {71, ..., T} }, on détermine un
h-conciliateur de 7 de la maniére suivante. On maintient un arbre S raffinement
commun minimal de 77, ..., T}, initialisé & T. Pour chaque ¢ de 2 a k, on identifie
un h-conciliateur C; de S, T}, on supprime ses étiquettes de la collection, et on
remplace S par le raffinement commun minimal de S\L(C;), T;\ L(C;). Identifier
un h-conciliateur de S, T; se fait par un appel &8 TROUVERHCONCILIATEUR(S, T}).
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Cet algorithme construit bien un h-conciliateur de 7 : en effet, notons C;
I’ensemble des conflits identifiés & la fin de ’étape i, on montre par récurrence
que C! est un h-conciliateur de {71, ...,T;}. Ceci résulte du Lemme 5.24 et du
fait que C; = C,_, UC;, ou C/_; est un h-conciliateur de {T1,...,T;_1}, et C; est
un h-conciliateur de S, T;, avec S raffinement commun minimal de 77, ..., T;_;.

Comme Palgorithme fait (k — 1) appels & TROUVERHCONCILIATEUR et que
chaque appel prend un temps O(n), le temps d’exécution est clairement O(kn).

O

On montre maintenant :

Proposition 4.46. [l existe un algorithme TROUVERHCONCILIATEUR qui détermine
un h-conciliateur de Ty, Ty en temps O(n + c).

L’algorithme TROUVERHCONCILIATEUR est une adaptation de ’algorithme
TROUVERWHSCONCILIATEUR. Il maintient une liste C de h-conflits disjoints
entre T}, Th, initialisée & (). Il effectue un parcours ascendant de T}, en cherchant
a apparier chaque noeud u de T} avec un noeud v de Ty, tel que Ty (u)\L(C) et
T5(v)\L(C) aient un raffinement commun.

Le pseudocode de la procédure TROUVERHCONCILIATEUR est semblable a
celui de la procédure TROUVERWHSCONCILIATEUR, et est donné ci-dessous :

TrROUVEHCONCILIATEUR(TY, T5)

{initialisation}

INITIALISERSTRUCTURES()

pour chaque feuille u de T} faire
soit v la feuille de To de méme étiquette
match(u) «— v

fin pour

pour chaque noeud interne u de 77 examiné en ordre postfixe faire
v «— APPARIERNOEUD(u)
si v #1 alors match(u) — v

fin pour

Décrivons maintenant le processus d’appariement. Lors d’un appel a la procédure
APPARIERNOEUD(u), les fils uy, ..., ug de u ont été appariés a des feuilles vy, ..., vg
de T, et on cherche a apparier u avec un noeud v de T5. Dans T5, colorons en
noir les feuilles v;, et en blanc les autres feuilles. Colorons chaque noeud v de 15 :
(i) en noir si To(u) ne contient que des feuilles noires, (ii) en blanc si T(u) ne
contient que des feuilles blanches, (iii) en gris sinon. L’appariement sera possible
si et seulement si :

Condition 4.47. Soit v = Icap,(v1, ..., vq). Alors v n’a pas de fils gris.

Autrement dit, chaque fils de v est noir ou blanc. Tant que cette condition
n’est pas vérifiée, on a la propriété que le sous-arbre T»(v) contient deux feuilles
noires x,y et une feuille blanche z telles que x|yz € rt(Ts) : en effet, soit w un
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fils gris de v, alors on peut choisir y, z € To(w) et © & Pextérieur de Tz (w). Une
procédure TROUVECONFLIT va alors trouver trois feuilles x, y, z de la sorte. En
choisissant [ € I(z),l' € I(y),l” € I(z), on obtient un h-conflit {l,1’,1"”} entre
T1,T5. Comme en Section 4.1.2, on supprime alors les étiquettes [,1’, 1" par trois
appels a une procédure auxiliaire supprimer Etiquette.

Lorsque la condition est vérifiée, la procédure APPARIERNOEUD(u) renvoie
un noeud de Ty auquel u va alors étre apparié dans la procédure appelante
TROUVEHCONCILIATEUR. Si v n’a pas de fils blanc, alors u va étre apparié
avec v, qui est donc retourné par APPARIERNOEUD(u). Si v a au moins un fils
blanc et a pour fils noirs v, ..., v;, alors dans T» les noeuds v} sont supprimés
et remplacés par un unique noeud v’ tel que I(v') = I(vy) U ... U I(vy); alors u
va étre apparié avec v’, qui est donc retourné par APPARIERNOEUD (u).

Justifions maintenant que I'identification d’un conflit par la procédure TROU-
VECONFLIT peut se faire en temps amorti O(1).

On suppose que chaque noeud v de Ty comporte un champ filsNoirs(v).
L’algorithme va maintenir l'invariant suivant :

Invariant 4.48. Au début de chaque appel & TROUVECONFLIT, (i) la liste
FeuillesNoires contient les feuilles noires de Ta, (ii) pour chaque noeud v de
Ts, filsNoirs(v) est la liste des fils noirs de v.

Pour maintenir cet invariant, on utilise deux procédures : (i) la procédure
devient FeuilleNoire(v) est appelée lorsque v devient une feuille noire, elle
ajoute v a la liste FeuillesNoires et a la liste des fils noirs du noeud pere;
(ii) la procédure supprimerFeuille(v) qui supprime la feuille v de T5, et si v
était noire supprime v de la liste FeuillesNoires et de la liste des fils noirs du
noeud pere. On suppose que I'ajout et la suppression d’un noeud v dans la liste
filsNoirs(w) est effectué par des procédures auxiliaires ajouter FilsNoir(v,u),
supprimer FilsNoir(v,u).

Le pseudocode des procédures devientFeuilleNoire et supprimerFeuille
est donné ci-dessous :

devientFeuilleN oire(v)
couleur(v) < noir
FeuillesNoires « FeuillesNoires U {v}
p < pere(v)
si p #L alors ajouter F'ilsN oir(v,p)

Les procédures devient Feuille N oire et supprimer Feuille peuvent s’implémenter
de fagon a avoir un temps d’exécution constant. Pour ce faire, on représente
la liste FeuillesNoires et les listes filsNoirs(v) par des listes doublement
chainées. En outre, chaque feuille noire v comporte deux champs auxiliaires : le
premier maintient un pointeur vers la cellule correspondante de la liste FeuillesNoires,
le deuxiéme maintient un pointeur vers la cellule correspondante de la liste
filsNoirs(p).
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supprimer Feuille(v)

{mettre & jour T5}

si couleur(v) = noir alors
FeuillesNoires «— FeuillesNoires — {v}
p — pere(v)
si p #£1 alors supprimerFilsNoir(v, p)
fin si

On décrit maintenant un second invariant. Disons qu’un noeud interne de T3
est lourd s’il a au moins deux fils qui sont des feuilles noires. On va maintenir
Iinvariant suivant :

Invariant 4.49. Au début de chaque appel @ TROUVECONFLIT, T ne comporte
aucun noeud lourd.

Pour maintenir 'invariant 4.49, on fait en sorte que : dés qu’un noeud in-
terne de T5 devient lourd, ses fils noirs sont remplacés par une unique feuille
noire. Ceci est détecté par la procédure ajouterFilsNoir, qui appelle alors la
procédure devientLourd. Le maintien de I'invariant est assuré par la procédure
devientLourd(v) (appelée si v noeud de T5 devient lourd) et par la procédure
commenceAppariement(u) (appelée au début de I'appariement de u noeud de
T).

Le pseudocode de ces deux procédures est donné ci-dessous :

devientLourd(v)
soient vy, ..., vq les fils noirs de v (éléments de la liste filsNoirs(v))
si tous les fils de v sont noirs alors
w—v
sinon
ajouter a v un nouveau fils w
fin si
I(w) « I(v1)U...U I(vq)
supprimer vs, ..., vq de Z, et remplacer v; par w
pour chaque i € [d], supprimerFeuille(v;)
devient FeuilleN oire(w)

commence Appariement (u)
soient w1, ..., ug les fils de u
soit v1 = match(uy), ..., vg = match(ug) les noeuds de Ty associés
pour chaque i € [d], devientFeuilleNoire(v;)

Une analyse immédiate, analogue a celle menée en Section 4.1.2, permet
de voir que le temps d’exécution propre d'un appel & devientLourd(v) est en
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O(n(v)) ol n(v) est le nombre de fils noirs de v, et que le temps d’exécution
propre d’un appel a la procédure commence Appariement(u) est en O(d(u)), out
d(u) est le degré de u dans Tj.

Sans faire d’hypothese sur la méthode de détection des conflits, on représente
ci-dessous le processus d’appariement d’un noeud u :

suppression aeh

_
bed e fg i jk Im n o
fusion fg, jk suppression bef
_ _
bed e fajk i Im n o cd gk i Im n o
suppression cgi fusion d,jk
d jk Im n o djk Im n o
suppression din fusion jk,I
—_— _
jk | o jki o

FiGc. 4.11 — Le processus d’appariement d’'un noeud u ayant quatre fils
Ui, U2,uU3,Uq avec I(ul) = {a,b,c,d},I(ug) = {f,g},I(U3) = {ja k},I(U4) =

{l,m}.

On va maintenant adapter a MCT la stratégie d’identification des conflits
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utilisant la notion de feuilles bornes, présentée en Section 4.1.2. Comme en
Section 4.1.2, on maintient la liste des feuilles bornes :

Invariant 4.50. Au début de chaque appel & TROUVECONFLIT, la liste FeuillesBornes
contient les feuilles bornes de Ts.

Le maintien de cet invariant s’effectue comme indiqué en Section 4.1.2. Les
lemmes suivants montrent que les feuilles bornes permettent d’identifier un
conflit tant que |FeuillesNoires| > 2.

Comme en Section 4.1.2, appelons intervalle noir de Z un intervalle maximal
de 7 constitué uniquement de feuilles noires.

Soit ¢ = wv;...vy, une séquence de feuilles de T3, et pour tout ¢ soit u; =
parentr, (v;). On dit que o est un peigne ascendant si et seulement si pour tout
i, Uir1 >1, 4. On dit que o est un peigne descendant si et seulement si pour
tout ¢, ui41 <7, Us.

Le lemme suivant caractérise les intervalles noirs :

Lemme 4.51. Soit I = ay...a,, un intervalle noir de I, alors :
1. l'une des extrémités de I est une borne;

2. il existe 1 < m tel que ay,...,a; est un peigne ascendant et a;y1, ..., Qy, €st
un peigne descendant.

Démonstration. Observons que l'invariant 4.49 implique que 75 ne comporte
aucun noeud plein, et donc le lemme 4.18 de la Section 4.1.2 s’applique.

Le point 1 résulte alors du point 1 du lemme 4.18. Le point 2 résulte du
point 2 du lemme 4.18, et de U'invariant 4.49. O

Le lemme suivant montre que, tant que u est non apparié, on peut trouver
soit deux feuilles bornes, soit une feuille borne vérifiant une certaine condition :

Lemme 4.52. Au début de l’appel & TROUVECONFLIT, on a : si |FeuillesNoires| >
2, alors
— soit |FeuillesBornes| > 2,
- soit FeuillesBornes = {a}, et pour tout b € FeuillesNoires distinct de
a, parentr,(a) r,parentr,(b).

Démonstration. Soit Iy,...,I, une énumération des intervalles noirs de Z. Si
p > 2, alors par le point 1 du lemme 4.51 on peut trouver des feuilles bornes
a1 € I,a9 € I, et donc |FeuillesBornes| > 2.
Supposons maintenant que p = 1. Soit I = I; 'unique intervalle noir. On
a alors |I| > 2 puisque |FeuillesNoires| > 2. Alors I = aj...a,, avec m > 2.
Par le point 2 du lemme 4.51, il existe ¢ < m tel que aq,...,a; est un peigne
ascendant et a;y1,...,a,, est un peigne descendant. Définissons us, ..., u,, par
u; = parentr,(a;), on a donc uy <7, g <7, ... <7, Ui €4 Uip1 ST, o0 ST, Uy
Alors FeuillesBornes = {a} avec :
— soit @ = a1 et pour tout j > 1, parentr,(a1) Srparentr,(a;) : en effet,
si j < ¢ alors uy <7, uj, et si j > 7 alors uy,u; sont incomparables par
<Ty-



tel-00401456, version 1 - 3 Jul 2009

4.2. PROBLEME MCT 81

— soit a = ay, et pour tout i < m, parentr,(an) Sr,parentr,(a;) : raison-
nement similaire au cas précédent.
On conclut en observant que FeuillesNoires = I. O

Le lemme suivant montre qu’on peut identifier un h-conflit tant que u est
non apparié :

Lemme 4.53. Soit a une feuille borne, et soit b une feuille noire distincte de
a et telle que parentr,(a) fr,parentr,(b). Soit p = predz(a) et s = sucer(a).
Alors :

— si a est une borne gauche : alors {a,b,p} est un h-conflit entre Ty, Ts ;

— si a est une borne droite : alors {a,b, s} est un h-conflit entre Ty, Ts.

Démonstration. Par symétrie, on peut supposer que a est une borne gauche.
Alors p est blanche, et on a (i) soit s =L, (ii) soit s #L et sa|p ¢ rt(T2). Soit
u = parentr,(a) et v’ = parentr,(b).

Soit v = Icarp,(a,b), alors u <p, v : en effet, on a u <p, v et u' <p, v, et
u = v est impossible car cela impliquerait que v <7, u (u = %' contredirait
Iinvariant 4.49, et ' <7, u contredirait ’hypothése du lemme). D’autre part,
u = lcag, (a,p) : c’est clair si n =1, et si n #L cela résulte du fait que salp ¢

’I“t(Tz)
On a alors u = lcag, (a, p) <7, Icap,(a,b) = v, ce qui implique que Tz |{a, b, p}
est Parbre ap|b. On conclut que {a, b, p} est un h-conflit entre Ty, T5. O

En utilisant la méthode d’identification des conflits du Lemme 4.53, on ob-
tient l'algorithme d’appariement suivant :

TROUVECONFLIT()

si |FeuillesBornes| > 2 alors
choisir a,b € FeuillesBornes
si parentr, (a) >, parentr,(b) alors

a<—b

fin si

sinon
soit a 'unique élément de FeuillesBornes
soit b € FeuillesNoires\{a}

fin si

p «— predz(a), s — sucer(a)

si a est une borne gauche alors
renvoyer {a, b, p}

sinon
renvoyer {a, b, s}

fin si

Observons qu’a la fin de la procédure APPARIERNOEUD, les listes FeuillesNoires,
FeuillesBornes, et les listes filsNoir(u) pour u noeud de Ts, sont réinitialisées
a la liste vide. Par une analyse similaire a celle menée en Section 4.1.2, on peut
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APPARIERNOEUD(u)

commenceAppariement(u)

tant que |FeuillesNoires| > 2 faire
{z,y,z} < TROUVECONFLIT()
choisir [ € I(z),l' € I(y),l" € I(z)
supprimer les étiquettes [,1’,1”

fin tant que

si |FeuillesNoires| = 0 alors
{I’appariement a échoué}
renvoyer L

fin si

si |FeuillesNoires| = 1 alors
{l’appariement a réussi}
soit v 'unique élément de FeuillesNoires
FeuillesNoires — ()
FeuillesBornes « ()
p « pere(v), filsNoirs(p) < 0
renvoyer v

fin si

montrer que la procédure TROUVEHCONCILIATEUR (17, T%) s’exécute en temps
O(n +c).

4.2.3 Algorithme polynomial et algorithmes FPT
Algorithme polynomial

On présente un algorithme polynomial pour MCT sur des arbres de degré
borné. On montre :

Proposition 4.54. MCT est soluble en temps O(nzd+1 + kn?).

On suppose dans la suite que 7 = {T1,...,Tx} est une collection sur L
d’arbres de degré < d. Notons BCT(T) ’ensemble des arbres compatibles bi-
naires S pour 7, alors MCT(T) est la taille d'un plus grand arbre de BCT(7).
On va décrire des relations de récurrence permettant de calculer MCT(7) par
programmation dynamique en temps O(n2"" " + kn3).

On procede en trois étapes. Dans un premier temps, on définit les sous-
problemes du programme dynamique : étant donné un arbre U de hauteur < p,
on définira un ensemble d’arbres BCT,(U), qui intuitivement est '’ensemble des
arbres compatibles obtenus a partir de U en substituant chaque noeud de U de
profondeur p par un sous-arbre. Les sous-probléemes du programme dynamique
consisteront & calculer pour chaque arbre U, la taillle M CT,(U) d’un plus grand
arbre de BCT,(U).

Dans un second temps, on décrit une caractérisation récursive des ensembles
BCT(T) faisant intervenir des relations binaires <7 et Lz sur BCT (7). On
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montre dans un troisieme temps que cette caractérisation récursive implique
une description récursive des ensembles BCTy(U), dans laquelle un ensemble
BCTy(U) est mis en relation avec des ensembles BCTy(U’) pour U’ <7 U. Au
moment de prouver la Proposition 4.54, on verra que cette description récursive
fournit une relation de récurrence pour calculer les valeurs MCTy(U), et ainsi
obtenir MCT(T).

ler point. On introduit la notion de tuteur, ainsi que les ensembles BCT), et
BCT,(U).

Soit un arbre S. La profondeur d’un noeud u de S est la longueur du chemin
joignant u a la racine; par convention, la profondeur de la racine est 0. La
hauteur de S est la profondeur du noeud le plus profond.

Soit un entier p supérieur ou égal a la hauteur de S, et soit un arbre 7. On
dit que S est un p-tuteur de T si et seulement si il existe une famille d’arbres
{T, : x € L(S)} telle que : (i) T est obtenu & partir de S en substituant chaque
feuille x € L(S) par Ty, (ii) si x est & profondeur < p alors T}, est une feuille de
méme étiquette que x; si x est a profondeur p alors T, contient ’étiquette de
T.

Cette définition est illustrée ci-dessous :

T U

Fi1G. 4.12 — Un arbre T, et un arbre U étant un 2-tuteur de T'.

Les deux lemmes suivants, donnés sans démonstration, décrivent des pro-
priétés simples des tuteurs :

Lemme 4.55. Soit un entierp > 1. Soit U = (Uy,Us), S = (S1, S2). Les points
suivants sont équivalents :

— U est un p-tuteur de S ;

— pour i € {1,2}, U; est un (p — 1)-tuteur de S;.

Lemme 4.56. Soit des entiers p,q > 1 tels que g < p.

1. SiV est un p-tuteur de T, et si U est un g-tuteur de V', alors U est un
q-tuteur de T ;
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2. SiU est un q-tuteur de T, il existe V p-tuteur de T tel que V' soit également
un p-tuteur de U.

Soit p un entier. On note BC'T), 'ensemble des arbres de BCT(7) de hauteur
<p.SiU € BCT,, on note BCT,(U) I'ensemble des arbres S € BCT(7T) dont
U est un p-tuteur. Observons que :

Lemme 4.57. |BCT,| = O(n*").

Démonstration. En effet, soit IV}, le nombre d’arbres binaires S de hauteur < p
tels que L(S) C L. Alors |BCT,| < N,. Pour tout ¢ < 2P, notons n; ;, le nombre
d’arbres binaires non étiquetés de hauteur < p et comportant ¢ feuilles. Alors :

2P
n!
Np = an, m
i=1
Comme (n"fz), = O(n'), on conclut que N, = O(n?"). O

Lemme 4.58. BCT(T) = Uyepcr, BCT,(U).

Démonstration. (2) est clair. (C) résulte du fait que si S € BCT(T), alors
en considérant U un p-tuteur arbitraire de S, on obtient que U € BCT, et
S € BCT,(U). O

2e point. Le lemme suivant fournit une caractérisation récursive des arbres
compatibles. Etant donné L’ C L, un arbre T  sur L et un noeud u de T, on définit
spanp(u, L') comme l’ensemble des fils v de u tels que L(v)NL' # (. Etant donné
un 7-tuple 7, on définit span? (m, L') = (spany, (x[1], L'), ...,span, (w[k], L')).

Lemme 4.59. Soit S un arbre binaire sur L' C L tel que |S| > 2. Les points
suivants sont équivalents :

1. Se BCT(T);

2.8 = (51,82) avec S; € BCT(T), S2 € BCT(T), et si l'on pose m =
IcaT(S), alors (span” (7, S1),span” (7, S2)) est une partition de span? (, S).

Pour i € [k] on définit les relations binaires <r,, =7, et Ly, sur BCT(T) par :
- S <p