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Résumé

Les problèmes de satisfaction de contraintes ont
montré leur efficacité pour résoudre des questions
de comparaison de graphes comme l’isomorphisme de
graphe ou de sous-graphe. La recherche du plus grand
sous-graphe commun est un problème plus difficile qui
a été peu abordé par des CSP. Dans cet article nous
identifions différentes déclinaisons de ce problème en
termes de théorie des graphes (sous-graphe induit, par-
tiel, connexe, ...). Puis nous étudions la possibilité de les
modéliser dans un solver classique en abordant notam-
ment les questions de connexité et de symétrie. Nous
présentons enfin quelques résultats expérimentaux.

Abstract

Constraint Programming has proven its efficiency to
solve graph matching problems such as graph or sub-
graph isomorphism. It is much harder to compute maxi-
mum common subgraphs and this problem has received
little attention in the CSP litterature. In this paper we
discuss different variants of the problem. We consider
how to model them with a conventional CSP solver and
we focus on the connexity and symmetry topics. Finally,
we present some experimental results.

1 Introduction

Le recours de plus en plus fréquent aux modèles
de graphes pour représenter des connaissances a fait
grandir le besoin d’outils efficaces pour les manipuler.
La plupart des problèmes de graphes étant NP com-
plet, il n’est pas étonnant que de nombreux travaux en
programmation par contraintes se soient récemment
intéressés, avec succès, à des questions comme l’iso-
morphisme de graphe (non classé) ou de sous-graphe.
La recherche du plus grand sous-graphe commun est
un problème plus difficile qui a été peu abordé par

des CSP alors qu’il se pose fréquemment dans des do-
maines comme la Chimie [24] ou la Reconnaissance de
formes [4].

Dans cet article nous identifions les différentes dé-
clinaisons de ce problème en termes de théorie des
graphes (sous-graphe induit, partiel, connexe, ...) puis
nous étudions leur modélisation dans le cadre de la
programmation par contraintes.

Par soucis de clarté nous nous limiterons au cas des
graphes non orientés bien que cette étude soit généra-
lisable aux graphes orientés.

2 Les problèmes de plus grand sous-
graphe commun

2.1 Notations

Étant donné un graphe simple non orienté G =
(N,E), N = {1, ...n} désigne l’ensemble des n som-
mets de G et E l’ensemble des m arêtes.

Une arête entre x et y sera généralement notée xy
(sachant que xy = yx).

Si le graphe est étiqueté, on notera lG : N ∪E → L
la fonction qui associe à chaque sommet ou arête de G
un label appartenant à l’ensemble L de tous les labels
(de tous les graphes traités).
∀N ′ ⊆ N, on note E(N ′) = {uv ∈ E | u, v ∈ N ′}
Un sous-graphe induit de G est un graphe G′ =

(N ′, E′) tel que N ′ ⊆ N et E′ = E(N ′).
Un graphe partiel de G est un graphe G′ = (N,E′)

tel que E′ ⊆ E.
Un sous-graphe partiel de G est un graphe G′ =

(N ′, E′) tel que N ′ ⊆ N et E′ ⊆ E(N ′).
Le graphe des arêtes (line graph) de G, est le graphe

L(G) = (E, E) tel que E = {αβ ∈ E ×E | α∩ β 6= ∅}.
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2.2 Définitions

Dans la littérature, le terme de plus grand sous-
graphe commun peut faire référence à des notions très
différentes suivant qu’il s’agit par exemple de sous-
graphes induits ou partiels. Cette confusion est encore
plus importante dans les articles anglophones où “sub-
graph” est souvent (mais pas toujours) synonyme de
sous-graphe induit.

Étant donnés deux graphes GA = (NA, EA) et
GB = (NB , EB), résoudre un problème de plus grand
sous-graphe commun consiste à trouver une fonction
partielle injective µ : NA −→ NB telle que :
MCIS (induit) : dom(µ) soit de taille maximum et
∀x, y ∈ dom(µ), xy ∈ EA ⇔ µ(x)µ(y) ∈ EB
MCCIS (induit connexe) ≡ MCIS et le graphe G′ =
(dom(µ), E(dom(µ))) est connexe.
MCS (partiel) : l’ensemble E′ des arêtes préservées
par µ soit de taille maximum avec E′ = {xy ∈
dom(µ)× dom(µ) | xy ∈ EA ∧ µ(x)µ(y) ∈ EB}.
MCCS (partiel connexe) ≡ MCS et le graphe
G(dom(µ), E′) est connexe.

Si les graphes sont étiquetés, µ doit conserver les
labels : ∀x ∈ dom(µ), lGA

(x) = lGB
(µ(x)) et ∀x, y ∈

dom(µ), lGA
(xy) = lGB

(µ(x)µ(y))
Ces définitions sont illustrées par la figure 1 qui

donne un exemple de solution pour chacune d’elle.

BA

MCS MCIS MCCS MCCIS

8 sol. (1) 12 sol. (2) 8 sol. (1)52 sol. (7)

Fig. 1 – Différents plus grands sous-graphes communs

Le résultat obtenu est généralement très différent
suivant la définition choisie, sans qu’il soit possible
d’identifier une définition meilleure que les autres, y
compris au sein d’un même champ d’application où
ces notions permettent de modéliser des questions très
diverses.

Par ailleurs, chaque problème admet souvent un
grand nombre de solutions (52 MCS différents pour la
figure 1). Or la recherche d’un plus grand sous graphe
commun n’est souvent qu’une simplification d’un pro-
blème de comparaison de graphes beaucoup plus com-
plexe. Si cette spécificité ne peut être formalisée, il
devient nécessaire de confronter les résultats obtenus
au regard d’un expert. Dans ce cas, il est indispensable
d’éliminer les solutions symétriques. Par exemple, dans

la figure 1, le nombre de solutions non symétriques est
indiqué entre parenthèses.

D’un point de vue formel, nous dirons que deux so-
lutions µ et µ′ sont équivalentes à une symétrie de GA
(resp. GB) près s’il existe un automorphisme σA (resp.
σB) de GA tel que µ′ = µ ◦ σA (resp µ′ = σB ◦ µ).

2.3 Transformer un MCS en MCIS

La notion de graphe des arêtes fournit un moyen
simple de transformer un problème de MCS en MCIS.
La figure 2 donne un exemple d’équivalence entre les
sous-graphes partiels de deux graphes et les sous-
graphes induits correspondants dans leurs graphes des
arêtes.

L(G)

G

Fig. 2 – Transformer un MCS en MCIS du graphe des
arêtes.

D’après le théorème de Withney (1935), deux
graphes sont isomorphes si et seulement si leurs
graphes des arêtes le sont, sauf si l’un des deux
est K3 et l’autre K1,3 (interchange triangle / tri-
node). La figure 3 donne un exemple d’interchange
trinode/triangle, si on considère uniquement les arêtes
a, b et c. Par contre, les graphes A et B en entier sont
bien isomorphes.

a

b

c

d
a

b

c

d
a

b

c

d

L(A) = L(B)
A

B

Fig. 3 – Interchange triangle / trinode (en gras)

En s’appuyant sur la preuve de ce théorème
dans [11], on peut montrer que si µ est solution du
MCIS entre GA et GB , on peut déduire de µ une
unique solution du MCS entre L(GA) et L(GB) et ré-
ciproquement, pour peu que |dom(µ)| ≥ 5. Dans la
figure 3, le morphisme µ(a) = a, ..., µ(d) = d est une
solution du MCIS(L(A), L(B)) mais pas une solution
de MCS(A,B). Par contre, il suffit d’ajouter un som-
met aux graphes A et B pour qu’un tel interchange
soit impossible.

Du point de vue de la complexité, cette transforma-
tion MCS → MCIS ne simplifie pas le problème puis-
qu’un graphe des arêtes L(G) contiendra |E| sommets.
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Par ailleurs il faut veiller à interdire les interchanges
triangles / trinodes, surtout pour la version du pro-
blème non nécessairement connexe.

Dans le cas de graphes étiquetés, l’équivalence sera
préservée si les sommets de L(G) sont étiquetés en
combinant le label de l’arête de G correspondante avec
ceux de ces extrémités dans G ; une arête de L(G) sera
quant à elle étiquetée par le label du sommet corres-
pondant dans G.

La subdivision est une autre façon de transformer un
MCS en MCIS. Le graphe subdivisé S(G) = (N∪E,H)
est obtenu en insérant un sommet entre les extrémités
de chaque arête (cf. fig. 4). Dans ce cas, tout sous-
graphe partiel de G devient un sous-graphe induit de
S(G) dans lequel chaque noeud issu de E possède 0
ou 2 voisins. Le graphe S(G) contient donc |E| + |N |
sommets ce qui le rend généralement moins intéressant
que le graphe des arêtes.

S(G)

Fig. 4 – Graphe subdivisé

2.4 État de l’art

Comparé à d’autres problèmes de graphes, la re-
cherche d’un plus grand sous-graphe a été très peu trai-
tée dans la littérature. Dans certains domaines comme
la Chimie, différentes heuristiques ont parfois été pro-
posées sans qu’il soit possible d’en mesurer l’efficacité
ou la correction. C’est pourquoi nous nous limiterons
ici à présenter les deux principaux algorithmes utilisés.

La première méthode, probablement la plus ré-
pandue, consiste à transformer un MCIS en la re-
cherche de cliques dans un graphe de compatibilité
GC = (NC , EC). Ce graphe est défini sur l’ensemble
des paires de sommets compatibles des deux graphes :
NC = {(a, b) ∈ NA × NB | lGA

(a) = lGB
(b)}. Deux

sommets sont reliés dans GC si les couples qu’ils re-
présentent respectent la connexité des graphes GA et
GB : EC = {(a1, b1)(a2, b2) ∈ NC ×NC | a1a2 ∈ EA ⇔
b1b2 ∈ EB ∧ lGA

(a1a2) = lGB
(b1b2)}.

Toute clique de GC correspond naturellement à un
morphisme qui respecte la définition du MCIS. Le
problème du MCIS se ramène alors à rechercher des
cliques de taille maximum dans GC [18]. Cette ap-
proche est par exemple utilisée dans [10]. Il existe
de nombreux travaux sur la détermination des cliques
maximum [1] y compris dans le cadre de la program-
mation par contraintes [26]. Pour résoudre le problème
du MCCIS, Koch [14] propose une variante de l’al-
gorithme de Bron et kerbosch [2] afin d’obtenir des

cliques de GC qui correspondent à un sous-graphe
connexe dans GA ou GB .

Le second type de méthodes regroupe toutes les ap-
proches qui ne construisent pas de graphe de compati-
bilité mais explorent directement l’espace de recherche
avec un mécanisme de“backtrack”. L’algorithme de Mc
Gregor [19], initialement conçu pour résoudre un MCS,
est un des plus cité pour résoudre un MCIS. Cet al-
gorithme utilise une démarche analogue à la program-
mation par contraintes qui s’apparente au forward che-
cking. Plus récemment, un autre algorithme de back-
track a été proposé par [15] avec là aussi une approche
très similaire au forward checking et une optimisation
de l’exploration qui revient à choisir, à chaque étape,
la variable dont le domaine est de taille minimum.

Les deux types d’approches que nous venons d’évo-
quer ont été comparées dans [5] sur une base de 81400
paires de graphes aléatoires ayant différentes caracté-
ristiques (densité, régularités, ...). Leur conclusion est
qu’aucun des algorithmes étudiés ne se distingue clai-
rement, le classement s’inversant suivant le type de
graphe. On peut également remarquer que bon nombre
d’algorithmes d’énumération de cliques ont une ap-
proche de type “backtrack”. Tant que le graphe de
compatibilité n’est pas trop grand, les deux types d’al-
gorithmes peuvent donc être amenés à explorer des
espaces de recherche très semblables.

Par ailleurs, nous avons vu que plusieurs algo-
rithmes dédiés au MCIS emploient des techniques
très analogues à celles utilisées en programmation par
contraintes. Ce paradigme n’est pourtant jamais évo-
qué dans la littérature sur les problèmes de plus grand
sous-graphe commun. La prochaine section s’intéresse
donc à la résolution de ces problèmes par un CSP.

3 Un CSP pour déterminer le plus grand
sous-graphe commun

Ces dernières années, plusieurs problèmes d’appa-
riement de graphes ont fait l’objet d’une modélisation
par un réseau de contraintes. Qu’il s’agisse d’isomor-
phisme de sous-graphe [25, 28, 16, 37, 29] ou d’isomor-
phisme de graphe [30], ces travaux reposent sur un mo-
dèle dans lequel les variables correspondent à des som-
mets des graphes traités. Une approche plus originale a
été proposée dans [9] pour modéliser des problèmes de
sous-graphe dans CP(Graph) [8] puis d’appariement
de graphes dans CP(Map)[35]. Dans ce modèle, les va-
riables sont des graphes ou des fonctions d’apparie-
ment entre ces graphes. Cette approche a montré son
efficacité pour résoudre des problèmes comme l’isomor-
phisme de sous-graphe [7] mais n’a pas été généralisée
aux problèmes de sous-graphe commun.
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Plus récemment, un formalisme général a été pro-
posé dans [17] pour modéliser les principaux problèmes
d’appariement de graphes (graph matching) incluant
les problèmes cités précédemment ainsi que le MCS et
le MCIS. Cet élégant modèle considère un matching
comme un sous-ensemble de NA×NB sur lequel il est
possible de définir une série de contraintes de base. Les
problèmes d’appariement peuvent alors être construits
en combinant ces différentes contraintes. Ce modèle a
été mis en oeuvre dans Comet [31], un langage de pro-
grammation qui combine contraintes et recherche lo-
cale. Les résultats ont montré l’efficacité de cette ap-
proche pour résoudre l’isomorphisme de sous-graphe.
Quant au problème du MCS, il a été implémenté par
un algorithme tabou permettant d’obtenir une solu-
tion approchée en temps raisonnable (quelques di-
zaines de secondes) pour des graphes de taille moyenne
(50 sommets) extraits de la base de tests de [5].

La mise au point d’approches efficaces pour déter-
miner des plus grands sous-graphes communs semble
donc toujours d’actualité. En attendant l’émergence
d’outils dédiés à ces problèmes, il est intéressant de
voir dans quelle mesure il est déjà possible d’en ré-
soudre certains, dans le cadre classique de la program-
mation par contraintes. La suite de cette section a pour
but d’identifier les principales questions à résoudre et
de proposer une modélisation de ces problèmes. L’ob-
jectif n’est pas de trouver la meilleure modélisation
mais d’en proposer une suffisamment simple pour être
rapidement mise en oeuvre.

3.1 Sous-graphes induits (MCIS)

Pour résoudre un MCIS, entre GA = (NA, EA) et
GB = (NB , EB), on peut construire un CSP dont les
variables correspondent aux sommets de GA ou de GB
ou même des deux. Nous allons utiliser cette seconde
solution qui facilite la modélisation du problème, no-
tamment pour la recherche de solutions connexes. Par
ailleurs elle évite d’introduire une distinction arbitraire
entre les deux graphes.

L’ensemble des variables du CSP se décompose donc
en deux sous-ensembles : XA = {ai}i∈NA

pour NA et
XB = {bj}j∈NB

pour NB .
On notera nA = |NA| (resp nb = |NB |) et on sup-

posera que NA = 1..na.
Pour obtenir une fonction partielle et injective, on

associe une valeur spéciale, propre à chaque variable,
afin d’identifier les sommets perdus :

∀i ∈ 1..nA, D(ai) = NB ∪ {nB + i}
Si les graphes GA et GB sont étiquetés, on ne garde

que les valeurs compatibles :
D(ai) = {k ∈ NB | lGB

(k) = lGA
(i)} ∪ {nB + i}

Pour résoudre le MCIS, on pose les contraintes sui-
vantes :
channeling on définit une contrainte de channeling

partiel entre les variables de XA et XB , ∀ai ∈
XA, bj ∈ XB , (ai ≤ n∧ai = j)⇔ (bj ≤ n∧bj = i)

différence puisque chaque variable de XA ou de
XB possède sa propre valeur spéciale, on ob-
tiendra une solution injective en définissant une
contrainte de différence allDifferent(a1, ..., anA

) et
allDifferent(b1, ..., bnB

)
voisinage l’isomorphisme des sous-graphes induits

est garanti par nA + nB contraintes binaires :
– ∀ik ∈ EA, (ai ≤ nB ∧ ak ≤ nB)⇒ aiak ∈ EB
– ∀jz ∈ EB , (bj ≤ nA ∧ bz ≤ nA)⇒ bjbz ∈ EA
Si les graphes sont étiquetés, ces contraintes de-
viennent :
– ∀ik ∈ EA, (ai ≤ n ∧ ak ≤ n)

⇒ (aiak ∈ EB ∧ lGA
(ik) = lGB

(aiak))
– ∀jz ∈ EB , (bj ≤ n ∧ bz ≤ n)

⇒ (bjbz ∈ EA ∧ lGB
(jz) = lGA

(bjbz))
Pour obtenir une solution de taille maximale, on

définit une variable taille qui compte le nombre de
sommets conservés dans GA et GB (donc D(taille) =
1..(nA+nB)). Une contrainte among permet de garan-
tir que taille est le nombre de variables dont la valeur
est inférieure à nA ou nB .

3.2 Sous-graphes induits connexes (MCCIS)

On trouve dans la littérature peu de méthodes pour
définir une contrainte de connexité.

Dans CP(Graph)[8] deux solutions ont été étudiées
pour la recherche de sous-graphes d’un graphe donné
(sans morphisme). La première repose sur la fermeture
transitive de la relation de connexité. Elle suppose de
définir O(n3) contraintes disjonctives N-aires et O(n4)
variables booléennes, ce qui rend cette solution inadap-
tée aux grands graphes. La seconde est une contrainte
globale qui réalise le filtrage par un simple parcours
en profondeur du graphe (O(m+ n) en temps par fil-
trage). Dès qu’au moins un sommet est conservé dans
le sous-graphe, on peut éliminer tous les sommets qui
ne sont pas dans la même composante connexe. On
peut aussi conserver tous les points d’articulation1 (et
les isthmes2) situés entre deux sommets conservés dans
la solution courante.

L’algorithme utilisé pour ce filtrage n’est pas détaillé
mais il reste facile à concevoir à partir d’un parcours
en profondeur (Tarjan), avec calcul d’un ordre de pre
et post d’exploration des sommets. En partant d’un
sommet d tel que ad ≤ nB , un point d’articulation sera

1point d’articulation = sommet dont la suppression décon-
necte le graphe

2isthme = arête dont la suppression déconnecte le graphe
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conservé si le descendant qui a permis de le détecter
faisait partie d’une composante 2-connexe contenant
elle aussi un sommet s tel que as ≤ nB .

Une contrainte globale similaire est proposée dans
[20] pour le calcul d’un graphe partiel (tous les som-
mets sont conservés). Un parcours en profondeur est
utilisé pour déterminer un arbre recouvrant du graphe.
Cet arbre est stocké dans une structure de données
réversible avec une série de compteurs indiquant le
nombre de cycles fondamentaux3 passant par chaque
arête. Cette structure (en O(n2)) permet de détec-
ter la déconnexion du graphe partiel sans lancer un
parcours à chaque filtrage (sauf en cas de suppression
d’une arête de l’arbre).

Une autre façon de garantir la connexité de la solu-
tion [32], mais sans filtrage supplémentaire, est d’utili-
ser un ordre d’instanciation des variables qui choisisse
la nouvelle variable à instancier parmi les voisines des
variables déjà instanciées (avec une valeur as ≤ nB).
Une contrainte globale permet de maintenir à jour la
composante connexe en cours de construction ainsi que
l’ensemble des variables voisines non instanciées (né-
cessite des structures de données réversibles de taille
O(n)). Lorsque ce voisinage devient vide, il suffit de
vérifier que toutes les variables instanciées font partie
de la composante connexe.

3.3 Éliminer les symétries

Dès qu’il s’agit d’énumérer toutes les solutions, il est
indispensable d’éliminer celles qui sont équivalentes à
un automorphisme de GA ou de GB près. Cette éli-
mination peut être réalisée a posteriori mais avec un
coût important. Par ailleurs, éliminer ces symétries au
cours de la résolution peut fortement limiter l’espace
de recherche dans la mesure où les symétries du CSP
sont généralement équivalentes à celles des graphes
traitées. Il est cependant possible de supprimer les
solutions symétriques d’un CSP sans nécessairement
éliminer toutes les branches symétriques de l’arbre de
recherche.

Une des démarches les plus courantes pour élimi-
ner les symétries de variables consiste à poser des
contraintes lexicographiques [6]. Étant donné un ordre
xi1 , . . . xin sur les variables, on pose, pour chaque
symétrie de variable σ, une contrainte de la forme
xi1 , . . . xin ≤lex xσ(i1), . . . xσ(in). Malheureusement, il
peut exister un nombre exponentiel de symétries.

Cette même méthode peut être utilisée pour élimi-
ner toute symétrie de valeur θ en posant une contrainte
de la forme xi1 , . . . xin ≤lex θ(xi1), . . . θ(xin) [33]. Mais

3étant donné un arbre recouvrant T = (N, E′) de G = (N, E)
toute arête de E \ E′ ajoutée à T forme un seul cycle dit fon-
damental

maintenir la GAC est dans ce cas NP-Complet [34].
Quant aux combinaisons de symétries entre symé-
trie de variables σ et symétrie de valeur θ, on peut
les éliminer en posant des contraintes de la forme
xi1 , . . . xin ≤lex θ(xσ(i1)), . . . θ(xσ(in)) [23].

Pour la recherche d’un isomorphisme de sous-graphe
de Gp dans Gt, les auteurs de [36] ont montré qu’il
est possible d’éliminer les symétries du graphe Gp, sur
lequel sont définies les variables xi, en ajoutant un
nombre linéaire de contraintes. Cette méthode utilise
les résultats de [22] sur l’élimination des symétries de
variables dans les problèmes injectifs. Elle nécessite le
calcul du groupe AGp

des automorphismes de Gp (par
exemple avec le logiciel NAUTY) et l’algorithme de
Schreier-Sims pour construire une châıne de stabili-
seurs. Pour chaque sommet i de GP tel que l’ensemble
Si = {j 6= i | ∃σ ∈ AGp

tq i = σ(j)∧∀k < j, σ(k) = k}
n’est pas vide, on définit r(i) = max(j ∈ Si). On peut
noter que r(i) < i. Pour éliminer toutes les symétries
de AGp , il suffit de poser une contrainte de la forme
xr(i) < xi pour chaque r(i) ainsi défini.

Cette méthode peut être utilisée pour éliminer les
symétries du CSP permettant de résoudre un MCIS.
Si on considère, l’ensemble XA des variables liées à GA
et les contraintes binaires définies pour chaque arête
de EA, on obtient un sous-problème de contraintes
dont les symétries sont équivalentes à celles de GA.
On peut alors éliminer les symétries de ce CSP par
des contraintes de la forme arA(i) < ai, avec rA(i) < i
obtenu comme précédemment à partir du groupe d’au-
tomorphismes AGA

. Ces contraintes sont compatibles
avec les valeurs spéciales de la forme i + nB ajoutées
aux domaines D(ai).

Le même raisonnement peut être employé pour éli-
miner les symétries de GB en considérant le sous-
problème correspondant aux variables de XB . Les
contraintes seront de la forme brB(j) < bj .

Malheureusement, il n’est pas possible d’utiliser
cette méthode en même temps sur GA et sur GB . Par
exemple, dans la figure 5, la méthode proposée par
Puget [22] permet d’éliminer les symétries de GA en
posant l’unique contrainte a1 < a3. De même, les sy-
métries de GB sont éliminées par la contrainte b1 < b2.
Or le CSP n’admet que deux solutions qui chacune res-
pecte ou viole une des deux contraintes :

– a0 = 0, a1 = 3, a2 = 2, a3 = 4, a4 = 1

b0 = 0, b1 = 4, b2 = 2, b3 = 1, b4 = 3

– a0 = 0, a1 = 4, a2 = 1, a3 = 3, a4 = 2

b0 = 0, b1 = 2, b2 = 4, b3 = 3, b4 = 1

On peut remarquer que l’élimination des symétries
de variables du CSP réduit à XB est équivalente à
l’élimination ses symétries de valeurs du CSP réduit
à XA. Nous sommes donc confrontés au problème de
l’élimination conjointe des symétries de variables et de
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0A

4 1

32

0

1 3

42

B

AGA =


id 01234
σ 03412

rA(3) = 1

AGB =


id 01234
σ′ 02143

rB(2) = 1

Fig. 5 – Un contre-exemple

valeurs d’un CSP.
Nous avons vu que la méthode proposée par Pu-

get dans [22] permet d’éliminer les symétries de va-
riables liées par un AllDiff, en posant un nombre li-
néaire de contraintes. L’auteur a montré que cette ap-
proche est compatible avec la méthode GE-Tree dé-
crite dans [27] pour éliminer les symétries de valeurs.
Cette méthode nécessite le calcul, à chaque noeud de
l’arbre de recherche, des symétries de valeurs inva-
riantes (θ(v) = v) pour les valeurs déjà affectées. Ces
symétries induisent des classes d’équivalence sur les
valeurs restant dans le domaine des variables non ins-
tanciées. L’instanciation de la prochaine variable est
alors limitée à un seul représentant de chacune de ces
classes, éliminant ainsi les branches symétriques.

Dans [21], Puget propose d’éliminer les symétries de
valeurs dans les problèmes surjectifs. Il définit un en-
semble {zj} de variables supplémentaires, en plus des
variables {xi} du CSP, et une contrainte de channe-
ling qui s’écrit : (xi = j) ↔ (zj = i) dans le cas d’un
AllDiff sur les {xi}. Les symétries de valeurs du CSP
étant équivalentes aux symétries des variables zj , on
peut les supprimer en posant un nombre linéaire de
contraintes comme dans [22].

L’analogie avec les variables ai et bi du CSP MCIS
décrit au paragraphe 3.1 est évidente et le contre-
exemple de la figure 5 s’applique aussi. Il a d’ailleurs
été démontré dans [13], que l’utilisation conjointe de
contraintes lexicographiques pour éliminer les symé-
tries de variables avec la méthode de Puget [21] pour
supprimer les symétries de valeurs peut faire perdre
des solutions non symétriques. Cette incompatibilité
interdit d’éliminer les symétries de variables et de va-
leurs du MCIS en utilisant, dans les deux cas, la mé-
thode de Puget pour ne poser qu’un nombre linéaire
de contraintes.

Au final, il n’est donc pas toujours possible d’élimi-
ner toutes les symétries de façon efficace. Le choix de
la méthode employée dépendra fortement de la taille
des groupes de symétrie de chaque graphe.

3.4 Sous-graphes partiels (MCS)

Une première méthode pour résoudre un MCS
consiste à le considérer comme un MCIS dans lequel

les contraintes binaires d’adjacence peuvent être vio-
lées [17].

Si on reste dans le cadre d’un CSP plus classique,
on peut résoudre le MCS en se ramenant à un MCIS
sur les graphes des arêtes, grâce à la transformation
présentée au paragraphe 2.3.

Pour trouver un MCS connexe (MCCS) entre GA
et GB il suffit de chercher un MCCIS entre L(GA) et
L(GB). En dehors du cas trivial de l’interchange de la
figure 3, toute solution contenant au moins 5 sommets
n’admet pas d’interchange.

Dans le cas d’un MCS quelconque (non-connexe),
le nombre d’interchanges possibles est beaucoup plus
important et une vérification a posteriori ne garan-
tit pas une solution maximale. On doit donc ajou-
ter des contraintes pour interdire les interchanges.
Sans le channeling, il faudrait définir une contrainte
pour chaque triplet d’arêtes afin de garantir qu’un tri-
node ou triangle sera préservé par la fonction d’ap-
pariement. Grâce au channeling, il suffit de créer une
contrainte ternaire par triangle de chacun des deux
graphes GA et GB , l’énumération initiale des cycles
de taille 3 étant réalisée en temps linéaire [3].

4 Résultats expérimentaux et discussion

Le modèle de MCIS présenté dans cet article a été
implémenté en Java en utilisant le solveur Choco [12]
qui fournit la plupart des contraintes nécessaires. Seule
la contrainte de partial channeling a du être adap-
tée à partir de la contrainte Channeling présente dans
Choco.

La contrainte de connexité à été implémentée par
une contrainte globale réalisant le parcours en profon-
deur évoqué au paragraphe 3.2.

L’élimination des symétries a été réalisée en combi-
nant la librairie NAUTY et une implementation non
optimisée de l’algorithme de Schreier-Sims.

Quant au MCS, il a été programmé en appliquant
le MCIS sur le graphe des arêtes et en y ajoutant les
contraintes ternaires interdisant un interchange.

Cette étape d’implémentation a montré qu’il est
tout a fait possible de programmer un problème
de plus grand sous-graphe commun avec un solveur
comme Choco. La partie la plus complexe n’est
d’ailleurs pas liée aux CSP mais à la mise au point
des algorithmes de détection des symétries.

Pour évaluer l’efficacité de ces modèles, nous avons
utilisé la base de graphes aléatoires construite par [5]
pour le problème du MCIS. Cette base contient des sé-
ries homogènes de 100 couples de graphes entièrement
étiquetés (une étiquette différente par sommets), de
10 à 100 sommets. Sur ces graphes, tous les problèmes
modélisés ont été résolus en moins d’une secondes avec
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un processeur à 3 Ghz. Pour réduire le nombre d’éti-
quettes (par exemple à la moitie du nombre de som-
mets), les auteurs de la base de données proposent
de remplacer chaque étiquette (entre 0 et 216) par sa
valeur modulo le nombre de valeurs souhaitées. Mais
cette réduction ne garantit pas d’obtenir le nombre de
labels voulus, notamment au niveau des arêtes et il
est difficile d’exploiter les résultats. Nous avons donc
choisi de comparer les graphes en supprimant toutes
les étiquettes.

D’une manière globale, il existe une très grande
disparité de temps de calcul, même au sein d’une
même classe de graphes. Les résultats préliminaires qui
suivent sont donc à interpréter avec prudence.

Les tableaux ci-dessous concernent la classe
“mcs90 r005” de graphes peu denses de 20, 25 et 30
sommets et dont les couples ont 90% de parties com-
munes. Étant peu denses, ces graphes ont un nombre
d’arêtes proches du nombre de sommets ce qui per-
met d’avoir des instances de tailles semblables pour
les versions “induit” et “partiel” des problèmes.

MCCIS
n GAC BC Clique
20 0, 9 0, 5 4, 3
25 9, 6 4, 5 26, 1
30 134, 5 61, 8 > 1000

Pour la contrainte AllDiff, nous avons testé la dif-
férence entre les versions GAC et BC, cette dernière
semblant plus rapide.

Dans le cas du MCCIS, la méthode reposant sur la
recherche de cliques dans le graphe de compatibilité
a été implémentée, en utilisant la variante de l’algo-
rithme de Bron et Kerbosh proposée par [14]. Les ré-
sultats sont moins bons que ceux obtenus par les CSP.
Il serait interessant de vérifier si des algorithmes ré-
cents de recherche de cliques ne permettraient pas de
réduire cet écart.

Le tableau suivant montre que les temps de calcul
obtenus pour le MCCIS ou le MCCS sont meilleurs
que ceux des versions non connexes, ce qui est cohé-
rent avec la combinatoire inhérente à ces problèmes.
On peut également en conclure que la méthode de fil-
trage utilisée pour la contrainte de connexité, bien que
perfectible, est déjà utilisable en l’état.

n m MCIS MCCS MCS
GAC BC GAC BC GAC BC

20 21 6, 7 4, 3 2, 69 1, 7 12, 9 8, 7
25 29 67, 1 45, 7 120, 0 104, 9 375 348

L’élimination des symétries a été testée en appli-
quant la méthode de [22] sur un seul des graphes com-
parés (celui ayant le plus grand nombre d’automor-
phismes). Malheureusement, les graphes testés pos-
sèdent pas ou peu de symétries et si les temps de cal-
culs sont meilleurs, ils ne sont pas significatifs.

Au final, on peut s’interroger sur la pertinence de la

base de données de tests, notamment du fait de l’im-
possibilité de tenir compte des étiquettes qui sont sou-
vent présentes dans des problèmes du monde réel. La
grande variabilité des résultats obtenus sur des graphes
théoriquement semblables pose également problème.

5 Conclusion

Dans cet article nous avons proposé une modéli-
sation du problème de plus grand sous graphe com-
mun dans le cadre classique de la programmation par
contraintes. Les premières expérimentations sur des
graphes aléatoires ont montré l’efficacité de cette dé-
marche sur des instances assez simples mais mérite-
raient d’être poursuivies pour en mesurer les limites.

Cela étant, il serait probablement plus intéressant
d’expérimenter ce modèle sur des problèmes réels pour
lesquels des contraintes complémentaires pourraient
être identifiées et formalisées. Il serait alors possible
de disposer d’instances de problèmes réels pour mieux
évaluer les différentes approches actuellement déve-
loppées par la communauté de la programmation par
contraintes pour résoudre les MCIS et autres MCS.
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[30] Sébastien Sorlin and Christine Solnon. A parame-
tric filtering algorithm for the graph isomorphism
problem. Constraints, 13 :518–537, 2008.

[31] Pascal Van Hentenryck and Laurent Michel.
Constraint-Based Local Search. The MIT Press,
2005.

[32] Philippe Vismara and Benôıt Valery. Finding
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