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Introduction

Contexte

Le probléeme de la plus petite superchaine (< Shortest Linear Superstring > en anglais),
noté SLS est un des problémes les plus connus d’algorithmique du texte. Sa popularité
vient de trois grandes raisons. La premiere est la simplicité de sa définition : pour un
ensemble de mots en instance, on cherche une superchaine de cet ensemble de mots, c¢’est-
a~dire un nouveau mot qui contient tous les mots de l'instance et qui soit de longueur
minimale.

La deuxieme raison est que ce probleme a de nombreuses applications. En effet, ce
probléme est intéressant en compression ot pour un ensemble de mots, on cherche a trouver
la plus petite fagon de représenter cet ensemble de mots. Une des solutions possibles est
de construire la plus courte superchaine et garder en mémoire les positions de départ des
mots de début dans cette superchaine [33, 85, 84, 37]. Une autre application connue est en
ordonnancement ot on cherche & minimiser le temps pour effectuer un nombre de taches
différentes et dans ce cas la, les taches sont modélisées par des mots et on cherche la fagon
la plus rapide pour enchainer les taches [98].

La troisieme et derniere grande raison est que ce probleme est difficile tant dans le sens
de la complexité que dans celui de la compréhension. En effet, ce probleme pose de maniere
assez naturelle de nombreuses questions pour lesquelles on peut utiliser un grand nombre
d’outils théoriques. La plus connue est celle que 1'on appelle la conjecture gloutonne qui
nous dit que I'algorithme glouton, qui est un des algorithmes sur SLS les plus simples,
a un ratio d’approximation optimal de 2, c’est-a-dire qu’il n’aura jamais de solutions de
longueur plus grande que deux fois la longueur d’une solution optimale. Cette conjecture
résume bien la difficulté du probleme SLS. En effet, cette conjecture qui a été énoncée
par Blum et al. [I1] en 1991 n’a toujours pas été prouvée presque trente ans plus tard
et plus important, le meilleur ratio d’approximation connu pour le probleme SLS est de
2+ % [67], c’est-a-dire bien supérieur a celui conjecturé sur 1’algorithme glouton.

Dans la littérature, on trouve ce que nous appelons des variantes naturelles de SLS.
Citons trois exemples. Tout d’abord, une restriction de SLS pour des mots de longueur
donnée [31], une variante nommée Reverse-SLS ot pour chaque mot, ce mot ou son renversé
doit apparaitre dans la superchaine [12], enfin une variante ou I’on cherche non plus une
superchaine, mais une plus petite couverture circulaire de mots (SCCS) [69].

Historiquement, on trouve les premiéres traces du probleme SLS en 1967 [31] et
depuis, on retrouve régulierement des papiers sur ce probleme avec comme unique sujet
I’amélioration du meilleur ratio d’approximation connu. La raison de cette course au
meilleur ratio d’approximation est que méme si ce probleme est lié a ’algorithmique du
texte, c’est dans 'algorithmique du graphe que l'on a le plus de papier sur le sujet. En
effet le probleme SLS est une application directe d’un autre probléeme sur les graphes qui

11



0 Introduction

correspond a trouver un chemin hamiltonien, c’est-a-dire qui passe une et une seule fois
par tous les sommets du graphe.

Si la question de 'approximation du probleme SLS est tres étudiée [11, 88, 18,3, 4,5, 14,
806, 44, 68, 63], peu d’articles s’intéressent & exhiber des algorithmes exacts [3, 45, 48, 36].
Plusieurs auteurs se sont consacrés a des variantes naturelles plus simples que SLS pour
lesquelles ils ont pu trouver un algorithme exact [16, 31, 32, 9, 33, 39, 89], mais l& aussi
les études d’algorithmes d’approximation sur ces variantes abondent [9, 12, 15, 16, 18, 22,
30, 40, 41, 42, 43, 49, 53, 56, 65, 67, 68, 77, 87, 88, 90].

Une autre chose étonnante est I’étude de SCCS, une variante de SLS qui ne cherche plus
la plus petite superchaine mais la plus petite couverture circulaire de mots, c¢’est-a-dire un
ensemble de mots circulaires. Ce probleme est tres important pour SLS car comme il est
moins difficile que SLS, il est souvent utilisé comme premiere étape dans les algorithmes
d’approximation de SLS. En dépit de ce lien, I’étude de SCCS se résume a un article de
1982 [69] qui donne un algorithme exact cubique. On peut alors se demander s'il existe un
algorithme exact pour SCCS qui est quadratique ou méme linéaire.

On peut se demander d’ou vient la sur-représentation d’articles traitant d’algorithmes
d’approximation par rapport a ceux consacrés aux algorithmes exacts. Une réponse se
trouve sans doute dans ’application la plus répandue du probléme SLS qui est ’assemblage
de génomes. En effet, pour le probleme de ’assemblage de génomes on dispose en entrée
d’un ensemble de parties d'un génome et on essaye de retrouver la séquence du génome
ciblé. Comme un génome est modélisé comme un texte sur un alphabet bien spécifique
(sur {A,T,C,G} dans le cas de ’ADN), l’assemblage de génomes est souvent cité comme
une application de SLS. Effectivement, Lesk [52] montre que ce probléme appliqué sur des
fragments du génome conserve les structures biologiquement importantes du génome. De
plus, Li [53] montre que la plus petite superchaine de I’ensemble des fragments du génome
est une bonne représentation du génome.

Vu la taille des données traitées pour assembler un génome, on ne peut raisonnablement
pas utiliser un algorithme exact. En effet, un algorithme quadratique serait déja clairement
trop gourmand pour des données de séquencgage a haut débit. On se tourne alors vers des
algorithmes d’approximation pour SLS en temps linéaire de facon a trouver une solution
en temps raisonnable. Malgré le lien entre l'algorithmique du texte et le probleme de
I’assemblage de génomes, il existe un énorme gap entre les algorithmes sur SLS ou ses
variantes naturelles et les algorithmes utilisés pour ’assemblage de génome. Effectivement,
les logiciels qui servent & assembler un génome utilisent des heuristiques qui ont été
testées et améliorées a 'aide de jeux de données, et qui s’éloignent des algorithmes
d’approximation connus. Une catégorie de logiciels d’assemblage effectue un parcours d’un
graphe de De Bruijn [74], c¢’est-a-dire un graphe o on a découpé les mots de départ en
k-mers. L’autre catégorie de logiciels préfere se servir d’un graphe des chevauchements,
c’est-a-dire un graphe qui recele tous les chevauchements maximaux possibles permettant
de fusionner un mot avec un autre. Chaque catégorie a ses limites : le graphe de De Bruijn
ne regarde qu'une partie de I'information fournie par I’ensemble de mots en entrée, tandis
que le graphe des chevauchements garde lui toute l'information, mais exige un espace
mémoire trop important en pratique. On peut alors se demander s’il existe un graphe
intermédiaire entre le graphe de De Bruijn et celui des chevauchements, qui permettrait
de conserver toute 'information sans étre trop gourmand en espace. En outre, la relation
entre les parcours des graphes de De Bruijn et les algorithmes d’approximation pour SLS
ou ses variantes naturelles reste a explorer.

Pour combler ce gap entre calcul de superchaine et assemblage de génomes, peut-on
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0 Introduction

prendre en compte des contraintes liées a 1’assemblage dans la définition et I’étude des
problemes de superchaines ? Par exemple, des logiciels d’assemblage comme SPAdes [7]
ou IDBA [73], qui utilisent des graphes de De Bruijn de plusieurs ordres, s’interdisent
de prendre en compte des chevauchements trop courts. Pour modéliser ce cas, on pourra
introduire une variante de SLS qui prend en entrée un ensemble de mots et un ensemble
de chevauchements interdits. Nous appellerons ces nouveaux problemes des wvariantes
d’assemblage, pour les distinguer des variantes naturelles.

En pratique, pour ’assemblage du génome, on conserve en mémoire une structure de
données d’indexation pour représenter les mots de départ. En effet, une telle structure est
souvent utilisée en amont de l’assemblage, par exemple pour corriger les séquences/mots
d’ADN. Peut-on alors réutiliser cette structure pour construire directement le graphe de
De Bruijn ou le graphe des chevauchements 7 Du point de vue théorique, peut-on exploiter
ces structures d’indexation pour améliorer la complexité d’un algorithme approximant SLS
ou une de ses variantes ?

Dans cette these, on regarde le lien entre la partie pratique de I'assemblage de génome
et la partie théorique des algorithmes d’algorithmique du texte sous trois angles différents.

Le premier angle est une étude générale des ratios d’approximation des algorithmes
gloutons pour les variantes naturelles de SLS. Effectivement, en utilisant la théorie
des matroides et plus exactement celle des systémes héréditaires, on a pu généraliser
I’algorithme glouton classique pour SLS & des variantes naturelles, connues ou nouvelles,
comme le probleme de la plus petite superchaine circulaire ou le probleme de la plus petite
couverture circulaire de mots. La théorie des systemes héréditaires, et plus exactement les
travaux de Mestre [59], nous ont permis d’obtenir, en adaptant les preuves, des bornes
pour les ratios d’approximation des algorithmes gloutons pour ces variantes naturelles.

Dans le deuxieme angle, on examine 'apport d’une structure d’indexation pour
comprendre et améliorer les différents algorithmes gloutons. Grace aux travaux de
Ukkonen [91] et de Gusfield [34], on savait que l'on pouvait utiliser une structure
d’indexation pour construire l’algorithme glouton pour le probleme de la plus petite
superchaine en temps linéaire en la norme de I'instance. On a généralisé cette construction
et montré que pour certaines variantes naturelles de SLS, on pouvait construire un graphe,
le graphe glouton, en temps linéaire en la norme de linstance, que 'on ancre dans
une structure d’indexation et qui résume l’ensemble des solutions gloutonnes pour ces
problemes.

Enfin, le troisieme angle examiné concerne la construction du graphe de De Bruijn
pour 'assemblage a partir d’une structure d’indexation. Nous montrons qu’a partir de
structures telles que I'arbre des suffixes, on peut construire efficacement ce graphe dans
sa version classique ou méme dans sa version compactée. En outre, on peut améliorer
cette construction en partant d’un arbre des suffixes tronqué, que l'on a redéfini a cette
occasion. En effet, avec cette structure tronquée, la construction du graphe de De Bruijn
devient linéaire en mémoire en la taille de ce graphe.

En ancrant le graphe de De Bruijn dans une structure d’indexation, on s’est alors rendu
compte qu’il était un cas particulier de graphe glouton. Le graphe glouton sur ’ensemble
des k-mers des mots en entrée inclut ’ensemble des chevauchements du graphe de De
Bruijn : il en découle que tous les parcours du graphe de De Bruijn sont inclus dans ceux
du graphe glouton. De plus, on peut construire ce graphe glouton de maniere linéaire en
temps et en espace en la norme de l'instance. Enfin, grace a I'algorithme glouton pour la
variante de SCCS adaptée aux parcours du graphe de De Bruijn, on a obtenu un ratio
d’approximation pour cette formulation de I’assemblage.
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En résumé, ces trois angles d’approche particuliers nous ont permis de donner un
graphe englobant celui de De Bruijn, de montrer qu’il peut étre construit en temps linéaire
en la taille de l'instance, et que la solution obtenue pour cette variante d’assemblage est
garantie par un ratio d’approximation.

Plan de la theése

La these est divisée en trois grandes parties qui correspondent en partie aux trois angles
d’approches présentés ci-dessus.

La Partie I donne les bases nécessaires a 1’étude des superchaines. Le Chapitre 1
présente les notations de base, tandis que le Chapitre 2 introduit le probleme de la plus
courte superchaine linéaire et ses principales variantes naturelles. Pour chacun de ces
problemes, on donne une définition formelle ainsi que son état de ’art. En définitive, parmi
les problemes abordés dans ce chapitre, seul le probleme de la plus petite superchaine
linéaire a été largement étudié. Notre étude détaillée vise a donner des définitions, des
propriétés et des preuves formelles de résultats souvent connus, mais malheureusement
fréquemment non prouvés et parfois utilisés a tort. Cette étude nous permettra d’appliquer
certaines propriétés du probleme SLS aux autres variantes naturelles de SLS.

La Partie II est consacrée a 1’étude de l'algorithme glouton pour certaines variantes
naturelles de SLS. Plus précisément, on étudie les ratios d’approximation optimaux de ces
algorithmes gloutons pour la variante compression de chacun de ces problemes. Dans le
Chapitre 3, on définit les variantes compression des problemes classiques de superchalnes
et on étudie le lien entre ces variantes de SLS et leurs versions compression. Ce lien nous
permet de trouver facilement des bornes pour les ratios d’approximation optimaux des
restrictions de ces problemes lorsque les mots sont de longueur fixée. Enfin, on reformule
le lien connu entre les problemes classiques des superchaines et les problemes sur les
graphes (notamment le <« Maximum Travelling Salesman Problem »). Dans le Chapitre 4,
on présente les algorithmes gloutons pour les problemes des superchaines ainsi que pour
les systemes héréditaires, et on montre comment définir les premiers en fonction des
seconds. Cette nouvelle fagcon de voir ces algorithmes gloutons facilite 1’établissement
de bornes sur leurs ratios d’approximation optimaux. Pour finir cette partie, dans le
Chapitre 5, on applique cette nouvelle méthode pour obtenir des bornes concernant les
algorithmes gloutons des variantes d’assemblage de SLS. On regarde notamment la variante
du complémentaire-renversé, la variante avec multiplicités, et celle ou 'on s’interdit un
ensemble de chevauchements.

Dans la Partie I1I nous exhibons de nouveaux algorithmes pour construire les solutions
gloutonnes de certaines variantes naturelles de SCCS en temps linéaire en la norme de
I'instance. A cette fin, on utilise des structures de données d’indexation, déja connues,
comme par exemple 'arbre d’Aho-Corasick ou 'arbre des suffixes, et d’autres nouvelles,
comme I’Aho-Corasick généralisé ou le graphe glouton. En outre, ces structures nous
permettent de construire le graphe de De Bruijn et de montrer que ’on peut généraliser
ce graphe pour mémoriser plus de chevauchements. Le Chapitre 6 commence par définir
I’arbre d’Aho-Corasick et I'arbre des suffixes, ainsi qu'une généralisation de ce dernier,
qui permet de définir un nouvel arbre des suffixes tronqué. On utilise ’arbre des suffixes
et I’arbre des suffixes tronqué pour construire le graphe de De Bruijn en temps linéaire
en la norme de l'instance, dans le Chapitre 9. Dans le Chapitre 7, on montre ensuite que
toutes ces solutions de I’algorithme glouton pour le probleme de la plus petite couverture
circulaire de mots (SCCS) sont comprises dans un graphe que l'on nomme le graphe
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glouton. A D'aide de ce graphe et de loptimalité de I’algorithme glouton pour SCCS, on
montre comment construire une solution optimale en temps linéaire. Dans le Chapitre 8,
on applique ces résultats aux algorithmes gloutons de certaines variantes d’assemblage
vues au Chapitre 5. Enfin, apres avoir montré la construction du graphe de De Bruijn a
I’aide des structures d’indexation, dans le Chapitre 9, on montre la relation entre graphe
de De Bruijn et graphe glouton.
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Chapitre 1

Notations usuelles

Dans ce premier chapitre, on va définir les notations que ’on va utiliser par la suite. On
va commencer par reprendre rapidement les définitions d’ensemble et de uplet pour pouvoir
définir ensuite les chaines et les chalnes circulaires. Ensuite, on va parler partiellement des
permutations car elles vont avoir plusieurs utilités (pour construire des superchaines, pour
définir le complémentaire renversé (ou < Reverse-Complement > en anglais), ... ). Enfin
on va aborder brievement les problemes en général et leur complexité. Ce chapitre va nous
permettre de donner les notations de base pour les chapitres suivants.

Sommaire
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1.8.2 Complexité des problemes . . . . . . . . ... ... ... ... 27

1.8.3 Variantes d’un probleme d’optimisation . . . .. ... ... ... 28

1.1 Ensemble et uplet

Un ensemble est une collection d’objets distincts. Un objet de cet ensemble est appelé
un élément de 'ensemble. Soient E un ensemble et x un objet, on note z € E, le fait que
x soit un élément de F. On dit qu’'un ensemble est fini si le nombre de ses éléments est
borné par un entier, il est infini dans I'autre cas. Soit F un ensemble fini, le cardinal de
E, noté |E|, est le nombre d’éléments de E. L’ensemble vide, noté (), est ’ensemble avec
aucun élément.

Exemple 1.1 L’ensemble des entiers positifs N est un ensemble infini, alors que

l'intervalle d’entier entre a et b avec a < b, noté {a,...,b}, est un ensemble fini de
cardinal b —a + 1.
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1.2 Chaine/Mot 1 Notations usuelles

Un sous-ensemble d'un ensemble E est un ensemble E’ tel que tous les éléments de E’
sont des éléments de E. Par convention, I’ensemble vide est un sous-ensemble de chaque
ensemble. On écrit par E' C E, le fait que E’ soit un sous-ensemble de E. Une partition
d’un ensemble E est un ensemble {F1, ..., F;} de sous-ensembles de E tel que Ule E,=F
et pour tout ¢ # j, E; N E; = (.

Exemple 1.2 IL’ensemble des entiers positifs N est un sous-ensemble de ’ensemble des
entiers relatifs Z. L'ensemble {{0},{—1,1},...,{—4,i},...} est une partition de Z.

Une relation d’ordre < sur un ensemble F est une relation qui relie deux éléments de
I’ensemble et qui vérifie les trois conditions suivantes. Pour x, y et z éléments de E :

1. x <=,
2. stz <yety<xalorsz =y,

3. six <yety < zalorsx < z. Par souci de concision, on note x < y < z les conditions
r<yety<z

Le couple (E, <) est appelé un ensemble ordonné. On pose < la relation d’ordre stricte
relative a un ordre < telle que pour deux éléments a et b de E, a < b si et seulement si
a <betas#b On dit que la relation d’ordre < sur F est totale si pour tout z, y de F,
x <youy <z Ondit alors que (E, <) est un ensemble totalement ordonné.

Exemple 1.3 Le couple (N, <) est un ensemble totalement ordonné ou < est la relation
d’ordre ”plus petite ou égale” définie sur N.

Soient (F, <) un ensemble totalement ordonné et A un sous-ensemble de E. On note
max(A) (respectivement min(A) ) 'élément a de A tel que Vo € A,z < a (respectivement
Ve e Aja<x).

Soient E un ensemble et n un entier. Un n-uplet ou n-uplet linéaire de E est une
application de {1,...,n} vers E. Pour i entre 1 et n, le caractére d'un n-uplet u a la
position i est I'image de u par 4, i.e. u(i). Pour i et j deux entiers tels que 1 <i < j < mn,
lintervalle du n-uplet u entre i et j, noté uli, j], est le (j — ¢ + 1)-uplet de E tel que :

uli,jl: {l,...,j—i+1} — F
k = u(i+k—1)

Soient u un n-uplet et ¢ un entier strictement plus petit que n. Le caracteére suivant
d’un caractere a la position i est le caractére a la position 7 + 1. On a de plus que le
caractere a la position n n’a pas de caractere suivant, c’est le dernier élément du n-uplet.

Soient u7 un ni-uplet sur E et us un no-uplet sur E. La concaténation de uq et de uo,
notée uj.usg, est le (ny + ng)-uplet sur E tel que :

U1.U9 : {1,...,n1+n2} - F
’LLQ(k) Sini+1<k<ny+ns

1.2 Chaine/Mot

Un alphabet est un ensemble totalement ordonné fini ou infini. Une chaine ou chaine
linéaire ou mot sur un alphabet > de longueur n est un n-uplet sur . La longueur d'un
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1 Notations usuelles 1.3 Comparaison entre deux mots

mot w, que 'on note |w|, est alors le nombre de caracteres du mot. Soit ¥ un alphabet,
on note ¥¥ I'ensemble des mots de longueur k sur ¥ et ¥* = [J;2, X* l'ensemble des
mots sur ¥ ot on pose XV := {¢} ol ¢ est le mot vide. L’ensemble des mots ©* est aussi
appelé langage. Pour un ensemble de mots P, la norme de P, notée ||P||, est la somme
des longueurs des mots de P, i.e.

1Pl =) Juwl.

weP

Soient w un mot sur X de longueur n et i et j, tel que 0 < i < j < n—1. La sous-chaine
entre i et j de w, notée wli, j|, est 'intervalle du n-uplet w entre i et j.

Exemple 1.4 Soient ¥ = {a,b,c} un alphabet et w; le mot sur ¥ de longueur 4 tel
que

{a,b,c}

a

111114

b
b
a

On note alors w; = wi(1)wy(2)w;(3)wy(4) = abba. Le mot we = wy(2)w(3) = bb est
la sous-chaine de w; entre les positions 2 et 3 (wy = w12, 3]).

Soit ¢ un entier plus petit ou égal que la longueur de w. Le préfize de w finissant a
la position i est la sous-chaine de w entre les positions 1 et i, i.e. w[l,i]. Le suffize de w
commencant & la position ¢ est la sous-chaine de w entre les positions i et |w|, i.e. w(i, |w]].
On dit qu'un préfixe (ou un suffixe) est propre s’il est différent du mot initial et du mot
vide €. Comme un mot de longueur n est un n-uplet, on peut utiliser la concaténation sur
les mots : soient wy et wy deux mots, la concaténation de wy et de wy est le mot wq.wo
de longueur |wy| + |ws|.

Exemple 1.5 Soient ¥ = {a,b}, w; := abba et wy := babb. On a alors que w;.wy =
abba.babb = abbababb. De plus, abb est un préfixe de w; et un suffixe de we, mais ba est
un préfixe de wo mais pas un suffixe de wi.

Pour un mot w, on pose Fact(w) comme 'ensemble des sous-chaines de w, Facty(w)
comme l'ensemble des sous-chaines de longueur k de w, Suf fize(w) comme 1’ensemble
des suffixes de w et Prefize(w) comme I'ensemble des préfixes de w.

1.3 Comparaison entre deux mots

Pour deux mots z et y, un chevauchement de x sur y est un suffixe propre de x qui est
aussi un préfixe propre de y. Un chevauchement de x sur y est dit mazimal s’il correspond
au plus long chevauchement de x sur y.

Remarque 1.6 Il est intéressant de noter que le chevauchement est asymétrique, c’est-
a~dire que si w est un chevauchement de x sur y, cela ne veut pas dire que w est un
chevauchement de y sur z (voir Exemple 1.7). Dans la littérature, on parle souvent de
chevauchement entre deux mots, ce qui suppose la symétrie de la définition et qui peut
emmener a ’erreur.
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Exemple 1.7 Soient aabb et bbaa. L’ensemble des chevauchements de aabb sur bbaa est
{bb, b} et 'ensemble des chevauchements de bbaa sur aabb est {aa,a}.

On note ov(x,y) le chevauchement maximal de = sur y. Le préfize de = sur y, noté
pr(z,y) est alors le préfixe de x restant lorsqu’on a enlevé de x le suffixe de ov(zx,y), i.e.
x = pr(x,y).ov(x,y). De méme, le suffize de x sur y, noté su(x,y) est alors le suffixe de
y qui ne correspond pas au chevauchement maximal de z sur y, i.e. y = ov(x,y).su(x,y).
Enfin, la fusion de x sur y est le mot z @ y := pr(z,y).ov(x,y).su(z,y).

Soient ¥ un alphabet et < I'ordre total sur X. L’ordre lexicographique < associé a <
est un ordre total sur 'ensemble des n-uplets ¥, tels que pour u et v deux n-uplets :

u=wv sietseulement si u(0) < v(0)ou (u(0) =v(0) et u(l,n) < v(1,n))

On peut étendre cet ordre lexicographique & I'ensemble des uplets ¥* (on ne fixe plus
la longueur). Soient u un kj-uplet et v un ky-uplet :

u=v sietseulement si u(0,l) <v(0,1) ou (u(0,1) =v(0,1) et ky < ka)

ou [ est le minimum entre ki et k.

Exemple 1.8 Soient ¥ = {a, b, c} un alphabet et w; = bababb et ws = bbaa. On a
que ov(wi,wz) = bb, pr(wi,wy) = baba, su(wi,ws) = aa et fu(w;,ws) = bababbaa.
On a de plus que wy < ws.

De plus, on peut définir un autre ordre sur ’ensemble ¥* : I'ordre de sous-chaine, noté
c . Cet ordre de sous-chaine est défini tel que, pour u et v deux mots de X* :

sub

ucv sietseulement si w est une sous-chaine de v.

sub

L’ordre lexicographique est un ordre total sur ¥*, alors que 'ordre de sous-chaine ne I’est
pas (voir Exemple 1.9).

Exemple 1.9 Soient abbba et bb. On a que bb c abbba. Soient abb et bba. Aucun de ces

sub

deux mots n’est sous-chaine de 'autre.

1.4 Uplet circulaire

Dans la section 1.5, on introduit la mnotion de chalne circulaire. Pour définir
correctement les chalnes circulaires, on va utiliser un concept mathématique de 1’algebre
qui est 'anneau Z/nZ, et plus exactement on va utiliser le groupe (Z/nZ,+,,).

Comme le sujet ici n’est pas de redéfinir I’algebre mais juste d’utiliser le concept,
on ne va pas entrer dans les détails. Pour nous, I’ensemble Z/nZ est I’ensemble des restes
possibles de la division d’un nombre par n, c¢’est-a-dire que ’ensemble Z/nZ est isomorphe
a{0,...,n—1} et donc a {1,...,n} (par Papplication x — x + 1).

L’addition ®,, sur Z/nZ est telle que pour deux éléments x et y de Z/nZ, x ®, y est
le reste de la division par n de x + y. On pose alors +,, 'addition sur {1,...,n} telle que
pour z, y € {1,...,n},

T,y = x+Y Siz+y<n
r4+y—mn Sizx+y>n
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Exemple 1.10 Soient 4 et 3 deux éléments de Z/6Z. On a alors que 4 @ 3 = 1. Pour
les deux éléments 4 et 3 de {1,...,n}, on a que 4 +63 = 1 mais que 5 @g 1 = 0 et
5461 =6.

Soient F un ensemble et n un entier. Un n-uplet circulaire est une application de
({1,...,n},+n) vers E.

De la méme fagon que pour un n-uplet, on définit le concept de caractére et d’intervalle
pour un n-uplet circulaire. Par contre, pour i entre 1 et n, le caractére suivant du caractere
a la position ¢ est le caractere a la position (i +, 1). On a donc que le caractére suivant
du caractere a la position n est le caractere a la position 1.

1.5 Chaine circulaire

Une chaine circulaire ou mot circulaire de longueur n sur un alphabet ¥ est un n-uplet
circulaire sur 2.

A partir d’un mot linéaire, on peut construire un mot circulaire de telle sorte que le
caractere suivant du dernier caractere du mot linéaire est son premier caractere : pour w
un mot linéaire sur X, on pose (w) le mot circulaire associé a w sur 3 tel que :

(wy : {1,...,n} — X
k = w(k)

Comme pour tout mot circulaire ¢ de longueur n, on peut trouver un mot linéaire w
tel que ¢ = (w), dans la suite et dans un effort de clarté, on utilisera la notation w pour
un mot linéaire et (w) pour un mot circulaire.

De la méme facon que I'on passe d’un mot linéaire a un mot circulaire, on peut passer
d’un mot circulaire & un ensemble de mots linéaires. Soient (w) un mot circulaire de taille
n et i un entier entre 1 et n. La représentation linéaire de (w) commengant & la position
i, notée lin;((w)), est telle que :

lin;((w)) : {l,...,n} — X
k = (w)(k 45 1)

Soient wj et wy deux mots sur X. On dit que wy est un décalage circulaire de wy s’il
existe j entre 1 et n tel que wo = linj((w1)). En posant Lin((w)) = {lin;((w)) | 0 < i <
n—1}, on a que pour tout j entre 1 et n, Lin({(w)) = Lin((lin;({(w)))). De maniere générale,
on dit que deux mots circulaires (w1) et (wg) sont égauz si Lin({wy)) = Lin((ws)).

Remarque 1.11  On peut partitionner ’ensemble des mots linéaires ¥* en prenant
comme relation d’équivalence le fait qu'un mot est le décalage circulaire d’un autre.
On a alors que les classes d’équivalence sont de la forme Lin({w)) ou (w) est un mot
circulaire. Parmi tous les représentants de ces classes d’équivalence, le mot de Lyndon [55]
en est le plus connu. Le mot de Lyndon est le mot le plus petit au sens de 'ordre
lexicographique parmi tous ses décalés circulaires. Le mot de Lyndon de Lin({w)) est
alors min(Lin({(w))). L’utilisation des mots de Lyndon a notamment été utilisée par
Mucha [63] pour améliorer la borne d’approximation d’algorithmes pour le probleme de
la plus petite superchaine.
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Exemple 1.12 Soit (w) = (abbbab) un mot circulaire (voir figure 1.1). On a que
Lin({abbbab)) = {abbbab, bbbaba, bbabab, bababb, ababbb, babbba}, bbabab est un décalage
circulaire de abbbab et que (abbbab) et (bbabab) sont égaux.

b a
\ V4
4 5
b <« 3(abbbab)6 — b
2 1
;N
b a

FIGURE 1.1 — Exemple de mot circulaire : (abbbab). Le caracteére suivant de b a la position
6 est le a a la position 1. Pour trouver le caractere suivant, il faut regarder le prochain
dans le sens des aiguilles d'une montre.

On peut généraliser 'ordre de sous-chaine des chaines linéaires au cas des chaines
circulaires. Pour un mot linéaire w; et un mot circulaire (w.), on a

wy  (we) si et seulement si il existe j entre 1 et |[(w,)]

sub

tel que wy c (lin;((we)))>,
sub

oun w™® = w.w. ...

Exemple 1.13 Soient abaabaab un mot linéaire et (baa) un mot circulaire. On a alors
que abaabaab c (baa) car abaabaab c baabaabaabaa = (baa)* c (baa)™.

sub sub sub

1.6 Permutation

Une permutation d’un ensemble fini £ est une bijection de F sur lui-méme. Une
permutation de {1, ...,n} peut étre alors vue comme un n-uplet de {1,...,n} qui a comme
image {1,...,n} (tous les éléments de {1,...,n} sont vus). En effet, une application
surjective entre deux ensembles finis de mémes cardinaux est une bijection. Soit ¢ une
permutation de E. On note o = (e1,...,e|g) ol pour tout i entre 1 et |E|, o(i) = e; et
E={e,...,eg}

Soit ¢ une permutation d’un ensemble fini £. Un successeur d’un élément x de F par o
est un autre élément y de E tel qu'il existe un entier & tel que y = o*(z), ot o' () = o(2)
et oF(z) = 0F (o(2)) (on a alors que oF =go...00).

k fois

Pour un élément = de E, on pose Succy(x) ensemble des successeurs de x par 0. On
a alors que pour tout y € Succ,(x), Succy(x) = Sucey(y).

La partition induite par une permutation o de FE, notée Part,, est une partition
{E1,...,Ep} telle que pour tout i entre 1 et p et tout = de E;, on ait Succ,(z) = E;.

On dit qu’'une permutation o de FE est circulaire si le cardinal de Part, est égal
a 1. Soit 0. une permutation circulaire de E, on note o, = (1 — ... — ex) ou
Part,, = {{e1,...,e;g }}, pour tout i entre 1 et |E, oc(e;) = eir y1 et B = {e1,...,eg}
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Exemple 1.14 Soit 01 = (3,1,2,4) une permutation de {1,...,4}. On a alors
or: {1,...,4} — {1,...,4}

1 =3

2 — 1

3 = 2

4 = 4
On a Part,, = {{1,2,3},{4}}. Pour 09 = (2,4, 1,3), la permutation o9 est circulaire et
on peut Iécrire o9 = (1 — 2 — 4 — 3).

Soit o une permutation de E. On peut alors décomposer ¢ en permutations circulaires :
o =01...0p 0l

Parto_ = {{6%, A ,67111}, cee {eﬁj; .. -1657,;;}}7

telle que {{e1},...,{e},},....{eh,}} = E et pour tout i entre 1 et p, o; est la permutation
circulaire telle que

Party, = {{et, ..., ef“}}
et pour tout x de {e},... el }, oi(z) = o(x).
Cette décomposition est unique et est appelée la décomposition en permutations
circulaires de o.

Exemple 1.15 La décomposition en permutations circulaires de (1, 3,4,0,2,5) est
(1,3,4,0,2,5) = (0 = 1 — 3)(2 — 4)(5).

L’ordre d’une permutation o de E, noté ordre(c) est le plus petit entier k tel que

0% =id ol idg est la permutation identité de E (pour tout z € E, id(x) = x).

Remarque 1.16 Attention I'ordre d’une permutation n’est pas forcément le cardinal
de l'ensemble de la partition induite par o qui a le plus d’éléments, i.e ordre(o) #
max({|E;| | Ei € Parts}) (voir Exemple 1.17).

Exemple 1.17 Soit ¢ = (2,3,1,5,4) = (1 — 2 — 3)(4 — 5), on a alors Part, =
{{1,2,3},{4,5}}. L’ordre de o est 6 :

= (3,1,2,4,5) = (1 > 3 — 2)(4)(5)
1,2,3,5,4) = (1)(2)(3)(4 — 5)

,3,1,4,5) =
3,1,2,5,4) =
1,2,3,4,5

—2—=3)(4)(5)
—3—2)4—5)
(2

1)(2)(3)(4)(5) = idy,...5-

—_ =

O'
0'
—0'
O'
(T

= (1,
= (2
= (
= (1,

— — — ~—

= (
(
(
= (

1.7 Fonctions sur les mots
Dans la sous-section 5.1.3, on va parler du probleme de recherche de la plus petite

superchaine appliqué au complémentaire renversé et dans la section 6.1, on va utiliser
I’ensemble des mots renversés d’un ensemble de mots. Dans cette section, on va donner
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une généralisation du complémentaire renversé et du renversé, ce qui va nous permettre
de définir les notations correspondantes.

Soient ¥ un alphabet fini et P un ensemble de mots de ¥*. Pour une permutation ¢
d’ordre au plus 2 de X (pour tout z de ¥, ¢?(z) = z), on définit 'application Ew de X*

vers X* telle que

UL U’ = () - . o(uy)

On obtient alors cette propriété importante :

Proposition 1.18 Soient u et v deux mots linéaires. On a alors que ov(%‘p, %w) =
©

ov(v,u) .

Preuve Soient z et y deux mots de ¥*. On a que ‘zy” = Y?Z?. On peut

<P:

décomposer “u¥ = pr(u,v)ov(u, v)‘p = ‘ov(u, v): pr(u, v)‘p et v \ov(u, v)su(u, v)gp =

su(u,v)w ov(u,v)ga. Alors on a que ov(u,v) est une sous-chaine de ov(v?, u?).
Comme

Sop
lov(u,v)(pl = |ov(u,v)|, ov(0%, W) > |ov(u,v)|. Comme w¥ = wu, |ov(u,v)| =
lov(0%, )| et alors ov(u,v) = ov(v¥, W). [

Cette notation généralise les deux concepts de renversé et de complémentaire renversé
et permet de définir formellement ces applications.

— Pour 'application identité idy, sur I’alphabet ¥ et un mot w, on pose w™! = W,

— Pour la permutation ¢ d’ordre 2 de {A,T,C,G} telle que c(A) = T, ¢(T) = A,
¢(C) =G et ¢(G) = C et un mot w, on pose W = W

1.8 Complexité

Dans cette partie, on va faire quelques rappels sur la complexité, sans trop entrer dans
les détails. Pour plus d’informations, on pourra se référer a [20].

1.8.1 Définitions sur les problemes

Sans entrer trop dans les détails, un probléme est une question que l'on essaye de
résoudre relativement a une entrée. On dit qu’un probleme est de décision si la réponse
est oui ou non. Un probléme d’optimisation est un probleme ou on cherche une solution
qui minimise ou maximise une mesure.

Exemple 1.19 Le probleme pour un ensemble de mots P de trouver une sous-chaine
commune a tous les mots de P est un probléme en informatique théorique. Le probleme
qui demande de trouver la plus petite sous-chaine commune a un ensemble de mots est
un probleme d’optimisation. Enfin le probleme qui pour un ensemble de mots P et un
entier k cherche a savoir s’il existe une sous-chaine de longueur plus grande ou égale a
k commune a tous les mots de P est un probléeme de décision. Pour tous ces problemes,
I’entrée est identique, c’est un ensemble de mots.

Un algorithme sur un probleme P donne une réponse a la question du probleme P.
Cette réponse peut correspondre a la solution attendue par le probleme alors on dit que
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cet algorithme est ezact. Dans certain cas, par exemple pour un probleme d’optimisation
qui maximise, si un algorithme nous donne une solution qui n’est pas la plus optimale
des solutions mais une solution qui n’est pas si éloigné, on peut s’en contenter. On va
alors chercher a savoir a quel point cet algorithme nous donne des solutions éloignées de la
solution la plus optimale. Dans le cas d’un probleme d’optimisation P, la solution attendue
de ce probleme est appelée solution optimale de P. On note alors OPTp(Z) I’ensemble des
solutions optimales du probleme P pour l’entrée Z. On note de plus SOLp(Z) ’ensemble
des solutions pas forcément optimales du probleme P pour 'entrée Z. On a alors de maniere
immédiate que OPTp(Z) € SOLp(Z). Pour un algorithme A sur P, on pose SOL4(Z),
I’ensemble des solutions générées par I'algorithme A. On a alors de maniere immédiate
que SOLA(Z) € SOLp(Z). On a de plus que si un algorithme A est exact sur P, on a
alors que SOL A(Z) € OPTp(Z). Enfin, on dit qu'un algorithme A sur un probleme P est
déterministe si pour toute entrée Z de P, [SOLA(Z)| = 1.

Soient P un probléeme d’optimisation et A un algorithme sur P. On peut définir ce
qu’est un ratio d’approximation et ce qu’est un ratio d’approximation optimal (la définition
va dépendre de la nature de P : maximisation ou minimisation).

— Si P est un probléeme de minimisation, un ratio d’approximation o de A est un réel
tel que
lwal < a x |wop

pour toute solution w4 de I'algorithme A et pour toute solution optimale w,,; de
P ou |.| est la mesure qu’on minimise dans P. Un ratio d’approximation « de A est
optimal si pour tout ratio d’approximation o de A, on a que a < o'.

— Si P est un probleme de maximisation, un ratio d’approximation 3 de A est un réel
tel que

|wA| > B x |wopt|

pour toute solution w4 de I'algorithme A et pour toute solution optimale w,,; de
P ot |.| est la mesure qu’on maximise dans P. Le ratio d’approximation 3 de A est
optimal si pour tout ratio d’approximation 3’ de A, on a que 8 > 3.

Remarque 1.20 Dans le cas d’'un probleme d’optimisation de maximisation ou de
minimisation, plus le ratio d’approximation optimal d’un algorithme est proche de 1
plus les solutions de I'algorithme sont considérées comme « meilleures >, i.e. en taille
proche de la taille d’une solution optimale. Si le ratio d’approximation optimal d’un
algorithme est de 1, alors cet algorithme est exact.

1.8.2 Complexité des problémes

Pour un algorithme A sur un probleme P, la complexité de A va correspondre a son
temps de calcul en fonction de la taille de 'entrée et de la solution (la complexité peut
aussi dépendre de parametres structurels comme pour les algorithmes FPT). Par exemple,
on dit qu’'un algorithme est polynomial si son temps de calcul est en O(P(n + m)) ou n
est la taille de l’entrée, m est la taille de la solution et P(X) est un polynéme en X.

Il existe alors des classes de problemes qui correspondent a leurs difficultés (voir
Figure 1.2).

— Le plus simple est I’ensemble P qui correspond a ’ensemble des problemes ayant un
algorithme polynomial qui résout le probleme.
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— L’ensemble NP est I’ensemble des problemes ot on peut vérifier en temps polynomial
qu’une solution résout bien le probleme.

— L’ensemble NP-Difficile est ’ensemble des problemes tels que si on trouve un
algorithme polynomial pour ce probleme, on peut produire un algorithme polynomial
pour I’ensemble des problemes de NP.

— L’ensemble NP-complet est I’ensemble des problemes de décision de NP qui sont
aussi dans NP-Difficile.

— L’ensemble APX est I'ensemble des problemes d’optimisation qui sont dans NP
et tels que pour chaque probleme d’optimisation il existe un algorithme polynomial
avec un ratio d’approximation constant pour ce probleme.

— L’ensemble APX-Difficile (voir aussi Max-SNP-Difficile [70]) est 'ensemble des

problemes d’optimisation de APX qui n’admettent pas un ratio aussi proche que
I'on veut de 1.

NP-complet
NP-Difficile

FiGure 1.2 — Diagramme d’Euler des classes de complexité P, NP, NP-complet et
NP-Difficile.

1.8.3 Variantes d’un probléeme d’optimisation

A un probleme d’optimisation, on peut lui associer différentes variantes. Soit P un
probleme d’optimisation. On peut alors définir un probleme P; de décision qui correspond
a ce probleme. Avant cela, définissons le probléme d’optimisation sur la longueur de la
sortie relatif a P que 'on va noter P;.

Le probleme P; va étre pour une entrée de P de trouver la taille des solutions optimales
de P. Il est clair que le probleme P; est un probleme d’optimisation de méme nature que
P, i.e. si P est un probléme de maximisation (respectivement de minimisation), P; est un
probléme de maximisation (respectivement de minimisation). De plus, si on sait résoudre
P, on sait alors résoudre P;.

On va alors définir P, en fonction de la nature de P et de P;.

— Si P et P; sont des problemes de maximisation, le probleme Py est alors de savoir
pour une entrée de P et un entier k, s’il existe une solution de P de taille plus grande
ou égale a k.

— Si P et P; sont des problemes de minimisation, le probleme P, est alors de savoir
pour une entrée de P et un entier k, s’il existe une solution de P de taille plus petite
ou égale a k.

On a alors que les problemes P; et Py sont de méme complexité. En effet, une liste
d’un ensemble borné de solutions de P; nous donne la solution de P; et inversement. On
a alors la proposition suivante :
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Proposition 1.21 Soit P un probleme d’optimisation tel que Py est NP-complet.
On a alors que P est NP-Difficile.

Enfin, on va donner une derniere variante d’un probleme d’optimisation P, la version
compression que l'on va noter P,.

— Si P est un probleme de maximisation, P, est le probleme qui va chercher pour une
entrée Z de P a trouver une solution O de P qui minimise la différence entre la taille
de 7 et la taille de O.

— Si P est un probleme de minimisation, P, est le probleme qui va chercher pour une
entrée Z de P a trouver une solution O de P qui maximise la différence entre la taille
de 7 et la taille de O.

On a alors que les problemes P et P. ont la méme complexité. En effet, ’ensemble des
solutions optimales de P est exactement I’ensemble de solutions optimales de P.. Cette
variante va étre surtout appliquée sur des problemes de superchaines dans cette these (voir
chapitre 3) mais peut étre appliquée sur tout probleme d’optimisation.

Remarque 1.22 Meéme s’il est aussi difficile de résoudre P que P., en terme
d’approximation, les deux problemes ne sont pas forcément comparables de maniere
immeédiate (voir section 3.2).
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Chapitre 2

Problemes de superchaines

Dans ce chapitre, on va s’intéresser a un probleme phare de l'algorithmique du
texte, le probleme de la plus petite superchaine. Ce probleme a un long historique : on
trouve déja des traces de ce probleme dans un article de Shapiro d’octobre 1967 [81]
et ce probleme est encore tres étudié : Paluch donne en 2014 [67] un algorithme
d’approximation pour ce probleme avec un meilleur ratio d’approximation optimal par
rapport & ceux existant [11, 83, 18, 3, 4, 5, 14, 86, 44, 68, 63]. Le probleme de la plus
petite superchaine a plusieurs applications, notamment en compression [33, 85, 84, 37], en
assemblage [82, 71, 52, 53, 75, 94, 21] et en ordonnancement [98]. On va de plus s’intéresser
et présenter ici des variantes naturelles du probleme de la plus petite superchaine : des
problemes qui ont été peu étudiée comme par exemple le probleme de la plus petite
couverture circulaire de mots et des problemes pas du tout étudiée comme par exemple
le probleme de la plus petite superchaine circulaire. L’apport de ce chapitre n’est pas
dans les propositions données, car elles sont souvent connues et admises mais dans leurs
formalismes et leurs preuves. En effet, par exemple la restriction a des solutions factor-
free ou a des solutions issues d’une permutation n’est pas forcément expliquée dans la
littérature et peut entrainer a des confusions et a des erreurs.

Sommaire
2.1 Superchaine linéaire . . . . . . . . ... . 000000l e 32
2.1.1 Définition du probleme SLS . . . . . . . . . ... ... ... .. 32
2.1.2  Superchaine générée par une permutation . . . . . . .. ... .. 34
2.1.3 Etatdelart . ... ... .. .. ... .. ... 37
2.2 Superchaine circulaire. . . . . . .. ... 00000000l 39
2.2.1 Définition du probleme SCS . . . . . . . . . . ... ... ... .. 39
2.2.2  Liens entre les solutions optimales de SLS et SCS . . . ... .. 41
2.2.3 Complexité de SCS . . . . . . . . . ... 43
2.3 Couverture circulairedemots . . . . . ... ... ... 0. 45
2.3.1 Définition du probleme SCCS . . . . . . ... .. ... ... ... 45
2.3.2 Lien entre les solutions optimales de SCCS et SCS et SLS . . . . 47
2.4 Couvertures linéaire et mixte demots . . . . . ... .. ... .. 49
2.4.1 Couverture linéaire demots . . . . . . .. ... ... ....... 49
2.4.2  Couverture mixte de mots . . . . . . . .. ... 51
2.5 Graphe des préfixes et liens avec les superchaines . . . . . . .. 53
2.5.1 Notation sur les graphes . . . . . . . .. .. ... L. 54
2.5.2  Problemes sur les graphes . . . . . ... .00 56



2.1 Superchaine linéaire 2 Problemes de superchaines

2.5.3 Graphe des préfixes . . . . .. ... oo 58
2.5.4 Liens entre le graphe des préfixes et SLS . . . . . .. ... L. 60
2.5.5 Liens entre le graphe des préfixeset SCS. . . . . .. .. ... .. 62
2.5.6  Liens entre le graphe des préfixes et SCCS . . . . .. .. ... .. 63

2.1 Superchaine linéaire

Dans cette premiere section, on va définir le probleme de la plus petite superchaine et
on va replacer ce probleme dans I’état de I'art actuel. On va de plus reprendre et expliquer
les travaux de Ukkonen [91] et de Vassilevska [93] qui combinés permettent de redéfinir le
probleme classique en limitant ’ensemble des solutions envisageables. Ce probleme est un
bon probléme pour définir I’assemblage de génomes [29, 72, 17].

2.1.1 Définition du probleme SLS

Soit P un ensemble de mots. Une superchaine de P est un mot w tel que tout mot s
de P est une sous-chaine de w, i.e. s cw. Une superchaine de P peut étre aussi appelée

une superchaine linéaire de P. On fsgt cette distinction car on verra par la suite des
superchaines circulaires.

On peut alors définir le probleme classique de la plus petite superchaine linéaire. Pour
garder le nom que ce probleme a dans la littérature, on va l'appeler Shortest Linear
Superstring (SLS). Il peut aussi étre trouvé sous le nom de Shortest Superstring Problem
(SSP) ou Shortest Common Superstring (SCS), mais on gardera le nom et la définition
suivante pour ce probleme.

Problemme 2.1 Shortest Linear Superstring (SLS) (voir Figure 2.1) Soit P
un ensemble de mots, on cherche une superchaine linéaire de P qui soit de longueur
minimale.

{11
|

FIGURE 2.1 — Schéma du probleme SLS. Les rectangles de couleurs représentent les mots
de l'instance et le rectangle noir correspond a une superchaine de 'instance.

Exemple 2.2 Soit P = {ab,bc,db} un ensemble de mots. beabdb, abedb et abdbe sont
des exemples de superchaines de P.
b ¢ a b d b a

b a b
b ¢ d b a b
b

d
d

S o

d
d

S o o
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De plus, abedb et abdbe sont toutes les deux optimales pour le probleme SLS, c’est-
a-dire qu’on ne peut pas trouver de superchaines de P strictement plus petites.

Comme on peut le voir dans Exemple 2.2, il peut exister plusieurs solutions optimales
au probleme SLS. Il en sera de méme pour les autres problemes liés aux superchaines. On
parlera alors d’une des plus petites superchaines d’une instance et non de la plus petite
superchaine.

On dit qu’un ensemble de mots P est factor-free si aucun mot de P n’est sous-chaine
d’un autre mot de P. Soit P un ensemble de mots. On peut alors rendre cet ensemble factor-
free en supprimant les mots les plus petits : on pose Factor-free(P), le sous-ensemble P’
de P tel que P’ soit factor-free et s’il existe z et y deux mots de P tels que x cy alors x

n’appartient pas a P’.

A partir d’un ensemble P, construire l’ensemble Factor-free(P) peut étre fait en
un temps linéaire en ||P||. On peut retrouver ce résultat dans Ukkonen [91]. L’idée
de Talgorithme est d’utiliser l'arbre des suffixes et l'arbre des liens suffixes de P
(voir Chapitre 6.2). On a alors que Factor-free(P) est exactement l'intersection entre
Iensemble des feuilles de 'arbre des suffixes de P et ’ensemble des feuilles dans I’arbre
des liens suffixes de P (voir Figure 2.2).

Exemple 2.3 Soit P := {abba,bba,ba,ab,aab,bbab, abb,bab}. On a alors Factor-
free(P)
= {abba, aab, bbab}. En effet on a : bba c abba, ba c abba, ab c aab, bab c bbab et abb c abba.

sub sub sub sub sub

‘Z:/Q\é

- /@/Q\ é
ba ba -
E ‘ijf Tga
|[bba| [aab| [bab| [abb]

o o

(a) Arbre des suffixes de P (b) Arbre des liens suffixes de
P

FIGURE 2.2 — Arbre des suffixes et arbre des liens suffixes pour I’ensemble de mots
P = {abba, bba,ba, ab, aab, bbab, abb, bab}. Les noeuds en vert sont les nceuds de Factor-
free(P) et les noeuds en rouge sont les noeuds de P\ Factor-free(P). En effet, les seuls
mots de P qui sont des feuilles dans I’arbre des suffixes et dans I'arbre des liens suffixes
de P sont abba, aab et bbab.

On a de plus une équivalence entre les solutions optimales pour SLS de P et de Factor-
free(P) :

Proposition 2.4 Soit w un mot. On a alors que w est une superchaine de P si et
seulement si w est une superchaine de Factor-free(P).
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Preuve Soient x et y deux mots de P tels que x c y, si y est sous-chaine d’un mot w,
sub

i.e. y cw. Comme c est une relation d’ordre, on a que x c w. |

sub sub sub

En appliquant la proposition 2.4, on a alors qu'une des plus petites superchaines
de P et aussi une des plus petites superchaines de Factor-free(P) et inversement, i.e.
OPTs s(P) = OPTs s(Factor-free(P)). Comme on peut construire linéairement en || P||
I'ensemble Factor-free(P), dans la suite de cette section, on va prendre directement un
ensemble de mots P = {s1,...,s,} qui est factor-free.

En général, par la suite quand on parlera du probleme SLS, on prendra comme entrée
une ensemble P qui sera factor-free. Fn effet si on trouve un algorithme au moins linéaire
pour SLS pour un ensemble factor-free, on pourra faire de méme pour un ensemble qui
n’est pas factor-free. Ce qu’on peut expliciter formellement de la maniere suivante :

Proposition 2.5 Soit A un algorithme pour SLS avec un ratio d’approximation de «
qui est en temps O(f(P)) avec f(P) > ||P||. Soit un ensemble de mots P’ qui n’est pas
factor-free, en construisant Factor-free(P’) et en appliquant A sur Factor-free(P’), on
obtient un algorithme A’ avec un ratio de o qui est en temps O(f(P’)).

Remarque 2.6 1l existe des algorithmes paralleles qui sont polylogarithmiques sur un
nombre polynomial de machines en parallele [18]. Pour ces algorithmes, on ne peut pas
appliquer la proposition 2.5 car Log"(||P||) < ||P|]-

2.1.2 Superchaine générée par une permutation

Soient z et y deux mots linéaires. On pose Occ(x,y) = {i € {1,...,|y| — |z| + 1} |
yli,i+ |z| — 1] = x}, i.e. Pensemble des positions des occurrences de = dans y. Il est facile
de voir que si |y| < |z|, alors {1,..., |y| — |z| + 1} est forcément vide et donc Occ(x,y) = 0.

Soient w une superchaine de P et s; et s; deux mots différents de P. Comme P est un
ensemble factor-free, on a que Occ(s;, w) N Occ(sj,w) = . En effet, dans une superchaine
w, chaque mot de P apparait a une position différente, sinon le plus petit serait un préfixe
du plus grand, ce qui est impossible car P est factor-free.

Remarque 2.7 En regardant d’'un peu plus pres, pour une position k; de s; dans w,
sj ne peut pas apparaitre dans w a la position k; ni entre k; + 1 et k; + |pr(s;, s;)| — 1.
On peut résumer cela par :

Occ(sj,w)ﬂ( U {Kis- o ki 4 [pr(sisg)| = 13) =0

ki€Occ(s;,w)

On a de plus que pr(s;, sj) # € et donc |pr(s;,s;)| > 1.

Exemple 2.8 Soient w = ababaababbaa, s1 = bab et sy = baa. On a alors Occ(s1,w) =
{2,7} et Oce(sg, w) = {4,10}. D’apres la remarque 2.7, on a bien que

Oce(st,w) (1 |J  {kioo ki +lpr(ss2)l = 1}) = {4,10}1{2,3,7,8}
k1€0cc(s1,w)

= 0
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On va maintenant utiliser une permutation pour créer une superchaine d’un ensemble
de mots. Soient P un ensemble de mots factor-free de cardinal n (n = |P|) et o une
permutation de {1,...,n}. Comme P est factor-free, tous les mots de P sont différents les
uns des autres, et on peut donc en utilisant ’ordre lexicographique classer les éléments de
P ={s1,...,s,} de telle sorte que pour tout 7 entre 1 et n — 1, s; < s;41.

Remarque 2.9 Le fait d’ajouter un ordre, permet de donner une numérotation unique
des mots de P.

On a alors la définition suivante :

Définition 2.10 La superchaine générée par la permutation o (voir Figure 2.3), notée
Pi(0), est telle que :

Pi(0) = pr(851), S0(2))- - - - P (86(n—1)> So(n))-So(n)-

On a alors que Pj(o) correspond a la superchaine ot apparait en premier lieu une
occurrence de Sy(1) puis une occurrence de s,(9) et ainsi de suite jusqu'a sy(,). Pour
construire cette superchaine, on commence par prendre le plus petit préfixe de s, (1) que I'on
ne retrouve pas dans s, (), ce qui est exactement pr(sq(1), S4(2)). On réitere en concaténant
ala fin les pr(sq (), So(i+1)) jusqu’a arriver a s,(,y. Enfin, on concatene a la fin s4(,) pour
que Sy, s0it une sous-chaine de P;(o).

Remarque 2.11 La définition que I'on donne de Pj(0) n’est pas unique, en effet on
peut définir aussi Pj(0) comme :

B(U) - 80(1)'Su(80(1)7 SU(?)) """ su(sa(n—l)a sa(n))'

P = {aab, abaa, ababb,abba} et (4,3,1,2) =0y

!

abba ababb aab abaa
4 3 i 1 2
pr(4,3) . pr(3,1) . pr(1,2) . abaa
'
Po1) = abb - ababb - a . abaa

FIGURE 2.3 — Exemple de superchaine générée par la permutation o1 = (4,3,1,2) sur
I'ensemble de mots P = {aab, abaa, ababb, abba}. On a alors Pj(o1) = abbababbaabaa.

On note alors PSLS(P) ’ensemble des superchaines générées par des permutations de
{1,...,n}, i.e. PSLS(P) = {P/(0) | 0 une permutation sur {1,...,n}}. On a alors une
propriété fondamentale que chaque solution optimale de SLS est une superchaine générée
par une permutation, ce qui, traduit, donne la proposition suivante et la Figure 2.4 :
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PSLS

SOLsrs

FIGURE 2.4 — Diagramme d’Euler du lien entre OPTsrg(P), PSLS(P) et SOLgrs(P) et
cela pour tout ensemble de mots P.

I Proposition 2.12 Soit P un ensemble factor-free. OPTs s(P) C PSLS(P).

Donc, pour chaque solution optimale w,,; de SLS de P, il existe une permutation
o de {1,...,n} telle que Pj(0) = wep. Mais attention, comme dans l'exemple 2.13,
cette permutation n’est pas forcément unique, en effet il peut exister deux permutations
qui génerent la méme solution optimale. De plus, toute superchaine générée par
une permutation n’est pas forcément optimale, i.e. PSLS(P) # OPITs s(P) (voir
Exemple 2.13).

Exemple 2.13  Soient P = {aba,bad,baf,cab,eab}, o1 = (4,1,2,5,3), o9

(4,2,5,1,3) et 03 = (1,2,3,4,5). On a alors Pj(01) = c.a.bad.eca.baf = cabadeaba f
OPTsrs(P), Pi(o2) = cabad.e.a.baf = cabadeabaf € OPTsps(P) et Pi(o3)

a.bad.ba f.cab.eab = abadba fcabeab ¢ OPTgrs(P).

[l m

On peut méme en dire un peu plus que la proposition 2.12. Soit w une superchaine de

P. On va décomposer w en mot de P. Soient i = (i1, ...,i,) un n-uplet tel que pour tout
je{l,...,n}, ij € Occ(sj,w) et o; la permutation de {1,...,n} telle que pour tout j, k
de {1,...,n}, 0i(j) < 0i(k) si et seulement si i; < ;. On a alors la proposition suivante :

I Proposition 2.14 |P)(0;)| < |w|.

La proposition 2.14 nous dit alors que Pj(o) est la plus petite superchaine
correspondant & ’ordre des mots o. En effet, pour chaque superchaine w de P, il existe au
moins un élément w; de PSLS(P) tel que les mots apparaissent dans le méme ordre dans
w que dans w;, et de plus on a que w; est plus petit en taille que w. Comme pour chaque
n-ulpet, on a une unique permutation o;, le nombre d’éléments w; de PSLS(P) tels que
les mots apparaissent dans le méme ordre dans w que dans w; est Iljcqy 1 |Oce(s;, w)|.

Grace a la proposition 2.12, on peut alors redéfinir le probleme SLS :

Problemme 2.15 Shortest Linear Superstring (SLS) wversion 2 Soit P un
ensemble de mots factor-free. On cherche une superchaine linéaire de P de longueur

minimale et générée par une permutation de {1,...,|P|}.

En effet, cette nouvelle définition du probleme donne un probleme équivalent au
probleme classique parce que OPTs s(P)N PSLS(P) = OPTs s(P).
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Remarque 2.16 Hormis Vassilevska [93] qui explicite le probleme 2.15, beaucoup
d’articles explicitent le probleme 2.1 mais utilisent en réalité le probleme 2.15. Or
pour utiliser la version du probleme 2.15, on a besoin d’avoir en entrée un ensemble
de mots factor-free, ce qui n’est pas forcément expliqué. De plus, de par la définition du
probleme 2.15, on a que le nombre de superchaines a envisager est fini ce qui n’est pas
vrai dans la définition classique du probleme SLS (probléeme 2.1).

Grace a cette nouvelle définition du probleme SLS, on a quelques propriétés simples :

Proposition 2.17 Soit P un ensemble de mots factor-free de cardinal n.
1. 1< ‘OPTSLs(P)’ <n!
2. Pour weps € OPTs1s(P), |P| 4+ maz({|w| | w € P}) —1 < |wope| < || P]].

Le 2. de la proposition 2.17 vient du fait que dans wep; chaque s; apporte au moins
une lettre et que wyy: contient en outre au moins le mot le plus long de P. Comme on peut
le voir sur 'exemple 2.18, les bornes données par la proposition 2.17 sont atteintes pour
certains ensembles de mots (dans certains cas les bornes peuvent méme se rejoindre).

Exemple 2.18 Soit ¥ = {ay,...,as} un alphabet.
— Soit P = {aja2,a2as,...,ar—1as}. Alors OPTgrs(Py) = {ajas...as} et
larag . ..ap| =€ =|P1| + mazx({Jw| | w € Pi}) — 1.

— Soit Py = {ay,...,ap}. Alors |OPTsps(P)| = 0! et
|P2| + maz({Jw| | w e P2}) — 1 =||P]| = L.

2.1.3 Etat de ’art

Dans cette sous-section, on va parler un peu plus en détail du probleme SLS dans la
littérature. On pourra se référer & [27] pour plus de détails. On va commencer par parler
de la complexité du probleme et ensuite des algorithmes d’approximation pour SLS.

Le probleme SLS est associé au probleme de décision SLS :

Problemme 2.19 SLS; Soient P un ensemble de mots et k un entier. Existe-t-il une
superchaine de P qui a une taille inférieure ou égale a k7?7

Le probleme SLS; a été montré comme NP-complet par Maier et al. [57]. Cette
premiere preuve a été faite a l'aide d’une réduction polynomiale & partir du probleme de
couverture par sommets. Maier et al. montrent que le probleme SLS,; est NP-complet
meéme si les mots sont de longueurs 8 ou plus. Il y eut ensuite d’autres preuves de la NP-
complétude du probleme SLS,; pour des restrictions d’ensemble de mots plus petits ou sur
un alphabet restreint [25, 89, 60, 61, 10]. On a de plus que le probleme SLS, est difficile a
approximer (APX-Difficile) [65] et [11] grace a [6].

Le probleme SLS,; est équivalent a trouver la taille de la plus petite superchaine de P,
en effet si on connalit sa taille, pour tous les k plus grands ou égaux & cette taille, SLS,
donnera une réponse positive et dans les autres cas, une réponse négative. De 'autre coté,
en trouvant un k tel que SLS,; donne une réponse positive pour k et une réponse négative
pour k — 1, k est alors la taille de la plus petite superchaine de P. Comme en trouvant
une des plus petites superchaines pour SLS, on peut calculer sa taille linéairement en la
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FIGURE 2.5 — Frise chronologique des bornes d’approximations constantes (en bleu),

d’inapproximations constantes (en rouge) et de la conjecture du greedy (en vert) de SLS.

taille de I'instance le k qui résout SLS4, on connait donc aussi la taille de la plus petite
superchailne de P. On a donc que SLS est aussi difficile que SLS.

Le probléme SLS est tres étudié et depuis les années 1990, régulierement une nouvelle
borne d’approximation pour SLS est trouvée (voir Figure 2.5). Actuellement la meilleure
a été donnée par Paluch et est de 2 + % [67]. L’algorithme utilisé par Paluch peut étre
décrit de la facon suivante :

1. Soit P un ensemble de mots.
2. On calcule une couverture circulaire de mots C de P.

3. A partir de C, on calcule C’ une couverture circulaire de mots canonique (chaque
composante a au moins deux mots comme sous-chaine) de P.

4. On prend P’ un ensemble de mots linéaires obtenus par la linéarisation des mots
circulaires de C".

5. On utilise un autre algorithme A sur SLS. qui a un ratio d’approximation optimal
constant sur ’ensemble de mots linéaires P’.

Paluch donne dans [67] un algorithme A avec un ratio d’approximation optimal de % sur
SLS,, ce qui entraine un ratio d’approximation optimal sur SLS pour I’algorithme général
de 2—1—%. La majorité des algorithmes avec des ratios d’approximation constants étudiés sur
SLS sont des applications de cet algorithme général [11, 88, 18, 3, 4, 5, 14, 86, 44, 68, 63].

De méme, on a des bornes inférieures pour les ratios d’approximations possibles [65,
93, 46].

Parmi les algorithmes connus sur SLS, on va s’intéresser a un autre algorithme :
I’algorithme glouton. Méme si actuellement le meilleur ratio d’approximation connu est
de 3 + % [14], le ratio d’approximation est conjecturé a 2 [84, 87, 11]. On parlera plus en
détail de l'algorithme glouton dans la section 4.1.
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2.2 Superchaine circulaire

Apres s’étre intéressé au cas du probleme de la plus petite superchaine, on va
examiner le probleme de la plus petite superchaine circulaire. On ne trouve pas de
référence a ce probleme dans la littérature méme s’il a aussi des applications pratiques
en ordonnancement, en compression et en assemblage. En effet, on sait que chez certains
eucaryotes, ’ADN mitochondrial et PADN chloroplastique sont circulaires. On retrouve
chez certains virus et bactéries aussi des génomes circulaires. On va faire ici un point sur
ce que l'on peut dire sur ce probleme en utilisant et en extrapolant les résultats sur le
probleme de la plus petite superchaine.

2.2.1 Définition du probleme SCS

Une superchaine circulaire de P est un mot circulaire (w) tel que tout mot s de P est
une sous-chaine de (w), i.e. s c (w). On peut alors définir le probleme de la plus courte
sub

superchaine circulaire.

Problemme 2.20 Shortest Cyclic Superstring (SCS) (voir Figure 2.6) Soit P
un ensemble de mots. On cherche une superchaine circulaire de P de longueur minimale.

Q
FIGURE 2.6 — Schéma du probléeme SCS. Les rectangles de couleur représentent les mots
de I'instance et le rectangle noir correspond a une superchaine circulaire de 'instance.

Pour commencer, les propositions 2.4 et 2.5 peuvent étre généralisées a SCS : on prendra
alors pour la suite de cette section un ensemble P = {sy,...,s,} de mots qui est factor-
free.

De plus, on a vu dans la section 2.1 la définition d’une superchaine linéaire générée
par une permutation. Nous verrons ici une autre facon de créer un superchaine a l'aide
d’une permutation : on appellera ce type de superchaine, une superchaine issue d’une
permutation.

Remarque 2.21  On fait ici la différence entre une superchaine générée par une
permutation et une superchaine issue d’une permutation. Dans le cas de la superchaine
générée par une permutation, la permutation nous dit dans quel ordre on va voir les
mots dans la superchaine. Dans le cas de la superchaine issue d’une permutation, la
permutation nous dira pour un mot, quel est le mot que 'on verra juste apres dans la
superchaine.
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Soit P = {81,.‘

2 Problemes de superchaines

.,Sp} un ensemble de mots tels que pour tout i entre 1 et n — 1,

si = Siy1 et o, une permutation circulaire de {1,...,n}. On a alors la définition suivante :

Définition 2.22 voir Figure 2.7 La superchaine circulaire de P issue de la
permutation circulaire o., notée Circular(P,o.), est telle que :

Circular(P, o) = (pr(s1, so.(1))-P7(561(1), S02(1))

P = {aab, abaa, ababb, abba} et (3,1,4,2) = oy
¥ 1
aab ababb abba —— abaa
1 3 i 4 2
(pr(1,3) - pr(3,4) . pr(4,2) . pr(2,1)
'
Circular(P,o9) = (a ab abb ab)

FiGURE 2.7 — Exemple de superchaine circulaire issue de la permutation circulaire
o2 = (3,1,4,2) (1 -3 — 4 — 2) sur P = {aab,abaa, ababb, abba}. On a alors
Circular(P, o2) = (aababbab).

Remarque 2.23 On peut alors faire plusieurs remarques sur la définition du mot
circulaire Circular(P, o).
— Pour n =1, on a alors que Circular(P,o.) = (pr(s1,$1))-

— On a fait ici le choix de débuter par s; mais ce choix est arbitraire, on aurait
exactement la méme définition en prenant ¢ entre 1 et n et en posant

Circular(P,o.) = (pr(si, sgc(i)).pr(s(,g (i)» So2 (i))

— Au lieu d’utiliser I'ordre lexicographique sur >* et une permutation circulaire de
{1,...,n}, on aurait pu prendre une permutation circulaire p. de P et définir la
superchaine circulaire suivante :

n—1

..... pr(ph

(s1),581)).

Il est facile de voir que les deux définitions sont similaires et que les ensembles de
superchaines issues de ces deux définitions sont égales (voir Exemple 2.24).

Circular’ (P, p.) = (pr(81,pc(Sl))-pT(Pc(sl)aPg(sl))

Exemple 2.24 Soit P = {s1, s2, 83, 54}

— Soit 0. la permutation circulaire de {1,...,4} telle que :

oo {1,...,4} — {1,...,4}
1 — 2
2 — 4
3 — 1
4 — 3
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On a alors que :

Circular(P,oc) = (pr(Sis So.(i))-PT (81 (i) So2(i))- - - - Pr(8q3(i), Si))
= (pr(s1, 52).pr(s2, s4).pr(sa, s3).pr(ss, s1))

— Soit p. la permutation circulaire de P telle que :

pe: P — P
S1 = S9
So = S84
S3 >  S1
S4 > 83
On a alors que :
Cireular'(P,p) = (pr(su, pels1)-r(pe(s1), p2(51)). .. -pr(p(s1), 1))

= (pr(si,s2).pr(sa,s4).pr(ss, s3).pr(ss, s1))

Comme pour le probleme SLS, on pose PSCS(P) l'ensemble des superchaines
circulaires issues des permutations circulaires de {1,...,n}, ie. PSCS(P) =
{Circular(P,o.) | o, une permutation circulaire de {1,...,n}}. On peut alors donner le
pendant de la proposition 2.12 et le pendant de la figure 2.8.

I Proposition 2.25 Soit P un ensemble factor-free. On a OPTscs(P) € PSCS(P).

PSCS

SOLSCS

FIGURE 2.8 - Diagramme d’Euler reliant les ensembles OPTscs(P), PSCS(P) et
SOLscs(P) pour tout ensemble de mots P.

On peut alors, comme on I’a fait avec le probleme SLS, redéfinir le probleme SCS :

Problemme 2.26 Shortest Cyclic Superstring (SCS) wversion 2 Soit P un
ensemble de mots. On cherche une superchaine circulaire de P issue d’une permutation
de {1,...,|P|} qui soit de longueur minimale.

2.2.2 Liens entre les solutions optimales de SLS et SCS

Soit o, une permutation circulaire de {1,...,n}. On peut alors définir la superchaine
linéaire de P associée & un décalé circulaire de Circular(P,o.). Pour i entre 1 et n :

Linear(P, 0, 1) = pr(Sq.(i)s S42(:))-PT(862(i)» Sa3 (i)« - - - pr(sogq(i), Si).Si
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11 est facile de voir que Linear(P,o.,1) est bien une superchaine linéaire. En outre, pour
P qui n’est pas un singleton (i.e. |P| > 2) :

PSLS(P) = {Linear(P,o.,i) | 0. une permutation circulaire de {1,...,n} et
ie{l,...,n}}.
En effet, en posant o} la permutation de {1,...,n} telle que pour tout j € {1,...,n— 1},
o*(j) := 02T (i) et 0¥ (n) =i, on a Linear(P,o.,i) = Fi(o7).
Comme pour tout i entre 1 et n, on a [pr(si, sy, ;)| < [si[, on a donc I'inégalité
|Circular(P,o.)| < |Linear(P,o.,1i)| et donc pour (wepse) € OPTscs(P) et wope; €
OPTs s(P), on a

| <wopt,0>‘ < |w0pt,l |.

Malheureusement, on ne peut pas trouver un réel a tel que pour tout ensemble de
mots P et pour tout (Weps,e) € OPTscs(P) et wop € OPTsis(P), [wopti| < a X [{(Wopt,c)|
(voir Exemple 2.27).

Exemple 2.27 Soient n un entier et P = {(ab)", (ba)™}. On a alors que OPTg s(P) =
{(ab)"a, (ba)"b} et OPTscs (P) = {{aba), (bab)}.

On ne peut pas encadrer directement une solution de OPTg s(P) avec une solution
de OPTscs(P), mais on peut transformer une solution de O PTscs(P) pour la comparer a
OPTs s(P). Soit 0. une permutation circulaire telle que Circular(P,o.) € OPTscs(P).
On a alors que pour tout ¢ € {1,...,n} et pour tout wep; € OPTs s(P), |wepti| <
|Linear (P, o.,1)|. On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.28 Soient o, une permutation circulaire de {1,...,|P|} telle que le mot
circulaire Circular(P, o.) est dans O PTscs (P) et o; une permutation circulaire telle qu'il
existe j € {1,...,n} tel que Linear(P,oy,j) € OPTs s(P). Pour tout i € {1,...,n}:

|Circular(P,o.)| < |Circular(P,oy)| < |Linear(P,o1,7)| < |Linear(P, o, 1)

Exemple 2.29 Soit P = {abcdfa,abcfab, fababc}. On a alors que OPTs s(P) =
{abcfababedfa} et OPTscs(P) = {{abcfababedf), (abedfababef)}. Comme abe fababedfa
= Linear(P,(1,2,3),2), (abcfababcdf) = Clircular(P,(1,2,3)) et (abcdfababef) =
Circular(P, (1,3,2)), on a :

Circular(P, (1,3,2)) < Circular(P,(1,2,3)) < Linear(P,(1,2,3),2) < Linear(P,(1,3,2),2)

car

|(abedf ababef)|
11

|(abe fababedf) |
11

|abe fababedf al
12

|abedf ababe f ab|
13

IAIN
IAIN
IAINA

Q : Peut-on trouver une instance de mots P telle que les inégalités de
la proposition 2.28 soient toutes strictes?

On a alors le corollaire suivant de la proposition 2.28 qui nous donne une borne sur la
transformation linéaire d’une solution optimale de O PTscs(P).
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Corollaire 2.30 Soient o, une permutation circulaire telle que Clircular(P,o.) est
dans OPTscs(P) et o7 une permutation circulaire telle qu’il existe j € {1,...,n} tel que
Linear(P,o0y,j) € OPTs s(P). Pour tout i € {1,...,n} :

|Linear(P,o.,i)| < 2 X |Linear(P, 0y, 7)]

Preuve En effet, comme |Circular(P,o.)| < |Linear(P,0;,7)| et on a
[su(s;s sg,(7)| < mind|s;l, |so,;)|) < |Linear(P, o1, j)]

|Circular(P,o.)| + |su(s;, Saz(j))|
|Linear(P, oy, j)| + |Linear(P, oy, j)|
2 x |Linear(P, oy, j)|.

|Linear(P, oy, j)|

Al

2.2.3 Complexité de SCS

Le probleme SCS est associé au probleme de décision SCSy :

Problemme 2.31 SCS; Soient P un ensemble de mots et k& un entier. Existe-t-il une
superchaine circulaire de P de longueur inférieure ou égale a k7

En reprenant la preuve de NP-complétude de SLS; de [25], on a alors la proposition
suivante :

Proposition 2.32 Le probleme SCS; est NP-complet méme si les mots de I'instance
sont de longueur 3 et si chaque lettre n’apparait au maximum qu’une seule fois dans
chaque mot.

Preuve Soit HC; le probleme de décision de l'existence d’un cycle hamiltonien dans
un graphe orienté (HC;) (voir Sous-section 2.5.1). Comme HC; est connu pour étre NP-
complet [26], on va faire une réduction polynomiale de HC; vers SCSy.

Soit G = (V, E) un graphe orienté on V = {1,...,n} et |E| = m. On a un graphe G
qui est une instance du probleme HCg, il nous reste a construire une instance de SCSy,
c’est-a-dire un ensemble de mots.

On pose ¥ = VU{7 | v € V} U{#} ou pour v € V, T représente un nouveau
caractere qui n’est pas dans V et qui est propre a v et oll # n’est pas un élément de
VU{v | v € V}. Nous allons construire un ensemble de mots sur 'alphabet . Pour
chaque v € V, on pose :

— NT(v) :={wi,..., w4+ ()} V'ensemble des voisins sortant de v, ot d* (v) est le degré
sortant de v. On suppose que pour tout v € V, d*(v) > 1, sinon il n’existerait pas
de cycle hamiltonien sur G.

A {vw 7w} Sidt(v)=1
) {w Wi U Wity 1 | w; € NT(v)} Sidt(v)>2
— Oy := {v#u}

On pose S := (J,cy (A U Cy).
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On va montrer que G a un cycle hamiltonien si et seulement si S admet une
superchaine circulaire de longueur au plus 2m + 3n.

(=) Supposons que G a un cycle hamiltonien. Soit (v,w;) un arc de G. On a alors
que w; € NT(v).

On pose alors

STD(@, w:) U wy U wy Sidt(v)=1
U, W;) = dt(v)—1 _ _ .
eaj:é ' Wit gt (1 U Wit gy () (G+1) Sid*(v) > 2

ou P est opération de fusion d’un ensemble de mots.
Il est facile de voir que {STD(v,w;) | w; € N*(v)} est I'ensemble des plus petites
superchaines de A,. Pour (uq,...,u,) un cycle hamiltonien de G, on pose :

n

W(ua, ... un)) = (s # W & STD(W;, i.,1))
=0

_ 4=2xd"(v)+2 Sidt(v)=1
On a alors |STD(v,w;)| = d+(v)—-1
(Xi=0 2)+2=2xd*(v)+2 Sid"(v)>2

et donc
n

((u, . un))] =D (1 +2x d¥(u) +2) = 3n+2m
i=1
(<) Réciproquement, on commence par borner la taille de la superchaine circulaire
de S.

n n

1S =D (Al + [ICu]l) = D (4 x d* (v) +3) = 4m + 3n.

v=1 v=1

Soient v et v' deux éléments de V, x € A, et y € A, tels que  # y. Dans le cas ol
v =1/, on a alors que si v =/, |ov(z,y)| <2 et sinon |ov(x,y)| < 1.

Dans le chapitre 3, on va parler un peu plus en détail de la compression, on ne va
juste prendre ici que la compression d’une superchaine w d’un ensemble de mots S est
||S]| — |w]|. De plus on va appliquer le résultat de la section 3.1 qui nous dit que dans le
cas d’une superchaine circulaire issue d’'une permutation circulaire, la compression de la
superchaine circulaire est alors égale a la somme de ses chevauchements. On a alors que la
compression d'une superchaine circulaire de S est au plus ) ,_; n(24+2x (J4;|—1)) = 2m
et donc que la taille d’une superchaine circulaire de S est d’au moins ||S||—2m = 3n+2m.

Soient y une superchaine circulaire de taille 3n + 2m et x une sous-chaine de y entre
deux #. Le premier caractere de x est surligné, par exemple v. Le dernier caractere de x
n’est pas surligné, par exemple w;. On peut remarquer alors que x = ST D(7,w;) et on
obtient que (v, w;) est un arc de G. Récursivement on trouve un cycle hamiltonien de G.

En ajoutant {v | v € V} & ¥ et en remplacant la définition de A, par

{ {v w1 v wi} Si d*(v)

=1
A = - |
UwieNJr(U){Uwiv,wivwi,vwiv,wivwiﬂﬂv)l | w; € NT(v)} Sidt(v)>2

vt

on obtient le méme résultat pour un ensemble de mots de longueur 3 et ou chaque lettre
n’apparalt au maximum qu’une seule fois dans chaque mot. [ |
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Q : Le probléeme SCS est-il difficile a approximer ?

2.3 Couverture circulaire de mots

On va examiner plus en détail dans cette section le probleme de la plus petite
couverture circulaire. On a vu dans la section 2.1 que la plupart des algorithmes pour
le probleme de la plus petite superchaine commence par construire une couverture
circulaire [11, 88, 18, 3, 4, 5, 14, 86, 44, 68, 63]. Malgré cette utilisation pour aider a
construire la plus petite superchaine, le probleme de la plus petite couverture circulaire
est tres peu étudié. En effet, le seul livre référence pour ce probleme est le livre de
Papadimitriou et al. [69] ou on a une preuve que 'algorithme hongrois résout exactement
SCCS en temps O(|P|?). On va ici définir formellement ce probleme et appliquer ce que 1'on
a fait dans les sections 2.1 et 2.2 a ce probleme. On verra dans la sous-section 7.3.3 que grace
a un plongement de I'algorithme glouton pour le probleme de la plus petite couverture
circulaire de mots dans une structure d’indexation, nous donnerons un algorithme en temps
O(||P||) pour résoudre ce probleme.

2.3.1 Définition du probleme SCCS

Une couverture circulaire de mots (< Cyclic Cover of Strings > en anglais) de P est

un ensemble de mots circulaires C' = {(c1),..., (cm)} tel que pour tout mot s de P, s soit
sous-chaine d’un mot circulaire (¢;) de C, i.e. Ji € {1,...,m} tel que sc (¢).
sub

On peut alors définir le probleme de minimisation associé.

Problemme 2.33 Shortest Cyclic Cover of Strings (SCCS) (voir Figure 2.9)
Soit P un ensemble de mots. On cherche la couverture circulaire de mots de P de norme

O ©
O

FiGURE 2.9 — Schéma du probleme SCCS. Les rectangles de couleurs représentent les
mots de l'instance et le rectangle noir correspond a une couverture circulaire de mots de
I'instance.

E—
E—
e @
—
E—
—

Remarque 2.34 Le probleme SCCS est souvent confondu avec le probleme de
laffectation minimale (< minimum assignment > en anglais) qui correspond pour un
ensemble de mots linéaires et un ensemble de mots circulaires, de déterminer la position
de chaque mot linéaire dans un mot circulaire. Cette confusion peut étre par exemple
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trouvé dans Blum et al. [11] ot on retrouve une mention du fait que I’algorithme glouton
est optimal pour le probleme de l'affectation minimale alors que dans le contexte le
probléme visé par I'algorithme glouton est SCCS.

Méme si ici, on ne s’y intéresse pas trop, il existe une variante du probleme SCCS,
qui est appelée version canonique de SCCS et qui interdit les auto-chevauchements des
mots de départ comme solution dans la couverture circulaire de mots. Teng et al. [88]
ont montré qu’on pouvait trouver un algorithme en O(|P|?> 4 |P| x || P||) pour résoudre la
version canonique de SCCS. Gusfield [34] a présenté une amélioration de cet algorithme
en O(|P]3 + || P]|). L’idée de I’algorithme reste identique, on commence par construire une
solution de SCCS en O(|P|3) grace & I’algorithme hongrois et ensuite en O(|P| x ||P||)
pour Teng et al. [88] et en O(||P||) pour Gusfield [34], on casse les mots circulaires obtenus
et on les fusionne.

La proposition 2.4 (page 33) peut étre aussi généralisée & SCCS, on prendra alors pour
la suite de cette section un ensemble P = {sy,...,s,} de mots qui est factor-free.

On va de plus généraliser le concept de superchaine circulaire issue d’une permutation
circulaire en définissant la couverture circulaire de mots issue d’'une permutation ¢. Soient
P ={s1,...,s,} un ensemble de mots tel que pour tout i entre 1 et n — 1, s; < s;41 et o
une permutation de {1,...,n}. On a alors la définition suivante :

Définition 2.35 Couverture circulaire de mots issue d’une permutation (voir
Figure 2.10) La couverture circulaire de mots de P issue de la permutation o, notée
CC(P,0), est telle que :

CC(P,o0) = {Circular(Py,01),...,Circular(Pp,om)}

ou la décomposition de o en permutations circulaires est oy...0,,, les partitions
Part, = {L,...,In} de {1,...,n} et {P1,...,P,} de P sont telles que pour tout
i€ {l,...,m}, o; est une permutation sur I; et P; = {s; | j € I;}.

P = {aab, abaa, ababb, abba} et  (3,1,2,4) = oy
¥ 1 31
aab —> ababb —— abaa abba
1 3 l 2 4
(pr(1,3) - pr(3,2) . pr(2,1))  (pr(4,4))
'
CC(Po1)= { (a ababb aby ,  (abb) }

FIGURE 2.10 —
o1 = (3,1,2,4) (1 - 3 — 2)(4) sur P
CC(P,o01) = {(aababbab), (abb)}.
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Remarque 2.36 On peut généraliser la remarque 2.23 (page 40) au cas de la couverture
circulaire de mots. Au lieu d’utiliser I'ordre lexicographique sur X* et une permutation
de {1,...,n}, on aurait pu prendre une permutation p de P et définir la superchaine
circulaire suivante :

CC'(P, p) = {Circular' (P, p1), ..., Circular’' (P, pm)}-

ol la décomposition de p en permutations circulaires est p;...p, et la partition
Part, ={P1,..., Py} de P est telle que pour tout ¢ € {1,...,m}, p; est une permutation
sur P;.

Il est aussi facile de voir que les deux définitions sont équivalentes et que les ensembles
de couvertures circulaires de mots issues de ces deux définitions sont égales.

Comme pour les problemes SLS et SCS, on note PSCCS(P) lensemble des
couvertures circulaires de mots issues des permutations de {1,...,n}, i.e. PSCCS(P) =
{CC(P,0) | o une permutation de {1,...,n}}. On a alors une proposition équivalente aux
propositions 2.12 et 2.25 (voir Figure 2.11).

Proposition 2.37 Soit P un ensemble factor-free. On a alors OPTsccs(P) C
PSCCS(P).

PSCCS

SOLsccs

FIGURE 2.11 — Diagramme d’Euler reliant les ensembles OPTsccs(P), PSCCS(P) et
SOLsccs(P) pour tout ensemble de mots P.

On peut alors, comme on 'a fait avec les problemes SLS et SCS, redéfinir le probleme
SCCS.

Problemme 2.38 Shortest Cyclic Cover of Strings (SCCS) wersion 2 Soit P
un ensemble de mots. On cherche une couverture circulaire de mots de P issue d’une
permutation de {1,...,|P|} et de norme minimale.

2.3.2 Lien entre les solutions optimales de SCCS et SCS et SLS

Soit ¢, une permutation circulaire de {1,...,n}. On a alors que CC(P,o.) est le
singleton {Circular(P,o.)}. On en déduit que les ensembles constitués des singletons
des solutions optimales de SCS sont des éléments de PSCCS(P). On a donc pour
Copt € OPTsccs(P) et (wopt) € OPTscs(P) que :

[|Copt|| < [{wopt)]-
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Et malheureusement, comme pour SLS et SCS, on ne peut pas trouver de réel « tel que
pour tout ensemble de mots P et pour tout Copr € OPTsccs(P) et (wopt) € OPTscs(P),
(wopt)| < a x ||Cope|| (voir Exemple 2.39). On a donc que le ratio entre la norme de Cppy
et la longueur de w,y; peut étre aussi grand que souhaité.

Exemple 2.39 Soient n un entier et P = {(ab)", (ba)", (cd)™, (dc)"}. On a alors que
{{ab), (cd)} € OPTsccs(P) et {{(ab)"a(cd)"c)} € OPTscs(P).

Comme pour le lien entre SLS et SCS, on va prendre une solution optimale de SCCS
et on va la modifier pour obtenir une solution de SLS. Pour cela on va utiliser une
partie de l'algorithme Concat-Cycles de Blum et al. [11] et le fait que cet algorithme
est une 4-approximation de SLS. On va reprendre rapidement la définition et la preuve de
Iapproximation pour exprimer le lien entre SCCS et SLS.

Soit ¢ une permutation de {1,...,n}. Soient o;...0, la décomposition en
permutations circulaires de o et les partitions Part, = {I1,...,L,} de {1,...,n} et
{P1,..., Py} de P telles que pour tout i € {1,...,m}, 0; est une permutation sur I; et

Py ={sj | j € I;}. On a alors que CC(P,0) = {Circular(Py,01),...,Circular(Pyp,, om)}.
Pour I = (i1,...,im) tel que pour tout j € {1,...,m}, i; € P; et pour o* une
permutation sur {1,...,m}, on note

ConcatCycles(CC(P,o0),I,0%) = @llLinear(Po*(j), Tox(§)s bo*(j))-

A partir d'un ensemble de mots P, ConcatCycles(CC(P, o), I,c*) revient & prendre une
couverture circulaire de mots de P, de rendre linéaire chaque composante et ensuite de
les fusionner. I correspond a ’endroit ot on coupe chaque composante et o* I'ordre dans
lequel on fusionne les composantes que ’on a rendues linéaires.

En reprenant le résultat de Blum et al. [11], on obtient la proposition suivante :

Proposition 2.40 Soient ¢ une permutation telle que CC(P, o) € OPTsccs(P) et oy

une permutation circulaire telle qu'il existe j € {1,...,n} tel que Linear(P,oy,j) €
OPTs s(P). Pour tout I = (i1,...,im) tel que pour tout j € {1,...,m}, i; € P; et pour
tout o* une permutation sur {1,...,m} on a :

|Linear (P, oy, j)| < |ConcatCycles(CC(P,0),1,0)| < 4 x |Linear(P, oy, j)|

ou la décomposition de o en permutation circulaire est oy...0, et les partitions
Part, = {L,...,In} de {1,...,n} et {P1,...,P,} de P sont telles que pour tout
i€ {l,...,m}, o; est une permutation sur I; et P; = {s; | j € I;}.

Dans la preuve de cette proposition, on utilise le lemme suivant :
Lemme 2.41 Soient o une permutation telle que
CC(P,o) = {Circular(Py,01),...,Circular(Pp,om)} € OPTsccs(P)
et x; € Py et xj € Pj avec i # j. On a alors que :

lov(zi, z;)| < |Circular(P;, 0;)| + |Circular(Pj, ;)|
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Preuve Preuve du Lemme 2.41 Pour simplifier les notations, on pose C; =
Circular(P;, 0;) et Cj = Clircular(Pj, 0;).

Comme i # j, Lin(C;) # Lin(Cj). De plus |C;| n’a aucune période a part elle-
meéme, car si c’était le cas, on pourrait trouver une superchaine circulaire de F; de
taille strictement plus petite, ce qui nous donnerait une couverture circulaire de mots
strictement plus petite, ce qui est absurde.

Supposons qu’il existe v un chevauchement de z; vers z; tel que |u| > |C;|+|C;|. On
a alors que u(1, |Cy]] € Lin(C;) et u[l,|C;|] € Lin(Cj). Comme Lin(C;) # Lin(Cj), on a
que |Cj| # |Cj]. On peut supposer sans perte de généralité que |C;| > |C}|. On a alors

ull,[Cil] = u[l+|Cyl,|Ci] + |Cy]]
ull + Gy, |Gillul| G| + 1, [Cif + |Cy]
= u[l+[G5], |Cillull, |G

On a alors que |C}| est une période de C; ce qui est absurde. [ |

Preuve Preuve de la Proposition 2.40 On sait que la couverture circulaire de
mots CC(P,o) = {Circular(Py,01),...,Circular(Pp,, 0m)}, pour tout ¢ € {1,...,m},
on pose [; le plus long mot de P; et d; = |Circular(P;, ;).

On a que ».*, d; = ||CC(P,0)|| < |Linear(P,oy,j)| et d’apres le lemme 2.41, la
somme des chevauchements maximaux est au plus de » /", 2 x d; et donc la plus petite
superchaine de P est de taille au moins > ;" l; — 2 x d; et donc > " l; — 2 x d; <
|Linear(P, oy, 7).

On a donc

|ConcatCycles(CC(P,o),I,0%)| Y li+d;
Sl —2xdi+ Y 3% d;
|Linear(P, oy, j)| + 3 x |Linear(P, oy, j)|

4 x |Linear(P, 0y, 7)]

[N IA

Q : Peut-on trouver une instance ol on a égalité pour le Lemme 2.417
Q : La borne de 4-approximation de la proposition 2.40 est-elle
stricte?

2.4 Couvertures linéaire et mixte de mots

Dans cette section, on va parler des problemes de la plus petite couverture linéaire de
mots et de la plus petite couverture mixte de mots. Ce sont deux problemes que nous avons
rencontrés en étudiant des algorithmes liés a I’assemblage et que nous avons proposés. Dans
la section 5.3, on va définir des variantes de ces deux problemes. On va ici montrer que ces
deux problemes sont des généralisations de deux problemes que 'on a déja présentés : le
probleme de la plus petite superchaine et le probleme de la plus petite couverture circulaire
de mots.

2.4.1 Couverture linéaire de mots

Une couverture linéaire de mots (< Linear Cover of Strings > en anglais) de P est un
ensemble de mots L = {wi,...,wy,} tel que tout mot s de P soit sous-chaine d’un mot
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w; de L, i.e. Ji € {1,...,m} tel que § C wi.

On peut alors définir le probléme de minimisation associé.

Problemme 2.42 Shortest Linear Cover of Strings (SLCS) (voir Figure 2.12)
Soit P un ensemble de mots. On cherche une couverture linéaire de mots de P de norme
minimale.

1111
|

FIGURE 2.12 — Schéma du probleme SLCS. Les rectangles de couleur représentent les mots
de I'instance et le rectangle noir correspond a une couverture linéaire de mots de I'instance.

On peut comme on I’a fait avec les problemes SLS, SCS et SCCS, redéfinir les solutions
de SLCS & l'aide d’une permutation. On aura en plus besoin d’un sous-ensemble de
{1,...,n} qui prend une position dans chaque élément de la partition Part,. On pose
Coupe, I'ensemble de tous ces sous-ensembles, c’est-a-dire

Coupes = {{e1,...,em} | Vi €{1,...,m}, ej € Pj ou Part, = {P1,... Pyn}}.

Soient Part, = {Pi,... Py} et E € Coupe,. On a alors que pour tout j entre 1 et m,
|P; N E| = 1. On donne alors la définition suivante :

Définition 2.43 Couverture linéaire de mots issue d’une permutation et d’un
ensemble La couverture linéaire de mots issue de la permutation o et de I’ensemble
E € Coupe,, notée LC(P, 0, E), est telle que :

LC(P,0,E) ={Linear(P1,01,€1), ..., Linear(Py, om, em)}

ou la décomposition de o en permutations circulaires est oi...0,,, les partitions
Part, = {I,..., I} de {1,...,n} et {P1,...,P,} de P sont telles que pour tout
i€ {1,...,m}, o; est une permutation sur I; et P = {s; | j € I;} et E = {e1,...,en}
est tel que pour tout j entre 1 et m, P; N E = {e;}.

Pour un ensemble de mots P, on pose PSLCS(P) ’ensemble des couvertures linéaires
de mots issue d’une permutation et d’un ensemble.

Problemme 2.44 Shortest Linear Cover of Strings (SLCS) version 2 Soit P

un ensemble de mots. On cherche une couverture linéaire de mots de PSLCS(P) de
norme minimale.
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On peut remarquer que pour tout ensemble de mots P, {{z} | z € SOLg s(P)} C
SOLsics(P). On va poser Papplication T qui va de SOLg cs(P) vers SOLs s(P) telle
que

T(L) = {Puw|I1=L}

wel

Remarque 2.45 IL’ensemble T'(L) réunit toutes les fusions possibles données par tous
les ordres sur L.

Proposition 2.46 Soient P un ensemble de mots, w € OPTsps(P), L € OPTspcos(P)
et X € T(L). On a alors que ||L|| = |X| = |w|.

Preuve On a de maniére immédiate que |X| < ||L|| car pour tous mots wy et wy de ¥*,
|wy @ wa| < |wi] + |wz]. De plus, comme L € OPTs cs(P) et que {w} € SOLs cs(P),
on a que ||L|| < |[{w}|| = |w|. Comme X € SOLs s(P) et w € OPTs s(P), on a aussi
que |w| < |X|. Enfin, en rassemblant toutes ces inégalités on obtient :

[ X| < JIL]] < |w] < |X].

Le probleme SLCS, méme s’il ressemble a SCCS, est un probleme difficile. En effet,
soit SLCS, le probleme de décision associé a SLCS, i.e. pour un ensemble de mots P et
un entier k, on cherche a savoir s’il existe une couverture linéaire de mots de P dont la
norme est plus petite ou égale a k. On a alors la proposition suivante :

I Proposition 2.47 Le problemes SLCS; est NP-complet.

Preuve Pour montrer la NP-complétude de SLCSy, il suffit de montrer qu’il est aussi
difficile que le probleme SLS;. D’apres la proposition 2.46, on a que pour une solution
optimale L de SLCS, tout élément de 7T'(L) est une solution optimale de SLS. SLCS; est
donc aussi difficile que SLS. [ |

On peut méme aller un peu plus loin sur les résultats d’un algorithme de SLS sur SLCS.
En effet, si on a un algorithme sur SLS, il donne aussi une solution de SLCS et comme la
taille des solutions optimales de SLS est égale a la taille des solutions optimales de SLCS,
le ratio d’optimisation est conservé. On obtient alors le corollaire suivant :

Corollaire 2.48 Soit A un algorithme sur SLS avec un ratio d’approximation optimal
a. On a alors que A est aussi un algorithme sur SLCS avec le méme ratio d’approximation
optimal et la méme complexité.

2.4.2 Couverture mixte de mots

Une couwverture mizte de mots (< Mized Cover of Strings > en anglais) de P est un
ensemble de mots linéaires et de mots circulaires M = {x1,..., 2} tel que tout mot s de
P soit sous-chaine d’un mot x; de M, i.e. 3i € {1,...,m} tel que s c z;.

sub

On a alors le probleme suivant :
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Problemme 2.49 Shortest Mixed Cover of Strings (SMCS) (voir Figure 2.13)
Soit P un ensemble de mots. On cherche la couverture mixte de mots de P de norme
minimale.

—

O

O]

FIGURE 2.13 — Schéma du probleme SMCS. Les rectangles de couleur représentent les mots
de l'instance et le rectangle noir correspond a une couverture mixte de mots de 'instance.

Comme on I'a fait pour le probleme SLCS, on va définir ’ensemble Presque — Coupe,
des sous-ensembles des ensembles de Coupe,, i.e.
Presque — Coupe, = {X | Y € Coupe, tel que X C Y}

On peut alors définir une couverture mixte de mots issue d’'une permutation et d’un
ensemble.

Définition 2.50 Couverture mixte de mots issue d’une permutation et d’un
ensemble La couverture mixte de mots issue de la permutation o et de ’ensemble
E € Presque — Coupe,, notée MC(P, o, E), est telle que :

MC(P,0,E) = {wi,...,wn}
ou pour j entre 1 et m,

| Linear(Pj,04,¢e5) si|P;NE|=1ouP;NE = {e;}
W= Circular(Pj,05) si|P;NE|=0

et la décomposition de o en permutations circulaires est o1 ... 0,,, les partitions Part, =
{l,....,In,} de {1,...,n} et {P1,..., Py} de P sont telles que pour tout i € {1,...,m},
o; est une permutation sur I; et Py = {s; | j € I;}.

Pour un ensemble de mots P, on pose PSMCS(P) I'ensemble des couvertures mixtes
de mots issue d’une permutation et d’un ensemble et on peut redéfinir le probleme SMCS.

Problemme 2.51 Shortest Mixed Cover of Strings (SMCS) version 2 Soit P
un ensemble de mots. On cherche une couverture mixte de mots de PSMCS(P) de
norme minimale.

On peut alors faire un lien entre SMCS et SCCS : SOLsccs(P) € SOLsmcs(P). En
effet, par définition toutes les couvertures circulaires de mots sont des couvertures mixtes
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de mots. On peut de plus comparer les solutions optimales de SMCS et les solutions
optimales de SCCS. Pour réaliser cela, on va alors définir I'application L de SO Lsmcs(P)
vers SOLsccs(P) telle que

L(M) = {(w) | (w) un mot circulaire de M} U{(pr(w,w)) | w un mot linéaire de M }.
On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.52 Soient P un ensemble de mots, C € OPTsccs(P) et M €

OPTsmcs (P). On a alors que [|M|| = [[L(M)]| = [|C]].

Preuve On a de maniére immédiate que ||[L(M)|| < ||M]| car pour tout w mot de
2, [(pr(w,w))| < |w|. De plus, comme M € OPTspcs(P) et que C € OPTsccs(P) C
SOLsmcs (P), onaque ||[M|| < [|C||. Comme L(M) € SOLsccs(P) et C € OPTsccs(P),
on a aussi que ||C|| < [|L(M)]||. Enfin, en rassemblant toutes ces inégalités, on obtient :

LM < [[M]] < [|C]] < [IL(M)]].

Grace a la proposition 2.52, on peut alors faire un lien entre la complexité de SCCS et
de SMCS.

Corollaire 2.53 Soit A un algorithme sur SCCS avec un ratio d’approximation o. On
a alors que A est aussi un algorithme sur SMCS avec le méme ratio d’approximation et
la méme complexité.

En reprenant 1’algorithme de Papadimitriou et al. [69], grace au corollaire 2.53, on sait
qu’il existe pour un ensemble de mots P, un algorithme en |P|? pour résoudre SMCS. On
a alors que SMCS est un probleme de la classe de complexité P. On montrera dans la
sous-section 7.3.3 que 'on peut résoudre en temps O(||P||) le probleme SCCS, on peut
alors résoudre de la méme maniere en temps O(||P||) le probleme SMCS.

Conclusion de la section Meéme si de maniére générale, les problemes SLCS et SMCS
sont intéressants par eux-mémes, dans la suite, on ne va pas s’intéresser directement a
ces problemes. En effet, d’apres le corollaire 2.48 (respectivement 2.53), si on trouve un
algorithme d’approximation pour SLS (respectivement SCCS), on peut lappliquer au
probleme SLCS (respectivement SMCS).

Par contre, dans la section 5.3, on va s’intéresser au probleme des superchaines auquel
on ajoute un ensemble de chevauchements qui sont interdits dans la superchaine. Pour
ce genre de probléeme et pour certaines instances, on a qu’aucune superchaine linéaire ne
peut résoudre le probleme, mais il existe des couvertures linéaires de mots qui peuvent
le résoudre. De méme, quand aucune couverture circulaire de mots ne peut étre trouvée,
on va chercher une couverture mixte de mots. Dans ces conditions, on va étudier des
variantes des probléemes SLCS et SMCS.

2.5 Graphe des préfixes et liens avec les superchaines

Dans cette derniére partie, on va redonner la définition du graphe des préfixes ainsi
que quelques propriétés puis on va s’intéresser aux liens entre les types de parcours de ce
graphe et les problémes que I'on a énoncés dans les parties précédentes.
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2.5.1 Notation sur les graphes

On va commencer par poser quelques notations sur les graphes. Dans la théorie des
graphes, on fait la différence entre un graphe (ou graphe non orienté) et un graphe orienté.
On a a peu pres les mémes notions sur les deux types de graphe, on va les expliciter ici.

Remarque 2.54 On utilise les notations sur les graphes pour la preuve de la
proposition 2.32. En outre celle pour le degré differe.

Soit G = (V, E) un graphe, V est I’ensemble des neeuds et E est 'ensemble des arétes
(voir Figure 2.14a). Un graphe orienté G = (V, A) est un graphe ol on a orienté les arétes,
on parle alors d’arcs (voir Figure 2.14b). On pose Vi (resp. Eg ou Ag) lensemble des
neeuds (resp. des arétes ou des arcs) de G. Un graphe que n’est pas orienté est dit non-
ortenté. On a alors pour un arc un début et une fin. Le début et la fin d’un arc sont appelés
les extrémités de cet arc. Méme si une aréte n’a pas de début ni de fin, elle est composée
de deux sommets, que 'on va appeler extrémités de 'aréte.

° ° oc—eo
o/o/o 0/1\40
N N

(a) Exemple de (b) Exemple de
graphe graphe orienté

FIGURE 2.14 — Exemple de graphe et de graphe orienté. Ici et dans la suite, on représente
les noeuds par des points, les arétes par des traits entre ces points et les arcs par des fleches
d’un point qui correspond au début de ’arc vers un autre point qui correspond a la fin de
I’arc.

On dit que deux arcs (respectivement arétes) aj et ag sont adjacents s’ils partagent
une extrémité. On dit qu’un arc a; est suivi par un autre arc as si la fin de a; est le début
de as.

Pour un graphe non-orienté, une chaine entre deux noeuds = et y est un n-uplet
(a1,...,an) d’arétes de A tel que z est une extrémité de aj, y une extrémité de a,, et
pour tout 7 € {1,...,n — 1}, a; et a;+1 sont adjacents. De méme un cycle est un n-uplet
circulaire (ay,...,a,) d’arétes de A tel que pour tout i € [1,n], a; et a;1, 1 sont adjacents.
Un cycle est une chaine entre un nceud et lui-méme.

Pour un graphe orienté, un chemin entre deux nceuds z et y est un n-uplet (ay, ..., ay)
d’arcs de A tel que z est le début de ap, y est la fin de a, et pour tout i € [1,n— 1], a; est
suivie par a;1. De méme un circuit est un n-uplet circulaire (aq,...,a,) d’arcs de A tel
que pour tout i € [1,n], a; est suivi par a;+, 1. Un circuit est un chemin entre un nceud et
lui-méme.

Si toute les arétes du chemin (respectivement de la chaine) sont distinctes, alors
le chemin (respectivement la chaine) est dit(e) simple. La taille d’'une chaine, circuit,
chemin ou cycle est son nombre d’arétes. On dit qu'une aréte e est dans une chaine p
(respectivement cycle, chemin ou circuit), notée e € p, si e est un élément pris par la
chaine (e est un élément du n-uplet).
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Soient u et v deux nocuds de G, on dit que v est un successeur de u s’il existe un arc
dans A qui commence sur u et qui finit sur v. Le noeud w est alors un prédécesseur de
v. Si u est un prédécesseur ou un successeur de v, on dit que u et v sont adjacents. Le
degré entrant d’'un neeud v, noté d*(v), est le nombre de prédécesseurs de v et le degré
sortant, noté d°“*(v), est le nombre de successeurs de v. Pour un graphe orienté G, on
définit I’ordre de G, noté Ord(G), comme le maximum entre le degré entrant et le degré
sortant de tous les nceuds de G.

On dit qu'un graphe est conneze si pour tout couple de nceuds (z,y), il existe une
chaine entre = et y. Une composante connere d’un graphe (V, E) a un sous-ensemble X
de V tel que V(z,y) € X2, il existe une chaine entre x et y et V(z,y) € X x (E\ X), il
n’existe pas de chaine entre = et y. Un graphe orienté est dit fortement conneze si pour
tout couple de sommets (z,y), il existe un chemin de x vers y.

On dit qu'un chemin simple est eulérien sur G s’il passe une et une seule fois par
tous les arcs de G. Un multi-chemin (simple) d’un graphe G est un ensemble de chemins
(simples) sur les composantes connexes de G. On dit qu'un multi-chemin simple p est
semi-eulérien sur G si pour chaque composante connexe G; de G, il existe un et un seul
chemin simple p; du multi-chemin simple p tel que p; est eulérien sur G;. S’il existe un
chemin eulérien (respectivement multi-chemin semi-eulérien) sur un graphe, on dit que ce
graphe est eulérien (respectivement semi-eulérien).

De méme, on dit qu'un chemin simple est hamiltonien sur G s’il passe une et une
seule fois par tous les noeuds de G. On dit alors qu’un multi-chemin simple p est semi-
hamiltonien sur G si pour chaque composante connexe G; de G, il existe un et un seul
chemin simple p; du multi-chemin simple p tel que p; est hamiltonien sur G;. S’il existe
un chemin hamiltonien (respectivement multi-chemin semi-hamiltonien) sur un graphe, on
dit que ce graphe est hamiltonien (respectivement semi-hamiltonien).

Un graphe est dit acycligue si on ne peut trouver aucun cycle dans le graphe. Un
graphe non orienté acyclique est appelé une forét. Un arbre est une forét connexe. Un
arbre enraciné est un arbre ou on a spécifié un nceud particulier que 'on appelle la racine.
Comme un arbre n’a aucun cycle, pour un autre nceud de I’arbre que la racine, il existe une
unique chaine simple entre ce noeud et la racine. La profondeur d’un noeud est la longueur
de sa chaine simple entre ce nceud et la racine. Soit v un noeud de 'arbre différent de la
racine, on a alors que v a un unique nceud adjacent de profondeur plus petite, c’est le
parent de v dans 'arbre et les noeuds adjacents a v de profondeurs plus grandes sont les
enfants de v dans I'arbre. On pose pr(v) le parent de v dans arbre T' et Childreny(v)
I’ensemble des enfants de v dans ’arbre T'. Un nceud qui n’a pas d’enfants est appelé une
feuille et un noeud qui a au moins un enfant est appelé un neeud interne. Un noeud u est
un ancétre d’'un autre noeud v §'il existe un ensemble {x1,...,2z,,} de nceuds de l'arbre
tel que x1 = u, x,, = v et pour tout ¢ € [1,m — 1], z;41 est un enfant de x;. La notion
d’ancétre nous donne un sous-ordre sur ’arbre et peut étre vue comme une orientation
des arétes ou on met un arc de u vers v si v est un fils de u. On confondra alors souvent
I’arbre non orienté enraciné avec ’arbre orienté a partir de la racine vers ses feuilles ainsi
que les notions de chaine et de chemin dans un arbre.

On peut alors définir quelques graphes orientés particuliers :

— Un graphe chemin est un graphe orienté acyclique connexe ot chaque noeud a au
plus un successeur et un prédécesseur.

[o >e >0 >e >e >e|
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— Un graphe multi-chemin est un graphe orienté acyclique ol chaque noeud a au plus
un successeur et un prédécesseur.

[ ] >0 >0 >0
._)._).
° >0 >0 >e >0 >0

— Un graphe circuit est un graphe orienté connexe ot chaque noeud a exactement un
successeur et un prédécesseur.

A
\,\4,/‘

— Un graphe multi-circuit est un graphe orienté ou chaque nceud a exactement un
successeur et un prédécesseur.

/ h\ Y [r.\.
\.\J,./A ~ <o’

— Un graphe orienté complet est un graphe ou entre chaque nceud u et v, il existe un
arc de u vers v et un arc de v vers wu.

o0

Soit M un ensemble de chemins et de circuits d’'un graphe orienté G. On dit que M
couvre G si tout nceud de G est une extrémité d’un chemin ou d’un circuit de M. Si M
couvre GG alors M est une couverture mizte de G. Si M n’est composé que de chemins, on
parle alors de couverture linéaire, et si au contraire, M n’est composé que de circuits, on
parle de couverture cyclique.

2.5.2 Problémes sur les graphes

On va maintenant définir quelques problemes sur les graphes.

Problemme 2.55 Minimum Hamiltonian Directed Path (Min-HDP ) Soit G un
graphe orienté complet et w une pondération sur les arcs de GG, on cherche un chemin

hamiltonien p de G qui minimise le poids p, olt [p| =" ., w(e).
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Remarque 2.56 Quand on parle ici de taille d’'un chemin hamiltonien sur un graphe
orienté muni d’une pondération w, on parle de la somme des poids du chemin. On peut
alors généraliser cette notation a la taille d’un circuit et & la norme d’un ensemble de
chemins et de circuits.

Le probleme Min-HDP est aussi connu sous le nom de Min-ATSP dans la littérature
(on peut retrouver ce probleme par exemple dans Papadimitriou et al. [69]). ATSP
(< Asymmetric Traveling Salesman Problem > en anglais), est traduit en frangais par le
probleme du voyageur de commerce asymétrique. Le probleme TSP (< Traveling Salesman
Problem > en anglais) est une référence a un probléme classique ot un voyageur de
commerce doit visiter plusieurs villes et il cherche le trajet le plus court passant par
toutes les villes en utilisant les routes. On peut alors modéliser le probleme comme un
graphe ou les villes sont les nocuds, les arétes sont les routes pour aller d’une ville a 'autre
et le poids d’une aréte est la distance entre les deux villes. On cherche alors la chaine
hamiltonienne de poids minimal sur ce graphe pour résoudre le probléeme Min-TSP. Le
probleme Min-ATSP est le méme probleme du voyageur de commerce mais ou le voyageur
de commerce ne veut plus minimiser la distance mais le temps. On a alors que le temps
pour aller d’une ville A vers une ville B est différent du temps pour aller de la ville B
jusqu’a la ville A. On modélise alors ce probleme avec un graphe orienté et on cherche
le chemin hamiltonien de poids minimal sur ce graphe orienté pour résoudre Min-ATSP.
Sahni et al. [79] a montré que le probleme Min-ATSP était APX-Difficile.

»

A—A
’n\/’n\éh\ ﬁ/
\h\ / \
(a) Modélisation de (b) Modélisation de
TSP ATSP

»

A

FI1GURE 2.15 — Modélisation de TSP et ATSP sous forme de graphe et de graphe orienté.

Problemme 2.57 Minimum Hamiltonian Directed Cycle (Min-HDC) Soient G
un graphe orienté complet et w une pondération sur les arcs de GG. On cherche un circuit

hamiltonien ¢ de G' qui minimise la taille de ¢, o1 [c| = Y .. w(e).

Problemme 2.58 Minimum Hamiltonian Directed Cyclic Cover (Min-HDCC)
Soit G un graphe orienté complet et w une pondération sur les arcs de G, on cherche
une couverture cyclique C' de G qui minimise la norme de C.

Pour chaque probleme de minimisation Min-P, il existe un probleme de maximisation
Max-P. Par exemple, on peut définir Max-HDP :

Problemme 2.59 Maximum Hamiltonian Directed Path (Max-HDP ) Soit G un
graphe orienté complet et w une pondération sur les arcs de G, on cherche un chemin
hamiltonien p de G' qui maximise la taille de p, ou |p| = >_ , w(e).
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= k) ) Zez_2e )
U 7
(a) Chemin (b) Circuit (c) Couverture
hamiltonien hamiltonien cyclique

FIGURE 2.16 — Exemple de chemin hamiltonien, de circuit hamiltonien et de couverture
cyclique sur un graphe orienté complet.

On peut définir de méme les problemes Max-HDC et Max-HDCC. On a alors que :

— Min-HDP, Max-HDP, Min-HDC et Max-HDC sont NP-Difficiles,

— Min-HDCC et Max-HDCC sont de complexité cubique. On obtient cette complexité
en utilisant ’algorithme hongrois définit dans Papadimitriou et al. [69] qui a une
complexité en O(|V]3) ot1 V est I'ensemble des nceuds de l'instance.

2.5.3 Graphe des préfixes

On va présenter un graphe qui fait le lien entre ces problemes de graphes et les
problemes de superchaines : le graphe des préfixes. On trouve une définition de ce graphe
dans larticle de Turner [90].

Définition 2.60 Graphe des préfizes (voir Figure 2.17) Soit P un ensemble de
mots. Le graphe des préfizes de P est le graphe orienté pondéré sur ses arcs G = (V, A, w)
ou :

V.= PU{p}
A:= (P x P)U(P x {p})

w: A — N
lpr(u,v)|  Si (u,v) € Px P
(w0) = {hq Si (u,v) € P x {p}

Dans le graphe des préfixes, on peut voir p qui correspond au puits comme un mot
vide : en effet pour tout mot v de P, w((u,p)) = |pr(u, )| = |u|. De la définition du graphe
des préfixes, on confond les mots de P et les nceuds du graphe des préfixes de P.

On va alors définir trois propriétés que peut avoir un graphe. La premiere consiste a
savoir s’il est plus rapide d’aller directement d’un nceud vers un autre que de passer par
un troisieme. Les deux suivantes viennent de Monge [62]. Soit G = (V, A, w) un graphe
orienté pondéré sur ses arcs.

— On dit que G satisfait I’inégalité triangulaire si et seulement si pour tout quadruplet
de sommets x, y et z, on a

w((@,y)) +w((y, 2)) = w((z, 2))
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FIGURE 2.17 — Exemple de graphe des préfixes pour P = {aab, abaa, ababb, abba}. On a
représenté le noeud p qui correspond au puits par €.

— On dit que G satisfait 'inégalité inférieure de Monge si et seulement si pour
tout quadruplet de sommets u, v, = et y tels que si w((u,v)) < w((u,x)) et
w((u,v)) < w((y,v)) on a

w((u,v)) +w((y,z)) < w((u,z)) +w((y,v))

— On dit que G satisfait 'inégalité supérieure de Monge si et seulement si pour tous
sommets u, v, x et y tels que si w((u,v)) > w((u,x)) et w((u,v)) > w((y,v)) on a

w((u,v)) + w((y, =) 2 w((u,z)) +w((y,v))
On peut alors trouver quelques propriétés connues du graphe des préfixes :

Proposition 2.61 Soit P un ensemble de mots. Le graphe des préfixes de P satisfait
I'inégalité triangulaire et 'inégalité inférieure de Monge.

Preuve

Inégalité triangulaire : Soient x, y et z trois mots. On veut montrer que

lpr(z, y)| + [pr(y, 2)| = [pr(z, 2)|.

Posons u := ov(ov(z,y), z), on a alors que u est un chevauchement de x vers z. On
a donc que |u| < |ov(z, 2)|.

lpr(z, 2)| = 2| — |ov(w, 2)]
< |z] = |ov(ov(z,y), 2)|
= || — |ov(z, y)| + |pr(ov(z,y), 2)|
= |z — 2| + |pr(z, y)| + |pr(y, 2)|
= [pr(z,y)[ + [pr(y, 2)|.
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Inégalité inférieure de Monge : Soient u, v, x et y quatre mots tels que
lpr(u,v)| < |pr(u,x)| et |pr(u,v)| < |pr(y,v)| on veut montrer que

lpr(u,v)| + |pr(y, z)| < [pr(u,z)| + |pr(y,v)|.

On a de plus que

pr(u,v)| < [pr(u, =)l
& Jul = lpr(u, )] = |ul = [pr(u, )]
& lov(u,v)] > |ov(u,z)|.

De méme, on a que |ov(u,v)| > |ov(y,v)| et donc d’apres la proposition 3.33, on
obtient
lov(u, v)| + |ov(y, )| = |ov(u, z)| + |ov(y, v)|.

On en déduit I'inégalité
lpr(u, v)| + [pr(y, z)| = [u] — |ov(u, v)| + |y| — |ov(y, z)|
< Jul =+ [y[ = lov(u, z)| — |ov(y, v)|
= lpr(u, x)| + [pr(y, v)|.

Attention, I'inégalité triangulaire et 'inégalité inférieure de Monge ne suffisent pas
pour définir un graphe des préfixes. En effet, un graphe qui satisfait ces deux conditions
n’est pas forcément un graphe des préfixes issu d’un ensemble de mots (voir Figure 2.18).

1
2
1
2
1
FiGUurRE 2.18 — Exemple de graphe satisfaisant l'inégalité triangulaire et 1l’inégalité

inférieure de Monge, mais qui n’est pas un graphe des préfixes. En effet, il faudrait, pour
obtenir un tel graphe, un ensemble de mots {aa,aa} qui n’est pas un ensemble.

2.5.4 Liens entre le graphe des préfixes et SLS

En reprenant les travaux de Turner [90], on peut montrer qu’il existe un lien entre les
problemes Min-HDP et SLS. En effet, il se base sur ce lien pour utiliser les algorithmes
pour Min-HDP pour trouver une solution de SLS. On va présenter formellement ce lien,
ce qui va nous permettre dans un second temps de généraliser ce lien aux problemes SCS
et SCCS.

On va montrer comment passer d’une superchalne d’un ensemble de mots P a
un chemin hamiltonien sur le graphe des préfixes de P, et inversement. Grace a la
proposition 2.12, on ne va regarder que les éléments de PSLS(P). A partir d’'un mot
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w € PSLS(P), on va définir le chemin simple solrs_,yp(w) sur le graphe des préfixes de
P : comme w € PSLS(P), il existe une permutation o de {1,...,n} telle que w = P;(0)
et on pose alors

solps—pp(w) == ((50(1), 55(2))s -+ (Sa(n—1) sa(n))).

SOLps_.yp : abbababbaabaa —
abba
ababb

ag{;aa lababbkhg,l abbal

FIGURE 2.19 — Exemple de P'application solps_,gp pour w = abbababbaabaa sur P =
{aab, abaa, ababb, abba}.

Remarque 2.62 Soit w un mot de PSLS(P). Le chemin simple sol;s—,gp(w) passe
par tous les mots de P dans le graphe des préfixes de P. On a alors que solrs—gp(w)
est un chemin hamiltonien du graphe qui correspond au graphe des préfixes de P ou on
ne passe pas par le noeud p du graphe des préfixes de P (i.e. le graphe des préfixes réduit
de P). On en déduit que solps—yp(w).(S4(n),p) est un chemin hamiltonien du graphe
des préfixes (ou o est la permutation de {1,...,n} telle que w = F(0)).

Dans l'autre sens, a partir d’un chemin hamiltonien ¢ := ((u1,u2), ..., (Un, tnt1)) du
graphe des préfixes de P, on va définir la superchaine solgp—,15(q) de P : on pose alors

n
solup—rs(q) == @jzlpr(“j’ jt1)

SOLpyp_ps : ~—— abbababbaabaa

abba
ababb b
[ababble—_albal *abaa

F1GURE 2.20 — Exemple de I'application solyp_, g pour
q = ((abba,ababb),(ababb, aab), (aab, abaa),(abaa,p)) sur le préfixe graphe de P =
{aab, abaa, ababb, abba}.

Remarque 2.63 Le nceud du graphe des préfixes u,41 est en fait le puits p et comme
on a associé p au mot vide, on a alors pr(uy, Up4+1) = Up.

Proposition 2.64 Lien entre Min-HDP et SLS Soient P := {s1,...,s,} un ensemble
de mots, G le graphe des préfixes de P et p le puits de G.

Soient ¢ € OPTwin-npp(G) et w € OPTs s(P). On a donc que w € PSLS(P) et
donc il existe une permutation de {1,...,n} telle que w := Fj(c) . On a alors :
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L |q| = |w],
2. solgp—1s(q) € OPTss(P),
3. solps—up(w).(Se(n),P) € OPTminnpp (G).

Preuve En reprenant les définitions, pour ¢ := ((u1,u2),..., (Up,uyt1)) On a que
solpp—rs(@)] = [Dj_ipr(uj,ujpr)l
= |((u17u2)7"'7(unaun+1))’
= lqi
et que
|50lLS—>HP(w)'(SU(n))p)| = ’((50(11)750(2))7"-’(Sa(n—l)vsa(n)))‘+|(Sa(n)ap)|
= D10 (50(5): So(+1)] + [50(m)|
= |wl|.
Comme w € OPITss(P), on a que |w| < |[solgp—rs(q)] = |q|- Comme g €
OPTuin-Hop(G), on a que |q| < |solpssmp(w).(Symy,p)] = |w[. On a donc que
lg| = |w| et donc que solgprs(q) € OPTs s(P) et que solpsup(w).(Som),P) €
O PT\in-vop (G). u

Conclusion de la sous-section Grace a la proposition 2.64, on a montré
formellement qu’il y a équivalence & trouver une solution optimale de SLS d’un ensemble
de mots et a trouver une solution optimale de Min-HDP dans le graphe des préfixes de
cet ensemble de mots.

2.5.5 Liens entre le graphe des préfixes et SCS

On peut faire de méme un lien entre Min-HDC et SCS (voir Proposition 2.65) et
entre Min-HDCC et SCCS (voir Proposition 2.66). Pour ce faire, on va définir le graphe des
préfizes réduit, c’est le sous-graphe du graphe des préfixes privé du nceud p qui correspond
au puits p et des arcs finissant en p.

On va montrer qu’on peut passer d’'une superchaine circulaire d’'un ensemble de mot P
a un circuit hamiltonien sur le graphe des préfixes réduit de P, et inversement. Grace a la
proposition 2.25, on ne va regarder que les éléments de PSCS(P). Soit (w) € PSCS(P),
il existe alors une permutation circulaire de {1,...,n} telle que (w) := Circular(P, o).
On pose alors

solcs—no({w)) = ((51,851(1))s - - - 5 (San (1) 51))-

Dans l'autre sens, soit ¢ := ((u1,u2),. .., (up,u1)) un circuit hamiltonien dans le graphe
des préfixes réduit de P, on pose alors

n
solpccs(c) = <@j:1pr(uj7uj+n1)>
On peut alors donner le pendant de la proposition 2.64 pour le probleme SCS.

Proposition 2.65 Lien entre Min-HDC et SCS Soient P := {s1,...,s,} un
ensemble de mots et G~ le graphe des préfixes réduit de P.
Soient ¢ € OPTyrin—upc(G™) et (w) € OPTscs(P), on a alors
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SOLcs—nuc :

2
lababb > abbal

FIGURE 2.21 — Exemple de I'application solcs—,gc pour (w) = (aababbab) sur P =
{aab, abaa, ababb, abba}.

SOLgc—cs :

FIGURE 2.22 — Exemple de I'application solgo—cs
pour ¢ = ((aab, ababd), (ababb, abba), (abba, abaa), (abaa,aab)) sur le graphe des préfixes
réduit de P = {aab, abaa, ababb, abba}.

— e[ = [(w)l,
— solyc—cs(c) € OPTsos(P),
— solcs—uc((w)) € OPTyrin—gpc(G™).

Conclusion de la sous-section Grace a la proposition 2.65, on a montré
formellement qu’il y a équivalence a trouver une solution optimale de SCS d’un ensemble
de mots et a trouver une solution optimale de Min-HDC sur le graphe des préfixes réduit
de cet ensemble de mots. En généralisant le lien connu entre SLS et Min-HDP, on a
montré que 'on pouvait utiliser une version réduit du graphe des préfixes pour trouver
un lien entre SCS et Min-HDC. On peut donc utiliser des algorithmes de Min-HDC pour
trouver des solutions de SCS.

2.5.6 Liens entre le graphe des préfixes et SCCS

On va montrer qu’on peut passer d’'une couverture de mots circulaire d’un ensemble
de mot P a une couverture cyclique sur le graphe des préfixes réduit de P, et inversement.

Soit W € PSCCS(P), on a alors que W = {(w1), ..., (wy,)} avec pour tout i entre 1
et m, (w;) € PSCCS(F;) ou{P,..., Py} est la partition de P donnée par la permutation
o telle que W = CC(P, o). On pose alors

solccs—uacc(W) == {solcs—nc({w1)), ..., solcs—smc({wm))}

Dans l'autre sens, soit C':= {c1, ..., ¢, } une couverture cyclique du graphe des préfixes
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réduit de P, on pose alors
solpcc—ces(C) = {solyc—cs(er), ..., soluc—cos(em)}-

Proposition 2.66 Lien entre Min-HDCC et SCCS Soient P := {s1,...,s,} un
ensemble de mots et G~ le graphe des préfixes réduit de P.
Soient C' € OPTwin—upcc(G~) et W € OPTsccos(P), on a alors

— [IC]| = [IW]],
— solgcc—ccs(C) € OPTsccos(P),
— solccs—suacc(W) € OPTwin—-upcc(G™).

Conclusion de la sous-section Grace a la proposition 2.66, on a montré
formellement qu’il y a équivalence a trouver une solution optimale de SCCS d’un
ensemble de mots et & trouver une solution optimale de Min-HDCC sur le graphe des
préfixes de cet ensemble de mots. On a montré notamment que 1’on pouvait utiliser une
version réduite du graphe des préfixes pour trouver un lien entre SCCS et Min-HDCC.
On peut donc utiliser des algorithmes de Min-HDCC pour trouver des solutions de SCCS.
Méme si ce résultat était déja connu comme par exemple dans Turner [90], on a apporté
ici un formalisme qui nous sera utile dans les chapitres suivants.

Conclusion du chapitre On a montré formellement dans ce chapitre que pour les
problemes des superchaines, on pouvait se restreindre a prendre en entrée un ensemble
de mots factor-free et que cette modalité nous permettait de redéfinir les problemes
classiques en terme de permutation. En effet, toutes les solutions optimales sont de
la forme d’une superchaine obtenue par la fusion des mots dans 'ordre donné par une
permutation. Cette redéfinition des problemes classiques permet de restreindre le nombre
de solutions possibles en un nombre fini dépendant de la taille de I’ensemble de mots
en entrée. On a montré ce résultat pour les deux problemes classiques SLS et SCCS. On
a, de plus, défini trois problemes qui vérifient aussi ce résultat et qui nous paraissent
importants : les problemes SCS, SLCS et SMCS. Pour chacun de ces problémes nous
avons montré leur complexité.
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Chapitre 3

Variante compression

Pour les problemes des superchaines, il existe deux mesures d’optimisation naturelles :
soit on peut regarder la longueur de la superchaine, soit on peut regarder la différence entre
la norme de I’ensemble de mots en entrée et la longueur de la superchaine, que I'on appelle
la compression de la superchaine. Avec la premiere mesure, on veut alors trouver une
des plus petites superchaines associée a un ensemble de mots, alors qu’avec la deuxieme
mesure, on veut trouver une des superchaines qui ait la plus grande compression. On a
donc & faire & deux problemes d’optimisation différents, un probléeme de minimisation (SLS
voir Probleme 2.1) et un probleme de maximisation (SLS. voir Probleme 3.1). Il est connu
que les solutions optimales de SLS et de SLS. sont exactement les mémes [90]. D’un autre
coté, on sait qu’en terme d’approximation, on perd la correspondance. En effet, pour une
superchaine d’un ensemble de mots, la superchaine peut avoir une bonne compression mais
pas une bonne longueur.

Dans ce chapitre, on va présenter un encadrement de la longueur d’une superchaine en
fonction de sa compression, et inversement. Ce résultat, va nous permettre de faire le lien
entre la longueur et la compression d’une superchaine. Ensuite, nous allons appliquer cet
encadrement au cas des problemes des superchalnes ou on a un ensemble de mots de taille
fixé en instance (on pourra trouver ce résultat dans (IX)). Enfin, nous allons présenter
une structure bien connue, le graphe des chevauchements qui est le pendant du graphe des
préfixes pour la compression.
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3.1 Variante compression pour les. .. 3 Variante compression

3.1 Variante compression pour les problemes des
superchaines

Comme on I’a vu dans la section 1.8, pour un probleme P, on peut définir la version
compression P. du probleme P. Par exemple, on peut définir la version compression du
probléme SLS.

Problemme 3.1 SLS. Soit P un ensemble de mots, on cherche la superchaine linéaire
w de P qui maximise ||P|| — |w|.

On peut alors définir de méme les problemes SCS,. et SCCS..

D’apres les propositions 2.12, 2.25 et 2.37, on peut se restreindre aux probléemes SLS
(Probleme 2.15), SCS (Probleéme 2.26) et SCCS (Probleme 2.38) ou 'on ne considere que
les superchaines issues ou générées par des permutations.

Comme pour un probleme d’optimisation P, les solutions optimales de P sont aussi des
solutions optimales de P, et inversement (voir proposition 3.7), Alors pour les problemes
des superchaines, les solutions optimales de la version compression du probleme sont des
superchaines issues ou générées par des permutations. On a par exemple la proposition
suivante pour le probleme SLS que I'on peut généraliser & SCS et a SCCS.

Proposition 3.2 Soit P un ensemble de mots factor-free. On a que OPTs5 s (P) C
PSLS(P).

Preuve Pour un ensemble de mots P, on a que OPTs s(P) € PSLS(P). Comme
les solutions optimales de SLS et de SLS. se correspondent, on a que OPTg s(P) =
OPTss,(P). On a donc que OPTs s (P) C PSLS(P). [

On peut alors redéfinir les problemes SLS., SCS. et SCCS.,.

Problemme 3.3 SLS. version 2 Soit P un ensemble de mots factor-free, on cherche la
superchaine linéaire P;(c) de P, ou o est une permutation de {1,...,|P|}, qui maximise

|P[—1
1P =1P0) = D lov(soa)s so(isn)l-
i=1

Problemme 3.4 SCS. wversion 2 Soit P un ensemble de mots factor-free, on cherche
la superchaine circulaire Circular(P,o) de P, o o est une permutation circulaire de
{1,...,|P|}, qui maximise

1P|
||P|| — |Circular(P,o)| = Z [0V(Sqi(1), 8 i+ p|1
i=1

Problemme 3.5 SCCS, werstion 2 Soit P un ensemble de mots factor-free, on cherche
la couverture circulaire de mots CC(P, o) = {Circular(Py,01),...,Circular(Pp, om)}
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de P, ou o est une permutation de {1,...,|P|}, qui maximise

|PI| = |CC(P,0)| = Y (IIP]| - [Circular (P}, 0;)]).
j=1

Remarque 3.6  Pour les superchaines linéaires de PSLS(P), les superchaines
circulaires de PSCS(P) et les couvertures circulaires de mots de PSCCS(P), la mesure
maximisée par la variante compression correspond a la somme des chevauchements
maximaux.

Il est important dans les définitions 3.3, 3.4 et 3.5 de SLS., SCS. et SCCS.
que l’ensemble de mots en entrée soit factor-free et que la solution soit issue d’une
permutation. Cette mention est bien souvent oubliée dans la littérature quand ces
restrictions de SLS., SCS. et SCCS,. sont données.

Conclusion de la section Grace aux liens entre un probleme d’optimisation et sa
version compression, on a pu redéfinir en terme de permutation les problémes SLS.
(Probleme 3.3), SCS, (Probleme 3.4) et SCCS,. (Probleme 3.5) et donner une définition
plus précise des mesures a maximiser.

3.2 Lien entre probleme d’optimisation et variante
compression

On va donc s’intéresser par la suite aux problemes SLS. (Probleme 3.3), SCS.
(Probleme 3.4) et SCCS,. (Probléme 3.5 et plus particulierement au lien qu’il va y avoir avec
les problemes SLS (Probleme 2.15), SCS (Probleme 2.26) et SCCS (Probleme 2.38). Pour
réaliser cela, on va regarder dans le cas général le lien entre un probleme d’optimisation P
et sa version compression P.. On va commencer par voir le lien entre les solutions optimales
de P et les solutions optimales de P.. On va ensuite regarder, pour un algorithme, le lien
entre son ratio d’approximation sur P et son ratio d’approximation sur P..

3.2.1 Solutions optimales

Pour commencer, on va se demander quel est le lien entre les solutions optimales de
chacun : on aboutit au résultat que ’ensemble des solutions optimales de P est identique
a I'ensemble des solutions optimales de P..

I Proposition 3.7 Soit S une entrée du probleme P. On a que OPTp_(S) = OPTp(S).

Preuve SoiT w € OPTp(S). Montrons que w € OPTp (S). Supposons que w ¢
OPTp,(S), alors il existe w. € OPTp,(S) tel que ||S|| — |we| > ||S|| — |w|. On a donc que
|we| < |wl, ce qui est impossible car w est optimal. On a donc que OPTp(S) C OPTp,(S).
On montre de méme que OPTp_(S) C OPTp(S5). [
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3.2.2 Ratios d’approximation

On peut ensuite se demander, comment un algorithme d’approximation sur P., verrait
son approximation varier sur P et inversement. Dans cette partie, on va prendre P un
probleme de minimisation. On aura alors que P, est un probleme de maximisation. Comme
(P:)e = P, on peut généraliser ce résultat au probleme P’ de maximisation en prenant
P =P..

Soit A un algorithme sur P. On pose super(.A) le ratio d’approximation optimal de A
sur P et comp(A) le ratio d’approximation optimal de A sur P.. De plus, on pose

lwal

super(S, A) = maz( Twet] | w4 une solution de A sur S et

Wopt une solution optimale de P sur S})

et
comp(S, A) = mm({% | w4 une solution de A sur S et
Wept Une solution optimale de P sur S}).

On a alors que
super(A) = max({super(S, A) | S entrée de P})

et que
comp(A) = min({comp(S, A) | S entrée de P}).

On va supposer de plus que la taille de toute solution optimale w,,; de P pour une
entrée S est plus petite que la taille de S, i.e. |wepe| < [|S]|. Enfin, on ne va prendre que
des algorithmes d’approximation A qui donnent des solutions de taille plus petite que la
taille de S, i.e. |wa| < ||S]].

Remarque 3.8 Dans le cas des problemes des superchaines, un algorithme A qui donne
des solutions w4 issues de permutations pour un ensemble de mots S vérifie toujours la
propriété |w4| < ||S]|. En effet, la restriction aux permutations permet de ne considérer
que ces cas la. On n’a pas de solution ou I'on ajoute des caracteres non imposés par les
mots de départ.

On va définir dans la suite deux types d’encadrement : le premier en fonction d’un
encadrement de la taille de la solution optimale sur la norme de l'instance (Théoréme 3.13)
et le deuxieme en fonction d’un encadrement de la taille d’une solution de I’algorithme sur
la norme de I'instance (Théoréme 3.18).

3.2.2.1 Encadrement a P’aide de la taille d’une solution optimale

On va commencer par donner un lien entre les ratios d’approximation optimaux de P et

P (respectivement de P, et P) en fonction d’une borne inférieure de ‘ﬁgﬁ' (respectivement,
el ||~ |wo . . . .
d’une borne inférieure de %), oll Wept est une solution optimale pour le probleme

P de minimisation sur une entrée S de ce probleme.
Nous démontrons alors la proposition suivante qui nous permet d’avoir une borne

supérieure pour super(S,.A) en fonction d’une borne inférieure de ‘ﬁgﬁ'
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Proposition 3.9 Soient P un probleme de minimisation, S une entrée du probleme P,
[wopt|

A un algorithme sur P et wep, € OPTp(S). Pour tout réel «y tel que v < e ona:

(v —1) x comp(A) + 1'

super (S, A) <
v

(v—1)xcomp(A) (z—1)xcomp(A)+1

T

Preuve Soient a = *1 et 1a fonction frzw— . Sa dérivée

est f':x+— % qui est négative car 0 < comp(A) < 1. f est donc une fonction

strictement décroissante et comme 7 < 1, on a @ = f(y) > f(1) = 1. On obtient que
_ 1—comp(A)

Y= m Il s’ensuit que :

XIS < |wopt
& oot < AISI < wonl
& (1 = comp(A)) x ||S|| < (e = comp(A)) X |wopt]
< comp(A) X |wept| + (1 — comp(A)) x ||S|| < a X |wep-

Or A a un ratio d’approximation de comp(A) pour P.. Pour w4 une solution de
Palgorithme A, on a donc

= [wal < comp(A) X [wopt| + (1 = comp(A)) x ||S]| < a X [wop|-

ISIl —wa = comp(A) x (|[S]| = wopt)

Comme le probleme P est un probléeme de minimisation, on obtient que

super(S,A) = min({8 | 8 > 1“4l

‘ Wopt ’

(7—1)><czmp(¢4)+1' [

et donc que super(S,A) < a =

Remarque 3.10 La fraction |1|‘|)§’ﬁ‘ est indépendante d’un algorithme sur le probleme

P. En effet, cette fraction correspond a la < capacité > a I'’ensemble S & pouvoir étre

bien résolu par le probleme P. Dans le cas par exemple ol |wep:| = ||S]], on a alors que
(v—1)xcomp(A)+1

~v =1 et donc =1 et super(S, A) < 1, c’est-a-dire que tout algorithme
A est exact pour cet ensemble de mots S. En effet si |wop| = ||S]|, on en déduit que
pour tout algorithme A, |w4| = |wope|, car on a supposé que |w| < |[5]].

Nous démontrons ensuite la proposition suivante qui nous permet d’avoir une borne
. L. . . ;. Sll—lw
inférieure pour comp(S,A) en fonction d'une borne inférieure de W Cette
proposition est le symétrique de la proposition 3.9 ou super et comp ont éc{qangé leurs
roles.

Proposition 3.11 Soient P un probleme de minimisation, S une entrée du probleme
P, A un algorithme sur P et wop € OPTp(S). Pour tout réel v tel que v < %,
on a:

(v — 1) x super(A) + 1

y

comp(S, A) >
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. —1 s e s
Preuve Soient o = & . Sa dérivée

) x super(A)+1 (z—1)x super(A)+1
v z

et la fonction f : z —

est f/: oz — % qui est positive car 1 < super(A). f est donc une fonction

strictement croissante et comme v < 1, on a a = f(y) < f(1) = 1. On obtient que

A)—1 , .
Y= %. Il s’ensuit que :

Y IS < IS = fwopl
& suertL s |IS]] < 1151~ fwopt

& (super(A) — 1) x |IS|| < (super(A) —a) x (||S]] — |woptl)
& |ISI| = super(A) x [wop| > & x (|IS|| — [wopt])-

Or A a un ratio d’approximation de super(A) pour P, soit w4 une solution de
I’algorithme A, on a donc

wa > super(A) X Wop
= |ISIl = lwal = [[S]] = super(A) X wopt = a x ([|S]] = |wopt|)-

Comme le probleme P est un probléeme de minimisation, on a alors que

IS = [wal

comp(S, A) = mazx({B | f < [|S]] = |wopt| H

>a= (y—1) xsuper(A)+1 ) m

et donc que comp(S, A) 5

Remarque 3.12 Les preuves des propositions 3.9 et 3.11 sont tres similaires. On donne
néanmoins les deux preuves pour comprendre les points délicats.

On peut alors encadrer super(A) a 'aide de comp(A) et inversement.

Théoréme 3.13 Soient P un probleme de minimisation et A un algorithme sur P.

1. Pour tous réels v et 4’ tels que pour toute entrée S du probleéme P, v < ‘ﬁg‘ﬁ' <~
oll Wopt € OPTp(S), on a :

(v = 1) x comp(A) + 1
,Y/

(v = 1) x comp(A) + L

< super(A) <
~

2. Pour tous réels 7 et 7/ tels que pour toute entrée S du probleme P, v < % <
v ott wepr € OPTp(S), on a :

(y—1) x S:per(A) L < comp(u) < i

(v —1) x super(A) + 1

/

Preuve On ne va montrer ici que le point 1. car la preuve du point 2. est identique.

D’apres la proposition 3.9, on a que pour tout réel v tel que v < |T"g’ﬁ|, on a :

(v — 1) x comp(A) + 1'

super(S, A) < S
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On a donc pour tout réel v tel que pour toute entrée S du probleme P, v < |1ﬁgﬁ| et on

a donc que

(v —1) x comp(A) +1
S )
En effet, si pour tout x d’un ensemble F, il existe un réel a tel que = < a, on a alors que
maz({r € E}) < a.
D’apres la proposition 3.11, on a que pour tout réel 7" tel que v < %, on a :

super(A) <

(v" = 1) x super(A) + 1

comp(S, A) > :

I < [[S]=|wopt|

On a donc pour tout réel 4" tel que pour toute entrée S du probleme P, v ITST]

et on a donc que
(7" —1) x super(A) + 1
,}/// :
En effet si pour tout x d’'un ensemble F, il existe un réel a tel que > a, on a alors que
min({x € E}) > a. En posant 7/ =1 —+" on a que

comp(A) >

comp(A) >/ xsuper(A)
& comp(A) > %TW
& comp(A) x (1 —9") > 1—+" xsuper(A)
N (v'—1) ><co/mp(v4)+1 < super (‘A) :

5

Remarque 3.14 Le théoreme 3.13 nous donne un encadrement de super(.A) en fonction

de comp(A). Si on arrive & trouver un encadrement de |1ﬁg7|t| pour tout .S, on peut alors

|wopt|

encadrer super(A). Soient 7 et € tels que v < TS <7 teona alors que

(y—1) x comp(A)+1 (y+e—1)xcomp(A)+1 ex(1— comp(A))'

gl v+e VA xe

On a alors que si on trouve « et € tels que v < ‘zﬁg’ﬁl < v+ € avec € aussi petit que 'on

veut, on obtient exactement le ratio d’approximation optimal super(A) : en effet on a
ex(l—comp(A)) _ 0

ue lim
ue B8 T e

3.2.2.2 Encadrement a ’aide de la taille d’une solution de ’algorithme

. s 7 1 2 w
Dans la sous-section précédente, on a utilisé un encadrement de |H:’g’ﬁ‘

(respectivement

%) pour tout S pour encadrer super(A) a l'aide de comp(A) (respectivement
comp(A) a l'aide de super(A)). On va ici utiliser un encadrement de % (respectivement,
%) pour tout S pour encadrer super(A) a l'aide de comp(A) (respectivement

comp(A) alaide de super(A)).
Comme les preuves sont tres proches de celles de la sous-section précédente, on ne va
donner que la preuve de la premiere proposition. Cette proposition nous donne une borne
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lwal

supérieure pour super(S,.A) en fonction d’une borne inférieure de T

Proposition 3.15 Soient S un ensemble de mots, A un algorithme d’approximation
sur P, wy4 une solution de I'algorithme A et weop € OPTp(S5).

Pour tout réel 3 tel que 1 — comp(A) < B <1et B < quéﬂ on a:

B x comp(A)
= B+ comp(A) — 1

super(S, A) <

Bxcomp(A)

Freomp(A)—1- Comme > 1 — comp(A), on a que a > 0 et donc

Preuve On pose a =

comp(A)x(1—comp(A ax(1l—comp(A
a — comp(A) = %Jrzoxrgp(m_f( ?) >0 et donc' B = —Xa(_compa) )
On peut déterminer un peu mieux la borne inférieure de « :
g < 1
aX(1—comp(A))
= a—comp(A) < 1
& ax(l—comp(A)) < o—comp(A)
& a x comp(A) > comp(A)
= a > 1.
On a alors :
Bx|ISl < wal
@ VLot |IS]] < wal
© o x (1= comp(A)) x [|S]| < (a — comp(A)) x [l
& (axoomp(/l)—a)x ||S|]—|—a>< lwal > comp(A) X w4l
& (a-— comp( A)) x ||S]] + comp(A X |wal > |wal.

Or A a un ratio d’approximation de comp(A) pour P., on a donc

comp(A) X (|[S|] = [wopt|) < HSII — |w4

s 151~ beom| < gy * (1811~ )

& X (IIS1] = lwopel) - < gy < (IS = |wal)

o o o] > (00— ) x 1] + s X hwal > ol

[wal

= a > Iw(:tl'

Comme le probleme P est un probléeme de minimisation, on a alors que
super(S, A) = min({\ | A > [wAl 3
| wopt|

et donc que super(S, A) < a = ﬁ:;;im. [ |

Remarque 3.16 La proposition 3.15 nous permet a partir d’une solution d’un
algorithme d’approximation sur P de donner une borne supérieure pour la distance
entre cette solution et une solution optimale de P en fonction du ratio d’approximation
optimal de P,.
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On a de plus un résultat tres intéressant qui nous dit que plus un algorithme avec
un ratio d’approximation optimal constant sur P. va donner des solutions proches en

taille de ||S]], c’est-a-dire pour S qui tend vers 1, plus les solutions optimales vont se

Bxcomp(A) 1

rapprocher des solutions de I’algorithme. En effet, on a que élinl Brcomp(A)—T

Par des arguments similaires, on obtient alors la proposition 3.17 ainsi que le
théoreme 3.18.

Proposition 3.17 Soient S un ensemble de mots, A un algorithme d’approximation
sur P et w4 une solution de l'algorithme A.

Pour tout réel S tel que 8 < %, ona:

B x super(A)
comp(S, A) > B+ super(A) -1

Théoréme 3.18 Soient P un probléeme de minimisation et 4 un algorithme sur P.

1. Pour tous réels 8 et B tels que 1 — comp(A) < § < 1 et pour toute entrée S du
probleme P, 8 < % < /3’ ot wy est une solution de I’algorithme A, on a :

B x comp(A)
B+ comp(A) — 1

B x comp(A)
< super(A) < B+ comp(A) — 1

2. Pour tous réels 5 et 3 tels que 0 < ' < comp(A) et pour toute entrée S du
probleme P, g < % < 3/ ot wy est une solution de I’algorithme A, on a :

B x super(A) B x super(A)
B + super(A) — 1 < comp(A) < B!+ super(A) — 1

Conclusion de la section Dans cette section, on a montré qu’a l'aide d’un
encadrement de |T\]§Zﬁ| ou de %, on pouvait encadrer la ratio d’approximation optimal
d’un algorithme sur un probleme P en fonction du ratio d’approximation optimal de ce
méme algorithme pour le probleme P.. Ces deux types d’encadrements sont importants,
en effet le théoreme 3.13 nous donne un encadrement indépendant de ’algorithme choisi
(on a juste besoin du ratio d’approximation de ce probléme pour la version compression)
alors que le théoreme 3.18 nous donne un encadrement que ’on peut calculer avec une

solution d’un algorithme.

3.3 Taille de mots de I’instance fixée

On a vu dans la section 3.2 qu’a partir d’'un encadrement de |1|1|}§71\t" on peut utiliser le

ratio d’approximation optimal d’un probleme P. pour encadrer le ratio d’approximation
optimal du probleme P. On va regarder ici les problemes SLS et SCS ou tous les mots de
I'instance ont la méme longueur qui est fixée. Pour un entier r strictement plus grand que
1, on définit alors formellement ces deux problemes (Problemes 3.19 et 3.20).
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Problemme 3.19 r-SLS Soit P un ensemble de mots ol chaque mot est de taille r, on
cherche une superchaine linéaire de P .

Problemme 3.20 r-SCS Soit P un ensemble de mots ou chaque mot est de taille r, on
cherche une superchaine circulaire de P de longueur minimale.

Crochemore et al. [16] montre que le probleme r-SLS est dans P dans le cas ou r = 2
(plus exactement il existe un algorithme en O(||P||?) ott P est I'instance, c’est-a-dire un
ensemble de mots). De plus, par Gallant et al. [25], on a une preuve que le probleme r-SLS
est NP-Difficile dans le cas ou r > 3.

On va ici s’intéresser au ratio d’approximation optimal de I'algorithme glouton (que
I'on va définir dans la section 4.1) sur r-SLS et r-SCS. On pourra trouver une partie de
ces résultats dans (VI).

Remarque 3.21 On ne va pas s’'intéresser au probleme r-SCCS, car comme d’apres
le théoreme 4.23, I’algorithme glouton est optimal pour SCCS, il est alors optimal pour
r-SCCS (grace a la proposition 3.22).

Les problemes r-SLS et r-SCS ne sont pas des problemes avec une contrainte sur la
sortie mais avec une contrainte sur ’entrée, on a donc que s’il existe par exemple un
algorithme de ratio d’approximation optimal « sur SLS, ce méme algorithme donne un
ratio d’approximation optimal plus petit que « sur r-SLS. En d’autres termes, on a la
proposition suivante :

Proposition 3.22 Soient P un probléme de minimisation, A un algorithme sur P, P’
le probléme de minimisation P ou I'on a restreint I’ensemble des entrées et A’ le méme
algorithme que A mais sur P’. On a alors que :

— super(A’) < super(A),
— comp(A’) > comp(A).

La proposition 3.22 nous donne des inégalités. En effet, il est possible que les contre
exemples pour le probléme P ne marchent plus pour le probleme P’ car ils ne sont plus
de la forme souhaitée.

On va ici reprendre le résultat du théoreme 3.13 que 1’on va appliquer a notre probléeme.
Pour la suite de cette section, on va prendre r un entier strictement plus grand que 1 et P
un ensemble de mots de taille . On peut alors borner la taille d’une superchaine linéaire
et la taille d’une superchaine circulaire de P.

Proposition 3.23 Soient P = {s1,...,s,} un ensemble de mots de taille r et
te PSLS(P)UPSCS(P). On a

PPl = 1<t <nx|P|

Preuve Comme 'instance P est un sous-ensemble de X", nous avons que || P|| = r x n.
Comme chaque mot de P est différent, on aboutit a ce que chaque mot differe d’un autre
par au moins un symbole et que le chevauchement d’'un mot sur un autre est d’au plus
r — 1 symboles. [ |
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De cet encadrement de la taille d’une superchaine (linéaire ou circulaire), on peut alors
en dériver le théoreme suivant.

Théoréeme 3.24 Soient r un entier tel que » > 1 et P un ensemble de mots de taille 7.

1. Pour tout algorithme Ay, de r-SLS :
1 < super(Ar) <r—(r—1) x comp(Apr).
2. Pour tout algorithme A¢c de r-SCS :

1 < super(Ac) <7 — (r —1) x comp(Ac).

Preuve On va prouver le point 1., la preuve du point 2. est similaire. D’apres la
proposition 3.23, on a que pour une superchaine linéaire optimale |wgp| de 7-SLS,
7+ |P| =1 < |wept| <7 x |P|, ce qui implique que

PHPIT ] rx|P|
7‘+|£|—1 B I’U)fp‘t" B T‘Lﬁl‘l\
N - ! SR
= wm S g =1
& 1 < o<

En utilisant le théoreme 3.13 avec v = % et 4/ =1, on obtient

1+(1—1)xcomp(Ar) 1+(%—1)Xcomp(AL)
T

L < super(Ap) < i
& 1 < super(Ar) < rx(1 —|—T(¥) x comp(Ar))
& 1 < super(Ar) < r—(r—1)x comp(Apr).

D’apres Tarhio et al. [87], on sait que l'algorithme glouton pour SLS. a un ratio
d’approximation optimal de % Dans la section 4.3, on va donner le théoreme 4.23 qui
nous donne notamment le ratio d’approximation optimal de l'algorithme glouton pour
SCS. qui est de % (on a aussi une nouvelle preuve grace a ce théoreme que SLS. a un
ratio d’approximation optimal de %) On peut alors montrer que ce ratio d’approximation

optimal pour l'algorithme glouton ne change ni pour r-SLS, ni pour r-SCS..

Proposition 3.25 Les ratios d’approximation optimaux de I’algorithme glouton pour
r-SLS. et pour r-SCS, sont %

Preuve Grace a la proposition 3.22, on a donc que comp(glouton,sis) >
comp(gloutons|s) = % et que comp(glouton,scs) > comp(gloutonscs) = % D’apres

Iexemple 3.26, on a que comp(glouton,.sis) < % et que comp(glouton,.scs) < % |

Exemple 3.26 Soit P = {ab"~',b",b""'c} une instance de -SLS et r-SCS.

— On a alors qu’une superchaine linéaire optimale est ab”c. On a de plus que ab”~cb”
est une solution de l'algorithme glouton pour r-SLS.
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b Leb"| 241

On a alors que super(glouton,sis) > la\abrc| = 5

et comp(glouton,sis) <

[Pl —|ab"'eb"| _ 3xr—2r+1 _ r41 _ 1
[|P||—|ab"c|] — 3xr—r+2 T 2r42 T 2°

— On a alors qu’une superchaine circulaire optimale est (ab"c). On a de plus
que (ab"'cb") est une solution de l’algorithme glouton pour 7-SCS. On a

r—1 r
alors que super(glouton,scs) > |<C]lzabr§>b‘>‘ = 27:“21 et comp(glouton,.scs) <
I[P|l—=[(ab"~Yeb™)| _ 3xr—2r41 _ r+1 _ 1
[Pl[—[(ab™c)]  — Bxr—r+2 — 2r+2 — 2°

Pour I'algorithme glouton, la proposition 3.25 nous dit que les ratios d’approximation
optimaux sont les mémes entre SLS. et r-SLS. et entre SCS. et r-SCS.. On peut alors
se demander si ce constat est identique entre SLS et r-SLS et entre SCS et r-SCS. La
proposition suivante donne une borne inférieure pour r-SLS et »-SCS.

Proposition 3.27 Les ratios d’approximation optimaux de ’algorithme glouton pour
r-SLS et pour 7-SCS sont d’au moins 2 — £

P

Preuve Le théoréeme 3.24 donne une borne supérieure pour les ratios d’approximation
de lalgorithme glouton pour 7-SLS ainsi que r-SCS. Pour obtenir la borne inférieure
|wglouton| — 2 _
. : wopt -~

solution de I’algorithme glouton et w,,; une solution optimale pour r-SLS.

désirée, on va produire une instance telle que % et cela pour wgyoyton UNE

Considérons P := {alag_l, al, ag_lag, agag_l, cear g, a;:_llam} sur l'alphabet 3 =
{a1,a9,...,any}. Pour r-SLS, dans le pire cas, on arrive a la solution gloutonne qui est
r—1 r—1 r—1 ror r
Walouton = A1Q5 Q5 ... Gy Q@505 ... Ay

quand une solution optimale est wy,; = arasay...a;, a,. On a alors

|wglouton| _ 2+(T—1)(m—2)+r(m—2)
|wopt| - 2+47r(m—2)
- 9___.m
%+r(m—2)
o 27 g

On prenant le méme ensemble de mots P,

(Wopt) = (ar1a5ajy ... a5, _1am)

et
<,w > _ <CL ar—lar—l ar—l a arar ar >
glouton/ — 1o 3 e Wy Uty e Uy 1/
on obtient exactement la méme borne. [ |

Remarque 3.28 La proposition 3.27, nous donne une nouvelle borne inférieure pour
les ratios d’approximation optimaux de r-SLS et r-SCS. En effet, la borne inférieure
classique de 2 pour SLS et SCS ne peut pas étre appliquée, car 'exemple utilisé pour la
borne inférieure fait croitre la grandeur des mots, ce qui n’est pas possible ni dans r-SLS
ni dans r-SCS.

Grace a la proposition 3.27 et au théoreme 3.24, et en utilisant les ratios
d’approximation optimaux de 'algorithme glouton pour r-SLS. et r-SCS. donnés par la
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proposition 3.25, on obtient une borne des ratios d’approximation optimaux de I’algorithme
glouton pour r-SLS et r-SCS.

Théoreme 3.29 Les ratios d’approximation optimaux de I’algorithme glouton peuvent
étre encadrés par :

— 2—1 < super(glouton,.sis) < "L,
— 2 % < super(glouton,.scs) < 7“5—1

r 2 3 4 5 6

. 7 . T
borne inférieure - 13/2|5/3|7/4]9/5|11/6
borne supérieure | =1 [3/2] 2 [5/2] 3 | 7/2

TABLE 3.1 — Borne d’approximation de I’algorithme glouton pour r-SLS et r-SCS pour
r < 7. Cela donne un ratio d’approximation optimal de 2 pour 3-SLS et 3-SCS.

Remarque 3.30 Meéme si le probleme 2-SLS n’est pas NP-difficile, 'algorithme
glouton n’est pas exact pour ce probleme. En effet, il a un ratio d’approximation optimal
de % On a ici un exemple que la complexité d’un probleme ne dépend pas de 'optimalité
de I'algorithme glouton sur ce probleme.

La table 3.1 montre les bornes données par le théoreme 3.29 pour des petites valeurs de
r. On peut remarquer que l'algorithme glouton obtient un ratio de % pour 2-SLS et 2-SCS
et un ratio de 2 pour 3-SLS et 3-SCS. Ceci résout la conjecture glouton pour 3-SLS ainsi
que pour 3-SCS. Comme la précédente borne connue du ratio d’approximation optimal de
Palgorithme glouton pour 7-SLS est % [44], le théoreme 3.29 améliore cette borne pour toute
valeur de r plus petite ou égale a 5. Notons que d’autres algorithmes d’approximation (qui
sont plus complexes que 'algorithme glouton) donnent un meilleur ratio d’approximation
pour des petits r (voir une table récente apparue dans [30]).

Remarque 3.31 Il existe de plus une preuve pour montrer que le ratio d’approximation
pour 4-SLS est d’au plus 2 [50]. Cette preuve, qui est malheureusement un peu floue, ne
peut pas étre généralisée ni pour 3-SLS ni pour 5-SLS.

Q : Les ratios d’approximation optimaux des problémes r-SLS et de r-SCS
sont-ils de 2 — % ?

Conclusion de la section On s’est intéressé dans cette section a I’algorithme glouton
sur les problemes de la plus petite superchaine et de la plus petite superchaine circulaire
ol on a en entrée un ensemble de mots avec des mots de méme longueur. On a donné les
ratios d’approximation optimaux pour r-SLS. et pour r-SCS,. ainsi qu'un encadrement
pour les ratios d’approximation optimaux pour 7-SLS et pour r-SCS. Ces nouvelles
bornes pour les ratios d’approximation optimaux améliorent les précédents résultats
sur ces problemes pour les valeurs petites de . On a de plus mis en évidence que l'on
pourrait mettre a jour la conjecture de 2 pour SLS & 2 — % pour r-SLS.
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3.4 Graphe de chevauchements

On va s’intéresser dans cette section au lien qu’il peut y avoir entre les problemes des
graphes et les problémes SLS., SCS,. et SCCS,.. On va commencer par définir le pendant du
graphe des préfixes : le graphe des chevauchements. On peut retrouver dans Turner [90]
et dans Kaplan [13] qu’il existe un lien entre le probléme du chemin hamiltonien sur le
graphe des chevauchements et le probleme de la plus petite superchaine. On va redonner
ici formellement ce lien ainsi que les liens similaires qui existent entre les problemes sur
les graphes et les problemes SCS, et SCCS,.

3.4.1 Définition du graphe des chevauchements

Dans la section 3.1, on a pu donner une définition de ces probléemes en termes de
permutation et on a vu que pour les superchaines linéaires de PSLS(P), les superchaines
circulaires de PSCS(P) et les couvertures circulaires de mots de PSCCS(P), la mesure
maximisée par la variante compression correspond a la somme des chevauchements
maximaux.

A I'image du graphe des préfixes, on va définir un graphe qui va nous permettre de
faire les liens entre des problemes sur les graphes Max-HDP, Max-HDC et Max-HDCC et les
problémes sur les mots SLS,., SCS, et SCCS,.. Ce graphe est déja connu dans la littérature,
un des premiers a définir et utiliser le graphe des chevauchements est Gallant dans sa
these [24]. On peut se référer au livre de Gusfield [35] pour de plus amples explications.

Définition 3.32 Graphe des chevauchements (voir Figure 3.1) Soit P un
ensemble de mots. Le graphe des chevauchements de P est le graphe orienté complet
pondéré sur ses arcs G = (V, A, w) ou :

(u,v) +—  |ov(u,v)|

et ol ov(u,v) est le chevauchement maximal de u vers v.

FIGURE 3.1 — Exemple de graphe des chevauchements pour P = {aab, abaa, ababb, abba}.

Comme le graphe des chevauchements d’un ensemble de mots P est orienté et complet,
il a donc |P|? arcs, et donc la taille du graphe des chevauchements de P est linéaire en
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|P|2. Comme on ne peut pas espérer que la complexité de I’algorithme soit meilleure que
le maximum de la taille de I'entrée plus la taille de la sortie, le meilleur algorithme de
construction du graphe des chevauchements de P est en O(||P||+|P|?) : on peut retrouver
un algorithme de cette complexité dans [34]. Enfin, comme le graphe des chevauchements
a |P| nceuds, la longueur d’un chemin hamiltonien est linéaire en |P|. Les longueurs d’un
circuit hamiltonien et d’une couverture cyclique sont aussi linéaires en | P)|.

Proposition 3.33 Soit P un ensemble de mots. Le graphe des chevauchements de P
satisfait I'inégalité supérieure de Monge.

Preuve Soient u, v, z et y quatre mots tels que |ov(u,v)| > |ov(u, x)| et |ov(u,v)| >
lov(y,v)|. On veut montrer que

|ov(u, v)[ + Jov(y, x)| = |ov(u, z)| + |ov(y, v)]

On a alors deux cas :
— Si |ov(u,v)| > |ov(u, x)| + |ov(y, v)|, on a alors I'inégalité car |ov(y,z)| > 0.
— Si |ov(u, v)| < |ov(u,z)|+|ov(y,v)| (voir Figure 3.2), on note alors « la sous-chaine

commune a ov(u,v), ov(u,z) et ov(y,v). On a alors que o est un chevauchement
de y vers x et donc |a| < |ov(y, z)|. On a donc

lov(u, v)| + |ov(y, x)| = |ov(u,v)| + |af
- ’O’U(u,?})‘ + ‘O’U(u, .%')‘ + \Ov(y,v)] - ’OU(U,'I})‘
= |ov(u, z)| + [ov(y, v)|

FIGURE 3.2 — Représentation de la preuve de la proposition 3.33.

Attention, comme dans le cas du graphe des préfixes, I'inégalité supérieure de Monge
ne suffit pas pour définir le graphe des chevauchements. En effet, un graphe qui satisfait
cette condition n’est pas forcément un graphe des chevauchements issu d’'un ensemble de
mots (voir Figure 3.3). Dans la littérature, ce probleme de savoir si un graphe est un
graphe des chevauchements est un sujet assez étudié : on peut se référer notamment a
Braga et al. [13], Czuma et al. [19] et Gevezes et al. [28].

3.4.2 Liens entre les solutions optimales

Dans les sous-sections 2.5.4, 2.5.5 et 2.5.6, on a vu le lien entre les problemes sur les
graphes appliqués sur le graphe des préfixes et les problemes des superchaines SLS, SCS et
SCCS. On peut faire de méme le lien entre les probléemes sur le graphe des chevauchements
et les problemes de compression des superchaines SLS., SCS. et SCCS...
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FiGURE 3.3 — Exemple de graphe qui satisfait I'inégalité supérieure de Monge mais qui
n’est pas un graphe des chevauchements.

On va commencer par faire le lien entre les solutions optimales de Max-HDP sur le
graphe des chevauchements et SLS.. Ce lien est déja connu, en effet on peut le retrouver
notamment dans Tarhio et al. [37]. La proposition 3.34 formalise ce lien.

Proposition 3.34 Lien entre Max-HDP et SLS,. Soient P := {sy,..., s,} un ensemble
de mots et G le graphe des chevauchements de P.
Soient p := ((u1,u2),..., (Un—1,un)) € OPT\axrpp(G) et w € OPTsis,(P), on a
alors :
— |p| = comp(w),
— solyp1s(p)-un € OPTs1s, (P),
— solps—gp(w) € OPTyax-rpop (G).

On peut de méme faire un lien entre les solutions optimales de Max-HDC sur le graphe
des chevauchements et SCS..

Proposition 3.35 Lien entre Max-HDC et SCS, Soient P := {s1,..., s,} un ensemble
de mots et G le graphe des chevauchements de P.
Soient ¢ € OPTyax-tpc (G) et (w) € OPTscs.(P), on a alors :

— |e| = comp(w),
— SOchﬁcs(C) S OPTSCSC (P),
— solcs—nc((w)) € OPTvax-pc (G).

On peut enfin faire un lien entre les solutions optimales de Max-HDCC sur le graphe
des chevauchements et SCCS...

Proposition 3.36 Lien entre Max-HDCC et SCCS. Soient P := {si,...,S,} un
ensemble de mots et G le graphe des chevauchements de P.
Soient C' € OPT\ax-npcc(G) et W € OPTsccs,(P), on a alors :

— ||C|| = comp(W),
— solgcc—ces(C) € OPTsccs, (P),
— solccs—uacc(W) € OPTvax-nocc (G).
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Remarque 3.37 Grace aux propositions 2.64, 3.7 et 3.34, pour un ensemble de mots
P, G\ le graphe des préfixes de P et G, le graphe des chevauchements de P, il existe
alors une bijection entre O PTuax-Hpp (G¢) et OPTin-vpp (Gp) ot p est le noeud puits du
graphe des préfixes et f est cette bijection telle que

fog=((ur,u2),..., (Up—1,un)) — ((u1,u2), ..., (Up-1,upn), (Un,D)).

On a de méme l'inégalité pour Max-HDC : OPTyaxnpc(Ge) = OPTwvinnupc(G,) et
I'inégalité pour Max-HDCC : O PTax-HDCC (GC) = OPT\in-HDCC (G;) ou G; est le graphe
des préfixes réduit de P.

3.4.3 Liens entre les approximations

En plus du lien entre les solutions optimales du probleme Max-HDP sur le graphe
des chevauchements et les solutions optimales de SLS,, on peut a partir d’un algorithme
avec un ratio d’approximation optimal o sur Max-HDP, trouver un algorithme avec un
ratio d’approximation optimal plus grand que a sur SLS.. Ce résultat est déja connu,
dans larticle de Kaplan et al. [13], on a notamment une utilisation d’un algorithme sur
Max-HDP pour trouver une solution sur SLS.. On va formaliser ce résultat :

Proposition 3.38 Soient P := {s1,...,s,} un ensemble de mots et G le graphe des
chevauchements de P. Soient Ap un algorithme pour Max-HDP de ratio d’approximation
optimal ap et Ap* algorithme pour SLS. qui donne la superchaine solgp_rs(p).un
de P pour tout chemin hamiltonien p := ((u1,u2),..., (un—1,u,)) sur le graphe des
chevauchements de P donné par Ap. On a alors

comp(Ap*) > ap.

On peut faire de méme entre Max-HDC et SCS...

Proposition 3.39 Soient P := {s1,...,s,} un ensemble de mots et G le graphe des
chevauchements de P. Soient A¢ un algorithme pour Max-HDCgue ratio d’approximation
optimal a¢ et A¢* lalgorithme pour SCS. qui donne la superchaine circulaire
solgc—cs(c) de P pour tout circuit hamiltonien ¢ sur le graphe des chevauchements
de P donné par A¢. On a alors

comp(Ac*) > ac.

Enfin, on peut faire de méme entre Max-HDCC et SCCS..

Proposition 3.40 Soient P := {s1,...,8,} un ensemble de mots et G le graphe
des chevauchements de P. Soient Age un algorithme pour Max-HDCC de ratio
d’approximation optimal acc et Ace™* Palgorithme pour SCCS,. qui donne la superchaine
circulaire solgco—ccs(C) de P pour toute couverture cyclique C' sur le graphe des
chevauchements de P donnée par Ace. On a alors

comp(Acc™) > acc.
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Conclusion de la section Dans cette sous-section, on a montré que l'on peut
généraliser le lien connu entre le probleme Max-HDP sur le graphe des chevauchements
et le probleme SLS. (en terme de solutions optimales et de ratios d’approximation
optimaux) aux liens entre les problemes Max-HDC et Max-HDCC sur le graphe des
chevauchements et les problemes SCS,. et SCCS,.. Ce lien permet d’utiliser des algorithmes
déja connus sur les graphes pour résoudre les problemes des superchaines. On va utiliser
dans la sous-section 4.3.2 ces propriétés pour appliquer les algorithmes gloutons sur les
graphes aux problemes des superchaines.

Conclusion du chapitre On a mis en évidence dans ce chapitre des outils reliant
les ratios d’approximation optimaux des version compression des problemes aux
ratios d’approximation optimaux des problemes. Ce résultat est nouveau et permet
en l'appliquant aux problemes r-SLS et r-SCS d’améliorer leurs bornes des ratios
d’approximation optimaux pour r < 5. L’intérét de la méthode donnée est qu’elle
peut étre utilisée sur d’autres variantes de r-SLS et r-SCS comme par exemple pour
les variantes avec la multiplicité, le complémentaire renversé ou la contrainte sur les
chevauchements que 1’on verra dans le chapitre 5.
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Chapitre 4

L’algorithme glouton

Dans ce chapitre, on va s’intéresser a l’algorithme glouton pour les problemes des
superchaines, c’est-a-dire les problemes SLS, SCS et SCCS. Cet algorithme est un des
algorithmes les plus simples et pourtant un des plus étudiés. On trouve les premieres
mentions de l'algorithme glouton pour le probleme SLS dans la these de Galland [24] et
on ’étudie encore : il existe une conjecture vieille de trente ans [11] qui n’est pas encore
prouvée qui dit que le ratio d’approximation de l'algorithme glouton pour SLS est de 2.
La plupart des algorithmes actuels pour SLS sont des versions améliorées de ’algorithme
glouton, il y a donc un grand intérét a comprendre 'algorithme glouton pour SLS pour
comprendre ces autres algorithmes.

Dans une premiere partie, on va commencer par donner une définition des algorithmes
gloutons classiques et énoncer quelques unes de leurs propriétés. Ensuite, on va définir
les systemes héréditaires qui vont nous permettre de définir ’algorithme glouton d’un
systeme héréditaire. Enfin, on va montrer qu’on va pouvoir, pour chaque probléeme de
superchaines, définir un systeme héréditaire qui va nous permettre de montrer que les
algorithmes gloutons classiques peuvent étre définis comme un algorithme glouton d’un
systeme héréditaire. En faisant cela, on démontrera le ratio d’approximation optimal des
algorithmes gloutons pour la variante compression des problemes des superchaines, c¢’est-

a-dire pour SLS,, SCS,. et SCCS.,.
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4.1 Les algorithmes gloutons 4 L’algorithme glouton

4.1 Les algorithmes gloutons

Dans cette section, on va s’intéresser a l’algorithme glouton classique. Cet algorithme
est a la fois un des algorithmes les plus simples dans sa définition et un de ceux que 'on
connait le moins en fin de compte. Il a été défini pour donner une solution approchée
au probleme SLS, mais peut étre facilement généralisé a d’autres problemes comme par
exemple SCS et SCCS. On peut retrouver dans Blum et al. [11] et dans Czuma et al. [19],
une ébauche d’algorithme glouton pour SCCS.

Dans une premiere sous-section, on va donner pour chacun de ces algorithmes, une
définition précise. Ensuite, on va voir que 'on peut redéfinir ces problemes de maniere
récursive et donner quelques relations et propriétés sur les solutions de ces algorithmes.
Enfin, on va présenter et s’intéresser a la conjecture des ratio d’approximation optimaux
des algorithmes gloutons.

4.1.1 Définitions des algorithmes gloutons classiques

L’une des premieres références a 1’algorithme glouton peut étre trouvée dans la these
de Gallant [24]. Tl est au départ défini pour résoudre le probleme SLS mais ensuite il est
regardé dans de nombreuses variantes de ce probléeme [50, 39, 22]. Au niveau du ratio
d’approximation optimal de I'algorithme glouton pour SLS, une premiere preuve de Blum
et al. [11] montre que ce ratio est entre 2 et 4. Une deuxiéme preuve de Kaplan et al. [11]
a montré que ce ratio est inférieur a % = 3,5. Une conjecture qui n’a pas été encore
prouvée est que le ratio d’approximation optimal de I'algorithme glouton pour SLS est de
2 [84, 87, 90, 11].

Contrairement a SLS, le ratio d’approximation optimal de I'algorithme glouton pour
sa version compression SLS, est connu, il est de 3 [37, 90].

D’autres études ont été réalisées sur la complexité, on sait notamment que
lalgorithme glouton pour SLS est en analyse lisse en 1 4+ o(1) [56, 76]. De plus on
sait qu’asymptotiquement la moyenne de la somme des chevauchements de la solution
optimale pour SLS est équivalente (asymptotiquement) a la moyenne de la somme
des chevauchements de la solution de l'algorithme glouton pour SLS [23, 99, 2]. Enfin
en pratique, le ratio d’approximation moyen de l’algorithme glouton pour SLS est de
1.014 [78, 100, 54].

Au niveau de I'implémentation de I’algorithme glouton pour SLS, Turner [90] propose
une implémentation en O(||P|| + |P| x log(|P])) pour un alphabet petit et en O(||P|| x
log(||P]])) pour un alphabet quelconque. Ukkonen [91] améliore ce résultat en proposant
une implémentation en O(||P||) pour les petits alphabets et une implémentation en
O(||P||xmin(log(|P]),log(|2]))) pour les alphabets de taille arbitraire (ou ¥ est I’alphabet
de I'ensemble de mots P). Czuma [18] montre un peu plus tard que trouver les solutions
de l'algorithme glouton pour SLS est dans P-complet, c’est-a-dire que c’est difficilement
parallélisable et donc on ne trouvera sans doute pas mieux qu'une implémentation en
o(/|P).

L’idée de l'algorithme glouton est relativement simple, pour un ensemble de mots P,
prendre deux mots qui se chevauchent le mieux, les enlever de P et ajouter a la place la
fusion de ces deux mots dans P. Ensuite, on recommence avec ce nouveau P en continuant
récursivement jusqu’a obtenir un singleton, c’est-a-dire un ensemble qu’avec un mot et ce
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4 L’algorithme glouton 4.1 Les algorithmes gloutons

mot sera la superchaine linéaire donnée par l'algortihme glouton. On entend par deux
mots qui se chevauchent le mieux, les deux mots qui ont leur chevauchement maximal qui
est plus grand que toutes les autres paires de mots, i.e. le mot de {ov(u,v) | u et v € P}
de longueur maximale.

On peut alors définir formellement cet algorithme pour le probleme SLS que I'on va
appeler Greedyrs (voir Algorithme 4.1).

Algorithme 4.1 : Définition de 'algorithme Greedyrs pour SLS.

Entrée : Un ensemble de mots P
Sortie : Une superchaine linéaire w de P ;
1 while |P| > 1 do
2 Soient u et v deux mots différents de P qui ont le plus grand chevauchement

maximal ;
3 P+ PU{udv}\{u,v};

4 return w tel que P = {w};

On peut alors appliquer I'algorithme Greedyrs au cas du probleme SCS, en modifiant
la sortie : on ne veut plus une superchaine linéaire mais une superchaine circulaire. On
pose alors Greedycg 'algorithme glouton pour SCS (voir Algorithme 4.2).

Algorithme 4.2 : Définition de 'algorithme Greedycs pour SCS.

Entrée : Un ensemble de mots P
Sortie : Une superchaine circulaire (pr(w,w)) de P;
1 while |P| > 1 do
2 Soient u et v deux mots différents de P qui ont le plus grand chevauchement

maximal ;
3 P+ PU{u®dv}\{u,v};

4 return (pr(w,w)) tel que P = {w};

Enfin, on peut définir I'algorithme glouton, noté Greedyccg, pour probleme SCCS.
Dans les algorithmes gloutons Greedyrs et Greedycs, on interdit de faire se chevaucher
un mot avec lui-méme, dans Greedyccs on va enlever cette interdiction et on obtient
I’algorithme 4.3.

4.1.2 Définitions récursives des algorithmes gloutons

Grace a leurs définitions, on peut voir facilement que les algorithmes gloutons
Greedyrs, Greedycs et Greedyccog sont récursifs. On va alors redéfinir ces trois
algorithmes en fonction des deux autres qui seront les étapes de ces algorithmes.

4.1.2.1 Algorithmes de base pour la récursivité

Pour commencer, on va définir les algorithmes qui vont simuler une étape de chaque
algorithme glouton. Pour les algorithmes gloutons Greedyrs et Greedycg, on peut
remarquer que les étapes sont les mémes, c’est-a-dire de prendre un ensemble de mots
linéaires et de retourner un nouvel ensemble de mots linéaires ou 'on a fusionné les
deux mots se chevauchant le mieux. On définit alors Greedy_stepy, (voir Algorithme 4.4)
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4.1 Les algorithmes gloutons 4 L’algorithme glouton

Algorithme 4.3 : Définition de 'algorithme Greedyccs pour SCCS.

Entrée : Un ensemble de mots P;
Sortie : Une couverture circulaire de mots F' de P

1 F«0

2 while |P| > 1 do

3 Soient u et v deux mots de P qui ont le plus grand chevauchement maximal ;
4 if u # v then

5 LP%PU{U@U}\{U,U};

6 else

7 P+ P\ {u};

8 L F «— FU{(pr(u,u))};

9 return F

comme l'algorithme correspondant a cette étape. Pour l'algorithme glouton Greedyccs,
on va définir Valgorithme Greedy_stepc (voir Algorithme 4.5) ol on autorise en plus les
chevauchements d’un mot avec lui-méme.

Meéme si on n’utilisera ici 'algorithme Greedy_stepr, que pour un ensemble de mots
linéaires, on le définit comme prenant en entrée un ensemble de mots linéaires et de
mots circulaires. En modifiant entrée, on ne modifie pas son comportement pour un
ensemble de mots strictement linéaires mais on peut mieux le comparer avec ’algorithme
Greedy_stepc.

Algorithme 4.4 : Définition de
I’algorithme Greedy_stepy,.

Entrée : Un ensemble de mots
linéaires et de mots
circulaires P

Sortie : Un ensemble de mots

linéaires et de mots
circulaires @ ;

1 if |[{u mot linéaire de P}| > 2
then
2 Soient u© et v deux mots

linéaires différents de P qui
ont le plus grand
chevauchement maximal ;

3 | @« PU{udv}\{u,v};

| return @ ;
5 else
6 L return () ;

Algorithme 4.5 : Définition de
I’algorithme Greedy_stepc.

Entrée : Un ensemble de mots
linéaires et de mots
circulaires P

Sortie : Un ensemble de mots

linéaires et de mots
circulaires @ ;

if [{u mot linéaire de P}| > 1

then

2 Soient u et v deux mots

linéaires de P qui ont le plus

grand chevauchement

=

maximal ;
3 Q<+ PU{u®dv}\{u,v};
| return @ ;
5 else
6 L return () ;

Remarque 4.1 La notation u @ v correspond a la fusion de u vers v. On a alors que

P { pr(u,v).v Siu#wv

{pr(u, u))
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4 L’algorithme glouton 4.1 Les algorithmes gloutons

On peut alors trouver quelques propriétés intéressantes sur ces deux algorithmes. On
peut commencer par remarquer que les algorithmes Greedy_step, et Greedy_stepc ne
sont pas déterministes, en effet pour une méme entrée, il n’existe pas forcément un unique
couple de mots linéaires de I'instance qui ont le plus grand des chevauchements maximaux,
et donc on peut avoir plusieurs solutions (voir Exemple 4.2).

Exemple 4.2 Soit P = {abb, bbb, bba}. On a alors que
T SOLG’reedy,stepL (P) = {{abbb7 bba}7 {abba7 bbb}7 {abbv bbba}}a
— SOLGreedy stepe, (P) = {{abbb, bba}, {abba, bbb}, {abb, bbba}, {abb, (b), bba}}.

Meéme si les deux algorithmes Greedy_stepy, et Greedy_stepc se ressemblent, ils ne
donnent pas forcément les méme solutions. On peut alors comparer les solutions de
Greedy_stepy, et les solutions de Greedy_stepc pour un ensemble de mots P.

Proposition 4.3 Soient P un ensemble de mots linéaires et de mots circulaires,
Py € SOLGreedy stepy, (P) et Pe € SOLGreedy stepe, (P). On a alors

1P|l < |2 < 1P

On obtient alors en soustrayant ||P|| a I’équation de la proposition 4.3

1P| = [ Fell = [|P]] = [| 22

Cette équation nous dit que lalgorithme Greedy_stepc va prendre de meilleurs
chevauchements que lalgorithme Greedy_stepr, ce qui est normal car Greedy_stepc
regarde tous les chevauchements que regardent Greedy_stepy, plus les chevauchements d’un
mot sur lui-méme. On peut aussi comparer la différence entre les solutions successives de
Greedy_stepy,.

Proposition 4.4 Soient P un ensemble de mots linéaires et de mots circulaires,
iDl,l € SOLGreedy,stepL (P) et Pl,2 € SOLGreedy,stepL (Pl,l)- On a alors

1Pl = (P2l < [1PJ] = |1 Pal]

Et donc plus on va utiliser récursivement ’algorithme Greedy_stepr, moins on va
réussir a améliorer la compression de ’ensemble de mots en sortie. On a le méme résultat
pour Greedy_stepc.

Proposition 4.5 Soient P un ensemble de mots linéaires et de mots circulaires,
P.1 € SOLGreedy stepe. (P) et Peo € SOLGreedy stepe: (Pe1). On a alors

[1Peall = [[Pezll < [[P[| = [[Peall-

Remarque 4.6 Les propositions 4.4 et 4.5 viennent du fait que les algorithmes gloutons
choisissent a chaque étape le chevauchement maximum qu’ils peuvent prendre. Ils
prennent alors des chevauchements de plus en plus petits.
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4.1.2.2 Redéfinitions des algorithmes gloutons

On peut alors donner une autre définition de Greedyrs (voir Algorithme 4.6),
Greedycs (voir Algorithme 4.7) et Greedyccs (voir Algorithme 4.8). Cette nouvelle
définition sera équivalente & la premiere. De maniere générale, la notation Greedy_stepr, (P)
correspond a une solution de Greedy_stepr, pour l'ensemble de mots P. De méme,
Greedy_stepc(P) correspond a une solution de Greedy_stepc pour l’ensemble de mots
P.

Algorithme 4.7

Algorithme 4.6

PP , . : Définition récursive Algorithme 4.8
: Définition récursive P . .
de Greedycs. : Définition récursive
de Greedyrs.
il 1 while de Greedyccs-
1 while
Greedy_stepr(P) # 1 while
Greedystep,(P) 7 0 do Greedy_stepc(P) #
0 do
2 P« () do
2 P«

Greedy_stepr,(P); 2 P+

Greedy_stepr,(P); Greedy_stepc(P);

3 return w tel que 3 return (w) tel que
q Greedy_stepc(P) = 3 return P;

P = {w); ()}

Comme les algorithmes Greedy_stepr, et Greedy_stepc sont non-déterministes, on
a donc que les algorithmes Greedyrs, Greedycs et Greedyccs sont eux aussi non
déterministes.

On peut alors se demander comment comparer les solutions de Greedyrs, Greedycs
et Greedyccs. La proposition 4.7 nous donne une comparaison entre les longueurs des
solutions.

Proposition 4.7 Soient P un ensemble de mots linéaires, w; € SOLGreedy, s(P),
(we) € SOLGreedyes (P) et C € SOLGreedyees(P). On a alors

1C1] < Kwe)| < fwil.

Pour une meilleure compréhension des algorithmes gloutons Greedyrs, Greedycs et
Greedyccs, on va construire le graphe de choix d’un ensemble de mots P.

Définition 4.8 Graphe de choix Soit P un ensemble de mots. Le graphe de choix de
P, est le graphe orienté sans cycle G := (V, A) tel que :

V = ViuVeUVee
A = {(Pla Q) eV xV | Q € SOLGreedy,stepL (P/) ou Q € SOLGreedy,stepc (P/)},

ou
Vi = {Q|Q#Det AP €V tel que Q € SOLgyecdy.step, (P)}
Vo = {Q|3P eV telque|P'|=1cet Q€ SOLGrecdy stepe(P')}
Vee = {QQ# 0 et AP € Voo tel que Q € SOLG’reedy,stepc (P/)}'

On a alors la proposition suivante, illustrée dans I'exemple 4.10 et dans la figure 4.1.
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4 L’algorithme glouton 4.1 Les algorithmes gloutons

Proposition 4.9 Soient P ensemble de mots, w; € SOLGreedy,s(P), (we) €
SOLGreedycs(P) et C € SOLGreedyces(P)- On a que {w;}, {(wc)} et C sont des noeuds
du graphe des choix de P.

Exemple 4.10 Soit P = {aab, abba, abaa, ababb}. La figure 4.1 représente le graphe de
choix de P ou l'on a représenté sur chaque figure les choix qui ont été faits par un des
algorithmes gloutons. Pour réduire la taille du graphe, on a associé a chaque mot de P
un numéro et on a utilisé une propriété que 'on verra dans la partie 4.3.2, qui est que
toutes les solutions des algorithmes gloutons sont issues de permutations. On a représenté
localement ces superchaines par des rectangles pour les superchaines circulaires et par

des rectangles arrondis pour les superchaines linéaires. Par exemple le nceud
correspond a ’ensemble {(pr(ss @ s1,$3 @ s1)), s4 D s2} = {(aba), ababba}.

4.1.3 Conjecture sur le ratio d’approximation de ’algorithme glouton

Il existe une conjecture disant que le ratio d’approximation optimal de 'algorithme
glouton pour SLS est de 2. Nous savons actuellement que ce ratio est entre 2 et %, mais
aucune preuve n’a permis de trouver une borne supérieure plus petite ni un contre-exemple

pour trouver une borne supérieure plus grande malgré les études qui ont été réalisées [51].

4.1.3.1 Difficulté de trouver une borne inférieure

Nous allons essayer de donner des arguments qui prouvent que la recherche d’un contre-
exemple est plus difficile qu’il n’y parait et est souvent altérée par notre maniere de la
chercher. Le but ici n’est pas de donner des arguments pour montrer que la conjecture est
fausse, mais de donner des arguments sur la difficulté du probleme.

Pour cela, imaginons que la conjecture est fausse et que le ratio d’approximation
optimal de l'algorithme glouton pour SLS est de 2 + k avec k un réel entre 0 et %
Plociennik [76] prouve qu’en cas d’existence d’instance ne vérifiant pas la conjecture
gloutonne, le nombre de ces instances serait exponentiellement petit.

Prenons P un ensemble de mots tel que super(P,Greedyrs) > 2. On peut alors
construire le graphe des chevauchements Gp pour cet ensemble de mots P. On a vu
dans la partie 3.2 le lien entre le probleme Max-HDP sur le graphe des chevauchements et
le probleme SLS. Trouver directement cet ensemble de mots est souvent difficile, dans la
plupart des cas, on essaye de trouver le graphe et ensuite on trouve un ensemble de mots
qui vérifie ce graphe comme graphe de chevauchements.

Si on utilise la technique de Gevezes et al. [28], & partir de Gp, on peut trouver
un ensemble de mots P’ qui satisfait ce graphe comme graphe des chevauchements. Cet
ensemble de mots P’ a comme propriété pour chaque mot de séparer les chevauchements &
gauche des chevauchements & droite. On a alors que pour tout wep: € OPTs s(P'), || P'|| —

Wopt < Wopt et donc % < ﬁ”;’,’ﬁ. D’apres la proposition 3.9, comme comp(Greedyrs) = %,

on a que super(P’' Greedypgs) < %

4.1.3.2 Ajustement de la conjecture

Actuellement la conjecture est que le ratio d’approximation optimal de 1’algorithme
glouton de SLS est de 2. On ne va ni diminuer ni augmenter ce ratio conjecturé, mais on
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aab abba abaa ababb aab abba abaa ababb
1 2 3 4 1 2 3 4

(a) Greedyrs (b) Greedycs

aab abba abaa ababb
1 2 3

(¢) Greedyccs

FIGURE 4.1 — Exemple de graphe de choix pour P := {aab, abba,abaa,ababb}. Sur la
figure (a), on a mis en vert la partie du graphe de choix correspondant aux choix pris
par lalgorithme Greedyrgs, sur la figure (b), on a mis en bleu la partie du graphe de
choix correspondant aux choix pris par lalgorithme Greedycgs et sur la figure (c), on a
mis en rouge la partie du graphe de choix correspondant aux choix pris par ’algorithme
Greedyccs.-
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va pouvoir se demander si on ne peut pas trouver une borne supérieure un peu plus précise
pour une solution de I'algorithme glouton de SLS.

Pour mieux comprendre cette nouvelle borne, on va commencer par définir une variante
de SLS ou on ne regarde que des ensembles de mots qui vérifient la propriété de I'ordre
de glouton linéaire.

Définition 4.11 Soient P un ensemble de mots. L’ensemble P suit ['ordre de glouton
linéaire si pour toute suite d’ensemble de mots (Pi,...,Pp|) telle que P, = P,
Pp| = {wi} avec w; € SOLGrecdy,s(P) et pour tout i entre 1 et [P| — 1, Piy1 €
SOLGTeedy,stEPL (Pl)a on a |Pi+1 \ P’L| =1.

Dans 'article de Weinard et al. [95], on a la propriété suivante :

Proposition 4.12 [95] Soient P un ensemble de mots qui suit l'ordre de glouton
linéaire, wyreedy € SOLGreedy,s(P), Wopt € OPTsis(P) et Cop € OPTsccs(P). On a
alors

‘wgreedy’ < ‘wapt’ + HCOPtH

On peut alors se demander si cette propriété ne peut pas étre généralisée pour tout
ensemble P. Comme on le verra dans la section 4.3.2, pour tout ensemble de mots P, on
a SOLGrecdyoos(P) € OPTsccs(P), on définit alors la conjecture suivante :

Conjecture Soient P un ensemble de mots, Wyreedy € SOLGreedy,s(P), Wopt €
OPTs s(P) et Cyreedy € SOLGreedycos(P). On a

’wgreedy‘ - HCgreedyH < ’wopt‘

Remarque 4.13 Comme pour tout wey € OPTss(P) et Copy € OPTsccs(P), on
a ’wopt| > ||Oopt”' On a alors que si |wg7"eedy| - HcgreedyH < |wopt|, on a alors que
[Wareedyl < 2 X [wopt|-

Conclusion de la sous-section Meéme si on trouve un graphe de chevauchements qui
correspond & un contre-exemple, si on reconstruit un ensemble de mots qui vérifie ce
graphe avec l'algorithme de Gevezes, ce nouvel ensemble de mots n’est plus un contre-
exemple. De plus, on propose de préciser la conjecture historique en bornant la différence
entre la taille d’une solution de I'algorithme glouton pour SLS et la taille d’une solution
de Talgorithme glouton pour SCCS par la taille d’une solution optimale de SLS.

4.2 Systeme héréditaire

Dans cette section, on va résumer un travail de Mestre [59] sur les systemes héréditaires
pour pouvoir dans la section suivante (section 4.3), utiliser les résultats des systeémes
héréditaires et les appliquer aux algorithmes gloutons sur les problemes des superchaines.
Les systemes héréditaires généralisent un autre concept : les matroides. Pour plus de détails
sur les systémes héréditaires (< subset system > en anglais) on pourra se référer a l'article
de Mestre [59] et pour des détails sur les matroides, on pourra se référer a larticle de
Whitney [97] ou au livre de Oxley [66].
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Commencons par définir le concept de systeme héréditaire.

Définition 4.14 Un systéme héréditaire est un couple (E, L) ou E est un ensemble fini
et £ une famille de sous-ensembles de E (i.e. L C P(F)) satisfaisant les deux conditions
suivantes :

— L #0,

— siAACAet Ae L, alors A C L.

Soient (F, L) un systeme héréditaire et A, B € £. On dit que B est une extension de
Asi A C B. Soit un entier k, on dit alors qu’un systéme héréditaire (F, L) est k-extensible
si et seulement si pour tout C' € L et x ¢ C tels que CU{z} € L, et pour toute extension
D de C, il existe un sous-ensemble Y C D\ C avec |Y| < k satisfaisant (D\Y)U{z} € L.
Un matroide est un systeme héréditaire (E, £) qui satisfait la condition suivante :

VA,B € L, et |A] < |B|, on a alors qu’il existe x € B\ A tel que AU {x} € L.
La proposition suivante relie les matroides et les systemes héréditaires k-extensibles :

Proposition 4.15 [59] Le systéme héréditaire (E, £) est un matroide si et seulement
s'il est 1-extensible.

Soient (E,L;) et (E,Ls) deux matroides, le systeme héréditaire correspondant a
I'intersection de (E,L;) et (E,L2) est (E,L; N L2). On peut alors généraliser cette
intersection a k matroides et faire le lien entre intersection de matroides et systemes
héréditaires k-extensibles :

Proposition 4.16 [59] L’intersection de k matroides est un systeme héréditaire k-
extensible.

Soit w une fonction de poids sur E. L’algorithme glouton associé au systeme héréditaire
(E, L) et a la fonction de poids w, noté Greedy(E, L, w), est 1'algorithme 4.9.

Algorithme 4.9 : L’algorithme glouton Greedy(E,L,w) associé au systéme
héréditaire (E, L) et a la fonction de poids w.

Les éléments e; de E sont triés par poids décroissants : w(ey) > w(ez) > ... > w(ey)
F+«10

for i =1 ton do

L if FU{e;} € L then F < FU {e;};

)

U R W N

return F

(=]

Mestre a établi un lien entre un systeme héréditaire k-extensible et une borne inférieure
pour le ratio d’approximation de ’algorithme glouton associé a ce systeme héréditaire.

Théoréme 4.17 [59] Soit (E,L) un systeme héréditaire k-extensible, Ialgorithme

glouton associé a (E,L) et a une fonction de poids quelconque w a un ratio
d’approximation d’au moins % pour le probleme de maximisation défini par (F, L).
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Remarque 4.18 L’algorithme glouton Greedy(E, L, w) répond au probléeme de trouver
I'élément F' € L qui maximise la somme ) .p.w(e). On a alors que l'algorithme
glouton Greedy(E,L,w) répond & un probleme de maximisation. Dans la suite, le
théoreme 4.17 ne pourra et ne sera appliqué qu’a des algorithmes gloutons d’un probleme
de maximisation.

4.3 Algorithmes gloutons et ratios d’approximation
optimaux

Dans cette section, on va faire le lien entre les algorithmes gloutons classiques et les
algorithmes gloutons associés a un systeme héréditaire. Pour cela, on va commencer par
définir des systemes héréditaires sur les graphes pour ensuite les définir sur les mots en les
appliquant au graphe des chevauchements. Nous avons publié une partie de ces résultats
dans (XI) et (VIII).

4.3.1 Sur les graphes

On a vu dans la section 3.4, le lien entre une superchaine de P et un chemin hamiltonien
sur le graphe des chevauchements de P, ainsi que le lien entre une superchaine circulaire
de P et un circuit hamiltonien sur le graphe des chevauchements de P, et enfin le lien
entre une couverture circulaire de mots de P et un couverture circulaire sur le graphe
des chevauchements de P. On va alors définir dans cette sous-section trois systemes
héréditaires : un pour modéliser la recherche d’un chemin hamiltonien, un pour modéliser
la recherche d’un circuit hamiltonien et un pour modéliser la recherche d’une couverture
circulaire.

Soit G un graphe orienté, on pose FEg l'ensemble des arcs de G. On va définir
plusieurs familles £; de sous-ensembles de Eg, de telle sorte que (Eg, £;) forme un systeme
héréditaire. Soient F' un élément de la famille £; et e un arc de Eg. L’ensemble F'U {e}
n’est pas nécessairement un élément de £;. On va alors en plus définir une fonction Y;
de L; x FEg dans 'ensemble des sous-ensembles de Eg, i.e. P(Eg), telle que toute paire
(F,e) € Lix Eg,'ensemble d’arétes Y;(F, e) est un ensemble d’arétes que I'on doit enlever &
F pour que F'\Y;(F, e)U{e} soit dans £,. Plus précisément, on va chercher Y;(F,e) € P(F),
c’est-a-dire comme étant un sous-ensemble de F'.

— Soit L1(Egq) tel que F' € L1(Egq) si et seulement si F' C Eg et pour tout e € F, le

cardinal de {€/ € F | e est suivi par €'} est d’au plus un. On pose alors 'application
Y1 (voir Figure 4.2) telle que :

Yi : LixFEg — P(Eg)
(Fye) +— {feF\{e}|eet fontle méme début}

— Soit Lo(Eq) tel que F € Lo(Eg) si et seulement si F' C Eg et pour tout e € F, le
cardinal de {€/ € F | € est suivi par e} est d’au plus un. On pose alors 'application
Ys (voir Figure 4.3) telle que :

Yy EQ X EG — P(Eg)
(Fye) +— {feF\{e}|eet fontla méme fin}
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f3 /s fs
O fa , _, fr O
I3 f6

FIGURE 4.2 — Exemple de sous-graphe F' = {f1,..., fz} € (Eg,L1(Fg)). On a alors que
Yi(Fe) = {fs}.

FIGURE 4.3 — Exemple de sous-graphe F' = {fi,..., fr} € (Eg, L2(E¢g)). On a alors que
Ya(Fe) = {/fa}.

— Soient r un entier et L3,(Eg) un ensemble tel que F' € L3, (Eg) si et seulement si
F C Eg et 3C C F tel que C soit un sous-graphe circuit de G et |C| < r. On pose
alors I'application Y3 (voir Figure 4.4) telle que :

Yg : [,37r X EG — P(Eg)
(F,e) — {f € F\{e}|e est suivi par f}

FIGURE 4.4 — Exemple de sous-graphe F' = {f1,..., fo} € (Eq, L33(Eq)). On a alors que
Y3(F,e) = {f1, [5}.

Soient F' € L1(Eg) et e € Eg \ F; on a |Y1(F,e)| < 1. En effet on sait que comme
FeLi(Eg),VfeF,|Yi(F, f)]=0. On adonc que (Eg, L1(Eq)) est 1-extensible et donc
est un matroide. De méme, pour F' € Lo(Eg) et e € Eg \ F, on a |Ya(F,e)| < 1 et donc
que (Eg, L2(Eg)) est un matroide.

Malheureusement, pour certains (F),e) on ne peut pas borner |Y3(F,e)| par un nombre
entier, on a donc que (Eg, L3,(Eqg)) n'est pas forcément un matroide et cela pour tout
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entier r (voir le contre exemple dans Figure 4.5).

FIGURE 4.5 — Exemple de sous-graphe F' = {f1,..., fs} € (Eq, L33(Eq)). On a alors que
Y3(F) 6) = {f17f27f37f4}'

Méme si on ne peut rien faire directement avec (Eq,L3,(Fg)), on peut comparer
I'intersection de ce systeme héréditaire avec les autres matroides. De maniere a pouvoir
appliquer la proposition 4.16, on va donner une extensibilité pour chacune de ces
intersections.

Proposition 4.19 Soient G un graphe, n le nombre de sommets de G et Eg ’ensemble
des arcs de G. On a alors

1. (Eg,Li1(Eq) N Ly(Eg) N L3 n(Eq)) est un systeme héréditaire 3-extensible.
2. (Eg,L1(Eg) N L2AEq) N L3 n-1(Eqg)) est un systeme héréditaire 3-extensible.
3. (Eg, L1(Eq) N L2(Eg)) est un systeme héréditaire 2-extensible.

Preuve On va montrer le point 1., ¢’est-a-dire que (Eg, £1(Eq) N La(Eq) N Lsn(Eq))
est un systeme héréditaire 3-extensible. Les preuves des points 2. et 3. sont similaires et
laissées au lecteur.

Soient F' € L1(Eg) N La(Eq) N L3n(Eq) et e € Eg \ F, on va prendre Y*(F,e) =
Yi(F,e) UYa(F,e) UYs(F,e). On sait que |Yi(F,e)| < 1 et que |Ya(F,e)] < 1. On va
montrer que |Y3(F,e)| < 1. Supposons que |Y3(F,e)| > 2 et donc soient fi et fo deux
éléments de Y3(F,e). Par la définition de Y3(F, e), e est suivi par f; et e est suivi par fo,
on a donc que fi et fo ont le méme début. Ce qui est impossible car F' € £1(E¢g). D’ou
|Y3(F,e)] < 1. On a alors

YH(F,e)| < Yi(Fe)| + [Ya(F,e)| + [Y3(F€)| < 3.

Comme F'\ Y*(F,e) U{e} € Li(Eqg) N La(Eg) N L3n(Eq), on a que (Eg, L1(Eg) N
Lo(Eq) N L3 p(Eg)) est un systeme héréditaire 3-extensible. [ |

Dans la proposition 4.19, on a défini trois systemes héréditaires. On peut alors se
demander quelle est la forme des éléments des systéemes héréditaires ainsi obtenus. On
obtient alors la proposition suivante :

Proposition 4.20 Soient G un graphe, n le nombre de sommets de GG et Fg 'ensemble
des arcs de GG. On a alors

1. F e Li(Eg) N La(Eg) N L3n(Eq) si et seulement si F' est un sous-graphe d’un
chemin hamiltonien de G.
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2. Feli(Eg)NLy(Eg)NLyp-1(Eq) si et seulement si F' est un sous-graphe d’'un
circuit hamiltonien de G.

3. F € L1(Eg) N L2(Eg) si et seulement si F' est un sous-graphe d’une couverture
cyclique de G.

Preuve Pour démontrer les points 1., 2. et 3., on ne va démontrer que la partie = car
lautre sens (<) est évidente, il suffit de voir que le graphe vérifie les conditions et donc
le sous-graphe aussi.

Montrons d’abord le point 3. Soit F' € Li(Eg) N L2 Eg). Comme F € L1(Eq), il
n’existe pas deux arétes de F' qui ont le méme début. Comme F € Lo(Eg), il n’existe
pas deux arétes de F' qui partagent la méme fin. On a donc que F' est dans le sous-graphe
d’une couverture cyclique de G.

Montrons le point 2. Soit F' € Li1(Eg) N L2(Eg) N L3n—1(Eg). Comme F €
L3n-1(Eg), on a alors que F n’a pas de cycle plus petit ou égal & n — 1. Comme
en plus F' € L1(Eg) N La(Eqg) et que le graphe G & n sommets, F' est sous-graphe d’une
couverture cyclique avec un cycle de longueur n, c’est-a-dire d’un circuit hamiltonien de
G.

Enfin pour montrer le point 1, il suffit de voir que pour un F' € £1(Eg) N L2(Eg) N
L3n(Eq), F € Li(Eqg)NLoEq)NL3n—1(Eq) et donc F est un sous-graphe d’un circuit
hamiltonien de G. Comme F' € L3 ,(Eqg), F' n’admet aucun cycle de longueur plus petit
ou égal a n, on a donc que F est un sous-graphe d’un circuit hamiltonien sans cycle de
G, c’est-a-dire d’'un chemin hamiltonien de G. [ |

Le Théoreme 4.17 nous donne un lien entre approximation de ’algorithme glouton d’un
systeme héréditaire et extensibilité de ce méme systeme héréditaire. On va maintenant
faire le lien entre les problemes sur les graphes et les algorithmes gloutons des systemes
héréditaires que 'on vient de définir.

Théoreme 4.21 Soient G un graphe, n le nombre de sommets de G et Eg I'ensemble
des arcs de G.
1. L’algorithme glouton pour (Eg, £1(Eg) N L2(Eg) N L3, (Eq)) est un algorithme
pour Max-HDP de ratio d’approximation optimal %
2. L’algorithme glouton pour (Eq, £1(Eq) N L2(Eq) N L3 n—1(Eq)) est un algorithme
pour Max-HDC de ratio d’approximation optimal %
3. L’algorithme glouton pour (Eg,Li(Eg) N La2(Eq)) est un algorithme pour
Max-HDCC de ratio d’approximation optimal %

Preuve On va montrer le point 1., c’est-a-dire que l'algorithme glouton pour
(Eq,L1(Eg) N Lo(Eg) N L3n(Eg)) est un algorithme de Max-HDP de ratio
d’approximation optimal é

Soit F' une solution de I'algorithme Greedy((Eq, £1(Eq)NL2(Eq)NL3n(Eq))). Ona
alors, d’apres la proposition 4.20, que F' est un sous-graphe d’un chemin hamiltonien de
G. Comme F' est maximal pour I'inclusion par la définition de I’algorithme glouton, on a
que F' est un chemin hamiltonien de G. D’apres le théoreme 4.17, comme (E¢q, £1(Eg)N
Lo(Eq)N L3 n(Eq)) est 3-extensible, I'algorithme glouton pour (Eg, L1(Eq) N La(Eg) N
L3,(Eg)) est un algorithme de Max-HDP de ratio d’approximation optimal d’au moins
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%. La figure 4.6a nous montre que la ratio d’approximation optimal est exactement de
g.

Les points 2. et 3., ont une preuve similaire pour la borne supérieure du ratio
d’approximation optimal des algorithmes Greedy((Eq, L1(Eq)NL2(Eq) N Lsn—1(Eq)))
et Greedy((Eq, L1(Eg) N L2(Eq))). Pour montrer que ces ratios d’approximations sont
optimaux, on utilise les contre-exemples des figures 4.6b et 4.6¢.

1
1
; 1 1 )o
0 {1 1
1 1
(a) Max-HDP (b) Max-HDC (c) Max-HDCC

FIGURE 4.6 — Exemple d’instance pour déterminer la borne supérieure pour l'algorithme
glouton pour Max-HDP (a), pour Max-HDC (b) et pour Max-HDCC (c¢). Pour chaque
figure, le chemin (respectivement circuit) bleu est le circuit optimal et le chemin
(respectivement circuit) rouge est le chemin (respectivement circuit) généré par
I’algorithme glouton.

Conclusion de la sous-section Grace aux systémes héréditaires, on a montré dans
cette partie que l'algorithme glouton pour Max-HDP et l'algorithme glouton pour
Max-HDC ont un ratio d’approximation optimal de %, que l'algorithme glouton pour
Max-HDCC a un ratio d’approximation optimal de % Il est important de remarquer
que le ratio d’approximation optimal de I’algorithme glouton pour Max-HDC a déja été

prouvé dans Jenkyns [35] comme égal & 3.

4.3.2 Sur les superchaines

D’apres les propositions 3.38, 3.39 et 3.40, on déduit qu’a partir d’'un algorithme
d’approximation sur les graphes, on peut trouver un algorithme d’approximation pour les
superchaines. Or dans le Théoreme 4.17, on a des ratios d’approximation de ’algorithme
glouton pour les problemes sur les graphes.

On va maintenant montrer que les algorithmes gloutons classiques Greedyrs,
Greedycg et Greedyccos peuvent étre obtenus a partir des algorithmes gloutons des
systemes héréditaires (Eq, L1(Eq) N L2(Eg) N L3n(Eq)), (Eg,Li(Eg) N L2 Eg) N
L3n-1(Eq)) et (Eg,L1(Eq) N La(Eg)) ou G est le graphe des chevauchements.

Proposition 4.22 wvoir Figure 4.7 Soit P un ensemble de mots et G le graphe des
chevauchements de P. On a alors que :

— Greedyps est Palgorithme qui pour P, donne une superchaine solgp_rs(p).un
de P ou p := ((u1,u2),...,(Un—1,uy,)) est un chemin hamiltonien de G donné par
I'algorithme glouton pour le systeme héréditaire (Eq, £1(Eq)NL2(Eq)NLs n(Eq)).
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— Greedycs est Dalgorithme qui pour P, donne une superchaine circulaire
solgco—cs(c) de P ou ¢ est un circuit hamiltonien de G donné par l’algorithme
glouton pour le systeme héréditaire (Eq, £1(Eq) N L2(Eq) N L3 n—1(Eq)).

— Greedyccg est 'algorithme qui pour P, donne une couverture de mots circulaire
solgpcc—ccos(C) de P ou C est une couverture cyclique de G donnée par
lalgorithme glouton pour le systeme héréditaire (Eq, £1(Eq) N L2(Eg)).

—{ P un ensemble de mots ‘

Construction du graphe
des chevauchements de P

G]

Systeme héréditaire

Solution de 'algorithme

glouton Greedyrs (Eg, L1(E¢) N L2(Eg) N L3 (Eg)) ‘
(Eq,L1(Eq) N Ly(Eg) N Lsn-1(Eq)) ‘
Solution de I'algorithme (Ea,L1(Eg) N L2(Eg)) ‘

glouton Greedycs Solution de l'algorithme

glouton

Solution de 'algorithme ’p = ((u1,u2), .- (Un—1,un)) ‘

glouton Greedyccs

Passage a une superchaine

’ w:= solgp_rs(p).un

—>{ (w) := solgc—cs(c)

|
‘ W = solgcc—ccs(C) ‘

FIGURE 4.7 — Schéma résumant la proposition 4.22.

D’apres les propositions 3.38, 3.39, 3.40 et 4.22; on a alors que l'algorithme glouton
Greedyrs est un algorithme d’approximation de SLS. de ratio %, Greedycs est un
algorithme d’approximation de SCS. de ratio % et Greedyccs est un algorithme
d’approximation de SCCS,. de ratio %

Malheureusement, ces ratios d’approximation ne sont pas optimaux, car tous les
graphes ne sont pas des graphes de chevauchements (voir Proposition 3.33). En reprenant
la preuve de Mestre [59]), on peut alors améliorer ces ratios et trouver des ratios optimaux.
Une preuve que Greedyrs est un algorithme d’approximation de SLS,. avec un ratio de % est
donnée dans [37, 90]. Ces preuves sont longues et examinent de nombreux cas. La preuve
que 'on va donner ici utilise la puissance des systemes héréditaires et de l'algorithme
glouton pour simplifier au maximum la preuve.

Théoréme 4.23

Soutenue le 7 décembre 2016 100 Cazaux Bastien



4 L’algorithme glouton 4.3 Algorithmes gloutons et ratios. ..

— L’algorithme glouton Greedyrs est un algorithme pour SLS. de ratio
d’approximation optimal %

— L’algorithme glouton Greedycg est un algorithme pour SCS, de ratio
d’approximation optimal %

— L’algorithme glouton Greedyccs est un algorithme pour SCCS. de ratio
d’approximation optimal 1.

Preuve Soit P un ensemble de mots. On va montrer que 'algorithme glouton Greedyrg
est un algorithme d’approximation de SLS. de ratio exact % Les deux autres points
du théoreme ont une preuve similaire. La proposition 4.22 nous dit que Greedyrs est
étroitement lié a l’algorithme glouton du systeme héréditaire (Eq, £1(Eq) N L2(Eg) N
L3,(Eg)) sur le graphe des chevauchements G de P. On va reprendre la preuve de
Mestre [59] dans le cas ou le graphe est un graphe des chevauchements.

Pour commencer cette preuve, on va poser L, = Li(Eg) N L2(Eg) N L3 n(Eq),
et pour tout A € L, on pose OP(A) une extension de A de poids maximum. On a
alors que OP(() est un élément de £, de poids maximum, c¢’est-a-dire une solution de
OPTrraz—upP(G).

Soient F' € L, une solution de 'algorithme glouton du systeme héréditaire (Eq, L)
et x1,xs,...,x; lensemble des éléments pris dans l'ordre par 1'algorithme glouton pour
avoir a la fin F. Soient Fy :=0,..., F,_1 'ensemble des valeurs successives de I’ensemble
F pendant I'algorithme. En d’autres mots, on a F; := F;_1 U {x;}.

On va montrer dans un premier temps que pour tout élément x; incorporé par
I'algorithme glouton, on a l'inégalité w(OP(F;_1)) < w(OP(F;)) + w(z;) et dans un
second temps, on va raisonner par induction sur les ensembles F; en commencant par
Fo.

On sait que OP(F;_1) est une extension de F;_j. Par lalgorithme glouton et la
définition de F;_1 et z;, on a que F;_1 U {z;} € Lp. Comme z; € Eg, il existe s, et s,
tels que z; = (8p, 8o). En posant Y; = Y1(OP(Fi—1)\ Fi—1,2;) UY2(OP(Fi—1)\ Fi—1,2;) U
Y})(OP(FZ_l) \ Fi_l,xi), on a OP(Fl_l) \ Y, U {l‘z} € Lp, et

w(OP(Fi—1)) = w(OP(F-1) \Y;U{zi}) + w(Y;) — w(z;),
< w(OP(F)) +w(Y;) — w(x;).

En effet, w(OP(F;—1)\YiU{z;}) < w(OP(F;)) car OP(F;_1)\Y;U{x;} est une extension
de F;_1 U{x;} et car OP(F;) est une extension de poids maximum de F;_; U {z;}.

Maintenant montrons par contra-position que pour tout élément y € Y;, w(y) <
w(x;). Supposons qu'il existe y € Y; tel que w(y) > w(z;). Comme y ¢ F;_1, y a déja
été considéré par 'algorithme glouton mais pas ajouté a F'. On a alors qu’il existe j <1
tel que F; U{y} ¢ Lp, mais F; U{y} C OP(F;_1) € Lp, ce qui est absurde. On a donc
que w(y) < w(z;) pour tout y € Y;.

On sait que |Y;| < 3. Considérons deux cas :

1" cas :|Y;| <2
Nous avons que w(Y') > 2w(z;), et donc w(OP(F;—1)) < w(OP(F;)) + w(x;).

2nd cas : |Y;| = 3.
Il existe s; et sp tels que (sp,sp) et (Sg,So) sont dans Y;. Comme w(OP(F;)) <
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w(OP(F;-1)), on a que w(z;) +w((Sk, k) = w((sp, sg)) +w((sk, S0)). Comme (sp, i)
et (Sg, So) sont dans OP(F;_1), on a déduit que (s, sp) ¢ OP(F;_1).

Nous avons que OP(F;_1)\ Y;U{zi, (sg, si')} € Lp. En effet, comme Y; C OP(F;_1),
il n’y a ni de chevauchement a droite de s, ni de chevauchement a gauche de s dans
OP(F;_1). De plus, ajouter (sg,sy) & OP(F;—1) \ Y; U{z;} ne peut pas créer de cycle,
car sinon il existerait déja un cycle dans OPT(F;_1). Cette situation est illustrée par la
figure 4.8.

Nous avons w(OP(Fi—1) \ Yi U {xi, (sg,sx)}) < w(OP(Fi—1 U {zi, (sg,s1)})),
car OP(F;—1) \ Yi U {z;, (sk,sk)} est une extension de F;_1 U {z;, (sg,sw)} et
OP(F;_1 U{z;, (sk,Sk)}) est une extension de poids maximum F;_; U {x;, (sk, Sx/)}-

Comme w(OP(F;—1 U{x;, (sg,s1)})) < w(OP(F;—1 U{z;})), on a :

w(OP(Fi—1)) = w(O(éD(Fil)))\ Y U{zi, (s, 81)}) +w(Y;) — w(z;)
—w((sk, sx')),
< w(OP(Fi—1 U{zi, (sk,s1)})) +w(Yi) —w(w;)
—w((sk, sw)),
< w(OP(F)) +w(Y;) — w(xi) — w((sk, si))-

Comme Y; = {(sp, s1/), (ks So), (Sk, Sp) }, on obtient

w(OP(Fi-1)) < w(OP(F)) - w((s,sw)) +w(Yi) — w(z),
< w(OP(F)) — w((sk, sx)) + w((sp, sx)) + w((s, 50))
+w((8k//, Sp)) - w(x,)
< w(OP(F)) +w((ser, sp))
< w(OP(F;)) + w(x;).

En se souvenant que OP(() est une solution de O PT /42— pp(G), par induction, on a :
w(OP(Fy)) w(OP(Fyo1)) + 715 w(z;)

w(F) 4+ w(F)

2w(F).

IAINIA

On peut substituer w(OP(F,_1)) par w(F) car F,_; est maximal par inclusion et
F,—1 = F. On a alors que I'algorithme glouton de (Eg, £,) a un ratio d’approximation
de % sur Max-HDP pour le graphe des chevauchements.

On obtient alors que I'algorithme glouton Greedyrs a un ratio d’approximation de
% pour le probleme SLS..

Si on prend P; = {ab,bb,bc}, on a alors que abcbb est une solution de Greedyrgs et

Py||—|abebb] _ 1
abbc € OPTsi s, (Pr). On a alors % =1

On a alors que le ratio d’approximation de Greedyrs est exactement de %
On a de plus que < abebb > est une solution de Greedycs et < abbc >€ OPTs s (Pr).

Pill—
[|P1||—|<abcbb>| _ 1 m

On a alors TPi=T<abbes] = 2

On obtient alors une preuve d’un fait annoncé pour SCCS mais pas démontré par Blum
et al. [11] et Czuma et al. [19].

I Corollaire 4.24 [L’algorithme glouton Greedyccg est un algorithme optimal de SCCS.
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Sk Siq
Sn S0
Sk’ Sk

FIGURE 4.8 — Impossibilité de créer un cycle en ajoutant (s, sg) & OP(F;—1) \ Y; U {x;},
sans créer un cycle dans OP(F;_1). Comme on ajoute z; & OP(F;_1), on doit supprimer
les trois éléments en rouge : (Sg, Sp), (Sp, Sk')s (Sks So)-

Preuve D’apres le théoreme 4.23, on a que le ratio d’approximation de ’algorithme
glouton Greedyccs sur SCCS,. est de 1. On a alors que 'algorithme glouton Greedyccs
est optimal sur SCCS,. D’apres la proposition 3.7, on a alors que l’algorithme glouton
Greedyccs est optimal sur SCCS. [ |

Conclusion de la sous-section A l'aide des systemes héréditaires, on a montré dans
cette partie que l'algorithme glouton pour SLS. et I'algorithme glouton pour SCS. ont
un ratio d’approximation optimal de % et que l'algorithme glouton pour SCCS (et pour
SCCS,) est optimal.

Conclusion du chapitre Plus que les résultats, ce qui est important dans ce chapitre
est la méthode utilisée. En effet, cette méthode peut étre appliquée facilement a d’autres
variantes de SLS. et permet de trouver l'algorithme glouton correspondant et prouver
relativement facilement des bornes de cet algorithme pour les ratios d’approximation
optimaux de ces problemes (voir Chapitre 5). Passer par les systémes héréditaires des
graphes permet de généraliser les preuves pour les versions compressions des problemes
de superchaines sans toutefois en augmenter la difficulté de compréhension.
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Chapitre 5

Autres problemes liés aux
superchaines

Dans le chapitre 4, on a étudié des algorithmes gloutons classiques, c’est-a-dire des
algorithmes gloutons pour SLS, SCS et SCCS, en utilisant des résultats sur les systemes
héréditaires. Dans ce chapitre, on va montrer que ’on peut étendre facilement cette étude
a des variantes de ces problemes des superchaines. On va s’intéresser a des variantes qui
nous sont imposées par les problemes pratiques de 'assemblage, c’est-a-dire le cas du
complémentaire renversé, le cas avec une multiplicité et le cas avec des chevauchements

interdits.
Sommaire
5.1 Partition de 'instance . ... ... ... ... ... .. 0. 105
5.1.1 Chemin Maximum Partitionné Hamiltonien . . . . . . ... ... 106
5.1.2  Shortest Multi-Cyclic To Linear Superstring . . . . . . . . .. .. 109
5.1.3 Complémentaire-renversé . . . . . . .. .. . ... ... .. 111
5.2 Multiplicité . . . . . . . . . i e e e e e e e e e e 114
5.3 Chevauchements interdits . . ... ... .. ... ... ..., 117
5.4 Problémes avec fusion des contraintes . . . . .. ... ... ... 121

5.1 Partition de ’instance

Avant de poser le probleme du cas du complémentaire renversé, on commencera par
généraliser le probleme recherché. Ici, on va s’intéresser au probleme sur les graphes ou
on veut un chemin qui passe une et une seule fois par chaque sommet d’une partition des
sommets. On va ensuite appliquer ce probleme a deux problemes sur les mots. La premiere
application va étre du probleme sur les superchaines ou on a en entrée un ensemble de
chailnes circulaires et ou on veut trouver le plus petit mot qui contient au moins un décalé
circulaire de chaque chaine circulaire. La deuxiéme application va étre le probleme sur les
superchaines oll en entrée on a un ensemble de mots sur l'alphabet {A, T, G, C'} et on veut
trouver une superchaine qui contient pour chaque mot de l'instance, soit ce mot, soit le
complémentaire-renversé de ce mot. Nous avons publié ces résultats dans (I) et (VI).
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5.1 Partition de I'instance 5 Autres problémes liés aux. . .

5.1.1 Chemin Maximum Partitionné Hamiltonien

On va commencer par définir le probleme Chemin Maximum Partitionné Hamiltonien
(Max-PHP). Soit (V, A) un graphe orienté complet tel que V est partitionné en p classes
de neeuds {Vi,...,V,}.

Soit W un sous-ensemble de V' et F' un sous-ensemble de A. On note nyy (F) le nombre
de nocuds de W étant une extrémité d’un arc de F, i.e.

nw(F) = |{x € W | 3z tel que (z,z) € F ou (z,2) € F}|.

On peut voir un chemin simple ¢ de (V,A) comme un sous-ensemble A, de A. Par
simplicité, on note ny (A4) par nw(q).

Un chemin ¢ de (V, A) est dit partitionné hamiltonien sur {Vi,...,V,} si ¢ est un
chemin simple et pour chaque i entre 1 et p, ny,(¢) = 1. En d’autres termes, si pour
chaque classe, il ne traverse qu'un seul élément de la classe. Le probleme du Chemin
Partitionné Hamiltonien (PHP, < Partitioned Hamiltonian Path problem > en anglais)
cherche il existe un chemin partitionné hamiltonien sur {Vi,...,V,}.

Définissons maintenant le probleme d’optimisation relié au probleme du Chemin
Maximum Partitionné Hamiltonien.

Définition 5.1 Max-PHP Soient (V,A,w) un graphe orienté complet avec w une
fonction de poids non négative sur A, et {Vi,...,V,} une partition de V. Le Mazimum
Chemin  Partitionné Hamiltonien (ou Max-PHP) cherche un chemin partitionné
hamiltonien p sur {Vi,...,V,} qui maximise la somme des poids de ses arcs, i.e.

ZeEp w(e)

Remarque 5.2 L’entrée du probleme Max-PHP est un graphe G = (V, A, w) orienté
complet et pondéré, ainsi qu'une partition {Vi,...,V,} de V. Comme le graphe est
complet, I'ensemble A est forcément égal & V' x V. De plus, comme {V1,...,V,} est une
partition de V', on a que |J_; V; = V. On peut donc prendre comme entrée du probleme
Max-PHP, un couple ({Vi,...,V,},w) ot {Vi,...,V,} est une partition de | J_; V; et w
une application de ({J_, Vi) x (Ur_; Vi) vers N.

Il est clair que Max-HDP est un cas spécial de Max-PHP ou chaque classe est un
singleton, i.e. pour un graphe G = (V, A, w) orienté complet et pondéré, on a que

SOLyaw—mpp((V, A;w)) = SOLpar—prP(( U Hothw)).
veV

On en déduit que Max-PHP est NP-Difficile et est difficile & approximer. On va montrer
que l'algorithme glouton sur Max-PHP admet un ratio d’approximation constant, ce qui
veut dire que Max-PHP appartient a la classe APX.

On peut définir de méme Max-PHC et Max-PHCC, les pendants de Max-PHP ol on ne
cherche plus un chemin, mais un circuit et une couverture cyclique respectivement.

On note Graphe_Part({V1,....V,},w) = (V. = U_, Vi, Ac,w) le sous-graphe de
(V, A, w) tel que

Ac={(z.y)eAlzeV,yeVieti#jlU{(z,2) e Alz eV}

Si on compare Ac & A, il manque & Ao tous les arcs reliant deux membres différents d’une
méme classe (voir Exemple 5.1).
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(a) Graphe (V, A, w) (b) Graphe
Graphe_Part({V1, Va},w)

FIGURE 5.1 — Exemple de Graphe (V, A) et du sous-graphe Graphe_Part({V1, V2}, w) pour
la partition des nceuds en vert.

Maintenant, définissons un systeme héréditaire sur A ’ensemble des arcs du graphe
Graphe_Part({V1, Va2},w) dont on montrera apres qu’il modélise le probleme Max-PHP
pour ({Vi,...,V,},w).

Définition 5.3 Soit r un entier positif. On définit le systéme héréditaire (Ac, M1 N
Mo N Ms, N My) tel que
— F € Mj si et seulement si
Ve,ye Vet zz2 €V, (z,2) et (y,2') € F implique z =y et 2z = 2/,
— F € Mj si et seulement si
Ve,ye Vet z,2 €V, (2,2) et (2/,y) € F implique z =y et z = 2/,
— F € M3, si et seulement si
AC C F tel que C est un sous-graphe circuit de (V, A¢) et |C| < 7,
— F e My si et seulement si
Ve,ye Vet z,2 €V, (x,2) et (¢,y) € F implique z = 2/

On a alors que M et My préviennent que deux arcs distincts ne rentrent ou ne sortent
que par deux nceuds de la méme classe. L’ensemble M3 ,. prévient 'existence de circuit plus
petit ou égal en taille a r et My interdit qu’un arc arrive par un noeud d’une classe et qu’un
autre arc sorte avec un autre nceud de la méme classe. Ces contraintes sont illustrées dans
la Figure 5.2. On va de plus définir les systemes héréditaires (Ac, MiNMaNMs3,—1NMy)
et (Ao, M1 N MyN My) qui modéliseront les problemes Max-PHC et de Max-PHCC. Pour
chacun de ces trois systemes héréditaires, on peut alors donner leur extensibilité.

Proposition 5.4 Les systemes héréditaires (Ac, M1 N Mo N Mgz, N My), (Ac, M1 N
MoNMs,1 N My) et (Ac, My N Mo N My) sont 4-extensibles.

Preuve Montrons que le systeme héréditaire (Ac, M1 N Mo N Mz, N My) est 4-
extensible. Les preuves des deux autres systemes héréditaires sont similaires et laissées
au lecteur.

Soient C'€e MiNMaNMs,NMyetae Ao\ C tel que C U {a} est une extension
de C. Soit D une autre extension de C. Comme a € Ac, il existe z € V; et y € Vj tels
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F1GURE 5.2 — Hlustration pour la preuve de la proposition 5.4 des conditions définissant
le systeme héréditaire pour Max-PHP. Dans la preuve, on souhaite étendre la solution
courante D avec un arc a reliant x a y. Comme e n’est pas compatible avec les arcs
ai,as,as,ay (en rouge) déja dans D, car z et 2’ sont dans la méme classe ainsi que y et 3/
(les classes sont représentées part les lignes a tirets), on ne peut ajouter e tout en gardant
{a1,a9,as3,a4} dans la solution.

que i # j et a = (z,y). On peut alors définir Y tel que

Y = {(2/,y)eD\C |2 eVety eV;}U

{(2/,y/)e D\C |2/ €eVety e VIU

{(m’,y’)eD\C!x eVety eV}U

{(',y)e D\C |2’ € Vet y €V}

= (D\O)N((Vx V) UV x V) UV x V) UV x V),
Comme D est dans MiNMaNMy, |[DN(V V)| <1, |DN(V;xV)| <1, |[DN(V xV;)| <1
et [DN(V; x V)| <1. On a alors que

Y]

(D\C)A((V X V) U (Vi x V) UV x V) UV x V)]
DA (VX V) UV x V)U(V x V) UV x V)]

DAV x V)| + DA (Vi x V)| + D0 (V x V)[+ DA (V; x V)
4

INIA A

Par définition de Y, D\ Y U {a} € M; N My N Ms, N My. En effet, a ne peut pas
appartenir & une cycle de D \ Y U {a}, car Y contient les arcs entrants dans x et
sortants de y. On a alors, D \ Y U {a} est aussi dans M3 ,. L’ensemble D \ Y U {a}
appartient a M1 N Mo N Mz, N My, ce qui termine la preuve de Iextensibilité de
(Ac,MlﬂMgﬂMg,pﬂMz;). [ |

Nous obtenons donc les ratios d’approximation optimaux des algorithmes gloutons
pour les problemes Max-PHP, Max-PHC et Max-PHCC.

Théoréme 5.5

1. L’algorithme glouton de (Ac, M1 N My N Ms, N My) a un ratio d’approximation
optimal de i pour Max-PHP.

2. L’algorithme glouton de (Ac, MiNMaNMs,—1NMy) a un ratio d’approximation
optimal de i pour Max-PHC.

3. L’algorithme glouton de (A, M1 NMyNMy) a un ratio d’approximation optimal
de % pour Max-PHCC.
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Preuve En utilisant le théoreme 4.17 et la proposition 5.4, on obtient la borne inférieure
du ratio d’approximation optimal de chacun des trois problémes. La figure 5.3 montre
des exemples tels que la solution gloutonne est bien quatre fois plus petite que la solution
optimale, montrant ainsi que ces trois ratios sont optimaux. |

E

(b) Max-PHC et Max-PHCC

F1cURE 5.3 — Exemple d’instance pour déterminer la borne supérieure pour ’algorithme
glouton pour Max-PHP (a), pour Max-PHC et pour Max-PHCC (b). Pour chaque figure, le
circuit bleu est le circuit optimal et le circuit rouge est le circuit généré par 'algorithme
glouton.

Conclusion de la sous-section Dans cette sous-section, on a montré que les
algorithmes gloutons pour les problemes Max-PHP, Max-PHC et Max-PHCC ont chacun
un ratio d’approximation optimal plus grand ou égal a %. Les problemes Max-PHP,
Max-PHC et Max-PHCC sont donc APX, c’est-a-dire qu’il existe des algorithmes avec

un ratio d’approximation optimal constant.

5.1.2 Shortest Multi-Cyclic To Linear Superstring

On va maintenant appliquer le probleme Max-PHP aux problemes sur les mots. On
va commencer par prendre des mots circulaires en entrée. En décomposant chaque mot
circulaire en un ensemble de mots linéaires représentant ce mot circulaire et en prenant
comme partition cet ensemble, on retrouve le probleme Max-PHP. On va définir tout cela
formellement.

Soit P := {(c1),...,(cp)} un ensemble de p mots circulaires. P est dit cyclic-factor free
si pour tout 4, j distincts entre 1 et p, il n’existe pas € Lin((c;)) et y € Lin({(c;)) tels
que x est une sous-chaine de .

On peut alors définir le pendant du probleme SLS qui prend en entrée un ensemble de
mots circulaires.

Définition 5.6 Shortest Multi-Cyclic To Linear Superstring (SMC2LS) Soit
P := {{c1),...,{cp)} un ensemble de mots circulaires cyclic-factor free. Le probleme
Shortest Multi-Cyclic To Linear Superstring (SMC2LS) cherche un mot linéaire w qui
minimise la taille de w et tel que pour chaque i € {1,...,p}, au moins un décalage
circulaire de (¢;) soit une sous-chaine de w.
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Exemple 5.7 Soit P = {(abba), (bbab)}. On a alors que abbab et bbbaa sont deux
solutions optimales du probleme SMC2LS pour P.

On peut définir de méme SMC2CS et SMC2CCS les pendants de SMC2LS ou on ne
cherche plus a trouver le plus petit mot linéaire, mais le plus petit mot circulaire et la plus
petite couverture de mots circulaires.

On a clairement qu’une solution de SMC2LS (respectivement SMC2CS et SMC2CCS)
peut étre calculée en appliquant 'algorithme glouton sur Max-PHP (respectivement
Max-PHC et Max-PHCC) pour une variante du graphe de chevauchement qui serait adapté
au mots circulaires en entrée.

Définition 5.8 Graphe des chevauchements partitionné Soient P un ensemble
de mots circulaires cyclic-factor free. Le graphe des chevauchements partitionné (Vp, Ep)
de P est tel que :

Ve = Ugep Lin({(c))

Ep = {(u,v)|3c) et () € P tels que (u,v) € Lin({c)) x Lin({c))
et (¢) # ()} U{(u,u) | u € Vp}.

Remarque 5.9 L’ensemble d’arcs {(u,u) | u € Vp} est utile pour le probleme
SMC2CCS.

Un exemple de graphe des chevauchements partitionné est donné dans la figure 5.4.

Remarque 5.10 Comme P est cyclic-factor free, pour tous (c;) et (¢;) € P tels que
(ci) # (¢j), on a alors Lin(c;) N Lin(c;) = 0. On a alors que J e piLin((c))} est bien
une partition de (Jyep Lin((c)).

Pour un ensemble de mots circulaires P, on peut alors faire le lien entre le graphe
des chevauchements de |Jiep Lin({c)) et le graphe des chevauchements partitionné de
P que l'on peut écrire comme le graphe Graphe_Part(J,,ep{Lin(({c))},ov) ou ov est
I’application de ¥X* x ¥* dans N qui correspond & la taille du chevauchement maximal.

En prenant ’algorithme glouton sur Max-PHP et en 'appliquant sur le graphe des
chevauchements partitionné, on obtient alors un algorithme sur SMC2LS. De méme, on
peut obtenir un algorithme sur SMC2CS et SMC2CCS. Grace aux ratios d’approximation
optimaux des algorithmes gloutons pour Max-PHP, Max-PHC et Max-PHCC obtenus par
le théoreme 5.5, on peut définir une borne pour le ratio d’approximation optimal pour
SMC2LS,., SMC2CS,. et SMC2CCS, (les versions compression de SMC2LS, SMC2CS et
SMC2CCS).

Théoreme 5.11 Soient P := {(c1),...,(cp)} un ensemble de mots circulaires et G le
graphe des chevauchements partionné de P.

— L’algorithme glouton défini pour Max-PHP et appliqué sur G a un ratio
d’approximation optimal supérieur ou égal a % pour SMC2LS,,

— L’algorithme glouton défini pour Max-PHC et appliqué sur G a un ratio
d’approximation optimal supérieur ou égal a i pour SMC2CS,,

— L’algorithme glouton défini pour Max-PHCC et appliqué sur G a un ratio
d’approximation optimal supérieur ou égal a i pour SMC2CCS..
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c
(-
a b
()
b b
()
b
(a) Un ensemble P de 3 mots (b) Le graphe des chevauchements partionné de P avec
circulaires un chemin partitionné hamiltonien
FIGURE 5.4 — Exemple de graphe des chevauchements partitionné de P :=

{{aba), (bbc), (acb)}. Tous les décalages circulaires d’'un méme mot apparaissent de la méme
couleur (bleu pour (aba), vert pour (bbc), rouge pour (acbh)). On n’a représenté que les arcs
avec un poids strictement positif. Une solution non optimale de Max-PHP pour P a été
représentée en orange et donne le mot linéaire abacbb.

I Remarque 5.12 Les bornes données par le théoreme 5.11 ne sont pas strictes.

Q : Les problémes SMC2LS., SMC2CS. et SMC2CCS,. sont-ils
NP-difficile?

Q : Quels sont les ratios d’approximation optimaux des algorithmes
gloutons pour SMC2LS, SMC2LS., SMC2CS, SMC2CS., SMC2CCS et
SMC2CCS, 7

Conclusion de la sous-section On a montré dans cette partie que pour chacun des
problemes SMC2LS., SMC2CS,. et SMC2CCS,, il existe un algorithme avec un ratio
d’approximation optimal plus grand au égal a %. On a donc que les problemes SMC2LS,.,
SMC2CS, et SMC2CCS,. sont APX.

5.1.3 Complémentaire-renversé

On va voir maintenant une autre application du probleme Max-PHP aux problemes
sur les mots. Une séquence d’ADN peut étre vue comme un mot sur I'alphabet ¥ =
{A,T,C,G}. Comme ’ADN est une molécule a double brin, chaque séquence sur un brin
a son reverse complement qui est sur l'autre brin, i.e. en lisant de droite a gauche en
complémentant (A <> T, C <> G). On note le complémentaire-renversé d’'un mot w par
. Cette notion et la notation sont étendues & un ensemble fini de mots. L’opération
de complémentaire-renversé d’un mot est une composition d’une inversion avec une
permutation d’ordre 2 sur ¥ (voir remarque 5.14).
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Exemple 5.13 Soient w = ATAGGA un mot linéaire, (w) = (CGTAG) un mot
circulaire et P = {ATTC,TTA,CGGC} un ensemble de mots sur ¥ = {A T,C,G}. On
a alors que W = TCCTAT, que m ZC’TAC'G> et que P = {ATTC, TTA C’GCG} =
{GAAT, TAA,CGCG}.

Remarque 5.14 Dans (VI), on a montré que les résultats que 'on a pour le cas du
complémentaire-renversé pouvait étre généralisé a toutes compositions d’'une inversion
avec une permutation d’ordre 2 sur X.

La proposition suivante nous donne un lien entre le chevauchement maximal et le
complémentaire-renversé.

N
Proposition 5.15 Soient v et v deux mots linéaires. On a alors OU(W v ) = ov(v,u).

Soit P un ensemble de mots sur {A, 7T, C,G}. On dit alors que P est ADN-factor-free
si PU $ est factor-free.

Exemple 5.16 Soient P, = {ATCCA,GGA} et Py = {ATCCA,GGT}. On a alors
que P, est ADN-factor-free mais que P; ne Uest pas. En effet GGA = TCC est une
sous-chaine de ATCCA.

On va introduire une variante pour le cas de 'ADN de la superchaine, 1’A DN-
superchaine de P : c’est un mot w tel que pour tout mot s; € P, s; ou E est une
sous-chaine de w.

On peut définir le probleme de trouver la plus petite ADN-superchaine d’un ensemble
de mots DNA-factor-free.

Problemme 5.17 Shortest DNA Linear Superstring (SDLS) Soit P un ensemble
de mots ADN-factor-free sur {A, T, C, G}. Le probleme Shortest DNA Linear Superstring
cherche une ADN-superchaine w de P qui est de longueur minimale.

Exemple 5.18 Soit P = {ATTCA,GGTG,CCAGY} un ensemble de mots.

Le mot ATTCACCAG est une ADN-superchaine de P, car ATTCA, GGTG =
CACC et CCAG sont des sous-chaines de ATTCACCAG.

On définit de méme les problemes SDCS et SDCCS qui cherchent la plus petite ADN-
superchaine circulaire et la plus petite ADN-couverture de mots circulaires (on ne cherche
plus un mot de P comme sous-chaine mais un mot de P ou son complémentaire-renversé).

On peut alors s’intéresser a la complexité des problemes SDLS et SDCS. En effet on
ne regarde pas ici SDCCS, d’apres le théoreme 5.22, on a que SDCCS, est dans P.

Théoreme 5.19 Les problemes SDLS,; et SDCS,; sont NP-complets méme si I’entrée
est écrite sur un alphabet de cardinalité 2

I Preuve La preuve pour SDLS, peut étre trouvée dans (VI). |
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Algorithme 5.1 : L’algorithme glouton pour SDLS.
Entrée : Soit P un ensemble de mots.
1 while |P| > 1 do
2 Soit u et v les deux mots de P U P dont le chevauchement maximal est le plus
grand;
3 | P—PU{udv}\{uv %, v}

4 return w tel que P = {w}.

On peut alors définir 'algorithme glouton sur SDLS (voir Algorithme 5.1). On peut
définir de méme l'algorithme glouton sur SDCS et SDCCS.

Comme on I’a fait dans sous-section 5.1.2, on va définir un graphe des chevauchements
qui modélise notre probleme.

Définition 5.20 Graphe des chevauchements reverse-complement (voir
Figure 5.5) Soit P un ensemble de mots ADN-factor-free. Le graphe des
chevauchements reverse-complement (Vp, Ep) de P est tel que :

VP = UwGP{U)?%}
Ep = {(u,0) €eVpxVp|u#vetu#v}U{(u,u)|ueVp}

O 0

IATTC | [GAAT |

[

ITCAG | [ CTGAI

0 0

FicURE 5.5 — Exemple de graphe des chevauchements reverse-complement pour P =
{ATTC,CTGA}.

Remarque 5.21 Comme P est ADN-factor-free, pour tous w; et w; € P tels que
w; # w; et w; # 105, on a alors {w;, w;} N {w;,;} = 0. On a alors que Uwepiw, w}}
est bien une partition de (J,,cp{w, W}

Pour un ensemble de mots linéaires P, on peut, comme dans la sous-section précédente,
établir le lien entre le graphe des chevauchements de |J,,cp{w, ﬁ} et le graphe des
chevauchements reverse-complement de P que 'on peut écrire comme le graphe

Graphe_Part( U {w, W}, ov)

weP

ou ov est 'application de ¥* x ¥* dans N qui correspond a la taille du chevauchement
maximal.
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En prenant lalgorithme glouton sur Max-PHP (respectivement Max-PHC et
Max-PHCC) et en Dappliquant sur le graphe des chevauchements reverse-complement,
on obtient alors un algorithme sur SDLS (respectivement SDCS et SDCCS). A I'aide des
ratios d’approximation optimaux des algorithmes gloutons pour Max-PHP, Max-PHC et
Max-PHCC obtenus par le théoreme 5.5, on peut borner le ratio d’approximation optimal
pour SDLS,., SDCS, et SDCCS, par %.

En utilisant la proposition 5.15 et le fait que le graphe des chevauchements reverse-
complement satisfait 'inégalité supérieure de Monge, on peut améliorer facilement les
bornes du ratio d’approximation optimal de ’algorithme glouton défini pour Max-PHP,
(resp. Max-PHC et Max-PHCC) et appliqué sur le graphe des chevauchements reverse-
complement de P.

Théoréme 5.22 Soient P := {si,...,s,} un ensemble de mots et G le graphe des
chevauchements reverse-complement de P.

1. L’algorithme glouton défini pour Max-PHP et appliqué sur G a un ratio
d’approximation optimal de % pour SDLS,.,

2. L’algorithme glouton défini pour Max-PHC et appliqué sur G a un ratio
d’approximation optimal de % pour SDCS,,

3. L’algorithme glouton défini pour Max-PHCC et appliqué sur G a un ratio
d’approximation optimal de 1 pour SDCCS..

Preuve Une preuve de ce théoreme pourra étre trouvée dans (VI) et est similaire a
une des preuves que l'on a réalisé dans (VIII). |

Grace au 3. du théoreme 5.22, on a alors le résultat suivant :

Corollaire 5.23 L’algorithme glouton défini pour Max-PHCC et appliqué sur le graphe
des chevauchements reverse-complement de P est un algorithme optimal de SDCCS.

Conclusion de la sous-section Dans cette partie, on a montré que les problemes
SDLS, et SDCS,. sont dans NP-complets et APX. En effet, il existe un algorithme
pour SDLS, et SDCS, avec un ratio d’approximation optimal de % Le probleme SDCCS
est quant & lui dans P, car on a montré que I'algorithme glouton est optimal pour SDCCS.

5.2 Multiplicité

On va maintenant s’intéresser aux problemes des superchaines avec multiplicités.
La multiplicité d’une chaine en entrée indique le nombre d’occurrences voulu dans la
superchaine a calculer. On sait que ce probleme a déja un algorithme exact polynomial
dans le cas ou le nombre de mots de 'instance est borné et un algorithme exact quadratique
en la norme de l'instance dans le cas ou les mots de l'instance sont de longueur 2 : on
peut retrouver ce résultat dans Crochemore et al. [16]. On va regarder comment réagit
I’algorithme glouton pour ce probleme.

Commencons par définir le probléeme formellement :
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Problemme 5.24 Multi Shortest Linear Superstring (Multi-SLS) Soient P :=
{s1,...,8n}, un ensemble de mots et m une application de P vers N* qui donnera une
multiplicité pour chaque mot de P. On cherche un mot linéaire w qui soit de longueur
minimale et tel que pour tout s; € P, |Oce(s;, w)| > m(s;).

On peut de méme définir les problemes Multi-SCS et Multi-SCCS qui cherchent non
pas un des plus petits mots w, mais un des plus petits mots circulaires ¢ et une des plus
petites couvertures de mots circulaires W ol on peut voir chaque mot s; de P au moins
m(s;) fois.

Soient P := {s1,...,sy} un ensemble de mots et m : P — N*. Ici I'ensemble P n’est
pas forcément factor-free. On va définir une propriété qui va généraliser le principe en
définissant une nouvelle application reduc,, telle que :

reduc,, : P — N*
si + max(0,m(s;) — > . 5; reducy,(s;))
sub

et un ensemble de mots Reduc(P,m) = {v € P | m(v) > 0}.

Cette application prend en compte le fait qu'un mot peut étre sous-chaine d’un autre
et qu’il faut alors réduire sa multiplicité du nombre d’occurrences demandé par le mot qui
le contient.

Exemple 5.25 Soient P = {abb, ba,bb,b} et m tel que
m : abb — 2
bb — 3
ba — 2
b — 6
On a alors que
reduc,, : abb +— 2
bb — 1
ba +— 2
b — 0
et que Reduc(P,reduc,,) = {abb,ba,bb}. De plus babbbabb est une solution optimale de
Multi-SLS pour (P,m).

On pose Set(P,m) = {(s1,1),...,(s1,m(s1)),(s2,1),...,(Sn,m(sp))}. Soit 7 une
permutation sur Set(P,m). On note alors la superchaine construite en fusionnant les mots
dans 'ordre de la permutation avec leurs chevauchements maximaux par

linear(P,m, 1) = 7((s1, 1) [1]®7((s1,2)[1]®...®7((s1,m(s1))[1]D...BT((8n,m(51)))[1]
ou pour 7((;,7)) = (sk, 1), on pose 7((s;,7))[1] = sk.

Exemple 5.26 Soient P = {abb, ba, b} et 'application m telle que m(abb) = 2, m(bb) =
1 et m(ba) = 2. On a alors que Set(P,m) = {(abb, 1), (abb, 2), (bb, 1), (ba, 1), (ba,1)}. Soit
7 la permutation de Set(P,m) telle que

7 ¢ (abb,1) +— (ba,2)
(abb,2) + (abb,1)
(bb,1) > (bb,3)
(ba,1) — (ba,l)
(ba,2) + (abb,2)
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I On a alors que linear(P,m,T) = ba & abb & bb & ba & abb = babbbabb.

Il est facile de voir que le probleme SLS est un cas particulier de Multi-SLS dans le
cas ou application qui donne la multiplicité est I'application de P vers {1} (pour tout
x € P, m(z) = 1). Dans ce cas, en reprenant la notation de la partie 2.1.1, on constate que
I'ensemble Factor— free(P) est égal a Reduc(P, reduc,,). De plus pour o une permutation
de {1,...,n}, en posant 7 la permutation de Set(Reduc(P,reducy,, ), reducy,, ) telle que
7((si,1)) = (84(:), 1) et P’ = Reduc(P,reducy, ), on a que

linear(P', reducy,,, ) = P/(0)

On va alors généraliser les résultats de SLS et notamment on a que pour toute
solution optimale w de Multi-SLS de (P,m), il existe une permutation 7 de ’ensemble
Set(Reduc(P, reducy,), reduc,,) telle que w = linear(Reduc(P, reducy,), reducy,, 7).

On peut alors redéfinir Multi-SLS en utilisant des permutations.

Problemme 5.27 Multi Shortest Linear Superstring (Multi-SLS) version 2
Soient P un ensemble de mots et m une application de P vers N* qui donnera
une multiplicité pour chaque mot de P. On cherche un mot linéaire w tel
quil existe une permutation 7 de Set(Reduc(P,reducy,),reducy,) telle que w =
linear(Reduc(P, reducy,), reducy,, T), qui soit de longueur minimale.

On peut alors se demander quels sont les liens entre les problemes sur les graphes et
les problemes Multi-SLS, Multi-SCS et Multi-SCCS. On va pour cela définir une nouvelle
version du graphe des chevauchements.

Définition 5.28 Graphe des chevauchements multiple (voir Figure 5.6) Le
graphe des chevauchements multiple de (P, m) est le graphe orienté complet G = (V, A, w)
ol

V := Set(Reduc(P, reducy,), reducy,)

et
w A — N

((si,9): (sk,0)) > Jou(si, s

Dés lors, on déduit que chercher un chemin hamiltonien de poids maximum sur le
graphe des chevauchements multiple de (P, m) est alors équivalent a trouver une solution
optimale de Multi-SLS.

En reprenant les résultats du théoreme 4.23 (page 100), on a alors le théoréme suivant :

Théoreme 5.29 Soient P un ensemble de mots, m une application de P vers N et G
le graphe des chevauchements multiple de (P, m).

1. L’algorithme glouton défini pour Max-HDP et appliqué sur G a un ratio
d’approximation optimal de % pour Multi-SLS,,

2. L’algorithme glouton défini pour Max-HDC et appliqué sur G a un ratio
d’approximation optimal de % pour Multi-SCS,,

3. L’algorithme glouton défini pour Max-HDCC et appliqué sur G a un ratio
d’approximation optimal de 1 pour Multi-SCCS,,
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FIGURE 5.6 — Exemple de graphe des chevauchements multiple pour P = {abb, ba, b} et m
telle que m(abb) = 2, m(bb) = 3 et m(ba) = 2.

Grace au théoreme 5.29, on a le corollaire suivant :

Corollaire 5.30 Pour un ensemble de mots P et une application m de P vers N*
I’algorithme glouton défini pour Max-HDCC et appliqué sur le graphe des chevauchements
multiple de (P, m) est optimal pour Multi-SCCS.

Conclusion de la section On a montré dans cette section, que les problémes
Multi-SLS, et Multi-SCS. qui sont NP-difficiles sont aussi APX. En effet, on a trouvé
pour chacun de ces problemes un algorithme avec un ratio d’approximation optimal de
%. Enfin, on a que 'algorithme glouton pour le probleme Multi-SCCS est optimal et donc
le probleme est dans P.

5.3 Chevauchements interdits

Dans cette partie, on va s’intéresser aux problemes de superchaines o1 on va contraindre
la solution en empéchant certains chevauchements. En effet, par exemple pour SLS, on sait
que l'on peut se restreindre a regarder les superchaines générées par une permutation
et donc on a un ordre sur les mots de l'instance et on peut vouloir éviter certains
chevauchements entre deux mots successifs dans la solution.

Soit P := {s1,...,8,} un ensemble de mots.

Soit w un élément de PSLS(P), on a alors qu’il existe o une permutation de {1,...,n}
telle que w = Py(o). On pose alors Overlap(w) := {0v(84(); So(i+1)) | © € {1,...,n — 1}}
I’ensemble des chevauchements vu par deux mots de l'instance consécutifs dans w. La
restriction aux solutions issues de permutations permet de connaitre 1’ensemble des
chevauchements utilisés par une solution. On peut donc maintenant contraindre cet
ensemble en introduisant un ensemble I donnant les chevauchements qui sont interdits.

On va pouvoir alors définir le probleme de superchaine linéaire contraint.
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Problemme 5.31 Contraint-SLS Soient P et F' deux ensembles de mots, on cherche
w une superchaine linéaire de PSLS(P) qui soit de longueur minimale et telle que
Overlap(w) N Fact(F) = (.

On peut alors définir une version de Contraint-SLS ou on cherche une superchaine
circulaire et une version ou on recherche une couverture circulaire de mots. Pour cela,
pour un ensemble de mots P, on va définir 'application Overlap(.) sur PSCS(P) et sur
PSCCS(P).

Soit (w) un élément de PSCS(P). On a alors qu'il existe o une permutation circulaire
de {1,...,n} telle que (w) = Circular(P, o). On pose alors Overlap({w)) := {ov(si, $5(;) |
i € {1,...,n}}. Soit C' un élément de PSCCS(P). On a alors qu’il existe o une
permutation de {1,...,n} telle que C = CC(P,0). On pose alors Overlap(C) :=
{ov(si; so)) 1€ {1,...,n}}.

On peut alors définir le probleme Contraint-SCS (respectivement Contraint-SCCS)
qui pour deux ensembles de mots P et F, cherche une des plus petites superchaines
circulaires (w) (respectivement couvertures circulaires de mots C) de P telles que
Overlap((w)) N Fact(F) = () (respectivement Overlap(C) N Fact(F) = 0).

Notons que si on prend deux éléments x et y de I tels que y est une sous-
chaine de =z, pour toute superchaine linéaire, superchaine circulaire ou couverture
circulaire de mots 2, le fait d’avoir Owerlap(z) N Fact({z}) = O implique que
Overlap(z) N Fact({y}) = 0. On peut donc & partir de maintenant supposer que
F est factor-free. En effet, pour P et F' deux ensembles de mots, on a alors que
OPTContrainthCS(Pa F) = OPTContTainthS'CS(P7 Factor — free(F)). De plus, pour une
superchaine linéaire, superchaine circulaire ou couverture circulaire de mots z de P, on a
que si PN F # 0, on a Overlap(z) N Fact(F) # (0 et donc z n’est pas une solution du
probleme. Pour la suite, on prendra F' un sous-ensemble de Fact(P) \ P.

Malheureusement, pour certaines instances de P et de F, Contraint-SLS, Contraint-SCS
ou méme Contraint-SCCS n’ont aucune solution (voir Exemple 5.34).

On va alors définir deux versions de Contraint-SLS ou dans la premiere
(Contraint-SMCS) on cherche une couverture mixte de mots et dans la seconde
(Contraint-SLCS), on cherche une couverture linéaire de mots. Pour cela on va généraliser
lapplication Overlap(.) & ces deux cas en reprenant les notations de Presque — Coupe,
et de Coupe, que 'on a vu dans les sous-sections 2.4.2 (page 51) et 2.4.1 (page 49).

Soit M un élément de PSMCS(P), on a alors qu'il existe ¢ une permutation de
{1,...,n} et E € Presque — Coupe, tels que M = MC(P,o,E). On pose alors
Overlap(M) := {ov(si,$,()) | © € {1,...,n} \ E}. De méme pour L € PSLCS(P), il
existe o une permutation de {1,...,n} et E' € Coupe, tels que L = LC(P, 0, E). On pose
alors Overlap(L) := {ov(si, $5(3) | 1 € {1,...,n} \ E}.

On peut alors définir les problémes Contraint-SMCS et Contraint-SLCS.

Problemme 5.32 Contraint-SMCS Soient P et F' deux ensembles de mots, on cherche
une couverture mixte de mots M de PSMCS(P) qui soit de norme minimale et telle
que Overlap(M) N Fact(F) = (.

Problemme 5.33 Contraint-SLCS Soient P et F' deux ensembles de mots, on cherche

une couverture linéaire de mots L de PSLCS(P) qui soit de norme minimale et telle
que Overlap(L) N Fact(F) = 0.
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On a alors que si ' C Fact(P)\ P, 'ensemble P lui-méme est une couverture mixte de
mots de P et une couverture linéaire de mots de P, on a donc O PT¢eontraint—syos(P) # 0

et OPTContrainthLCS(P) 7é 0.

Exemple 5.34 Soient P = {abba,baab,bcb} et F' = {b}. On a alors que
— OPTcontraint—srs(P, F) =0,
— OPTcontraint—scs(P, F) =10,
— OPTcontraint—sccs (P, F) =0,
— OPTcontraint—srcs(P, F') = {{abbaab, beb}, {baabba, beb} },
— OPTtontraint—smcos (P, F) = {< abba >, bcb}.

On sait que pour toute permutation o de {1,...,n}, on peut obtenir la couverture
circulaire de mots issue de o. Si Overlap(CC(P,0)) N F = (), alors CC(P,0) est une
couverture circulaire de mots de P qui satisfait F' et donc une couverture mixte de mots de
P qui satisfait F'. Mais si Overlap(CC(P,0))NF # (), on ne peut pas utiliser directement
CC(P,0), on va devoir enlever les chevauchements Overlap(CC(P,c)) N F de chaque
composante. L’idée ici, est de définir des couvertures mixtes de mots et des couvertures
linéaires de mots issues d’une permutation et d’un ensemble P qui seront générées par la
permutation et ’ensemble des chevauchements interdits F'.

Soit o, une permutation circulaire de {1,...,n}. On pose

Violation(P, F,o.) := {i € {1,...,n} | 3f € F tel que ov(si, S5,(3)) [}
sub

Soit o, une permutation circulaire de {1,...,n}. La permutation circulaire o, est dite
cohérente si |Violation(P, F,o.)| < 1. On pose

Circular(P,o.) si |Violations(P, F,o.)| =0,

CMC(P,F,o.) :=
( oc) { Linear(P,o.,i) si Violations(P, F,o.) = {i}.

et
Linear(P,o.,j) si |Violations(P, F,o.)| =0 et

ov(sj, 54,(;)) est le plus petit

CLC(P,F,o.) := _
des chevauchements utilisés par o,
Linear(P,o.,i) si Violations(P, F,o.) = {i}.
Soit o une permutation cohérente de {1,...,n}, c’est-a-dire telle que chaque

permutation circulaire o; de sa décomposition en permutation circulaire ¢ = o1...0p,
est cohérente. On pose alors

CMC(P,F,0) ={CMC(Py,F,01),...,CMC(Pp,,F,om)}

et
CLC(P,F,o) :={CLC(Py, F,01),...,CLC(Pp, F,om)}

ou Part, = {Py,..., Py} est tel que pour tout i € {1,...,m}, P; est 'élément de
Part, correspondant a o;.

Soient Owv(P) l'ensemble de tous les chevauchements maximaux de P (Ov(P) :=
{ou(si,sj) | 0,5 € {1,...,n}}) et Ov*(P,F) = Ov(P) \ Fact(F). On peut alors définir
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Algorithme 5.2 : L’algorithme glouton pour Contraint-SMCS.
Entrée : Soient P un ensemble de mots et F' C Fact(P).
1 C «0;
2 while Ov*(P, F) # () do
3 Soit u et v deux mots de P dont le chevauchement maximal est le plus grand et
tels que ov(u,v) ¢ Fact(F) ;
4 P« P\ {u,v};
5 if u=vthen C+ CU{u®dv};
6 else P+ PU{u®v};

7 return C' U P.

Algorithme 5.3 : L’algorithme glouton pour Contraint-SLCS.
Entrée : Soient P un ensemble de mots et F' C Fact(P).
1 while Ov*(P, F) # () do
2 Soit u et v deux mots différents de P dont le chevauchement maximal est le
plus grand et tels que ov(u,v) ¢ Fact(F) ;
3 P+~ PU{u®v}\{u,v};

4 return P.

un algorithme glouton pour Contraint-SMCS (voir Algorithme 5.2) et pour Contraint-SLCS
(voir Algorithme 5.3).

On va maintenant définir une nouvelle version du graphe des chevauchements, le graphe
des chevauchements contraint.

Définition 5.35 Graphe des chevauchements contraint (voir figure 5.7) Le
graphe des chevauchements contraint de (P, F') qui est le graphe orienté pondéré G :=
(V, A, w) tel que

V =P
A = {(u,v) € Px P|ov(u,v) € Ov*(P,F)}
w: A —N
(u,v)  +—  Jov(u,v)]

On obtient alors que les algorithmes 5.3 et 5.2 sont équivalents aux algorithmes gloutons
pour SLS et SCCS ol on aurait arrété I’algorithme avant la fin (voir section 4.1). On obtient
alors le théoreme suivant car on peut reprendre les systemes héréditaires de Max-HDP et
Max-HDCC et on a la méme extensibilité pour chacun (pour Contraint-SLCS, et pour
Max-HDP et pour Contraint-SMCS,. et pour Max-HDCC).

Théoréme 5.36 Soient P un ensemble de mots, F' C Fact(P) \ P et G le graphe des
chevauchements contraint de (P, F').

1. L’algorithme glouton défini pour Max-HDP et appliqué sur G a un ratio
d’approximation optimal de % pour Contraint-SLCS,,

2. L’algorithme glouton défini pour Max-HDCC et appliqué sur G a un ratio
d’approximation optimal de % pour Contraint-SMCS..
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bcb 2 bcb

baab

Graphe (b) Solution optimale de (¢) Solution optimale de
des chevauchements contraint Contraint-SMCS sur G Contraint-SLCS sur G
pour P

FIGURE 5.7 — Exemple de graphes des chevauchements contraints G pour P =
{abba,baab,bcb} et F' = {b}.

Conclusion de la section Dans cette section, on s’est intéressé aux probléemes
Contraint-SLCS, et Contraint-SMCS, et on a montré que I’algorithme glouton avait des
ratios d’approximation optimaux de % et % pour ces problémes.

5.4 Problemes avec fusion des contraintes

On s’est intéressé aux problemes des superchaines ol on regardait le cas du
complémentaire-renversé (voir sous-section 5.1.3), ot on ajoutait une multiplicité sur les
mots en entrée (voir section 5.2) et ol on interdisait des chevauchements (voir section 5.3).
On peut alors se demander ce qu’il se passe si on fusionne les problemes. Par exemple, la
variante SLS ou on regarde le reverse-complement et la multiplicité est alors le probléeme
suivant :

Problemme 5.37 Multi-SDLS Soient P := {si,...,S,} un ensemble de mots ADN-
factor-free sur {A,T,C,G} et m une application de P vers N* qui donnera une
multiplicité pour chaque mot de P. Le probleme Multi-SDLS cherche un mot linéaire w
qui soit de longueur minimale et tel que pour tout s; € P, |Occ(s;, w)| + |Oce(5i,w)| >
m(s;).

En reprenant la preuve du théoreme 5.22, on obtient le théoréme suivant sur la version
compression de Multi-SDLS :

Théoreme 5.38 Soient P un ensemble de mots, m une application de P dans N et G
le graphe Graph_Part(lJ,,cp U:ﬂuc’”(w){{(w,i), (%,i)}}, f) ol f est Papplication telle
que f((u,1), (v,j)) = |ov(u,v)].

L’algorithme glouton défini pour Max-PHP et appliqué sur le graphe G a un ratio
d’approximation optimal de % pour Multi-SDLS..

On peut alors ainsi fusionner les problemes précédents et trouver le ratio
d’approximation optimal pour ces problemes. La figure 5.8 nous donne des bornes
inférieures des ratios d’approximation optimaux.
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Classique
SLS. | SCCS.
SCS. | SMCS.

SLCS,

Y

Reverse-complement Multi Contraint

SDLS, SDCCS. Multi-SLS,. | Multi-SCC'S, Contraint- | Contraint
SDCS, | SDMCS, Multi-SCS, | Multi-SMCS, sros | syes.
SDLCS. Multi-SLCS, ¢ ¢

Reverse Complement + Multi Multi + Contraint Reverse Complement + Contraint
Multi-SDLS, Multi-SDCCS. Multi- Multi- Contraint- | Contraint-
Multi-SDCS,. | Multi-SDMCS.. Contraint- | Contraint- SDLCS SDMCS

Multi-SDLCS. SLCS. SMCS. ¢ ¢

Reverse Complement + Multi + Contraint

Multi- Multi-
Contraint- | Contraint-
SDLCS. | SDMCS.

FiGURE 5.8 — Figure récapitulative des bornes inférieures des ratios d’approximation
optimaux des algorithmes gloutons des problémes définis dans ce chapitre et de leur fusion.
Dans le cas ou la borne est exacte, on le note juste a coté de la valeur de la borne.

Conclusion de la section Dans cette section, on a montré que I’on pouvait combiner
les problemes que l'on a vu jusqu’alors. Pour chacun de ces problemes combinés, on a
donné une borne inférieure sur le ratio d’approximation optimal de I’algorithme glouton.
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Conclusion du chapitre On a mis en évidence dans ce chapitre des problemes qui
résument certaines difficultés que 1’on peut rencontrer en pratique lors de I’assemblage.
En effet, le probleme Contraint-SLS peut étre appliqué dans le cas ou l’ensemble
des chevauchements interdits est ’ensemble de toutes les sous-chaines de l'instance
de longueur plus petite qu'une borne. Cette borne correspondrait alors a ne pas
regarder les chevauchements qui sont inférieurs a cette borne, pour éviter de prendre
des chevauchements dont on n’est pas sir. De méme, le probléeme Multi-SLS a une
utilité pratique, car lors de 'assemblage, chaque mot donné par le séquenceur a une
couverture, c¢’est-a-dire un nombre de fois que le séquenceur va nous donner ce mot. Si
la couverture d’un mot est bien supérieure a la moyenne, on est tenté de vouloir utiliser
cette information en trouvant la superchaine ou ce mot apparait plusieurs fois.

On a montré que I’étude que ’on a réalisée pour les algorithmes glouton des problemes
SLS.., SCS. et SCCS,. peut étre appliquée a d’autres probléemes sur les superchaines et ainsi
obtenir des bornes inférieures sur les ratios d’approximation optimaux des algorithmes
gloutons pour ces problemes.

Dans le chapitre 8, on va montrer que pour les variantes de SCCS, on est capable de
construire ’algorithme glouton en temps linéaire en la norme de l'instance.
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Chapitre 6

Arbres d’indexation

Dans ce chapitre, on va s’intéresser a deux structures d’indexation sous forme d’arbres
tres connues : arbre d’Aho-Corasick et I'arbre des suffixes. On va ensuite regarder plus
en détail comment tronquer ces structures d’indexation. En effet, dans certains cas, avoir
tout ’arbre ne nous intéresse pas; par exemple dans la section 9.3, lors de la construction
du graphe de De Bruijn, on peut se permettre de perdre 'information des sous-chaines
plus grandes que l'ordre du graphe de De Bruijn voulu.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans les sections 6.1 et 6.2, on donne la
définition et notre représentation de l'arbre d’Aho-Corasick et de I'arbre des suffixes.
Dans la section 6.3, on définit une condition simple qu’un ensemble de mots doit satisfaire
pour construire une structure d’indexation généralisée et I’ébauche d’une modification de
I'algorithme de McCreight [58] pour le construire. Enfin dans la section 6.4, on introduit
les arbres des suffixes tronqués et on présente un nouvel arbre des suffixes tronqués qui
nous sera utile pour construire le graphe de De Bruijn dans la section 9.3. Les résultats
sur la généralisation de I'arbre des suffixes ainsi que sur I'arbre des suffixes tronqué ont
été publiés dans (VII) et (II).

Sommaire
6.1 Arbre d’Aho-Corasick . . . . . . . . o i i ittt e e 127
6.2 Arbredessuffixes . ... ... ... .. e 130
6.3 Généralisation de ’arbre des suffixes généralisé . ... ... .. 135
6.4 Notre arbre des suffixes tronqué . .. ............... 138

6.1 Arbre d’Aho-Corasick

On va donner dans cette section une rapide description de ’arbre d’Aho-Corasick et
de son utilité en général. Il est important de noter que ’arbre d’Aho-Corasick est connu
depuis 1975 ou il a été défini par Aho et al. [1]. Cette section n’a pas pour but de donner
une nouvelle définition de I’arbre d’Aho-Corasick mais de bien le définir car cet arbre aura
une utilité pour nous dans la section 7.2 ou on va généraliser cette structure. On verra de
plus dans la section suivante (section 6.2), le lien qu’il y a entre ’arbre d’Aho-Corasick et
I’arbre des suffixes.

L’arbre d’Aho-Corasick est a la base d’'un algorithme de recherche d’occurrences d’un
ensemble de mots dans un texte. L’idée est de pré-traiter I’ensemble des mots et de les
mettre sous forme d’arbre pour ensuite parcourir simultanément le texte et I’arbre.
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6.1 Arbre d’Aho-Corasick 6 Arbres d’indexation
On peut alors définir 'arbre d’Aho-Corasick de maniere formelle :

Définition 6.1 Arbre d’Aho-Corasick (voir Figure 6.1) Soit P un ensemble de
mots, Iarbre d’Aho-Corasick de P, noté AC(P), est le graphe orienté (V, A) tel que :

V :={w | w est un préfixe d'un élément s; de P}

A:={(u,v) € V. xV | u est le plus grand préfixe de v dans V'}

Remarque 6.2 En réalité 'arbre d’Aho-Corasick que 'on vient de définir est appelé un
trie. Ce qu’on appelle habituellement arbre d’Aho-Corasick est ’automate correspondant
a la fusion des deux arbres que sont le trie que 'on vient de définir et ’arbre des liens
d’échec que I'on va définir apres. On a fait ici la séparation de I’automate en deux arbres
pour permettre une meilleure compréhension. Par la suite, on continuera d’assimiler
I’arbre d’Aho-Corasick au trie résultant de son automate.

Comme pour tout v € V'\ {€}, il existe un unique u tel que (u,v) € A, on a bien que
AC(P) forme un arbre ou u est le parent de v et v est un enfant de u.

Dans la suite du mémoire de these, comme un nceud de 'arbre d’Aho-Corasick de P
correspond a un préfixe d’'un mot de P, on confondra le nceud de 'arbre et le mot qu’il
représente.

Remarque 6.3 Pour un mot de P sur un alphabet I, tous les préfixes des mots de P
sont des noeuds de AC(P), on a donc que pour tout arc (u,v) de AC(P), il existe a € ¥
tel que u.a = v. Pour représenter AC(P), la plupart du temps on utilise des nceuds non
labellisés mais pour chaque arc (u,v), on met une étiquette sur I’arc qui correspond & la
lettre a o u.a = v (voir Figure 6.1a).

Dans la construction de I'arbre d’Aho-Corasick, on ajoute aussi des liens d’échec qui
sont l'application le de V' dans V telle que pour un noeud v, le(v) est le plus grand suffixe
de v qui est dans V' (voir Figure 6.1D).

Définition 6.4 Posons le graphe (V, B) ou V sont les noeuds de AC(P) et
B :={(u,v) € VxV |le(u) =v}

On a alors que le graphe (V| B) est un arbre que 'on appelle arbre des liens d’échec de
P et que 'on note LE(P).

L’algorithme d’Aho-Corasick construit ’arbre d’Aho-Corasick en temps linéaire en la
norme de l'instance ainsi qu’un algorithme pour rechercher les occurrences d’un ensemble
de mots P dans un texte w. On commence par construire 'arbre d’Aho-Corasick de
I’ensemble de mots P. Une fois cet arbre créé, on parcourt simultanément le texte w et
I’arbre. On commence en mettant un pointeur sur le début du texte et un autre pointeur
sur la racine de arbre. Apres, on commence a regarder la premiere lettre du texte. Si elle
correspond a une étiquette sur un des arcs entre la racine, on va sur ’enfant, sinon on
prend le lien d’échec. Et apres on recommence avec la position suivante. Si & un moment
on passe par un mot de P, on marque cette position comme étant une occurrence de ce
mot.
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)
)
C )

o
D)
® o
) )
) )
o ®

(a) Arbre d’Aho-Corasick (b) Arbre d’Aho-Corasick
sans liens d’échec avec liens d’échec

FIGURE 6.1 — Exemple d’arbres d’Aho-Corasick pour P := {baaab, bbab, abbaa}.

L’intérét de cet algorithme est sa complexité : il est en temps linéaire en la taille
des mots et du texte. En outre, c’est un des premiers algorithmes qui permet de trouver
les itérations d’un ensemble de mots sur un texte sans dépendre, a chaque étape de la
recherche, du nombre de mots.

On va s’intéresser a cet arbre, car I'information utile pour trouver le chevauchement
entre deux mots est comprise dans I'arbre d’Aho-Corasick. En effet, un chevauchement w
d’un mot u sur un mot v est un préfixe de v, donc un nceud de 'arbre d’Aho-Corasick. De
plus, w est un suffixe de u, on peut alors trouver une chaine de liens d’échec de u jusqu’a
w. On a alors que u est dans le sous-arbre de w de I'arbre des liens d’échec et v est dans
le sous-arbre de w de I'arbre d’Aho-Corasick.

Pour finir, on va regarder quelques propriétés de l'arbre d’Aho-Corasick qui sont
connues et évidentes mais que ’on va formaliser.

Proposition 6.5 Soient P un ensemble de mots, AC(P) = (V, A¢) l'arbre d’Aho-
Corasick de P et LE(P) = (V, Ar) 'arbre des liens d’échec de P. On a alors que :

— |Ac| =|AL| = V| -1,
— max({|w| |w e P})+1<|V| < ||P|| + 1.

Les bornes de la proposition 6.5 sont strictes (voir Exemple 6.7). La borne inférieure de
|V| vient du fait que chaque préfixe de chaque mot u de P est dans V, c’est-a-dire |u|+ 1
préfixes en comptant le mot vide qui correspond & la racine de 'arbre d’Aho-Corasick de
P. La borne supérieure de |V| provient du fait qu’au maximum chaque préfixe de chaque
mot de P correspond a un nceud différent de ’arbre d’Aho-Corasick de P et donc on a au
maximum ||P|| 4+ 1 nceuds différents en comptant la racine qui correspond au mot vide.

Remarque 6.6 Méme si les bornes de V' sont strictes, elles peuvent étre améliorées
dans le cas ou P est ou n’est pas factor-free.

— Dans le cas d’un ensemble de mots P non factor-free,

maz({|w| | w € P})+ 1 < |V| < ||Factor — free(P)|| + 1.
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— Dans le cas d’'un ensemble de mots P factor-free,

maz({|w| [ w e P}) + [P| < [V| <[[P]| + L.

Exemple 6.7 Soit P = {a,ab, abc,abed}. On a alors que maz({|w| | w € P}) +1 =
labcd| + 1 = 5, que |V| = 5 (voir Figure 6.2a) et que ||Factor — free(P)|| +1 =
|[{abcd}|| +1 = 5.

Soit P = {a"b,a"c,a"d,a"e}. On a alors que maz({lw| | w € P})+ |P| =
la"b| + [{a"b,a"c,a™d,a"e}| =n+1+4=n+5, que |V|=n+5 (voir Figure 6.2b) et
que |[|P||+1=4n+5.

a a
(U weeeernenenennn > n
b 1
Py —— -
c a
P - b o
d 5 ¢ q
abed, -
(a) (b)
P = {a, ab, abe, abed} P={a"b,a"c,a"d,a"e}

FIGURE 6.2 — Exemple d’arbres d’Aho-Corasick.

Soit w = ajas...a, un mot. On pose w™! le mot reverse de w, c’est-a-dire que
w™' = apan_1...a;. On généralise la notation & un ensemble de mots P, on a que

P l'={w!|we P}

Remarque 6.8 Soit P un ensemble de mots. Il est difficile en général de comparer les
tailles de AC(P) et de AC(P~!) (voir Exemple 6.9).

Exemple 6.9 Soit P = {a"b,a"c,a"d,a"e}. On a alors que P~ = {ba", ca™c,da™, ea™}
et donc pour AC(P) = (V,A) et AC(P~!) = (Vg,AR), on a que |V| = n + 5 (voir
Figure 6.3a) et |Vg| = 4n + 5 (voir Figure 6.3b).

6.2 Arbre des suffixes

Dans le chapitre précédent, on a présenté rapidement 1’arbre d’Aho-Corasick. Dans
cette section, on va aborder ’arbre des suffixes, qui peut étre vu comme une version
modifiée d’un arbre d’Aho-Corasick. Les arbres des suffixes sont des structures d’indexation
qui sont connues et souvent utilisées [17, 35]. L’intérét ici de présenter une nouvelle
représentation de I'arbre des suffixes va nous permettre dans le chapitre 9 de simplifier les
explications.

Pour commencer, ’arbre des suffixes est une structure d’indexation au méme titre que
la table des suffixes ou le FM-index. Il est admis que ces structures d’indexation sont
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a
a a a a
¢ d
(a) (b)
P ={a"b,a"c,a"d,a"e} P! = {ba™, ca™c,da™, ea™}

FIGURE 6.3 — Exemples de la différence entre I'arbre d’Aho-Corasick d’un ensemble de
mots P et de P71,

équivalentes, du point de vu fonctionnel : ce que I'on peut faire avec une, on peut le faire
avec a peu pres la méme complexité avec une autre. On choisit ici 'arbre des suffixes, car
c’est sans doute la structure d’indexation la plus connue. En outre, les explications seront
plus simples que sur une table LCP d’une table des suffixes.

L’arbre des suffizes d'un mot w, noté ST(w), est une structure d’indexation sous
forme d’arbre orienté de la racine vers les feuilles ou on indexe l’ensemble des suffixes
de w. Chaque noeud est représenté par une sous-chaine de w et entre deux noeuds u et v,
I’ancétre commun de u et v représente le préfixe commun du mot relié a u et du mot relié a
v. On peut donner une définition un peu plus formelle en utilisant 1’arbre d’Aho-Corasick.

Définition 6.10 Arbre des suffizes (voir figure 6.4b) L’arbre des suffixes d'un
mot w, noté ST (w), est arbre AC(Suff(w)) ot on contracte tous les arcs (u,v) ou u
n’est pas dans Suf f(w) et n’a qu'un seul enfant.

(a) arbre d’Aho-Corasick de (b) arbre des suffixes de w
Suf f(w)

FIGURE 6.4 — Exemple d’arbres des suffixes pour w = abca et d’arbre d’Aho-Corasick
pour Suf f(w). Pour la représentation de arbre des suffixes on marque sur les nceuds qui
correspondent a un suffixe, la position du début du suffixe dans le noeud. Ces nceuds sont
représentés par des rectangles alors que les autres noeuds internes sont représentés par des
cercles.

Comme pour l'arbre d’Aho-Corasick, on confond la notion de nceud et de mot
représenté par un nceud.
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On peut alors encadrer la taille de I’arbre des suffixes d’'un mot a 'aide de la taille de
I’arbre des suffixes du mot ol on ajoute une lettre a la fin qui n’apparait pas a 'alphabet.

Proposition 6.11 Soient w un mot sur 'alphabet X et $ une lettre qui n’appartient
pas a X. Pour ST (w) = (V, A) et ST(w$) = (Vg, Ag), on a

Vsl = [w| < [V] < [Vg].

Remarque 6.12 La proposition 6.11, nous dit que le nombre de nceuds de ST (w) est
plus petit ou égal au nombre de nceuds de ST (w$). On ne peut pas généraliser cette
proposition au lien entre la taille de I’arbre des suffixes d’'un mot et la taille de ’arbre
des suffixes d’une sous-chaine de ce mot (voir Exemple 6.13).

Exemple 6.13 Soient w; = ababca et we = ababcab, on a que wy est une sous-chaine
de wa et que le nombre de nceuds de ST (w;) est de 9 (voir Figure 6.5a) alors que le
nombre de noeuds de ST'(ws) est de 8 (voir Figure 6.5b).

5/ \&
4
(a) Arbre des suffixes de w; = (b) Arbre des suffixes de ws =
ababca ababcab

FIGURE 6.5 — Exemple d’un mot et d’'une de ses sous-chaines ou la taille de ’arbre des
suffixes du mot est plus petite que la taille de I'arbre des suffixes de sa sous-chaine.

L’arbre des suffixes que I'on vient de définir n’est pas 'arbre des suffixes classique
comme celui défini par Weiner [96]. Comme Darbre des suffixes classique a la propriété
de n’avoir aucun nceud avec un seul fils, le nombre de nceuds de ’arbre est linéaire en
le nombre des feuilles. Grace a la proposition 6.11, on a que l'arbre des suffixes ST (w)
est linéaire en |w|. Il existe de nombreux algorithmes linéaires pour construire 'arbre
des suffixes classique d’'un mot w ([96, 58, 92]). On peut en un parcours de I'arbre des
suffixes classiques de w, modifier la structure pour obtenir ST (w), on a donc que 'on peut
construire ST'(w) en temps linéaire en |w|.

On peut définir de méme ’arbre des suffizes généralisé d'un ensemble de mots P, noté
GST(P) qui correspond a la fusion des arbres des suffixes des différents mots de P. On a
alors que GST'(P) est de taille linéaire en || P|| et on peut le construire en O(||P|]).

Pour un ensemble de mots, par la définition de 'arbre des suffixes généralisé, on a
que le nombre de noeuds de GST(P) est plus petit ou égal au nombre de nceuds de
AC(Upep Suf f(w)). La proposition suivante va faire de méme le lien entre les noeuds de
GST(P) et les nceuds de AC(P~!). On a vu dans la section 1.7 que pour un mot w, le
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mot w™! est le renversé de w et que pour un ensemble de mots P, I’ensemble P! est
I’ensemble de tous les mots renversé des mots de P.

Proposition 6.14 voir Figure 6.6 Soient P un ensemble de mots, GST(P) =
(Vs, Ag) l'arbre des suffixes généralisé de P et AC(P~!) = (Vg, A¢) 'arbre d’Aho-
Corasick de P~!. On a alors que :

Vel C Vs,

(a) Arbre d’Aho-Corasick de (b) Arbre des suffixes de P (15
P~" avec ses liens d’échec (14 nceuds).
nceuds).

FIGURE 6.6 — Exemple du lien donné par la proposition 6.14 pour P = {baaab, aabba, babb}.
Dans chaque nceud v de l'arbre des suffixes généralisé, on ajoute l'information de
Position — Suf fp(v) : on associe a chaque mot de P une couleur unique et le numéro
correspond & la position de début du suffixe dans le mot de la méme couleur. Dans la
mesure du possible, on ajoutera cette information sur chaque arbre des suffixes généralisé.

Remarque 6.15 La proposition 6.14 nous dit que le nombre de nceuds de AC(P~1)
est inférieur au nombre de nceuds de GST'(P) et ce pour tout ensemble de mots P. On
ne peut pas faire le méme lien entre GST(P) et AC(P) (voir Exemple 6.16).

Exemple 6.16 Soit P = {ba",ca",da",ea"}. On a alors que GST(P) a n + 4 nceuds
(voir Figure 6.7b) et que AC(P) a 4n + 1 noeuds (voir Figure 6.7a).

Le choix d’utiliser cette définition de I'arbre des suffixes généralisé est motivé par le
fait que dans la définition classique, en ajoutant une lettre unique a la fin de chaque mot,
la taille de I’alphabet est alors au moins linéaire en le nombre de mots de P.

Pour ne pas perdre d’information, pour un ensemble de mots P et pour chaque nceud
v du GST(P), on pose Position —Suf fp(v) 'ensemble des paires (3, j) telles que le nceud
v est le suffixe de s; commengant a la position j (voir Figure 6.6b).

De la méme maniére qu’on a défini le lien d’échec sur ’arbre d’Aho-Corasick, on définit
les liens suffixes. Pour un ensemble de mots P, le lien suffize d'un noeud v du GST(P),
noté ls(v), est le nceud u du GST(P) tel que u est le suffixe de v de longueur |v| — 1.
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’n—ln—ln—ln—l‘
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| 3333
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2222

(b) Arbre des suffixes de P

FIGURE 6.7 — Exemple d’un ensemble de mots P = {ba",ca”, da",ea™} ou la taille de
Parbre des suffixes de P est plus petite que la taille de son arbre d’Aho-Corasick.

Remarque 6.17 Dans la définition classique de ’arbre des suffixes, les liens suffixes
sont définis essentiellement sur les noeuds internes de ’arbre. Dans notre définition, on
définit les liens suffixes sur I’ensemble des nceuds, les feuilles de 'arbre comprises.

On peut alors définir 'arbre des liens suffixes.

Définition 6.18 woir Figure 6.8b Soit P un ensemble de mots. L’arbre des liens
suffizes de P, noté LS(P) est I'arbre (V, B) ou V I’ensemble des nceuds de GST(P) et

B :={(u,v) e VxV|ls(u) =v}.
La proposition 6.14, lie les nceuds de GST(P) et les noeuds de AC(P~1); on va aller
un peu plus loin en exprimant le lien entre AC(P~1) et LS(P).

Proposition 6.19 voir Figure 6.8 Soit P un ensemble de mots. Pour LS(P) =
(Vi, Ar) et AC(P~Y) = (Vg, Ac), on a que

Ao = {(v_l,u_l) | (u,v) € AL}.
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D’apres la proposition 6.19, on a alors que AC(P~1) est alors en bijection avec un
sous-arbre de LS(P).

©e

s
®
o

q

[kl tals]
B eI S

(a) Arbre d’Aho-Corasick de
p-t

—~

b) Arbre des liens suffixes de P

FIGURE 6.8 — Exemple du lien donné par la proposition 6.19 pour P = {baaab, aabba, babb}.

Remarque 6.20 L’arbre des suffixes généralisé et I'arbre des liens suffixes sont deux
arbres orientés mais ou 'orientation n’est pas la méme. En effet, pour un ensemble de
mots P, dans GST(P), on a des arcs d'un nceud vers un nceud plus profond alors que
dans LS(P) on a des arcs d’un nceud vers un noeud moins profond.

6.3 Généralisation de ’arbre des suffixes généralisé

On introduit la notion de dépendance par suffixe entre mots, et la notion de chaine
de mots dépendants par suffixe pour pouvoir définir un index qui généralise I'arbre des
suffixes [58] et les arbres des suffixes tronqués que l'on peut trouver dans Na et al. [(4]
et dans Schulz et al. [80]. Cette généralisation va étre utilisée dans la section suivante
(section 6.4) pour définir un nouvel arbre des suffixes tronqué qui va ensuite nous servir
dans la section 9.3 pour construire le graphe de De Bruijn.

Définition 6.21

1. Un mot z est dit dépendant par suffize d’un autre mot y si |ov(z,y)| = |z| — 1.

2. Soit w un mot et m un entier positif plus petit que |w| — 1. Un m-uplet de m
mots (zg,...,Tm—1) est une chaine de mots dépendants par suffize de w si xg est
un préfixe de w et pour tout ¢ € {2,...,m}, z; est un préfixe du suffixe de w
commengant a la position i et tel que |x;| > |z;—1| — 1.

| Exemple 6.22 Le uplet (abb, bb, babba, abbaa) est une chaine de mots dépendants par
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suffixe de abbabbaa. En effet, on a
a b b adb b a a
a b b
b b
b a b b a
a b b a a
Soient P := {si,...,s,} un ensemble de mots et R = {C,...,C,} un ensemble
de uplets tels que pour tout i € {1,...,n}, C; est une chaine de mots dépendants par

suffixe de s;. Soit R = {a, . ,(/Z’:L} I’ensemble des uplets tels que pour i € {1,...,n} et
je{l,...,|Ci}, C1(j) := |C1(4)|, i.e. R contient des uplets de longueurs.

Avec R et P, on peut facilement reconstruire R. Par la suite, on utilise R pour
démontrer les résultats, et R pour établir les complexités des algorithmes. En effet, dans
le cas ou C} est le uplet de tous les suffixes de s;, la taille de C; est linéaire en |SZ'|2 alors
que C; est linéaire en |si].

Soit w un mot; w peut étre dans différents uplets de R. On définit alors N (w)
I'ensemble des (7,7) tels que w = C;(j). En d’autres termes, N(w) est I'ensemble des
coordonnées des éléments de R qui sont égaux a w. On pose de plus

R := U Uw;ec; {w; }

ie{l,...,n}

Exemple 6.23 Soient P = {abba, ababb} et R = {(ab,bba), (ab,bab,adb)}. On a alors
R =1{(2,3),(2,3,2)} et que R = {ab, bab, bba}.

Comme on I'a fait avec I'arbre des suffixes, on va définir une version contractée de
Parbre d’Aho-Corasick mais au lieu de prendre I’ensemble des suffixes d’un mot, on va
prendre en entrée R.

On pose T(R), I'arbre d’Aho-Corasick de R dans lequel on a contracté tous les arcs
(u,v) olt u n’est pas dans R et n’a qu'un seul enfant (voir Figure 6.9).

FIGURE 6.9 — Exemple de T(R) pour P = {abba, ababb} et R = {(ab, bba), (ab, bab, ab)}.
Dans chaque nceud v de T'(R), on ajoute I'information de N(v) : on associe a chaque mot
de P une couleur unique et le numéro correspond a la position de début du suffixe dans le
mot de la méme couleur. Pour les étiquettes sur les arcs, la lecture se fait toujours dans
le sens des arcs.
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Remarque 6.24 Pour un mot w, N(w) est 'équivalent de Position — Suf fp(w) dans
l'arbre T(R).

On note par N et L respectivement I'ensemble des nceuds et des feuilles de T'(R). De
plus, on définit pour chaque nceud de v de T'(R) deux poids :

— s(v) est le nombre de fois qu'un élément dans un uplet de R est égal a v, i.e.
s(v) :=|N(v)|.
— t(v) est le nombre de fois que le premier élément d’un uplet de R est égal a v, i.e.

(v
t(v) :=[{(i,1) e N(v) | i € {1,...,n}}|

Soit w un mot. On pose Succ(w) := {(i,7) | (i,j — 1) € N(w) et j < |Ci|}. On définit H
comme le sous-ensemble de L tel que :

Ho={ueL|ICeRetj<|C|tel queu=C(j)}

Il est équivalent de dire que H = {u € L | Succ(u) # 0}. Une fonction m de H vers N est
appelée lien possible si pour tout noeud v de H, (i, j) € Succ(v) tel que m(v) = C;(5).

On va présenter un algorithme qui construit 7(R) et calcule pour chaque neeud v de
N, les poids s(v) et t(v) et un lien possible F.

Construction de T(R). Maintenant, on va donner un algorithme pour construire T'(R).
On va utiliser une version de I'algorithme de McCreight [58] donnée par Na et al. [64] sur
notre entrée et on va construire pour chaque feuille v, s(v), t(v) et Py(v). Pour construire
T(R), on commence avec un arbre qui ne contient que la racine. Pour chaque mot w de
chaque chaine C' de R, on crée alors ou on actualise (s'il existe déja) le nceud w comme
suit. Supposons qu’on garde en mémoire le nceud v qui a été traité juste avant w.

Si w est le premier mot de C, on descend alors de la racine en comparant w avec les
étiquettes de l'arbre. Si on crée un neeud w, alors on initialise s(w) et t(w) a 1 et Po(w)
a nil. Si w existe déja, on incrémente s(w) et t(w) de 1.

Si w n’est pas le premier mot de C, on commence a partir de v et comme dans
I’algorithme de McCreight, on crée ou arrive sur un nceud représentant w. Si on doit
créer ce neeud, s(w) est initialisé a 1, t(w) a 0 et Po(w) a nil. Sinon, on incrémente s(w)
de 1. Dans tous les cas on pose Py(v) = w.

La boucle continue avec le mot suivant jusqu’a la fin et on obtient T'(R).

Théoréme 6.25 Pour un ensemble de chaines de mots dépendants par suffixe R, on
peut construire T'(R) en temps et en espace linéaire en || P||.

Preuve On va commencer par montrer que T(R) est de taille linéaire en ||P||. Son
nombre de feuilles est borné par ) ..z |C]. Son nombre de nceuds est alors au plus
2 X Y cer|Cl =1 < ||P|], et le nombre d’arcs est au plus 2 x |[P[|. On a alors que la
taille de T'(R) est linéaire en || P||.

On a clairement que la construction de T'(R) calcule les deux poids s() et () et le lien
possible Py() correctement. Pour la complexité, pour chaque chaine de mots dépendants
par suffixe C; de R, la longueur d’une traversée d’'un arbre est égale a |w;|, grace a
I'utilisation des liens suffixes. Comme pour ’algorithme McCreight, on a une complexité
en O(||P|]). |
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On peut alors définir quelques instances d’ensemble de chaines de mots dépendants
par suffixe et retrouver des structures bien connues :

— Si C := Uyep{uplet de suffixes de w}, on a alors que T'(C) est l'arbre des suffixes
généralisé de P. On a alors la fonction qui a une feuille donne son lien suffixe est un
exemple de lien possible.

— Si By := Uyep{uplet de k-mers de w et suffixes de longueur ¥’ < k de w}, on a
alors que T'(By) est l'arbre des suffixes généralisé et tronqué a k défini dans [30]
(qui est une généralisation de l'arbre des suffixe tronqué & k de Na et al. [64]).

— Si Ay = Uyep{uplet de k + 1-mer de w et suffixes de longueur k de w}, on a alors
que T'(Ayg) est Iarbre des suffixes tronqué que 'on va définir dans la sous-section 6.4.

Conclusion de la section On a défini dans cette section, une généralisation de ’arbre
des suffixes qui nous permet de construire des structures tronquées de l'arbre des
suffixes directement en temps linéaire en la norme de l'instance. L’intérét de cette
généralisation est dans 1'utilisation des chaines de mots dépendants par suffixe. En effet,
on a montré dans cette section que cet ensemble de mots est une condition suffisante
pour la construction d’un arbre de suffixes tronqué en temps linéaire en la norme de
I’instance.

6.4 Notre arbre des suffixes tronqué

Dans cette section, on va s’intéresser plus particulierement a une application de la
section précédente oll on va construire un arbre des suffixes tronqué qui nous servira dans
la section 9.3 comme base pour ancrer le graphe de De Bruijn. On a la nécessité de définir
un nouvel arbre des suffixes tronqué car aucun des arbres suffixes tronqués existants n’est
linéaire en la taille du graphe de De Bruijn.

On va commencer par définir I’ensemble des chaines de mots dépendants par suffixe
qui va correspondre a notre arbre des suffixes tronqué.

Définition 6.26 Soient P := {s1,...,s,} un ensemble de mots et k un entier tel que
pour tout i entre 1 et n, on a k < s;.
1. Pour tout i € {1,...,|P|} et j € {1,...,|s;] — k + 1}, on note par Ay, le uplet tel

que sa j¢"¢ composante est définie par
) silf, g+ k| sig<|si|l —k
Ari(j) = Z[. | . i
sild |sil] sij=|si| —k+1
2. et Ay est 'ensemble de ces uplets :

=1

Exemple 6.27 Soient P = {abbbaa, bbbabb, aaabbb} et k = 3. On a alors que
— Ay, = {(abbb, bbba, bbaa, baa), (bbba, bbab, babb, abb), (aaab, aabb, abbb, bbb) },
— Ay, = {abbb, bbba, bbaa, baa, bbab, babb, abb, aaab, aabb, bbb}.
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Proposition 6.28 Soit P := {s1,...,$,} un ensemble de mots.
1. Pour tout ¢ € {1,...,n}, Ay, est une chaine de mots dépendants par suffixe de s;.
2. De plus, Ay = Facty,1(P) U Suf fp(P).

Preuve

1. Pour tout j € {1,...,|Ak;| — k}, il est facile de voir que Aj;(j) est un mot
dépendant par suffixe de Ay ;(j +1).

2. Pour le second point

n|si|—k+1
A= U U Ao

i=1  j=1
n |sil—k

— U( U {Akyi(j)}U{Ak,i(|5i| —k+1)})
i=1 j=1

= U(Factk+1({5i})USUffk({Si}))
i=1

= Facty1(P) U Suf fiu(P).

Pour un ensemble de mots P et un entier k, on peut alors construire I’ensemble A et
ainsi construire I’arbre T'(Ay) (voir Figure 6.10). En appliquant I’algorithme décrit dans

FIGURE 6.10 — Exemple de T'(Aj) pour P = {abbbaa, bbbabb, aaabbb} et k = 3.

la sous-section 6.3 a Ay (Définition 6.26), et en utilisant le théoreme 6.25, on obtient le
résultat suivant :

I Corollaire 6.29 On peut construire T'(Ay) en O(||P||) en temps et en espace.

D’apres la proposition 6.28, on a que Ay = Facty,1(P) U Suffp(P). On peut alors
borner la taille de 'arbre T'(Ay) et I'espace nécessaire pour sa construction.
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FIGURE 6.11 — Exemple d’arbre des suffixes pour P = {abbbaa, bbbabb, aaabbb}. Le trait
vert passe par toutes les feuilles de T'(Ay) (voir Figure 6.10).

Proposition 6.30 La  complexité en  espace de T(Ag) est en
O(min(||P|l, | Factx1(P)] +|Suf fu(P)]).

On dit que T'(Aj) est un arbre des suffixes tronqué, car il peut étre vu comme ’arbre
des suffixes ol on aurait supprimé tous les neeuds plus grands que k+1 (voir Figure 6.11).

Remarque 6.31 Pour voir la réduction en pratique, on pourra se référer a la Table 1
dans (VII).

Conclusion de la section On a défini dans cette section, un nouvel arbre des suffixes
tronqué dont la borne donnée par la proposition 6.30 nous permettra d’obtenir une bonne
complexité pour construire le graphe de De Bruijn (voir Chapitre 9).

Conclusion du chapitre Dans ce chapitre, on a proposé une méthode pour généraliser
la construction d’arbre des suffixes tronqué. On a ensuite appliqué cette méthode a
I’ensemble des k + 1-mers et I’ensemble des suffixes de taille & d’'un ensemble de mots
pour obtenir un nouvel arbre des suffixes tronqué qui va nous permettre une construction
du graphe de De Bruijn en ne prenant pas plus en mémoire que la taille du graphe de
De Bruijn lui-méme (voir section 9.3).

Soutenue le 7 décembre 2016 140 Cazaux Bastien



Chapitre 7

Autres graphes de chevauchements

On a vu dans la section 3.4 la définition ainsi que quelques propriétés du graphe de
chevauchements d’un ensemble de mots. Dans ce chapitre, on va s’intéresser a d’autres
graphes qui vont modéliser aussi les chevauchements entre les mots. On va commencer par
présenter un des graphes les plus utilisés en assemblage : le graphe de De Bruijn. On va
ensuite présenter trois nouveaux graphes : 'arbre d’Aho-Corasick généralisé ainsi que son
application le graphe hiérarchique des chevauchements et le graphe glouton. Nous avons
déja introduit le graphe hiérarchique des chevauchements et le graphe glouton dans (1),
(IV), (V) et (XII). L’introduction de I'arbre d’Aho-Corasick généralisé dans ce chapitre,
a pour but d’améliorer la compréhension du graphe hiérarchique des chevauchements en
généralisant la définition de ce dernier ainsi que les propriétés qui en découlent. De plus,
dans la sous-section 8.2.1, on utilisera I'arbre d’Aho-Corasick généralisé pour définir une
version généralisée du graphe glouton.

Sommaire
7.1 Graphede De Bruijn ... ... ... ... ... 141
7.2 Généralisation de ’arbre d’Aho-Corasick . ... ... .. .. .. 146
7.2.1 L’arbre d’Aho-Corasick généralisé . . . . ... ... ... .. .. 147
7.2.2  Propriétés sur 'arbre d’Aho-Corasick généralisé . . . . . . .. .. 149
7.2.3 Graphes hiérarchiques des chevauchements . . . ... ... ... 153
7.3 Graphe Glouton (Superstring Graph) ... ... ... ...... 156
7.3.1 Lien entre le graphe glouton et l'algorithme glouton . . . . . .. 156
7.3.2 Construction du graphe glouton . . . . ... ... ... .. ... 162
7.3.3 Construction linéaire de 'algorithme glouton pour SCCS . . .. 164

7.1 Graphe de De Bruijn

Le premier graphe auquel on va s’intéresser dans ce chapitre est le graphe dit de De
Bruijn. Plus exactement, on va parler ici des graphes de De Bruijn, car en effet dans la
littérature on trouve souvent plusieurs définitions différentes avec le méme nom. Parmi
ces définitions, on commencera par présenter le graphe de De Bruijn original comme
défini par De Bruijn dans [20]. On s’intéressera ensuite a deux applications de ce graphe
pour l'assemblage de génome. Nous montrerons dans le chapitre 9 qu’en utilisant I’arbre
des suffixes ou I'arbre des suffixes tronqué d’un ensemble de mots, on peut construire
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de maniere linéaire en la taille de cet ensemble les deux graphes de De Bruijn pour
I’assemblage que 'on va présenter ci-dessous.

On commence par définitir le graphe de De Bruijn originel qui lui n’est pas associé
a l'assemblage. Pour définir ce graphe, pour un entier k£ strictement positif, un mot de
longueur k est appelé un k-mer.

Définition 7.1 Graphe de De Bruijn original (voir Figure 7.1) Soient 3 un
alphabet fini et k£ un entier strictement plus grand que 1. Le graphe de De Bruijn original
d’ordre k sur X, noté dBGy(X), est le graphe orienté G := (Vj, Ag) tel que

Vi = vk

A = {(u,v) e Vx V| |ov(u,v)| =k —1}

FIGURE 7.1 — Exemple de graphe de De Bruijn original dBG(X) pour ¥ = {a, b, c}.

Une des raisons de l'intérét de ce graphe est que 'on peut retrouver tout mot de
taille au moins k comme un parcours sur le graphe de De Bruijn original d’ordre k£ sur
I’alphabet du mot. En effet, pour un mot w de taille au moins k£ sur un alphabet X, on
peut décomposer w en k-mers :

|w|—k+1

w= @B wlii+k-1].

i=1

Pour i entre 1 et |w|—k+1, chaque mot w(i, i-+k—1] appartient & ¥* et est donc un noeud du
graphe de De Bruijn original d’ordre k£ sur . On associe le mot w, au chemin commencant
en w[l, k] puis prenant le nceud w(2, k + 1] et ainsi de suite jusqu’a w[|w| —k + 1, |w|] dans
dBG(Y) (pour i entre 1 et |w| — k, les arcs (w[i, i + k — 1], w[i + 1,7 + k]) sont bien des
arcs de dBGy(X) car |ov(wli,i + k — 1, w[i+ 1,i + k])| = |wli + 1,i + k- 1]| =k - 1).
Attention, ce chemin dans le graphe de De Bruijn original associé a un mot n’est pas
forcément simple ; en effet si un méme k-mer apparait & deux endroits distincts de w, le
chemin obtenu a partir de w passera deux fois par le nceud correspondant a ce k-mer.
Soit P = {s1,...,S,} un ensemble de mots sur un alphabet 3. On peut alors prendre
le sous-graphe du graphe de De Bruijn ot on ne garde que les k-mers qui apparaissent
dans les mots de P. On note ce graphe dBG, (P). Pour rappel, I'ensemble des k-mers de
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P est noté Facty(P), i.e. Facty(P) = ¥ N Fact(P). On définit formellement dBG; (P)
comme suit.

Définition 7.2 dBG) (P) (voir Figure 7.2) Soient P un ensemble de mots sur X
et k un entier strictement plus grand que 1. Le Graphe dBG, (P) de P, est le graphe
orienté G := (Vpy, Ap,) tel que

Vb = Facty(P)

Apy = {(u,v) € Vpi X Vpy | lov(u,v)| = k — 1}

FIGURE 7.2 — Exemple de graphe de Bruijn dBG) (P) pour P = {bbabcaa,baacbac}.

Comme pour le graphe de De Bruijn original, on peut décomposer chaque mot de P
et trouver un chemin correspondant a ce mot dans dBG, (P). Or pour certaines instances
de P, certaines arétes de dBG), (P) ne sont pas utilisées par les chemins obtenus a 'aide
des mots de P : ces arétes correspondent a des k-mers de P qui ont un chevauchement de
taille £ — 1 mais ol les k-mers ne sont pas successifs dans un méme mot. On définit alors
dBG; (P), le sous-graphe de dBG,, (P) ot on enléve ces arétes.

Définition 7.3 dBG; (P) (voir Figure 7.3) Soient P un ensemble de mots sur ¥
et k£ un entier strictement plus grand que 1. Le Graphe dBG;(P) de P, est le graphe
orienté G := (Vpy, AL, ) tel que

Vb = Facty(P)

A;k = {(u,v) € Vpp x Vp |u®v € Facty1(P)}

On peut remarquer que dBG,, (P) et dBG; (P) sont des sous-graphes du graphe des
chevauchements de Facty(P), ot on ne garde que les arcs de poids k — 1 pour dBG), (P)
et ou on ne garde que les arcs de poids k — 1 tels que les deux k-mers sont successifs dans
un mot de P pour dBG; (P).

On peut alors s’intéresser a la taille des trois graphes de Bruijn, c¢’est-a-dire a la taille
de leur ensemble de nocuds et de leur ensemble d’arétes. Ce sujet a été largement étudié
(voir par exemple Crochemore et al. [17]), on redonne ici les résultats principaux car on
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FIGURE 7.3 — Exemple de graphe de Bruijn dBG} (P) pour P = {bbabcaa,baacbac}.

s'intéresse plus précisément aux liens peu connus qu’il peut y avoir entre dBG) (P) et
dBG (P).

Pour dBG(Y), il est facile de voir que |Vi| = c* et que |A;| = & ot |3] = c.

Pour dBG, (P) et dBG;(P), il est plus compliqué de donner une taille précise, mais
on peut borner leur taille. De maniére immédiate, on a que |Facty(P)| < ||P]|. On a alors
que |Vpg| < [|P]|. Comme \A;k\ = |Factg+1(P)], on a que ]A;’k] < ||P|| et donc que la
taille de dBGg(P) est linéaire en la norme de P. Grace a la proposition 7.7, on a que
[Ap il < ¢ X ’A$,k71’ < ¢ x [|P]|, on a donc que la taille de dBG, (P) est linéaire en
2] [Pl

On va maintenant regarder un peu plus en détail comment varie le nombre de k-mers
d’un ensemble de mots P sur un alphabet X de taille ¢. On va définir deux entiers, ap et
Bp qui seront les bornes minimales et maximales d’un intervalle ou le nombre de k-mers
de P sera intéressant a explorer.

Posons

Npyj = Z max(|w;| —k +1,0)
w;EP

qui correspond a une borne maximale du nombre de k-mers différents qu’il peut y avoir
dans P. En effet, il a au plus |w;| — k + 1 différents k-mers dans le mot w;.

On a alors |Facty(P)| < Npy et |Facty(P)| < ¢, ott ¢* est le nombre de k-mers
différents que 1’on peut faire avec c¢ lettres différentes.

On a alors que |Fact,(P)| est égale & ¢* pour des k petits (c’est toujours vrai pour
k =1), d’ou la proposition suivante :

Proposition 7.4 Soit k£ > 2, on a alors

(|Fact,(P)| = ck) = (|Facty_1(P)| = & Let |Fact,(P)| = c).

On va alors poser :
ap :=max({k > 1| |Facty(P)| = *}).
De méme, |Facty(P)| est égale a Npj, pour des k grands.

Proposition 7.5 Soit £ > 1, on a alors

|FCLCtk(P)| = NP,k = |FaCtk+1(P)| = NPJH—l et |FaCtma:vw€p\w\(P)‘ = NP,maacwgp|w|
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On pose de méme :
,Bp = min({k > 1 | \Factk(P)] = Np,k}).

Sur la figure 7.4, on peut voir les résultats des propositions 7.4 et 7.5.
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FIGURE 7.4 — La figure (a) montre le nombre de k-mers différents (en bleu) d’un tirage
aléatoire de 100 mots d’une longueur entre 70 et 100 sur un alphabet de taille 4. La figure
(b) montre la méme chose pour un tirage aléatoire de 1000 mots d’une longueur 100 sur
un alphabet de taille 4. De maniere générale, en vert et en rouge, on a deux courbes qui
maximisent la courbe bleue et coincide avec de petites valeurs de k pour la rouge et avec
de grandes valeurs de k pour la verte.

On a alors que pour tout k < ap, |Fact(P)| = ¢* et pour k > ap, |Fact(P)| < c*.
De méme pour k > fp, |Facty(P)| = Npy et pour k < fp, |Facty(P)| < Npj. Comme
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Apy C© Apy. Onoa |Ap,| < |Ap, | Par la définition de dBGY (P), si |Facty(P)| = |Vi|
alors [Ap, [ = [Agl.

I Proposition 7.6 Pour k < ap, dBG, (P) est isomorphe a dBGj,.

On obtient donc que pour k < ap, le graphe de De Bruijn dBG, (P), n’apporte aucune
information utile.

Pour k > fp, on a la méme chose avec le graphe de De Bruijn dBka(P). En effet si
|Facty,(P)| = Ng, alors tous les k-mers de P sont différents, du coup d,BG; (P) est un
ensemble de m graphes chaines distincts ot m est le nombre de mots de P supérieur ou
égal a k.

Voyons maintenant les liens entre dBG; (P) et dBG,, (P), i.e. entre \A;k\ et [Ap .

Proposition 7.7 Pour k > 1,

1 _ _
X [Ap sl < [ABL < AR,

Remarque 7.8 En utilisant la borne donnée par la proposition 7.7, on peut de la méme
fagon borner la taille de A, par la taille de A;Sk et de AJIS a1

|Af ia] < TApLl < e x AR,

On a donc un lien entre dBG; (P) et dBG,. (P), que l'on va encore plus développer
dans la partie 9.4 ou on verra une facon de construire ces deux graphes de De Bruijn en
temps linéaire en la norme de P.

Enfin on va définir les versions contractées des graphes de De Bruijn et plus exactement
celle de dBGz.

Définition 7.9 CdBG,; (P) Soient P un ensemble de mots sur ¥ et k un entier
strictement plus grand que 1. Le Graphe CdBG,j(P) de P, est le graphe orienté

dBG}} (P) ou on a contracté récursivement tous les arcs (u,v) tels que d°(u) = d"(v)
dans dBG; (P).

On a une définition similaire de la version contractée de dBG, (P), que I'on note
CdBG, (P).

Conclusion de la section On a défini dans cette section le lien entre les différentes
versions des graphes de De Bruijn, ce qui nous a permis de borner la taille de 'un
grace a la taille de 'autre. Ce lien entre les tailles, qui est assez trivial, n’est donné ici
que comme préambule a la section 9.4 ol on va montrer que les graphes dBG]j(P) et
dBG, (P) viennent d’un méme graphe.

7.2 Généralisation de 'arbre d’Aho-Corasick

On a vu dans la section 3.4 que le graphe des chevauchements de P est de taille
quadratique en le cardinal de P. Malheureusement, le graphe des chevauchements
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n’exploite pas le fait que plusieurs mots peuvent partager les mémes chevauchements ou
des chevauchements inclus les uns dans les autres. Dans cette section, on va présenter
un ensemble de graphes qui vont résumer l'information incluse dans le graphe de
chevauchements. Pour ce faire, on va commencer par présenter une généralisation de
I’arbre d’Aho-Corasick ainsi que certaines de ces propriétés. Dans un second temps, on va
présenter deux graphes qui seront des cas particuliers de cette généralisation et qui nous
permettrons de stocker 'information du graphe de chevauchements dans un graphe plus
petit en taille.

7.2.1 L’arbre d’Aho-Corasick généralisé

Dans la section 6.1, on a vu que l'arbre d’Aho-Corasick d’un ensemble de mots P
fusionné avec 'arbre des liens d’échec forme un graphe composé de deux arbres définis sur
un méme ensemble de noeuds qui est ’ensemble des préfixes des mots de P. En reprenant
la définition que 1'on a donné dans la définition 6.1 (page 129), on a un arc de u vers v
dans l'arbre d’Aho-Corasick si et seulement si u est le plus grand préfixe (parmi tous les
préfixes de P) de v. De méme, en reprenant la définition 6.4 (page 128), un arc de u vers v
est dans l’arbre des liens d’échec si et seulement si v est le plus grand suffixe (parmi tous
les préfixes de P) de u.

Au lieu d’utiliser I’ensemble des préfixes d’un ensemble de mots, on peut prendre un
ensemble de mots quelconque et définir une généralisation de la fusion entre ’arbre d’Aho-
Corasick et I'arbre des liens d’échec.

Définition 7.10 L’arbre d’Aho-Corasick généralisé d’'un ensemble de mots S, noté
GAC(S), est le graphe orienté (S, R U B) avec deux ensembles d’arcs R et B ou :

R:={(z,y) € S x S|y est le plus long suffixe de = dans S},

B :={(y,x) € S x S|y est le plus long préfixe de x dans S}.
De maniere générale, on note GACR(S) := R et GACR(S) := B.

Soient u un mot et deux préfixes = et y de u. On a alors que x est un préfixe de y ou
que y est un préfixe de x. De méme, pour deux suffixes d’'un méme mot, le plus petit des
suffixes est suffixe du plus grand des suffixes. On a alors que les graphes (S, GACE(S5))
et (S,GACgB(S)) sont des sous-graphes d’arbres, i.e. des foréts (voir Figure 7.5). Soient
deux nceuds u et v de GAC(S). Si l'arc (u,v) est dans GACp(S), on a alors que u est un
préfixe de v, on dira alors que u est le parent de v dans (S, GACB(S)). De méme, si I'arc
(u,v) est dans GACR(S), v est un suffixe de u et on dira que v est le parent de u dans
(S,GACR(S)).

Comme le nombre d’arcs d’un arbre est linéaire en son nombre de nceuds, on a que
la taille d’un arbre est linéaire en son nombre de nceuds. Or on a que le graphe GAC(S)
est composé de deux sous-graphes d’arbre : (S, GACR(S)) et (S,GACE(S)), on a alors la
proposition suivante.

Proposition 7.11 Soit S un ensemble de mots. La taille de GAC(S) est linéaire en
[S]-
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[a]
[bbal [abb] [bbal
ababba bbab abbaa l[ababbal [bbab labbaal
(a) La forét (S, GACx(S)) (b) La forét (S, GACR(S))

(c¢) Le graphe GAC(S)

F1GURE 7.5 — Exemple d’arbre d’Aho-Corasick généralisé pour I’ensemble de mots S =
{a, bba, abb, ababba, bbab, abbaa}. La figure (a) est la forét (S, GACE(S)) ou les arcs sont
en bleus et la figure (b) est la forét (S, GACR(S)) ou les arcs sont en rouges. La figure (c)
est le graphe GAC/(S) ou les arcs en bleus sont les éléments de GACE(S) et les arcs en
rouges sont les éléments de GACR(S).

Preuve La taille de GAC(S) est le nombre de nceuds de GAC(SS) plus le nombre d’arcs
de GAC(S). Comme 'ensemble des nceuds est S, le nombre de noeuds est |S|. De plus
comme (5, GACR(S)) ainsi que (S, GACp(S)) sont des sous-graphes d’arbre, le nombre
d’arcs est inférieur a 2 x |S]. [

A Taide de I'arbre d’Aho-Corasick généralisé, pour un ensemble de mots P, on peut
alors retrouver certains arbres connus :

— Soit Prefixze(P) 'ensemble des préfixes de mots de P. On retrouve alors 'arbre
d’Aho-Corasick classique :
— AC(P) = (Prefize(P), GACgB(Prefixe(P))),
— LE(P) = (Prefize(P), GACg(Prefize(P))).
— Pour Viggr(p) 'ensemble des noeuds de I'arbre des suffixes généralisé de P, on a alors
que
— GST(P) = (Vgsrp), GACB(Vast(p))),
— LS(P) = (Vasrp), GACR(Vasr(p)))-

Remarque 7.12 L’arbre d’Aho-Corasick généralisé ne prend pas forcément un
ensemble de mots factor-free. Dans le cas ol on prend un ensemble de mots P qui
est factor-free, on a alors que les deux ensembles GACR(P) et GACp(P) sont vides.

Conclusion de la sous-section On a mis en évidence dans cette sous-section un
graphe qui généralise I’arbre d’Aho-Corasick ainsi que l'arbre des suffixes généralisé.
Dans la sous-section suivante, on va donner quelques propriétés de ce nouveau graphe.
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7.2.2 Propriétés sur ’arbre d’Aho-Corasick généralisé

Dans cette sous-section en utilisant les propriétés de ’arbre d’Aho-Corasick généralisé,
on va définir un type de parcours de ce graphe pour passer d’une feuille a ’autre.

On va commencer par définir le lien entre deux mots suffixes ou préfixes I'un de I'autre
dans l'arbre d’Aho-Corasick généralisé.

Proposition 7.13 Soient S un ensemble de mots.

1. Pour u et v deux mots de S tels que u est un préfixe de v. Il existe alors un unique
chemin de u vers v dans le graphe (S, GACR(S5)).

2. Pour u et v deux mots de S tels que u est un suffixe de v. Il existe alors un unique
chemin de v vers u dans le graphe (S, GACR(S)).

Pour rappel, ’ensemble Ov(P) est I'ensemble de tous les chevauchements maximaux
entre deux mots de P, i.e.

Ov(P) = {ov(u,v) | (u,v) € P x P}

Remarque 7.14 L’auto-chevauchement d’'un mot u de P, ¢’est-a-dire le chevauchement
maximal de u sur lui-méme est un élément de Ov(P).

Soit P un ensemble de mots. Dans la suite, on va regarder quelques propriétés de
I'arbre d’Aho-Corasick généralisé sur un ensemble de mots S tel que Ov(P)U P C S.

Exemple 7.15 Soient P = {ababba,bbab, abbaa}

et S = {e,b,a,ab,bba,abb,abba,ababba,bbab,abbaa}. On a alors que Ov(P) =
{e,b,a,ab,bba,abba} et donc Ov(P)U P C S. On va utiliser cet exemple pour illustrer
notre propos dans la suite de la section.

FIGURE 7.6 - Exemple d’arbre d’Aho-Corasick généralisé pour
S = {e,b,a,ab, bba, abb, abba, ababba, bbab, abbaa} défini dans Iexemple 7.15. L’ensemble
de mots P = {ababba, bbab, abbaa} est tel que Ov(P) U P C § (les noeuds de Ov(P) U P
sont en oranges.

Dans la section 3.4, on a vu que chercher un chemin hamiltonien dans le graphe de
chevauchements de P revient a résoudre le probleme SLS. et donc SLS. En effet, tous
les nceuds sont les mots de P et chaque arc du graphe de chevauchements correspond a
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un chevauchement. On veut alors trouver un chemin qui passe une et une seule fois par
chaque nceud du graphe de chevauchements.

Pour s; et so deux mots de P, on a alors que le chevauchement maximal de u sur v
correspond a un arc dans le graphe des chevauchements. On va regarder le pendant de cet
arc dans 'arbre d’Aho-Corasick généralisé de S.

Comme P C S, s1 et so sont deux nceuds de GAC(S). Comme Ov(P) C S, ov(sy, s2)
est aussi un nceud de GAC(S). D’apres la proposition 7.13, il existe un chemin p; de
s1 vers ov(sy, s2) dans (S, GACR(S)) et il existe un chemin py de ov(sy, s2) vers so dans
(S,GACR(S)), car ov(s1, s2) est un suffixe de s; et un préfixe de so. Le chemin de s; vers
s qui correspond au chemin ou on prend p; puis de po est appelé le Red-Blue path de sq
vers sy et noté RB — pathg(sy, s2) (voir Figure 7.7).

bbab
2 [ababba) [Dbab)

(a) (b)

FIGURE 7.7 — Lien entre un arc du graphe de chevauchements et un Red-Blue path pour
S et P définis dans I'exemple 7.15. La figure (a) représente 1’arc de bbab vers abbaa dans le
graphe des chevauchements de P. La figure (b) représente le Red-Blue path de bbab vers
abbaa dans GAC(S) qui est la fusion du chemin rouge de (S, GACR(S)) qui va de bbab vers
ov(bbab, abbaa) = ab et du chemin bleu de (S, GACR(S)) qui va de ov(bbab, abbaa) = ab

vers abbaa.

On peut alors borner la taille du chemin entre u et v dans I'arbre d’Aho-Corasick
généralisé a l'aide des tailles de u et de v.

Proposition 7.16 Soient u et v deux mots de P. On a alors |RB — pathg(u,v)| <
pr(u, v)| + |su(u, v)].

Preuve Soient p; le chemin de s; vers ov(si, s2) dans (S, GACR(S)) et p2 le chemin
de ov(s1, s2) vers sy dans (S,GACE(S)), on a alors RB — pathg(u,v) est le chemin
p1 puis le chemin po. Or |pi| < |pr(u,v)| car p; passe par les suffixes de s; qui
sont plus grands que |ov(s1,s2)|. De méme, on a que |p2| < [su(u,v)| et donc que
|RB — pathg(u,v)| < |pr(u,v)| + |su(u,v)]|. [ |

On peut de plus, trouver un algorithme qui permet de calculer le chemin RB —
pathg(u,v) dans GAC(S).
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Proposition 7.17 L’algorithme 7.1 appliqué a deux mots u et v de P a une complexité
en O(|pr(u, v)| + |su(u, v)]).

Algorithme 7.1 : Algorithme pour trouver RB — pathg(u,v) pour deux mots u et

vde S.
Entrée : Soient u et v deux mots de P

Sortie : Le chemin RB — pathg(u,v)
1 p1 0
2 po < 0;
3 u <+ ug
a4 v <+ v
5 while |u/| # |v| do
6 if |u/| > |v'| then
w < le parent de u dans (S, GACR(9)) ;
p1 < p1-((v/,w));
u < w;

© W

[=ry

10 f |u| < |v| then

11 w < le parent de v dans (S, GACp(S)) ;
12 p2 + ((w,v")).pe;

13 v = w;

14 return p;p.ps.

Comme on a que |ov(u,v)| = min({|w| | (w',w) € RB — pathg(u,v)}) et grace aux
propositions 7.16 et 7.17, on a la proposition suivante :

Proposition 7.18 Soit u et v deux mots de P, a 'aide de GAC(S), on peut trouver
ov(u,v) en O(|pr(u,v)|+ |su(u,v)|) et donc trouver |ov(u,v)| avec la méme complexité.

On peut alors associer a chaque chemin hamiltonien du graphe des chevauchements
de P, un chemin sur l'arbre d’Aho-Corasick généralisé de S. Soit p :=
((ui,u2),..., (Up—1,uy)) un chemin hamiltonien du graphe des chevauchements, le Red-
Blue chemin associé a p, noté RB — Linearg(p) est un uplet de Red-Blue path (RB —
pathg(uy,u2) ... RB — pathg(un—1,uy)) (voir Figure 7.8). Pour ¢ un circuit hamiltonien,
ou pour C une couverture cyclique, on définit de méme le Red-Blue circuit associé a c,
noté RB — Clirculars(c) (voir Figure 7.9), et la Red-Blue couverture cyclique associée a
C, notée RB — CCg(C) (voir Figure 7.10).

En utilisant la proposition 7.16 et en sommant sur l’ensemble des arcs, on peut
borner la taille du Red-Blue chemin (respectivement du Red-Blue circuit et Red-Blue
couverture cyclique) par la superchaine linéaire (respectivement la superchaine circulaire
et la couverture circulaire des mots) construit a partir d’'un chemin (respectivement un
circuit et une couverture cyclique) sur le graphe de chevauchements (les notations utilisées
dans le corollaire suivant sont définies dans la section 2.5).

Corollaire 7.19 Soient P un ensemble de mots, .S un ensemble de mots tel que
Ov(P)UP C S et G le graphe des chevauchements de P.

— Soit p := ((u1,u2), ..., (Un—1,uy)) un chemin hamiltonien sur G. On a

|RB — Linears(p)| <2 x |solgp—rs(p).-un|
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[ababbal [bbab)
(a) (b)

FIGURE 7.8 — Lien entre un chemin du graphe de chevauchements et un Red-Blue
chemin pour S et P définis dans 'exemple 7.15. La figure (a) représente le chemin
((bbab, ababba), (ababba, abbaa)) dans le graphe de chevauchements. La figure (b) représente
le Red-Blue chemin ((bbab, ab), (ab, ababba), (ababba, abba), (abba, abbaa)) dans GAC(S).

Ficure 7.9 - Lien entre un circuit du graphe de chevauchements et un
Red-Blue circuit pour S et P définis dans l'exemple 7.15. La figure (a)
représente  le  circuit  ((bbab, ababba), (ababba, abbaa), (abbaa,bbab))  dans  le
graphe de chevauchements. La figure (b) représente le Red-Blue circuit
((bbab, ab), (ab, ababba), (ababba, abba), (abba, abbaa), (abbaa, a), (a, <), (¢,b), (b, bba), (bba, bbab))
dans GAC(S).

— Soit ¢ un circuit hamiltonien sur G. On a
|RB — Circularg(c)| <2 x [solgc—cs(c)]

— Soit C' une couverture cyclique sur G. On a

|[RB — CCs(C)| <2 x |solyccces(C)]

On a donc que RB— Linears(p), RB—Clirculars(c) et RB—CCgs(C') sont de longueurs
linéaires en ||P||. Ces parcours de l'arbre d’Aho-Corasick généralisé sont alors en temps
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1T ababbal

(a)

FIGURE 7.10 — Lien entre une couverture cyclique du graphe de chevauchements et une
Red-Blue couverture cyclique pour S et P définis dans l'exemple 7.15. La figure (a)
représente la couverture cyclique {((bbab, abbaa), (abbaa,bbab)), ((ababba,ababba))} dans
le graphe de chevauchements. La figure (b) représente la Red-Blue couverture cyclique
{((bbab, ab), (ab, abb), (abb, abba), (abba, abbaa), (abbaa, a), (a, <), (¢, b), (b, bba), (bba, bbab))

, ((ababba, abba), (abba, bba), (bba, a), (a, ab), (ab, ababba))} dans GAC(S).

linéaire en || P||, c’est-a-dire en la taille de I'instance.

Conclusion de la sous-section Dans cette sous-section, on a montré que pour un
ensemble de mots P et pour un ensemble de mots S tels que Ov(P)U P C S, a partir
du graphe GAC(S), on peut retrouver les informations contenues sur le graphe des
chevauchements de P.

7.2.3 Graphes hiérarchiques des chevauchements

Dans la sous-section 7.2.1, grace a la proposition 7.11 on a montré que la taille de
Iarbre d’Aho-Corasick généralisé d’un ensemble de mots S est linéaire en le cardinal
de S. De plus, dans la sous-section 7.2.2, la proposition 7.18 nous dit que si pour un
ensemble de mots P, Ov(P)U P C S, on a alors que toute l'information contenue dans
le graphe de chevauchements de P, c’est-a-dire les tailles des chevauchements entre tous
u et v de P, est contenue dans 'arbre d’Aho-Corasick généralisé de S et est accessible en
O(lpr(u, v)| + |su(u, v)]).

On va dans cette sous-section présenter deux graphes issus d’arbres d’Aho-Corasick
généralisés qui nous paraissent intéressants : le graphe hiérarchique des chevauchements
(HOG) ainsi que le graphe hiérarchique des chevauchements étendu (EHOG). On va définir
ces deux structures car la taille de la premiere est bornée linéairement par la taille du
graphe de chevauchements mais on a un algorithme en temps linéaire pour construire le
deuxieme.

On va alors définir naturellement le graphe hiérarchique des chevauchements qui peut
étre vu comme une version contractée du ”Hierarchical Graph” dont on retrouve la
définition dans Golovnev et al. [32].

Définition 7.20 Graphe hiérarchique des chevauchements (voir Figure 7.11)
Soit P un ensemble de mots. Le graphe hiérarchique des chevauchements de P, noté
HOG(P) est I'arbre d’Aho-Corasick généralisé pour ’ensemble Ov(P) U P.
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Ficure 7.11 — Exemple de graphe hiérarchique des chevauchements pour P =
{aabaa, aabbcb, cbabaa, bebabeb} .

Théoréme 7.21 Soit P un ensemble de mots. La taille de HOG(P) est linéaire en
min(|P?,||P|)-

Preuve D’apres la proposition 7.11, comme |Ov(P)U P| < 2|P|?, la taille de HOG(P)
est linéaire en |P|?. De plus, comme I'ensemble Ov(P) U P est inclus dans l'ensemble
de préfixes de P, il est aussi inclus dans I'ensemble des nceuds de AC(P), on a que
|Ov(P) U P| < ||P|| et donc d’apres la proposition 7.11 que la taille de HOG(P) est
linéaire en || P]|. [

Remarque 7.22 Dans la preuve du théoreme 7.21, pour borner la taille de HOG(P)
(voir Figure 7.12a) on utilise le fait que Ov(P)U P est inclus dans I’ensemble des noeuds
de AC(P) (voir Figure 7.12b), mais on a aussi que Ov(P)U P est inclus dans I'ensemble
des noeuds de GST(P) (voir Figure 7.12c).

Pour un ensemble de mots P, on n’a pas d’algorithme en O(||P||) pour construire
directement HOG(P). On va donc définir un graphe un peu plus grand mais qui va avoir
un algorithme de construction en temps linéaire en ||P|| : le graphe hiérarchique des
chevauchements étendu. Pour cela, on définit Ov*(P) 'ensemble des chevauchements pas
forcément maximaux des mots de P, i.e.

Ov*(P) = U Prefize(x) N Suf fize(y)

(z,y)EPXP

Remarque 7.23 Soient u et v deux mots de P. Comme ov(u,v) est un préfixe de v et
un suffixe de u, ov(u,v) € Prefize(v) N Suf fize(u) et donc Ov(P) C Ov*(P).

Définition 7.24 Graphe hiérarchique des chevauchements étendu (voir
Figure 7.13) Soit P un ensemble de mots. Le graphe hiérarchique des chevauchements
étendu de P, noté EHOG(P) est l'arbre d’Aho-Corasick généralisé pour l’ensemble
Ov*(P)U P.
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(a) Graphe hiérarchique des (b) Arbre d’Aho-Corasick de
chevauchements de P

Y

(c) Arbre des lien suffixes de P

FIGURE 7.12 — Exemple du le lien entre les noeuds de HOG(P) et les noeuds de AC(P)
et de GST(P) donné par la remarque 7.22 (pour P = {ababb, aab, abaa,abba}). Dans les
figures (b) et (c), les nceuds en orange sont les nceuds de HOG(P).

FiGURE 7.13 — Exemple de graphe hiérarchique des chevauchements étendu pour P =
{aabaa, aabbeb, cbabaa, bebabeb}.

On a alors le théoréme suivant :
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Théoréme 7.25 Soit P un ensemble de mots. Le graphe EHOG(P) peut étre construit
en temps et en espace linéaire en || P]|.

Preuve En parcourant LE(P) a partir des feuilles de AC(P), on passe exactement
par l’ensemble des nceuds de Ov*(P) U P, c’est-a-dire les noeuds de EHOG(P). Pour
construire les arcs de EHOG(P), c’est-a-dire GAC(Ov*(P)UP) et GACR(Ov*(P)UP),
on parcourt AC(P) et LE(P). Comme le nombre de nceuds de LE(P) est linéaire en
||P||, on a un algorithme en temps linéaire pour construire EHOG(P). [ |

Conclusion du chapitre Dans cette sous-section, on a mis en avant deux nouveaux
graphes : le graphe hiérarchique des chevauchements et le graphe hiérarchique
des chevauchements étendu d’un ensemble de mots P. Le graphe hiérarchique des
chevauchements étendu peut étre construit et est de taille linéaire en la norme de
I'instance. Le graphe hiérarchique des chevauchements est quant a lui, méme si on
ne donne pas d’algorithme linéaire de construction, de taille linéaire en la norme
de l'instance tout en étant plus petit que la taille du graphe des chevauchements
correspondant.

7.3 Graphe Glouton (Superstring Graph)

Dans la section précédente, on a présenté différent parcours d’un arbre d’Aho-Corasick
généralisé que 'on peut appliquer sur le graphe hiérarchique des chevauchements étendu.

On va présenter dans cette section un nouveau graphe que l'on va plonger dans le
graphe hiérarchique des chevauchements étendu et qui va permettre de générer les solutions
de I'algorithme glouton pour SCCS : le graphe glouton. Ces résultats ont été publiés dans
(V). A Torigine, on a défini ce graphe en tant que < Graphe des nceuds internes > dans
(XII). Ce graphe servait a 'origine pour reconstruire I’arbre des suffixes d’un ensemble de
mots inconnus.

Dans une premiere partie, on va voir une définition du graphe glouton, ainsi que son
lien avec l'algorithme glouton pour SCCS. Ensuite, on va donner une définition formelle
de ce graphe glouton ce qui va nous permettre enfin de donner un algorithme linéaire pour
construire une solution de ’algorithme glouton pour SCCS. Il est intéressant de remarquer
que 'on va présenter deux définitions différentes pour définir le méme graphe glouton. On
présente ici les deux définitions car la premiere sert a comprendre les propriétés du graphe
glouton alors que la deuxieéme définition est une définition constructive qui nous permet
de justifier la construction linéaire de ce graphe.

7.3.1 Lien entre le graphe glouton et I’algorithme glouton

Pour l'instant, on va se concentrer sur le probleme SCCS et sur I'algorithme Greedyccs
(voir section 4.1.1 (page 86)).

On a vu dans la partie 7.2, que pour une couverture cyclique C' du graphe des
chevauchements, on pouvait obtenir une Red-Blue Couverture Cyclique associée a C' qui
utilise la méme permutation des nceuds. On a donc une équivalence entre une Red-Blue
Couverture Cyclique associée a C' et la couverture de mots circulaires solgcc—ccs(C)
(défini dans la section 2.5). On a donc que chercher 1’ensemble des couvertures circulaires
de PSCCS(P), revient a chercher des Red-Blue Couvertures Cycliques sur EHOG(P).
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Soit w € PSCCS(P). On note Gp(w) le sous-graphe de EHOG(P) dont I'ensemble
des nceuds et I’ensemble des arcs est exactement ’ensemble des nceuds et ’ensemble des
arcs de la Red-Blue Couverture Cyclique RB — CC(solccs—acc(w)) pour la couverture
de mots circulaires w.

Remarque 7.26 Pour un mot w de PSCCS(P), RB — CC(solccs—mcc(w)) est la
Red-Blue couverture cyclique du EHOG(P) qui correspond a w (voir Figure 7.14).

2
aab

3

(a) Graphe de chevauchements (b) Couverture cyclique
de P solccs—ucc(w) sur
OG(P)

(c) Graphe hiérarchique des (d) Le graphe Gp(w)
chevauchements étendu de P

FIGURE 7.14 — Exemple de graphe Gp(w) pour P = {ababb,abba,aab,abaa} et w =
{(ababb), (aab)} = {(ababb & abba), (aab & abaa)} € PSCCS(P). La figure (d) est la Red-
Blue Couverture Cyclique RB—CC/(solccs—ucc(w)) sur EHOG(P), c’est-a-dire Gp(w).
On a rajouté sur les figures (c) et (d) les labels sur les arcs bleus pour passer d’'un mot a
l'autre pour pouvoir lire les mots circulaires de w sur le graphe G p(w).

Comme toute solution de I'algorithme Greedyccg est une solution de PSCCS(P), on
peut construire Gp(w) pour chaque solution w de Greedyccs. On a alors la proposition
suivante :

Proposition 7.27 wvoir Figure 7.15 Soient wy et ws deux solutions de ’algorithme
Greedyccs sur 'ensemble de mots P, on a alors que Gp(wy) = Gp(ws).

La proposition 7.27 établit une propriété clé sur les solutions de I’algorithme glouton

pour SCCS. On va donner une premiere explication qui va permettre de donner l'intuition
au lecteur et ensuite on va donner une preuve plus formelle mais moins explicative.
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FIGURE 7.15 — Exemple de deux solutions wy = {{pr(aab®ababb®abbaPabaa, aab®ababb®
abba @ abaa))} et wy = {(pr(aab & abaa,aab & abaa)), (pr(ababb & abba, ababb & abba))}
de lalgorithme glouton pour SCCS pour P = {ababb, aab, abaa,abba}. La solution de la
figure (a) a un seul mot circulaire qui est représenté avec des tirets sur la figure (c¢). La
solution de la figure (b) a deux mots circulaires qui sont représentés I'un en pointilléet
lautre avec des tirets sur la figure (d).

Preuve FExplication Soit w une solution de l’algorithme glouton Greedyccs pour
SCCS. Nous allons expliquer pourquoi les choix faits par l'algorithme Greedyccog, tant
que le chevauchement maximal est respecté, n’influencent pas Gp(w).

L’algorithme Greedyccos doit faire un choix quand plusieurs chevauchements de
méme longueur sont dépendants, i.e. que les chevauchements ont soit le premier mot
en commun soit le deuxieme mot en commun. Il est clair que deux chevauchements qui
n’ont pas le méme mot de début ou le méme mot de fin sont indépendants et peuvent
étre pris I'un a la suite de 'autre, ce qui n’influence pas le graphe.

Soient ov(uy,v1) et ov(uy,v2) deux chevauchements dépendants qui sont un choix
pour l'algorithme Greedyccs tels que ov(ui,v1) est le chevauchement choisi par
Greedyccs pour obtenir w. Soit us le prédécesseur de vo dans w. Par la définition de
Greedyccs, on a que |ov(ui,v1)| > |ov(ugz,v2)|. On a alors qu'il existe un Red-Blue path
de ug a v; dans Gp(w). En effet, comme |ov(uy,v1)| > |ov(ug,v2)|, on a que ov(uz,ve)
est un préfixe de ov(uy,v2), et donc un préfixe de ov(uj,v1). On a alors que dans le
EHOG(P), le nceud ov(ug, v2) est un ancétre de ov(ug,v1) et ov(ug, v1) est un noeud sur
les Red-Blue paths de u; a v1 et de us a v9. On a alors que les deux Red-Blue paths de
u1 & vy et ug & vy sont dans Gp(w) (voir Figure 7.16).
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(b) dans le graphe d (c) dans le HOG et dans Gp()
ans le graphe des

chevauchements

FIGURE 7.16 — Exemple avec trois chevauchements : deux qui sont dépendants : de u;
vers v1 et de u; vers vy et un autre chevauchement de ug vers vs.

Preuve Soient wy et wo deux solutions différentes de 1’algorithme Greedyccg sur P.
On pose Gp(wy) := (V1, R1 U By) et Gp(ws) := (Va, Re U Ba).

On va procéder par I'absurde. On assume que Gp(wi) # Gp(wsz); on a alors que
((RyUB1)\ (R2UB3))U ((R2U By) \ (R UBy)) # (0. On peut assumer sans perte de
généralisation que (R1UBy)\ (R2UBz2) # (0. Soit e := (u,v) un arc de (R1UBy)\ (R2UB2)
tel que maz(|u|, |v|) est maximum par rapport a tous les arcs de (R; U By) \ (R2 U Ba).
Comme w; et we sont deux couvertures circulaires solutions de ’algorithme Greedyccs,
on a alors que wy et wy sont dans PSCCS(P) et dont il existe deux permutations oy et
oy telles que wy = CC(P,01) et wy = CC(P,02). Par la définition de Gp(wy), il existe
i et j tels que 01(i) = j et e est un arc du Red-Blue path de s; a s; (formellement
e € RB — path(s;, s;)).

On a alors deux cas :

Case e € By :
Soit iy le prédécesseur de j dans oy (i.e., j = 02(i2)). On a alors que ov(s;,, s;) est
un préfixe de ov(s;, sj), sinon comme ’algorithme glouton choisit toujours les plus
grands chevauchements il existerait j; := o1(i2), tel que |ov(s;, sj)| < |ov(Siy, 55,)];
ce qui voudrait dire que e ne serait pas maximal. Comme ov(s;,, ;) est un préfixe
de ov(s;,s5) on a que e € RB — path(s;,, s;) et donc que e € By, ce qui contredit
I’hypothese.

Case e € Ry :
Soit ja le successeur de i dans o2 (j2 := 02(i)). En reprenant I’argument du choix
glouton, il est clair que ov(s;, sj,) doit étre un suffixe de ov(s;, s;) et donc que
e € Ry. On a alors aussi une absurdité.

Ceci termine la preuve. |

On a donc que 'ensemble des solutions de I'algorithme Greedyccs peut étre résumé
dans un graphe que l'on appelle le graphe glouton.
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Définition 7.28 Graphe glouton (voir Figure 7.17) Soit P un ensemble de mots.
Le graphe glouton de P, noté SG(P), est le graphe Gp(w) pour toute solution w de
I’algorithme Greedyccs.

Remarque 7.29 On peut construire le graphe glouton pour tout arbre d’Aho-Corasick
généralisé de S avec Ov(P)U P C S et donc on peut le construire sur HOG(P).

FIGURE 7.17 — Exemple de graphe glouton pour P = {ababb, aab, abaa, abba}.

Comme le graphe glouton est créé a partir d’'une Red-Blue Couverture Cyclique, on
a que dans chaque composante connexe du graphe glouton, le nombre d’arcs qui arrivent
dans un neceud est identique au nombre d’arcs qui sortent de ce méme noeud. On a donc
que chaque composante connexe du graphe glouton est eulérienne.

I Proposition 7.30 Le graphe glouton d’un ensemble de mots est semi-eulérien.

Soit C' un ensemble de circuits d'un graphe G. On dit que C' couvre le graphe G si
chaque arc de G est inclus dans un seul circuit de C.

Proposition 7.31 Soit P un ensemble de mots. L’ensemble des ensembles de
circuits qui couvrent SG(P) est égal a l’ensemble des ensembles de circuits RB —
CC(solccs—maoc(w)) pour w une solution de Greedyccs pour P.

Pour prouver la proposition 7.31, on va commencer par définir un lemme. Un
croisement de SG(P) est un noeud qui a des arcs entrants rouges et bleus et des arcs
sortants rouges et bleus.

Lemme 7.32 Absence de croisement Le graphe glouton d’'un ensemble de mots
n’admet aucun croisement.

Preuve Preuve (Lemme 7.32) Soit P un ensemble de mots. On cherche a prouver
que SG(P) n’admet pas de croisement. Comme seul les noeuds qui correspondent aux
mots de P peuvent avoir un arc rouge sortant et un arc bleu entrant, les nceuds de
Ov*(P) \ P n’admettent aucun croisement.

Comme P est factor-free, les noeuds de P sont des feuilles dans les arbres (V, R) et
(V,B) ot EHOG(P) := (V, RUB) et donc aucun arc rouge ne peut entrer dans ce nceud
ni aucun arc bleu peut en sortir, ils n’admettent donc aucun croisement non plus. [ |
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Preuve Preuve (Proposition 7.31) Pour comprendre cette égalité, il suffit de noter
qu’il y a un fort lien entre le fait que l'algorithme Greedyccs choisisse le plus grand
chevauchement disponible et ’absence de croisement dans SG(P).

Supposons qu’il existe un ensemble de circuits C' qui couvre G et aucune solution w
de Greedyccs tel que C = RB — CC(solcocs—acc(w)). On a alors qu’a un moment
C differe des choix possibles par l'algorithme Greedyccs, et prend un chevauchement
qui serait impossible pour Greedyccg. On va regarder alors le chevauchement le plus
grand qui differe entre ceux pris de C' et de I'algorithme Greedyccg. Posons que le choix
fait par C' est le chevauchement de vy sur vy alors quun choix pouvant étre fait par
Greedyccs est le chevauchement de v3 vers vy avec |ov(vy,v4)| < |ov(vs,vs)|. Posons
alors vg le mot utilisé par C' pour faire le chevauchement de vs vers vo. On a alors que
RB — path(vy,v4) et RB — path(vs, vs) sont dans C' et que |ov(vy, v2)| < |ov(vs,vs)| (car
sinon le chevauchement de v; vers vy serait le plus grand chevauchement qui differe). On
a alors que ov(vs,vy) est un croisement dans SG(P) (voir Figure 7.18). On a donc une

absurdité.
1
Paths of
aths o p<3

crossing node %/ 5

F1GURE 7.18 — Illustration de la preuve de la Proposition 7.31. Cette figure montre quatre
nceuds v1, v2, v3 et vy et les noeuds (cercles) représentant leurs chevauchements. Le noeud
ov(vs,v4) (nceud en gris) est un exemple de croisement.

Réciproquement, supposons qu’il existe une solution w de Greedyccs et qu’il n’existe
pas d’ensemble de circuits C' qui couvre G tel que C = RB — CC(solcos—ucc(w)).
On a alors qu'il existe un arc de RB — CC(solccs—mcoc(w)) qui n’est pas un arc de
SG(P). Prenons e := (u,v) un de ces arcs avec l'extrémité v la plus longue dans le graphe
hiérarchique des chevauchements. Par définition de HOG(P), e € R. Soient v et vy deux
nceuds de P tels que e € RB — path(vi,v2). Comme e n’est pas dans SG(P), pour tout
mot u de P tel que RB—path(vy,u) est dans G p, u # vo. On a alors qu’il existe v4 un mot
de P tel que RB—path(vi,vs) est dans SG(P) et |ov(vy, v2)| < |ov(v, va)|. Comme w est
une solution de 'algorithme glouton Greedyccsg, il existe vs dans P et non dans Gp tel
que RB — path(vs,vs) est dans RB — CC(solccs—moc(w)) et Jov(vr, va)| < |ov(vs, v4)].
Alors il existe un arc de RB — CC(solccs—ucc(w)) et qui n'est pas dans SG(P) qui
soit d’extrémité plus profonde que e. On obtient alors aussi une contradiction. |

Conclusion de la sous-section Dans cette sous-section, on a défini le graphe glouton,
un nouveau graphe que 'on a ancré dans le graphe hiérarchique des chevauchements
étendu. On a montré que toutes les solutions de l'algorithme glouton pour SCCS sont
des parcours de ce graphe, et qu’'inversement tous les parcours de ce graphe sont des
solutions de l'algorithme glouton pour SCCS.
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7.3.2 Construction du graphe glouton

Maintenant que l'on a défini le graphe glouton pour un ensemble de mots, on va le
caractériser et donner un algorithme linéaire en la taille de I'instance pour le construire.
Pour cet algorithme, on définit et calcule des poids (respectivement n(.) et d(.)) pour
chaque neeud du EHOG(P) := (V, RU B). Enfin, on utilisera ces poids pour calculer le
sous-ensemble des arcs du graphe hiérarchique des chevauchements étendu de P qui vont
appartenir au graphe glouton de P.

Comme lalgorithme Greedyccs sélectionne les chevauchements par longueurs
décroissantes, on peut voir cela comme un algorithme récursif qui progresse le long des
arcs de EHOG(P). En effet, en calculant la longueur de chaque mot qui est un nceud du
EHOG(P), on peut obtenir une profondeur sur le graphe hiérarchique des chevauchements
étendu. Utilisons ce coté récursif de Greedyccs pour expliquer le graphe glouton.

Soit v un neeud du graphe hiérarchique des chevauchements étendu ; quand Greedyccs
regarde les chevauchements de taille |v], il a déja regardé les chevauchements de tailles plus
grandes. On définit deux poids n() et d() tels que :

— n(v) est le nombre de mots de P ayant v comme suffixe et qu'on a pas encore
fusionné par la droite avec un autre mot de P en utilisant un plus grand
chevauchement.

— d(v) est le nombre de mots de P ayant v comme préfixe et qu'on a pas encore
fusionné par la gauche avec un autre mot de P en utilisant un plus grand
chevauchement.

En d’autres mots, n(v) est le nombre de feuilles dans le sous-arbre de v dans (V, R)
que l'on a pas encore fusionnées par la droite et d(v) est le nombre de feuilles dans le
sous-arbre de v dans (V, B) que 'on a pas encore fusionnées par la gauche.

Pour commencer la caractérisation du graphe glouton, on remarque qu’une feuille dans
les arbres (V, R) et (V, B) est un mot de P. Pour ces noeuds, on pose alors n(v) := 1 et
d(v) := 1.

Pour les autres noeuds, on va utiliser une récursion sur Greedyccs. En effet, on peut
déterminer combien de mots de P n’ont pas encore été fusionnés avec un autre mot en
regardant le poids n(.) des enfants de v dans (V, R) et en regardant le poids d(.) des enfants
de v dans (V, B) (voir Figure 7.19).

FIGURE 7.19 — Schéma général des arcs entrants et sortants des noeuds v du EHOG. Les
arcs rouges correspondent aux arcs de R et les arcs bleus a ceux de B. Si le poids est de
zéro, ’arc n’est pas ajouté dans le graphe glouton.

Soit a(v) la différence entre la somme des n(u’) des fils v’ de v dans (V, R) et la somme
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des d(u) des fils u de v dans (V, B) :

a(v) == Z n(u') — Z d(u).

u’ € Childreny, gy (v) u € Children v, g)(v)

On a alors que la valeur absolue de a(v) est le plus grand nombre de mots de P que
Greedyccs peut fusionner avec d’autres mots de P en utilisant le chevauchement v. Une
fois la valeur a(v) calculée, on peut calculer n(v) et d(v) :

020, onnae {1070
Si a(v) <0, on a que {Z((:)) ;: Oa

Avec cette définition récursive des poids n(.) et d(.), on peut construire le graphe
glouton a partir du graphe hiérarchique des chevauchements étendu de P. Dans tous les
cas, si le poids d'un arc est de 0, on ne fait pas apparaitre cet arc dans le graphe glouton.
De maniere similaire, si un noeud n’est touché par aucun arc du graphe glouton, il est dit
isolé, il n’apparait pas dans le graphe glouton.

Proposition 7.33 Soient P un ensemble de mots et EHOG(P) = (V, R, B) le graphe
hiérarchique des chevauchements étendu de P. On pose G’ = (V', R', B’) tel que

V' =V\U

R — {(u,w)n(“) | w € V, w le parent de u dans (V, R)}

B = {(t,v)™™) | v € V, t le parent de v dans (V, B)}

et U ={v €V | v nest pas une extrémité d’un arc de R' U B'} ou n(.) et d(.) sont
les poids sur les noeuds définis plus haut et ¥ est une k-multi-aréte avec e un arc et k
un entier. On a alors que G’ est le graphe glouton de P.

I Preuve L’égalité des définitions vient de la définition de n(.) et de d(.). [ |

Remarque 7.34 Soient e un arc d’un graphe et k un entier. La notation e* de k-multi-
aréte peut étre comprise comme k copies du méme arc e ou comme un arc e muni d’une
pondération égale a k.

En supposant que l'on a pré-calculé les poids n(.) et d(.) de tous les noeuds du graphe
hiérarchique des chevauchements étendu, la proposition 7.33 donne une construction
immédiate du graphe glouton. Or, comme le pré-calcul des poids n(.) et d(.) est linéaire
en la taille du graphe hiérarchique des chevauchements étendu, on obtient le théoreme
suivant.
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Théoreme 7.35 Le graphe glouton de P est de taille linéaire en la taille du graphe
hiérarchique des chevauchements étendu de P. De plus, si on a déja construit le graphe
hiérarchique des chevauchements étendu, on peut construire le graphe glouton en temps
linéaire en || P|].

Preuve La proposition 7.33 nous donne une définition récursive de graphe glouton. En
effet, comme le graphe hiérarchique des chevauchements étendu est de taille linéaire en
|| P||, on peut construire les pondération n(.) et d(.) en temps linéaire en ||P|| et donc le
graphe glouton en temps linéaire en || P||. |

Conclusion de la sous-section On a donné dans cette sous-section, une définition
récursive et constructive de Dalgorithme glouton. On a montré de plus qu’en
utilisant cette définition, en ayant construit préalablement le graphe hiérarchique des
chevauchements étendu, on peut construire le graphe glouton en temps linéaire en la
norme de l'instance.

7.3.3 Construction linéaire de I’algorithme glouton pour SCCS

On vient de montrer dans la sous-section précédente que si on a le graphe hiérarchique
des chevauchements étendu d’un ensemble de mots P, on peut construire le graphe glouton
de P en temps linéaire en la norme de P.

On va alors définir I'algorithme 7.2 comme suit. Soit P un ensemble de mots.

— On va commencer par construire le graphe hiérarchique des chevauchements étendu
de P : le théoréme 7.25 nous dit que I'on peut construire EHOG(P) en temps linéaire
en ||P|].

— On va construire le graphe glouton de P que I’on va ancrer sur le graphe hiérarchique
des chevauchements étendu de P : le théoreme 7.35 nous dit que 'on peut construire
le graphe glouton de P en temps linéaire a l’aide du graphe hiérarchique des
chevauchements étendu de P.

— On prend un parcours couvrant du graphe glouton de P que l'on labellise en une
couverture circulaire de mots C', solution de I'algorithme glouton pour SCCS : d’apres
la proposition 7.31, tout parcours semi-eulérien du graphe glouton est une solution
de I'algorithme glouton pour SCCS.

— La couverture circulaire de mots C est alors une solution optimale de SCCS : le
corollaire 4.24 nous dit que l'algorithme Greedyccs est exact pour SCCS.

On obtient le théoréme 7.36.

Théoréme 7.36 L’algorithme 7.2 résout SCCS en temps et en espace linéaire en la
taille de I'instance.

Remarque 7.37 Le théoreme 7.36 améliore la complexité du meilleur algorithme connu
pour résoudre SCCS en passant de O(|P[? + || P|]) en O(||P]|).

On sait, par la proposition 7.30, que le graphe glouton de P est semi-eulérien. On
a donc que chaque composante connexe du graphe glouton est eulérienne. Comme on
peut trouver un parcours semi-eulérien sur un graphe semi-eulérien en temps linéaire en
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Algorithme 7.2 : L’algorithme du graphe glouton pour SCCS.

Entrée : Soit P un ensemble de mots.

1 Construire SG(P) le graphe glouton de P;

2 On crée un ensemble vide w;

3 Calculer un ensemble de circuits ¢ = (c1, ..., ¢,) couvrant SG(P);

4 for i € [1,n| do

5 On traverse ¢; : on liste les mots de P qui sont des noeuds dans ¢; et on crée w;
en concaténant les pr(s;, si) ol si est le successeur de sj;

6 on ajoute w; a w;

7 return w

le nombre d’arcs du graphe, on peut trouver de maniere linéaire en la norme de P, un
parcours semi-eulérien sur le graphe glouton. Or, un parcours semi-eulérien du graphe
glouton permet de trouver une des solutions de Greedyccs avec le plus petit nombre de
mots circulaires. En effet, si ce n’était pas le cas, il existerait une solution de I'algorithme
glouton pour SCCS avec strictement moins de mots circulaires et donc en ancrant cette
solution sur le graphe hiérarchique des chevauchements, on aurait un chemin entre deux
composantes connexes du graphe glouton, ce qui est absurde d’apres la proposition 7.31.
Dans la suite, on va expliciter ce résultat.

Soit SG(P) le graphe glouton de P. On peut alors décomposer SG(P) en composantes
connexes : SG(P) = {C1,...,Cp}. Soit W un ensemble de circuits qui couvrent SG(P),
on peut alors partitionner I’ensemble des circuits de W de telle facon que W := S1U...US,,
et pour tout i entre 1 et m, S; couvre Cj.

L’algorithme 7.2, sur la troisieme ligne (en bleu) calcule un ensemble de circuits qui
couvrent SG(P). L’algorithme glouton Greedyccgs est un algorithme non-déterministe
dans le sens ou pour une méme instance, il peut donner deux solutions différentes. D’apres
le théoreme 4.23, on sait que toutes les solutions de Greedyccs pour une méme instance
sont de la méme taille. Or, comme on peut le voir sur la Figure 7.15, le nombre de circuits
que l'on trouve peut changer.

On peut alors définir le probleme suivant :

Problemme 7.38 Min-Cardinality-Greedy-SCCS Soient P un ensemble de mots. On
cherche une couverture circulaire de mots C' solution de I’algorithme glouton Greedyccs
qui soit de cardinalité la plus petite possible, i.e. on cherche a minimiser |C|.

Ce probleme consiste a chercher la meilleure des solutions dans ’algorithme
Greedyccs, ¢’est-a-dire la solution qui regroupe le plus de mots ensemble.

Comme on a que chaque composante de SG(P) est eulérienne, on peut trouver en
temps linéaire sur chaque composante connexe, c’est-a-dire sur SG(P), un ensemble de
circuits semi-eulériens W' sur SG(P), c’est-a-dire que tel que W’ := S{U...US], et pour
tout ¢ entre 1 et m, |S/| = 1. On a alors que W' est une couverture cyclique de SG(P).
On peut alors définir I’algorithme 7.3 qui correspond a ’algorithme 7.2 ot on a seulement
remplacé la ligne bleue. En effet, la seule différence est qu’au lieu de chercher un parcours
couvrant sur le graphe glouton, on cherche un parcours semi-eulérien (i.e. une couverture
cyclique) sur le graphe glouton pour minimiser le nombre de circuits.

On obtient alors le corollaire suivant :
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Algorithme 7.3 : L’algorithme du graphe glouton pour
Min-Cardinality-Greedy-SCCS.
Entrée : Soit P un ensemble de mots.

1 Construire SG(P) le graphe glouton de P;

2 On crée un ensemble vide w;

3 Calculer une Couverture Cyclique ¢ = (¢y,...,¢,) de Gp;

4 for i€ [1,n| do

5 On traverse ¢; : on liste les mots de P qui sont des noeuds dans ¢; et on crée w;
en concaténant les pr(s;, s;) ol sy est le successeur de s;;

6 on ajoute w; a w;

7 return w

Corollaire 7.39 L’algorithme 7.3 résout Min-Cardinality-Greedy-SCCS en temps et en
espace linéaire en la taille de I’instance.

Comme pour tout ensemble de mots P, OPTinCardinality-Greedy-sccs(FP) C
OPTsccs(P), on a que Palgorithme 7.3 résout aussi SCCS en temps linéaire en la taille
de l'instance.

Comme on peut le voir sur la Figure 7.20, il existe certains ensembles de mots P tels
que OPT\in-Cardinality-Greedy-sccs (P) # OPTsccs(P). On a donc qu'il existe des solutions

optimales de SCCS qui ne sont pas des solutions de ’algorithme Greedyccs.

1 1
1 1
1 1 Ay
: ~(¢ \‘ : '¢ \‘
I| / . \‘ I| / \‘
o ' \

cfabe dgab cfabe dgab

(a) Solution optimale non gloutonne (b) Solution optimale gloutonne

FiGURE 7.20 — Exemple de deux solutions optimales de SCCS pour P =
{ababb, aab, abaa,abba} ol une est une solution de l'algorithme glouton pour SCCS et
I'autre non. On montre le graphe Gp(.) pour ces deux solutions.

Conclusion de la sous-section Dans cette sous-section, on a montré que l'on
pouvait, en utilisant le graphe hiérarchique des chevauchements, ainsi que le graphe
glouton, construire de maniere linéaire en la norme de I'instance, ’ensemble des solutions
optimales de SCCS. On a de plus montré que 1’on pouvait construire toujours en la norme
de l'instance, des solutions de l'algorithme glouton pour SCCS avec le moins de mots
circulaires possibles.

Soutenue le 7 décembre 2016 166 Cazaux Bastien



7 Autres graphes de chevauchements 7.3 Graphe Glouton (Superstring. ..

Conclusion de la section Dans cette section, on a amélioré la complexité du meilleur
algorithme connu pour résoudre SCCS en passant de O(|P|® + ||P||) en O([|P||).

Conclusion du chapitre En généralisant 'arbre d’Aho-Corasick et en I'appliquant
sur un ensemble de mots et ses chevauchements maximaux, on a pu créer le graphe
hiérarchique des chevauchements. On a montré que ce graphe tout en étant plus petit
que le graphe des chevauchements, permettait de retrouver les informations contenues
sur le graphe des chevauchements. On a en plus utilisé ce graphe pour définir et ancrer
un nouveau graphe. Ce nouveau graphe, que I'on a appelé le graphe glouton, permet de
générer les solutions de I'algorithme glouton pour SCCS et nous a permis d’améliorer la
complexité du meilleur algorithme connu pour résoudre SCCS. Dans le chapitre 8, on va
voir que l'on peut généraliser ce résultat pour 'appliquer & des variantes de SCCS.
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Chapitre 8

Constructions linéaires des
variantes de SCCS

Dans le chapitre 5, on s’est intéressé notamment aux variantes de SCCS dans le
cas de 'ADN et du complémentaire renversé (SDCCS) et dans le cas de la multiplicité
(Multi-SCCS). On s’est intéressé aussi a la variante de SMCS dans le cas ou on interdisait
certains chevauchements (Contraint-SMCS). Or dans le chapitre 7, on a vu un graphe (le
graphe glouton) qui nous permet de générer des solutions de ’algorithme glouton pour
SCCS.

Dans ce chapitre, on va montrer que pour chacun de ces trois cas, on peut définir un
pendant au graphe glouton qui va permettre de générer toutes les solutions de ’algorithme
glouton sur le probleme regardé. Pour ancrer chacun de ces nouveaux graphes, on va utiliser
les propriétés de chacun des problemes vus au chapitre 5. Il est important de remarquer que
pour chacun de ces problemes, aucune construction de l'algorithme glouton n’est connue.
Dans ce chapitre, on va omettre la plupart des preuves pour éviter d’alourdir le rapport
car elles sont similaires a celles du chapitre 7.

Sommaire
8.1 Le cas du Complémentaire-renversé . . .. ... ... ... ... 169
8.2 Généralisation du graphe glouton . . . . . . ... ... ... ... 174
8.2.1 Graphe glouton généralisé . . . . . . ... ... ... ... 174
8.2.2 Probleme lié au graphe glouton généralisé¢ . . . . . . ... . ... 175
8.2.3 Application du graphe GSG au probleme Multi-SCCS . . . . . .. 178
8.2.4 Application du graphe GSG au probleme Contraint-SCCS . . . . 178

8.1 Le cas du Complémentaire-renversé

Dans la section 5.1, on a défini le probleme SDCCS ou on cherche a trouver une ADN-
couverture circulaire de mots d’un ensemble de mots de norme minimale. On a montré
alors le lien entre le probleme Max-PHCC sur le graphe des chevauchements reverse-
complement et le probleme SDCCS. Or, pour un ensemble de mots P sur {A,7T,C,G},
on a que le graphe des chevauchements reverse-complement de P est un sous-graphe du
graphe des chevauchements de P U % On va donc s’intéresser ici au graphe hiérarchique
des chevauchements de P U ?
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Pour rappel, le graphe des chevauchements reverse-complement de P est un graphe qui
a comme neceud chaque mot u de P ainsi que son complémentaire-renversé . L'idée en
utilisant une solution de Max-PHCC sur le graphe des chevauchements reverse-complement
de P est de trouver un parcours qui pour chaque mot u de P ne passe que par l'un des
deux noeuds u ou .

On va ici utiliser une autre méthode pour construire ’algorithme glouton pour SDCCS.
On va prendre le graphe hiérarchique des chevauchements de PU P et on va fusionner les
neeuds v du HOG(P U P) avec leur complémentaire-renversé % . On va alors définir un
nouveau graphe que 'on va parcourir comme le ferait le graphe glouton. Ces résultats ont
été publiés dans (I) et (VI).

Pour créer ce graphe, on va commencer par redéfinir le probleme SDCCS, c’est-a-dire
la variante du probleme SCCS pour le cas du complémentaire-renversé. En effet, comme
on I’a fait pour le probleme SCCS, on va pouvoir définir les solutions de SDCCS a l'aide de
permutations. On se concentre ici sur le probleme SDCCS mais on peut de méme redéfinir
les problemes SDLS et SDCS a 'aide de permutations.

Pour commencer, on va redéfinir le probleme SDCCS en modifiant la définition d’une
ADN-couverture circulaire des mots d’un ensemble de mots. Un ADN-mot est un ensemble
de deux mots {w, W}. Pour simplifier la notation, on écrit un < ADN-mot w > pour < un
ADN-mot {w, %} >. On obtient alors que pour un mot linéaire w, ’ADN-mot w est égal
4 PADN-mot de . La longueur de 'ADN-mot w est la longueur de w. On peut étendre
la définition de 'ADN-mot a ’ADN-mot circulaire qui est ’ensemble composé de deux
mots circulaires (w) et <@> On dit qu'un mot x est une sous-chaine d’'un ADN-mot y s’il
est sous-chaine de y ou de ? Une ADN-couverture circulaire de mots d’un ensemble de
mots P est alors un ensemble C' d’ADN-mots circulaires tel que pour tout mot s; de P, il
existe (c;) € C tel que s; est une sous-chaine de (c;).

On peut alors définir une permutation spécifique au cas du reverse-complement et des
couvertures circulaires de mots issues de ces permutations.

Définition 8.1 Soit P un ensemble de mots sur {A,T,C,G}.

1. (ADN-permutation)
Une ADN-permutation o de P est une permutation de P U ? telle que pour tout
S SN e —
x dans PU P, o(o(z)) =1 et o(z) # x.
2. (ADN-permutation semi-circulaire)

Une ADN-permutation semi-circulaire o de P est une ADN-permutation de P telle
que Part, = 2.

3. (ADN-superchaine circulaire issue d’'une ADN-permutation)
Soit o, une ADN-permutation semi-circulaire de P. LA DN-superchaine circulaire
issue de o, est ’ADN-mot circulaire défini pour tout x € P,

)

ADN — Circular(P,o.) = (pr(z,oc(x)).pr(cc(z),c:(x)).. .pT(O‘J;Pl_l(CL'), x)).

4. (ADN-couverture circulaire de mots)
Soit o une ADN-permutation de P. L’ADN-couverture circulaire de mots issue de
o est
ADN — CC(P,0):= | {ADN - Circular(P,o.)}.

ocEPart,
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On pose PDCC(P) l'ensemble des ADN-couvertures circulaires de mots de P issues
d’une ADN-permutation. On a alors la proposition suivante.

Proposition 8.2 Soit P un ensemble de mots sur {4, 7, C,G}. On a que

OPTSDCCS(P) - PDCC(P).

Preuve On suppose que OPTspccs(P)\ PDCC(P) # () et on veut montrer que 1’on
arrive & un résultat absurde. Soit C' € OPTspccs(P) \ PDCC(P). On peut trouver

chaque mot de P comme sous-chaine d'un élément de C' := {Ci,...,Cp}. Par la
définition de C, chaque élément de C' est un ADN-mot. On pose (w;) € C; pour i
entre 1 et m, et on a qu'il existe une partition de P := {Py,..., Py} telle que pour

chaque s; dans P;, s; ou E“p est une sous-chaine de (w;). On peut alors décomposer
chaque (w;) en un cycle d’éléments de P par ordre d’apparition et construire une
ADN-permutation semi-circulaire o; de P; qui a chaque élément de P; associe 1’élément
suivant dans (w;). En prenant ¢ ’ADN-permutation de P telle que o := o1...0m,
on a que ||C|| > |[ADN — CC(P,0)|. Si ||C|| = |ADN — CC(P,0)| on a que C =
ADN — CC(P,0) € PDCC(P), ce qui contredit I'hypothese. Dans le cas contraire, w;
n’est pas une solution optimale de SDCCS, ce qui est absurde. |

On peut alors redéfinir le probléeme SDCCS a 'aide des ADN-permutations.

Problemme 8.3 Shortest DNA Cyclic Cover of Strings (SDCCS) wversion 2
Soit P un ensemble de mots sur {4, T, C, G}. On cherche une ADN-couverture circulaire
de mots issue d’'une ADN-permutation de P qui soit de norme minimale.

Maintenant que I'on a redéfini le probleme SDCCS a 'aide des ADN-permutations, on
va définir un nouveau graphe qui va nous permettre, a partir d’'une ADN-permutation,
de trouver un ensemble de cycles sur ce graphe. On peut remarquer que grace a la
proposition 5.15, pour HOG(P U %) = (V,RUB), on a que

B={(%v,%)| (u,v) € R}.

L’information contenue dans R est donc redondante avec 'information contenue dans B.
On peut alors, pour construire le graphe hiérarchique des chevauchements de P U P, se
restreindre a conserver uniquement ’ensemble des nceuds V et les arcs B entre un noeud
et un nceud plus profond.

On veut fusionner les nceuds du graphe hiérarchique des chevauchements de P U <]3
pour ne garder qu'un unique représentant de chaque paire constituée d’'un mot et de son
complémentaire-renversé. On pose X I’ensemble des représentants des nceuds du graphe
hiérarchique des chevauchements de P U ?, c’est-a-dire de (P U ?) UOu(PU %), tel que
le mot u de (P U ?) UOv(PU ?) est dans X si et seulement si u est le plus petit mot par
I’ordre lexicographique entre lui-méme et son complémentaire-renversé, i.e. u =< . On a
alors que X U X = (P U ?) U Ov(P U ?)

Eemarque 8.4 En prenant un autre ensemble X’ de représentant de (PU %) UOv(PU
P), on obtiendrait des résultats équivalents.
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Pour un mot w de (P U ?) UOv(PU %), on note a(w) comme le représentant dans
X du mot w, et d(w) comme 1’élément de {—1,0,1} tel que

0 Siw=%w
d(w) = 1 SiwWetweX
-1 Siw#Wetw¢X

L’application a(.) peut étre vue comme un pointeur qui pour un mot de (PU?)UOU(PU?)
donne son représentant dans X et I’application d(.) peut étre vue comme une vérification
qu’'un mot est dans X ou pas. La valeur 0 indique que le mot et son complémentaire-
renversé sont égaux.

Définition 8.5 Graphe hiérarchique des chevauchements fusionné (voir
Figure 8.1) Soient P un ensemble de mots et HOG(P U ?) = (V,RUB).

Le graphe hiérarchique des chevauchements fusionné de P, dénoté par
GHOG(P), est le graphe non-orienté labellisé sur ses arétes (V, E, 1), tel que V = X et

pour tout (u,v) € B, (a(u),a(v)) € E et l[((a(u),a(v))) : { Z(Z)) : Z((:,L))

S
0 |AT| o 7 Q
AT N A 0 TA -
AT TA
/\/ {
~ ass
TCA Ky =]
TGA o¥t I~
/ g AG
ler
7
o
Y
(a) HOG(P) (b) GHOG(P)

FIGURE 8.1 — Exemple de graphe hiérarchique des chevauchements (a) et de graphe
hiérarchique des chevauchements fusionné (b) pour P = {ATCA,TCAG,AGTA}. On
a associé a chaque mot de P une couleur différente.

Comme on a défini le RB-path sur le graphe hiérarchique des chevauchements pour aller
d’un neeud de P vers un autre noeud de P, on définit le RF-path sur le graphe hiérarchique
des chevauchements fusionné. Le RF-path entre deux noeuds u et v de ((PU P)N X) est
I’ensemble d’arétes, noté RF — path(u,v), tel que :

RF — path(u,v) = U {(a(z),a(y))}

(z,y)€p

ou p le plus petit des RB-path de u vers v, de U vers v, de u vers % oude S vers %
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Remarque 8.6 Le RB-path sur le graphe hiérarchique des chevauchements est un
chemin alors que le RF-path sur le graphe hiérarchique des chevauchements fusionné est
un ensemble d’arétes. Cet ensemble d’arétes pour deux nceuds w et v forme un sous-
graphe tel qu’il existe un chemin eulérien qui aille de u vers v dans ce graphe. Par la
définition du RF-path, on a que RF — path(u,v) = RF — path(v,u).

On a alors la propriété suivante sur la suite des labels le long d’un chemin eulérien du
sous-graphe défini par un RF-path.

Proposition 8.7 Soient u et v deux mots de ((P U ?) N X). Pour p = (e1 =
(ui,u2),...,em = (Um, Um+1)) le chemin eulérien de RF — path(u,v) de u vers v, on
a qu’il existe 7 entre 2 et m tel que :

(g, 1)) (ug),

— Pour tout j > i, |u;| < |uja| et I((uj—1,u5))(uz) = U(uj, uj41)) (uy),

— W(ui1, i) (i) = =1((wi; wig)) (wi).

— Pour tout j <, |uj| > |ujp1| et I((uj—1,u5))(u;) =

La figure 8.2 nous donne un exemple de RB-path sur le graphe hiérarchique des
chevauchements et de chemin eulérien sur le RF-path sur le graphe hiérarchique des
chevauchements fusionné.

(a) RB-path

-1 -ifTeAal-t 1Al 1facl1 1
: ETTO Tof o 5

(b) Chemin eulérien sur le RF-path

FIGURE 8.2 — Exemple de RB-path sur le graphe hiérarchique des chevauchements
et de RF-path sur le graphe hiérarchique des chevauchements fusionné pour P =
{ATCA,TCAG, AGT A}.

Soit C' une ADN-couverture circulaire de mots de PDCC(P). On pose alors DG p(C')
comme étant le sous-graphe du graphe hiérarchique des chevauchements fusionné ou
I’ensemble des arétes F est tel que

E— U {RF — Path(u,c(u))}
ueX

ou ¢ est ’ADN-permutation de P telle que C = ADN — CC(P,0).

Comme pour la proposition 7.27 mais appliquée au cas du complémentaire-renversé,
on a que pour deux solutions C et Co de 'algorithme glouton pour SDCCS, les graphes
DGp(Cy) et DGp(C2) sont égaux. De plus, on peut prouver, comme dans le cas classique,
que tout parcours de ce graphe correspond aussi a une solution de I’algorithme glouton pour
SDCCS. Comme on peut construire le graphe hiérarchique des chevauchements fusionné
d’un ensemble de mots P en temps linéaire en la norme P et que 'on peut construire le
graphe correspondant & une solution de ’algorithme glouton pour SDCCS aussi en temps
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linéaire en la norme de P, on obtient le théoreme suivant qui est la version complémentaire-
renversé du théoreme 7.36.

Théoreme 8.8 1l existe un algorithme qui résout exactement le probleme SDCCS en
temps linéaire en ||P||.

Conclusion de la section Dans cette section, on a donné un algorithme linéaire en
la norme de l'instance pour trouver une solution optimale pour le probleme SDCCS.
Pour cela, on a défini un nouveau graphe (le graphe hiérarchique des chevauchements
fusionné) et on a construit sur ce graphe un sous-graphe qui va générer les solutions de
I’algorithme glouton pour SDCCS. Comme ’algorithme glouton pour SDCCS est exact,
on peut construire en temps linéaire en la norme de P une solution optimale du probleme
SDCCS. Le probleme SDCCS est donc dans P.

8.2 Généralisation du graphe glouton

Dans cette partie, on va s’intéresser aux problemes Multi-SCCS et Contraint-SMCS,
c’est-a-dire a la variante de SCCS ou on a en plus une multiplicité sur les mots et a la
variante de SMCS ou on a un ensemble de chevauchements interdits.

Dans la section 7.3, on a défini le graphe glouton sur le graphe hiérarchique des
chevauchements. On va présenter une généralisation du graphe glouton : le graphe
glouton généralisé. La volonté de généraliser le graphe glouton vient du fait que les
problemes Multi-SCCS et Contraint-SMCS sont des généralisations du probleme SCCS.
En effet, pour un ensemble de mots P qui est factor-free, on a que OPTsccs(P) =
OPTyui-sccs (P, {1}F) ot {1}F est I'application de P vers {1}. De méme, on a que
OPTsmcs(P) = OPTcontraint-smcs (P, 0) pour un ensemble de chevauchements interdits
vide et OPTsccs(P) € OPTsmcs(P).

Le graphe glouton généralisé permettra ensuite de généraliser le lien qu’il y a entre les
parcours du graphe glouton et les solutions de l'algorithme glouton pour le probleme
SCCS. Enfin, on va appliquer ces nouveaux résultats aux problemes Multi-SCCS et
Contraint-SMCS.

8.2.1 Graphe glouton généralisé

Commencons par définir le graphe glouton généralisé que 'on va plonger ! dans I’arbre
d’Aho-Corasick généralisé vu dans la section 7.2. Ce nouveau graphe nous permettra de
générer les solutions d’un algorithme glouton pour un probleme que 'on définira dans un
deuxieme temps.

Définition 8.9 Graphe glouton généralisé Soient S un ensemble de mots et m une
multiplicité sur S. Le graphe glouton généralisé, noté GSG(S, m), est le graphe orienté
G = (V, R, B) tel que

V = S\U
R = {(u,w)"™ |u € S et w est le parent de u dans (S, GACR(S))}
B = {(t,v)¥V) | v € S ettestle parent de v dans (S, GACE(S))}

1. T'un est sous-graphe de 'autre
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ou U = {v € S| v n’est pas une extrémité d’'un arc de R U B} et pour tout v € S,

n(v) = min({m(v) — a(v),0}) + a(v)
dv) = min({m(v) —a(v),0}) + a(v) — m(v)
a(v) = Zu’ € Childreny, g)(v) n(u/) - Zu € Childreny, gy(v) d(“)

On parle de graphe glouton généralisé car pour un ensemble de mots P, on a que
SG(P) = GSG(P UOv(P),{1}F) ot {1} est I'application de P vers {1}.

En utilisant ’arbre d’Aho-Corasick généralisé d’un ensemble de mots, on peut alors
construire le graphe glouton généralisé qui correspond a une pondération de cet ensemble
de mots.

Proposition 8.10 Soient S un ensemble de mots et m une multiplicité sur S. Si on a
en mémoire 'arbre d’Aho-Corasick généralisé de S, on peut construire le graphe glouton
généralisé GSG(S, m) en temps linéaire en |S|.

Remarque 8.11 Pour un ensemble de mots .S et une multiplicité m de S, la complexité
de la construction de GSG(S, m) ne dépend pas de Set(S,m). De plus, comme m est
une multiplicité de S, la taille de m est linéaire en la taille de S.

8.2.2 Probleme lié au graphe glouton généralisé

Dans la sous-section précédente, on a présenté le graphe glouton généralisé comme une
généralisation du graphe glouton. On a montré dans la section 7.3, qu’en parcourant le
graphe glouton d’un ensemble de mots P, on construit les solutions de I’algorithme glouton
pour SCCS. Dans cette sous-section, on va mettre en évidence le probleme qui, comme
SCCS est relié au graphe glouton, est relié au graphe glouton généralisé : le probleme
Multi-Restreint-SMCS. Ce probléeme va correspondre & une variante de SMCS ou on a en
plus une multiplicité sur les mots ainsi qu'un ensemble de chevauchements autorisés. On
montrera dans les sous-sections 8.2.3 et 8.2.4 que le probleme Multi-Restreint-SMCS est
une généralisation des problemes Multi-SCCS et Contraint-SMCS.

La notion de chevauchements autorisés du probleme Multi-Restreint-SMCS va modifier
la fagon de voir le probleme Contraint-SMCS. En effet, comme on I’a vu dans la section 5.3,
les entrées du probleme Contraint-SMCS sont un ensemble de mots P et un ensemble de
chevauchements interdits F'. Or, au lieu de prendre ces deux ensembles de mots P et F', le
probleme Multi-Restreint-SMCS va prendre un ensemble S qui pourra étre vu comme un
sous-ensemble de P U Ov(P) pour un ensemble de mots P. On parle ici de généralisation
car dans le probleme Contraint-SMCS, si on interdit un mot comme chevauchement, on
interdit aussi ’ensemble de ces sous-chalnes. Dans le probleme Multi-Restreint-SMCS que
I’on va examiner ici, si on interdit un mot comme chevauchement en ne le faisant pas
apparaitre dans les chevauchements autorisés, on pourra quand méme autoriser une de ces
sous-chaines.

Soient S un ensemble de mots et m une application de S vers N. En reprenant les
notations que l'on a vu dans la section 5.2, on a que Reduc(S,m) est l'ensemble des
éléments v de S tels que m(v) > 0. On a donc que Reduc(S,m) est un sous-ensemble de
GSG(S,m).

Soient u et v deux mots de Reduc(S, m) et donc de S, on peut se demander s’il existe
un chemin de u vers v dans 'arbre d’Aho-Corasick généralisé de S.
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Dans le graphe hiérarchique des chevauchements de P, il existe forcément un chemin
entre deux éléments x et y de P car le noeud ov(x,y) correspondant au chevauchement
de ces deux mots est dans le graphe hiérarchique des chevauchements et d’apres la
proposition 7.13, il existe forcément un chemin qui va de x vers y en passant par ov(z,y).
Dans le graphe GAC/(S), existence du chemin entre deux nceuds u et v de S dépend de
la présence d’'un chevauchement de u vers v dans S.

Pour définir 'existence d’un chemin entre deux mots de Reduc(S, m), on va définir des
permutations correspondant aux parcours d’un graphe glouton généralisé et les mots qui
sont issus de ces parcours.

Définition 8.12 Soient S un ensemble de mots et m une application de S vers N.

1. (Ensemble chevauchement)
Soient x et y deux éléments de Set(S, m). On pose

Chevauchement(z,y) = (Suf fize({z[1]}) \ {z[1]}) N (Prefize({y[1]}) \ {y[1]})

ousiz = (a,i) et y=(bj), onaquez[l] =aety[l] =0

2. (Ensemble Interdit)
Soit ¢ une permutation de Set(S, m). On définit

Interdit(S,m,o) = {x € Set(S,m) | Chevauchement(z,o(x)) NS = 0}.

3. (MI-permutation)
Une MI-permutation o de (S,m) est une permutation de Set(S,m) telle que

|Interdit(S, m,o)| < 1.

4. (MI-path)
Soient u et v deux mots de (S, m). Le MI-path de u vers v est un ensemble de deux
parcours de GAC(S) tels que

MI—Path(u,v) = {((u1,u2), (ug, uz), . .., (up—1,ur)), ((v1,v2), (v2,v3), ..., (v_1,v))}
ol ug = u, u; est le plus grand suffixe de u;— dans S, (Suf fize(uy)\{up})NS =0,

v1 = v, v; est le plus grand préfixe de v;—1 dans S et (Prefize(v;) \ {v;}) NS = 0.

5. (MI-graphe)
Soit o, une MI-permutation de (S,m). Le MI-graphe de o, sur GAC(S) est le
sous-graphe de GAC(S) tel que

MI — Graphe(S,m,o) = U MI — Path(z[1],0(x)[1]).
z€(S,m)
6. (Mi-mixte)
Soit . une MI-permutation circulaire de (S, m). Le MI-mixzte issu de o, est le mot
linéaire ou circulaire tel que

(pr(z[1], oc(@)[1]) ... pr(e > S I 2) 1], 2[1]))

si |Interdit(S,m,o)| =0 avec x € (S, m),
pr(oe(@)[1], o2 (@)[1]) ... pr(e S EmI= @) 1], 2 [1])2 1]
si Interdit(S,m,o) = {z}.

M1I — mizte(S,m,o.) =
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7. (MI-MC)
Soit o une MI-permutation de (S, m). La MI-couverture mizte de mots issue de o
est définie telle que

MI— MC(S,m,0) ={MI — mizte(S1,m1,01) ... M1 — mixte(Sk, my,or)}

ou l’ensemble Part, = {(S1,m1),..., (Sk, mg)} est tel que pour tout ¢ € {1,..., k},
(Si,m;) est 'élément de Part, correspondant a o;.

Remarque 8.13 Pour un ensemble de mots S et une pondération m de S, on a que

Set(S, reducy,) = Set(Reduc(S, reducy,), reducy,).

On a maintenant toutes les notations pour définir de maniere formelle le probléeme
Multi-Restreint-SMCS.

Problemme 8.14 Multi-Restreint-SMCS ~ Soient S un ensemble de mots et m une
application de S vers N qui donnera une multiplicité pour chaque mot de S. On
cherche une MI-couverture mixte de mots M telle qu’il existe une MI-permutation
7 de Set(S,reducy,) telle que M = MI — MC(Reduc(S,reducy,), reducy,, ), que
Overlap(M) \ S = 0 et qui soit de longueur minimale.

Remarque 8.15 Quand on parle ici du probleme Multi-Restreint-SMCS, ce probleme
est < multi > car on a en entrée un ensemble de mots S et une multiplicité sur les mots
de S et ce probleme est < restreint > car on ne garde que les solutions qui ont leurs
chevauchements dans S. Au lieu de donner un ensemble de mots interdits comme on le
fait dans le probleme Contraint-SMCS, on donne directement ’ensemble des mots que
I’on veut avoir dans la couverture mixte de mots finale a 'aide de la multiplicité ainsi
que les chevauchements que 1’on peut prendre pour créer cette couverture mixte de mots.

Comme on I’a fait pour expliquer la proposition 2.37, a partir d’une couverture mixte
de mots M qui est solution de Multi-Restreint-SMCS d’un ensemble de mots S et d’une
multiplicité m de S, on peut construire une MI-permutation 7 qui pour un mot de
Set(S, reduc,,) donnera le prochain mot de Set(S,reduc,,) dans M. On a alors qu’en
reconstruisant M a l'aide de 7, on obtient que

|M| > MI — MC(Reduc(S, reducy,), reducy,, 7).

On a alors que 'ensemble des solutions optimales de Multi-Restreint-SMCS sont des MI-
couvertures mixtes de mots issues de MI-permutations. On peut alors définir I’algorithme
glouton pour Multi-Restreint-SMCS comme étant ’algorithme glouton de Max-HDCC sur
une variante du graphe des chevauchements : le MI-graphe des chevauchements.

Définition 8.16 MI-Graphe des
chevauchements Le MI-graphe des chevauchements de (S, m) est le graphe orienté
pondéré G = (V, A, w) ou

|4
A

Set(S, reducyy,)
{(u,v) € V x V| Chevauchement(u,v) NS # 0}
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et
w A — N

(u,v) = mazx({|w| | w € Chevauchement(u,v)})

On a alors de maniere naturelle que les solutions de l'algorithme glouton pour le
probleme Multi-Restreint-SMCS sont des MI-couvertures mixtes de mots issues de MI-
permutations.

Remarque 8.17 En utilisant le systeme héréditaire défini pour I’algorithme glouton
pour Max-HDCC, on peut montrer que I’algorithme glouton pour Multi-Restreint-SMCS,.
a une ratio d’approximation optimale supérieur ou égal a %

On peut alors généraliser la proposition 7.27. En effet, pour un ensemble de mots .S,
une permutation m de S et pour deux solutions M; et My de l'algorithme glouton sur
Multi-Restreint-SMCS, il existe deux MI-permutation 7 et 72 de Set(S, reducy,) telles que
M, = MI — MC(S,reducy,, 1) et My = MI — MC(S,reducy,, ) et on a alors que
les MI-graphes MI — Graphe(S, reducy,, 1) et MI — Graphe(S, reduc,, m2) sont égaux.
On peut méme aller un peu plus loin, en montrant que M1 — Graphe(S,reduc,,, ) et
M1 — Graphe(S, reduc,,, T2) sont égaux au graphe GSG(S, reduc,,). En utilisant le méme
type de preuve que la proposition 7.31, on peut montrer que le graphe glouton généralisé
d’un ensemble de mots S et d’'une pondération m sur S permet de générer les solutions
de I'algorithme glouton sur Multi-Restreint-SMCS. On obtient alors le théoréeme suivant :

Théoréeme 8.18 Soient S un ensemble de mots et m une pondération sur S. Si on
a en mémoire 'arbre d’Aho-Corasick généralisé de S, on peut trouver une solution de
I'algorithme glouton sur Multi-Restreint-SMCS pour (S, m) en temps linéaire en |S|.

8.2.3 Application du graphe GSG au probleme Multi-SCCS

Pour le probleme Multi-SCCS, on a en entrée un ensemble de mots P et une
application m de P dans N. Dans la sous-section précédente, on a défini le probleme
Multi-Restreint-SMCS qui est une généralisation du probleme Multi-SCCS. En effet,
chercher une solution optimale du probleme Multi-SCCS pour (P,m) revient a chercher
une solution optimale du probléeme Multi-Restreint-SMCS pour (P U Ov(P), m’) ou m' est
la pondération sur P U Ov(P) telle que pour tout x € P, m/(x) = m(x) et pour tout
z € (PUOu(P))\ P, m'(z)=0.

En remarquant que l'arbre d’Aho-Corasick généralisé de P U Ov(P) est le graphe
hiérarchique des chevauchements de P et en appliquant les théoremes 7.25 et 8.18, on
peut trouver une solution de I'algorithme glouton pour Multi-SCCS en temps linéaire en
||P||. De plus, le corollaire 5.30 nous donne que l’algorithme glouton sur le probleme
Multi-SCCS est optimal. On a alors le théoreme suivant :

Théoreme 8.19 1l existe un algorithme qui résout exactement le probleme Multi-SCCS

en temps linéaire en || P||.

8.2.4 Application du graphe GSG au probléeme Contraint-SCCS

Comme pour le probleme Multi-SCCS, le probleme Contraint-SMCS est un cas
particulier du probleme Multi-Restreint-SMCS. En effet, chercher une solution optimale
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du probleme Contraint-SMCS pour (P, F') revient a chercher une solution optimale du
probleme Multi-Restreint-SMCS pour (P U Ov*(P, F),m) ou m est la pondération sur
P U Ov*(P, F) telle que pour tout z € P, m(x) = 1 et pour tout x € PUOv*(P,F) \ P,
m(x) = 0.

En appliquant les théoremes 7.25 et 8.18, on peut trouver une solution de l'algorithme
glouton pour Contraint-SMCS en temps linéaire en || P||.

D’apres le théoreme 5.36, 'algorithme glouton pour Contraint-SMCS,. a une ratio
d’approximation optimal supérieur ou égal a %

Théoreme 8.20 Il existe un algorithme qui donne un ratio d’approximation supérieur
ou égal & 3 pour le probléme Contraint-SMCS, en temps linéaire en ||P|].

Conclusion de la section Dans cette section, on a mis en évidence le probleme
Multi-Restreint-SMCS et on a défini le graphe glouton généralisé qui permet de générer
les solutions de I'algorithme glouton pour ce probleme. En appliquant ce probleme, on a
pu trouver un algorithme linéaire en la norme de I'instance pour construire les solutions
des algorithmes gloutons des problemes Multi-SCCS et Contraint-SMCS. Enfin, comme
on a vu dans les sections 5.2 et 5.3, une borne du ratio d’approximation optimal de
I’algorithme glouton pour les variantes compression de ces probléemes, on a pu mettre en
évidence que le probleme Multi-SCCS est dans P.

Conclusion du chapitre Dans ce chapitre, on a montré que ’on pouvait généraliser
facilement la construction linéaire des solutions optimales du probleme SCCS aux
problemes SDCCS et Multi-SCCS. On a donc montré que ces deux problemes étaient
aussi dans P. En outre, on a montré qu’on pouvait construire de maniére linéaire les
solutions de ’algorithme glouton pour le probleme Contraint-SMCS.
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Chapitre 9

Construction du graphe de De
Bruijn

On va voir dans ce chapitre, comment construire les graphes de De Bruijn (classiques
et contractés) (voir section 7.1).

Pour commencer, on va donner une nouvelle définition du graphe de De Bruijn en
utilisant les mots. Ceci va nous permettre apres d’appliquer cette définition a 'arbre des
suffixes et a I’arbre des suffixes tronqué (que I'on a présenté au chapitre 6). La construction
du graphe de De Bruijn a l’aide de larbre des suffixes a été publiée dans (X) et (II) et a
'aide de l'arbre des suffixes tronqué a été publiée dans (VII) et (II).

Enfin, on montrera comment utiliser le graphe glouton pour construire les deux graphes
de De Bruijn (dBG,j et dBG, ), ce qui nous permettra de mettre en valeur un lien fort entre
ces deux graphes. Nous avons publié ce lien ainsi qu’une étude de l'algorithme d’IDBA et
une comparaison avec une solution gloutonne dans (IV).

On pourra retrouver dans (III) une étude de la complexité de chercher un chemin
hamiltonien sur le graphe de De Bruijn.

Pour simplifier les choses, on ne va parler dans les trois premieres sections que du
graphe de De Bruijn dBG,j. En effet les résultats de dBG,j sont facilement généralisés au
cas du graphe dBG, .

Sommaire
9.1 Caractérisation constructive . . . . . . ... ... ... 181
9.2 En utilisant ’arbre des suffixes . . ... ... ... ........ 188
9.2.1 De l'arbre des suffixes au dBG'kIr .................. 188
9.2.2 De l'arbre des suffixes au C’dBGz ................. 190
9.3 En utilisant ’arbre des suffixes tronqué . . . ... ........ 192
9.3.1 De l'arbre des suffixes tronqué au dBG,j .............. 192
9.3.2 De l'arbre des suffixes tronqué au C’dBG: ............. 194
9.4 En utilisant ’arbre d’Aho-Corasick généralisé ... ... .. .. 195

9.1 Caractérisation constructive

On va commencer par définir quelques notations. Soient P := {s1,..., s, } un ensemble
de mots et w un mot de Fact(P).
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— Occ(w, P) = J;"; Occ(w, s;) est 'ensemble des paires (7, j) telles que j € Occ(w, s;).
L’ensemble Occ(w, P) est appelé le support de w dans P.

— RC(w) (resp. LC(w)) est ’ensemble des extensions a droite (resp. a gauche) de w
dans P, i.e. I'ensemble des mots w' tels que ww' € Fact(P) (resp. w'w € Fact(P)).

— [w] est le mot ww' ot w’ est le plus long mot de RC(w) tel que Occ(w, P) =
Occ(ww', P); en d’autres mots, tels que w et ww’ ont exactement le méme support.

— |w] est le mot w’ ot w’ est le plus long préfixe de w tel que Occ(w, P) # Oce(w', P).
— d(w) := |[w]] = fwl.

Remarque 9.1  Soit w un mot de Fact(P). Les ensembles RC(w) et LC(w) sont
respectivement le < Right Context > et le <« Left Context > de w.

FIGURE 9.1 — Exemple pour P = {bacbab, cbabcaa, bcaach, chaac, bbacbaa} : Occ(ba, P) =

{(1,1),(1,4),(2,2),(4,2),(5,2), (5,5)},
RC(ba) = {e, ¢, cb, cba, cbab, b, be, bea, beaa, a, ac, chaa} et LC(ba) = {¢, ¢, ac, bac, b, bbac}.

En d’autres termes, [w] est la plus longue extension de w qui a le méme support que
w dans P et |w] est la plus courte réduction de w qui a un support différent de w dans P.
Soient deux mots wy et wy tels que Occ(wy, P) # (), on a alors les implications suivantes :

— Occ(wy, P) C Occ(ws, P) implique que wy est un préfixe strict de wy.
— ws est un préfixe de wy implique que Occ(wy, P) C Occ(wa, P).

— Occ(wy, P) = Occ(ws, P) implique que ws est un préfixe de wy ou wy est un préfixe
de ws.

On peut alors retrouver le graphe de De Bruijn avec les définitions précédentes :

Proposition 9.2 Soit (V4, E,’:) le graphe de De Bruijn dBGz de P. On a alors
— B ={(u,v) € Vi x Vi, | uflu| — k + 2, |ul]] = v[1,k — 1] et v(k) € RC(u)}.
— B ={(u,v) € Vi x Vi | ullu] — k+2,|ul] = v[1,k — 1] et u(1) € LC(v)}.

On rappelle que v(1) est le premier caractere de v et v(|v|) est le dernier caractere de
v. De plus on a que uf|u| —k, |u|] est le suffixe de taille k—1 de u et v[1, k —1] est le préfixe
de taille £k — 1 de v.

Soit k un entier positif. On définit les trois sous-ensembles de Fact(P) suivants :

— InitEzxacty, := {w € Fact(P) | |lw| =k et d(w) = 0},
— Inity := {w € Fact(P) | |w| > k et d(w[1,k]) = |w| — k},
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(d)

FicURE 9.2 — Exemple d’arcs de dBG;. (a) correspond aux extensions a droite de ba
qui correspondent & des lettres, et (b) aux successeurs du nceud ba dans dBG;r ; un pour
chaque élément de {x € RC(w) | |z| = 1}. (¢) correspond aux extensions a gauche de ba
qui correspondent a des lettres, et (d) aux prédécesseurs du nceud ba dans dBG;

— Sublnit, = InitExact)_q.

Un mot de InitExact; est soit le suffixe d'un certain s; de P ou a au moins
deux extensions a droite. On a, de plus, que le préfixe de longueur £ d’'un mot de
Inity \ InitExact; n’a quune seule extension a droite.

On peut alors trouver un lien entre les nceuds de Inity et de InitExacty.

I Proposition 9.3 InitEzact; = Inity N {w € Fact(P) | lw| = k}

Preuve Soit w € InitEzact;. On a alors que w[l, k] = w et |w| — k = 0. Cela veut
donc dire que d(w[l, k]) = |w| — k et donc w € Inity. [ |

Pour w un élément de Inity, w(l, k] est un k-mer de P. Soit deux mots différents w;
et we de Inity, wi[l, k] et wy[l, k] sont deux k-mers différents de P. De plus, pour chaque
k-mer w’ de P, il existe un mot w € Inity tel que w’ = w[l, k|. De cette propriété, on a
alors la proposition suivante :

Proposition 9.4 Soit f I'application de Inity, vers Facty(P) telle que pour w € Inity,
f(w) :=w[l,k]. On a alors que f est une bijection entre Init; et 'ensemble des k-mers

de P.

On a alors que l'on peut assimiler chaque noeud de dBG/}ﬁIr a un élément de Inity.
Maintenant, on va définir un ensemble d’arcs entre les mots de Init; qui correspondent
aux arcs du dBG; On a alors besoin de la proposition suivante :

Proposition 9.5 Soient w € InitExacty et a € RC(w) N X. Il existe alors un unique
w' € Inity, tel que wl|w| — k + 2, |wl|].a est un préfixe de w'.

Preuve Soient w un mot de InitExacty et a une lettre de RC(w) N Y. Par définition
de l'extension a droite, w[|w|—k+2, |w|].a € Fact(P). Comme |w[|w|—k+2, |w|].a| = E,
il existe w’ tel que w[|w| — k + 2, |wl|].a est un préfixe de w’ et |w[|w| — k + 2, |w|].a| +
d(w[|w| — k +2,|w|].a) = |w'|. Par définition de Inity, w’' € Inity. [ |
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On utilise donc I'ensemble Init; pour représenter les nceuds du graphe de De Bruijn
dBG;. On va maintenant construire un ensemble des arcs isomorphes a E,‘: Soit w un
mot de Initj. On note Succy(w) I'ensemble des successeurs de w1, k| dans E; :

Suceg(w) := {x € Inity, | (w[l,k],2[1,k]) € B}

On sait que pour chaque lettre a de RC'(w) N %, il existe un arc de w1, k| vers w[2, k].a
dans dBG,j. On considere deux cas dépendant de la longueur de w :
Cas 1: |w| =k,
D’apres la proposition 9.3, w € InitEzxacty, et donc w[2,k] € Sublnit;. Par
conséquent, les arcs sortants de w dans dBG;: sont des arcs de w vers w'’ satisfaisant
la condition de la proposition 9.5. On a alors

Succg(w) = U [w]2, k].a]
a€RC(w)NX

Cas 2 : |w| > k,
Comme w est plus grand que k, il contient le k-mer suivant; en effet on a que
w[2, k].a = w[2, k+ 1] et donc il existe un unique arc sortant de w : qui va de w vers
[w[2, k + 1]], car [w[2,k + 1]] € Inity et alors

Sucer(w) = {[w[2, k+ 1]}

On peut construire maintenant intégralement dBG; ou plus exactement un graphe
isomorphe a dBGlj.

Théoreme 9.6 Avec les ensembles Inity, InitExact;, et SubInit;, on peut construire
un graphe isomorphe a dBGz en temps linéaire en la taille de ces ensembles.

Par simplicité, par la suite, on va confondre le graphe que 'on a construit avec dBG,j.

On peut alors faire de méme avec le graphe de De Bruijn contracté. Pour cela, on va
introduire la notion d’extensibilité d’'un mot de Fact(P).

Soit w € Fact(P). On dit que :

— w est extensible a droite dans P, si et seulement si [{x € RC(w) | |z| = 1} =1,
— w est extensible a gauche dans P, si et seulement si [{x € LC(w) | |z| =1} = 1.

Si w est extensible & droite, on pose next(w) tel que {next(w)} = {z € RC(w) | |z| =

1.

Remarque 9.7 La notion d’extensibilité d’un mot est différente de celle d’extensibilité
d’un systeme héréditaire. L’extensibilité d’un mot indique si les arcs du clBG/}C|r vont
pouvoir étre contractés dans C’dBG:.

Soit w un mot de ¥* tel que |w| > k. Le mot w est un mot unique de P relativement
a k si et seulement si en décomposant w = wy & ... B Wj,|—g41 €n k-mer, on a pour tout
Jje{l,...,|w|—k}, w; est extensible a droite dans P (et donc w; € Fact(P)) et wj41 est
extensible & gauche dans P (et donc w41 € Fact(P)).

On a alors la proposition suivante :
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Proposition 9.8 Soit (Vj,, E,jc) le graphe de De Bruijn contracté C’dBG;: de P, on
a alors

— V]ﬁc = {w S ¥ ’
w un mot unique maximal par sous-chaine de P relativement & k},

— EZC ={(u,v) € Vk%c | ul|u|—k+2, |u]] = v[1,k—1] et v(k) € RC(ul|u|—k+1, |ul])},
— E;j,c ={(u,v) € V,ﬁc | uf|u| —k+2,|ul] =v[l,k—1] et u(|u|—k+1) € LC(v[1,k])}.

Pour prouver cette proposition, on a besoin des propositions 9.9 et 9.10. On a alors
que l'on contracte un arc (u,v) dans dBG,': pour construire CdBG,": si et seulement si u
est extensible a droite et v est extensible a gauche.

On remarque qu’a la différence de Vi, 'ensemble de noeuds du graphe de De Bruijn,
Vi, n'est pas forcément inclus dans Fact(P). On a alors pour w un mot unique maximal
par sous-chaine de P relativement a k :

— w[|w| — k + 1,|w|] le suffixe de longueur k de w n’est pas extensible a droite OU
RC(wl[|w| — k 4+ 1,|w|]) N X = {a} et w[|w| — k + 2, |w|].a n’est pas extensible a
gauche.

— w[1, k] le préfixe de longueur k de w n’est pas extensible a gauche OU LC(w[1, k]) N
Y ={a} et a.w[l,k — 1] n’est pas extensible a droite.

Avec ces arguments, on obtient les deux propositions suivantes :

Proposition 9.9 Soit u € V,jc :
— (ullu| =k +1,|ul],v[1,k]) € B},

— il existe w € Vi tel que (w,v[1,k]) € Ef \ {(u]|u] — k + 1,[ul],v[1,k])} ou
(u[lul =k + 1, Jull,w) € B\ {(ullul = &+ 1 [ul], v[1, k) }.

Proposition 9.10 Soit u € V,:r. Si u est extensible a droite et v est extensible a
gauche, alors il existe w € Vj, . tel que u.v(k) est une sous-chaine de w. Sinon il existe
(W',v') € Ef, tel que u=u/[[u/| —k+1, /|| et v=1'[1,k]

Pour faire la méme chose que le théoreme 9.6 pour le graphe CdBG,", on commencera
par expliquer ’algorithme de construction et, dans un second temps, on caractérisera le
concept d’extensibilité a droite et a gauche en termes de propriétés sur les mots.

Notre algorithme pour construire CdBG;. On présente un algorithme générique
pour construire de maniere incrémentale CdBG,j. Cette explication utilise les mots et
ne dépend d’aucune structure d’indexation. Dans les sections suivantes, on utilisera cet
algorithme générique sur l'arbre des suffixes généralisé et I'arbre des suffixes généralisé
tronqué.

L’algorithme principal (Algorithme 9.2) explore le dBGZ pour trouver les nceuds
qui restent dans C’dBGz et crée un ensemble d’arcs qui représentent les chemins non-
branchant dans le dBG;: qui seront correctement contractés. Le point clé est de trouver
tous les nceuds commencant un chemin simple et explorer ce chemin simple; cette
exploration est donnée par I’algorithme 9.1.
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Algorithme 9.1 : Build AuxCDBG(V, E, vs,v.).

Input : Un graphe (V, E) partiellement contracté de CdBG;, deux noeuds vy et
ve. vy est le noeud initial, et v. le noeud courant.

Output : Le graphe contracté (V’, E’) & jour, qui contient maintenant chaque
chemin commencant en ..

1 begin

2 U = Vg

3 On marque u;

4 // On cherche le nceud finissant la chaine passant par v,

5 while u est extensible a droite et next(u) est extensible a gauche do
6 if vy = next(u) then

7 On remplace (vy,4) par (v, i) pour tout (ve,i) € E;

8 L return (V' \ {vs}, E)

9 u = next(u);
10 B On marque u;
11 //On explore le chemin commengant par le successeur de u
12 for w € Succy(u) do
13 if weV then
14 L (V,E) = (V,EU{(ve,w)})
15 else
16 (V, E) := BuildAuzCDBG(V U {w}, EU {(ve, w)},vf, w);
17 // On explore depuis w

18 return (V, E)

Algorithme 9.2 : BuildCDBG(P).
Input : A set of word S.
Output : C’alBG,;r of S.

1 begin

2 | (V,E)=(0,0)

3 for v € Init, do

4 if il n’existe pas de w tel que v € Succy(w) then

5 | (V,E):=(V,E)BuildAuzrCDBG(V U {v}, E,v,v)

6 // On explore C’dBGg pour tout nceud que 'on a pas encore visité

for v. un neud non marqué de Init, do
| (V,E):=(V, E)U BuildAuzCDBG(V U {v.}, E, v, ve)

9 | return (V,E)
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Une explication un peu plus détaillée. Pour commencer, on va noter que
pour construire dBGﬁ, il suffit de connaitre I'ensemble Succy(.) pour chaque noeud.
L’algorithme 9.2 simule une traversée de dBG; sans le construire et garde seulement
les noeuds qui sont des mots uniques maximaux par sous-chaine de P relativement a k.
Pour ce genre de mot, disons m, on choisit de le représenter par un nceud v tel que w1, k]
est un préfixe de m. Dans dBG}, m est représenté par un chemin non-branchant et v est
le premier noeud de ce chemin. En utilisant un algorithme de traversée, pour un nocud
courant commencant v. dans Init, on traverse le chemin non-branchant jusqu’a ce qu’on
arrive a un noeud v qui a plusieurs successeurs ou tel que son unique successeur n’est pas
extensible a gauche (i.e. qui a plusieurs prédécesseurs). En d’autres termes, jusqu’a ce
qu’on trouve u tel que u n’est pas extensible a droite ou que next(u) n’est pas extensible
A gauche. Dans dBG", il existe un chemin non-branchant entre v, et u et donc on doit
créer un noeud dans CdBG;r qui correspond a ce chemin. Pour contracter ce chemin, on
choisit de garder v. et pour tout successeur w de u, on ajoute un arc en u et w, car
ces arcs ne peuvent pas étre contractés. Rien ne dit que w commence nécessairement un
chemin (ayant au moins un seul noeud); si w n’est pas déja dans CdBG;:, on lance une
nouvelle exploration commengant en w. En effet w(0,k — 1) est un préfixe d’un nceud de
C’dBGz et alors w est le représentant de ce chemin. Maintenant si w est déja un nceud de
CdBG;, le cas est plus délicat. Si vy sauvegarde le premier v. appelé par la procédure, vy
n’est pas forcément au début d’un chemin non-branchant, mais peut étre en plein milieu.
Deux cas peuvent se produire. Si vy est considéré a l'intérieur de la boucle « While >,
on a alors que vy n’est pas le début d’'un chemin non-branchant : on doit alors mettre a
jour V' en échangeant vy par v. et arréter I'exploration. Dans l'autre cas, vy est traversé
pendant la boucle < For » (comme une valeur de w), c’est alors un successeur de u et le
commencement d’un nouveau chemin non-branchant : on ajoute alors juste un arc entre
ve et w. Enfin, si w est déja dans V' mais w # vy, on ajoute alors également un arc en v,
et w et on arréte.

La procédure accomplie par l'algorithme 9.1 augmente le graphe partiel de C’alBG/{c|r
restreint aux nceuds visités pendant ’exploration du chemin commencant en v.. Il suffit
maintenant de s’assurer que tous les arcs de alBG/{C|r ont été examinés, ce que 'algorithme 9.2
fait.

Plus précisément, 'algorithme 9.2 commence par visiter les chemins non-branchants
commengant sur des noeuds n’ayant aucun prédécesseur (sinon ces nceuds n’auraient pas
été visités). Une fois que cela est fait, on doit explorer tous les nceuds qui n’ont pas encore
été marqués et continuer jusqu’a ce que tous les noeuds aient été marqués/visités.

De la discussion que 'on vient d’avoir, on obtient le théoréeme suivant :

Théoreme 9.11 Avec les ensembles Inity, InitExact, et Sublnity, 'algorithme 9.2
construit un graphe isomorphe a CdBGz en temps linéaire en la taille de ces ensembles.

Preuve Pour la preuve, il suffit de montrer que I’on peut calculer en temps constant
si u est extensible a droite et si v est extensible a gauche pour tout arc (u,v) dans E,j
Ce résultat sera prouvé ci-dessous grace aux propositions 9.12 et 9.13. |

Remarquons que 'algorithme 9.2 ne requiert pas de construire dBG; car ’ensemble
des successeurs Succy(u) de n’importe quel nceud u peut étre calculé en temps constant.

Caractérisation des concepts d’extensibilité au droite et a gauche. Par
construction de dBGg, on obtient les deux propriétés suivantes qui vont étre utiles pour
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prouver la linéarité de la construction de CdBG,, c’est-a-dire que pour un arc (u,v) de
E,‘:, on peut trouver de maniere constante si u est extensible a droite et si v est extensible
a gauche.

Proposition 9.12 Soit w un mot de Inity. Alors w[l, k] est extensible a droite si et
seulement si |w| > k ou [{z € RC(w) | |z| = 1}| = 1.

Proposition 9.13 Soit w un mot de Inity tel que w[l, k] est extensible a droite. Soit
a la lettre de I'unique élément de {z € RC(w[1,k]) | |z| = 1}, on a alors que w[2, k].a
est extensible a gauche si et seulement si

|Oce(w[1, k], P)| = |Occ(w|2, k].a, P) \ {(,1) | 1 <i < n}|.

Preuve (=) Soit (i,7) un paire de Occ(w([l,k],P). On a donc que (i,7 + 1) €
Occ(w|2, k], P). Comme Occ(w[2, k|, P) = Occ(w[2, k].a, P), on a alors que (i, + 1) €
Occ(w[2, k].a, P).

(<) Supposons qu’il existe (i,7) € Occ(w[2,k], P) tel que j > 0 et (i,j — 1) ¢
Occ(w[l, k], P). On a alors qu’il existe une lettre b # w(1) tel que (i,57 — 1) ¢
Occ(bw(2,k], P). On a alors que (b.w[2,k],w[2,k].a) est aussi un arc de E;" et on a
alors que w2, k].a n’est pas extensible a gauche. [ |

Conclusion de la section Pour résumer, dans cette section on donne une nouvelle
formulation du graphe de De Bruijn en terme de mots ainsi qu’un algorithme de
construction. Maintenant, supposons que les sous-chaines des mots soient indexées par
une structure de données, par exemple I'arbre des suffixes généralisé. Comment peut-on
construire le graphe dBGg ou directement le graphe CdBGg a partir de cette structure
de données? Pour le réaliser, il suffit de calculer les trois ensembles Inity, InitExact;
et Sublnity ainsi que les ensembles Occ(., P) et Succy(.) pour toutes les sous-chaines
appropriées. Dans les sections suivantes, on va exposer des algorithmes pour calculer les
deux graphes de De Bruijn pour deux structures de données importantes.

9.2 En utilisant ’arbre des suffixes

Commencons par montrer la construction des deux graphes de De Bruijn dBG/}ﬁIr et
CdBG; en utilisant 'arbre des suffixes généralisé.

9.2.1 De l’arbre des suffixes au dBG}

Soit T I'arbre des suffixes généralisé de ’ensemble de mots P. On sait que pour tout
nceud v de T', v est dans Fact(P). Mais comme tous les éléments de Fact(S) ne sont pas
nécessairement des noeuds de T, on les caractérise ainsi :

Proposition 9.14 L’ensemble des noeuds de T est exactement ’ensemble des mots w
de Fact(P) tel que d(w) = 0.

On rappelle la notion de lien suffixe pour un nceud de 7' (feuilles incluses). On note
Is(v) le nceud correspondant au lien suffixe de v, i.e. Is(v) := v[2, |v|]. Par définition de
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I'arbre des suffixes généralisé, pour tout nceud w € Fact(P), il existe un noeud v de T
tel que w est le préfixe de v. Soit v" le nceud de longueur minimale de T tel que w est le
préfixe de v/, on a alors que |v'| = |w| + d(w) et donc [w] = v'.

Proposition 9.15 Soit w € Fact(P), on a alors que |[w]] > |w| > [pr(Jw])| ou
pr([w]) est le parent de [w] dans T

I Preuve Comme pr(Jw]) = |w], le résultat est immédiat. [

Soit {x1,...,zm} 'ensemble des k-mers de P, on a alors que Inity, = {[z1],..., [zm]}.
En utilisant la proposition 9.15, on a alors que Inity = {v € Vp | |pr(v)| < k et |v| > k}
et InitExacty, = {v € Vr | |[v| = k}. On voit alors que InitEzact) est un sous-ensemble
de Inity, car pour tout v € Vo, |pr(v)| < |v].

On va reprendre alors les deux cas pour la construction de E,j vue page 184, mais en
I’appliquant au cas des arbres. Soit v € Initg.

Cas 1: |v| =k, (Figure 9.3a)

Comme v € InitEzacty, ls(v) € SubInit,. De plus chaque enfant u de ls(v) est un
élément de Init;. Un arc sortant de v dans dBG; est alors un arc de v vers I’enfant
u de Is(v) tel que la premiere lettre de I’étiquette entre Is(v) et u est I’élément du
contexte droit de v. Comme I’ensemble des premieres lettres des étiquettes entre v
et les enfants de v est exactement RC(v) N'E, le nombre d’arcs sortants de v dans
dBGz est le nombre de fils de v. Pour construire les arcs sortants de v dans dBG,j,
pour chaque fils u/ de v, on associe v avec le nceud de Init; qui se trouve entre la
racine et [s(u'), i.e. [ls(u')[1, k]].

Cas 2 : |v| > k, (Figure 9.3b et 9.3¢))
On a que [s(v) est un noeud de 7. Comme |v| > k, |ls(v)] > k. Il existe alors
un élément de Inity entre la racine et ls(v). On associe alors v avec ce nceud, i.e.

[Ls(v)[1, k1.

FIGURE 9.3 — Les figures (a), (b) et (c) montrent les cas 1 et 2 rencontrés quand on calcule
les arcs de dBGZ". Le nceud vert représente le nceud v, et celui en orange Is(v). Les arcs
en pointillés correspondent aux arcs entre un noeud et son lien suffixe. Les arcs de dBG;CIr
sont en ligne pleine et colorés en rouge pour le Cas 1 (a) et en bleu pour le cas 2 (b),(c).

On peut alors illustrer ces deux cas par la figure 9.4 :

Cas 1: Cas ou v est 67(’, Is(v) est , I'unique fils v’ de v est B, et Is(u') est 4, qui est
dans Inity,.

Cas 2 : Cas on v est |, Is(v) est 2] et [sl(v)[1,k]] est 7.
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FIGURE 9.4 - Exemple d’arbre des suffixes généralisé sur
P = {bacbab, bcaach, cbaac, chabcaa, bbacbaa} avec le graphe de De Bruijn pour k = 2.
Les nceuds en gris sont ceux utilisés dans le graphe de De Bruijn. Les arcs pleins courbés
sont les arcs du graphe de De Bruijn. Ceux en rouge correspondent au cas 1 et ceux en
bleu, au cas 2 dans la construction de E,j

Dans les deux cas, la construction des arcs de E* réclame de suivre les liens suffixes de
certains noeuds. Le nceud, disons u, pointé par un lien suffixe peut ne pas étre initial. Le
neeud initial représentant le préfixe de longueur k£ de u est alors I'unique nceud initial qui
est un ancétre de u. On équipe alors ces nceuds u d’un pointeur ¢(u) qui pointe I'unique
nceud initial du chemin entre lui-méme et la racine. En d’autres mots, pour tout u ¢ Inity,
tel que |u| > k, on a que g(u) := [u[l, k]].

L’algorithme pour construire le dBG: procede comme suit. On commence par effectuer
une premiere descente dans 1" qui permet de récupérer les nceuds de Inity et pour tous les
neeuds dans les sous-arbres des nceuds initiaux de récupérer le pointeur ¢(.). Enfin pour
construire £, on passe en revue Init;, et pour tout nceud v on ajoute Succg(v) & ET en
utilisant la formule donnée avant. Cet algorithme est alors linéaire en temps en la taille de
T. De plus, le nombre d’arcs dans ET est linéaire en le nombre total d’enfants des noeuds
initiaux. Ce qui nous donne le résultat suivant.

Théoréme 9.16 Pour en ensemble de mots P, la construction du graphe de De Bruijn
d’ordre k, dBG; est linéaire en temps et en espace en [T, i.e. en ||P||.

9.2.2 De l’arbre des suffixes au CdBG;

Dans la section 9.1, on a vu un algorithme permettant de calculer directement C'dB Gz
pour autant qu’on puisse déterminer pour un arc (u,v) si u est extensible a droite et si v
est extensible a gauche. On va voir maintenant comment on peut calculer 'extensibilité a
droite et a gauche dans le cas de I'arbre des suffixes.
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En appliquant la proposition 9.12 dans le cas d’un arbre, pour un élément v de Initg,
w(l, k] est extensible a droite si et seulement si |v| > k ou |Childreny(v)| = 1. On peut
alors vérifier en temps constant qu’un nceud est extensible a droite.

Pour Dextensibilité a gauche d'un unique successeur d’'un nceud, on a alors
uniquement besoin de la taille du support de certains nceuds (Proposition 9.13). On
va montrer comment on peut calculer |Succg(.)| sur un arbre, et comment appliquer la
proposition 9.13.

Proposition 9.17 Soit v un mot de Fact(P) et Vp([v]) 'ensemble des nceuds du
sous-arbre de T enraciné en [v].

Occ(v, P) = U Position — Suf fp(v').
v’ eVr([v])

En faisant une traversée de l'arbre, on peut calculer et mémoriser |Occ(v,P)| et
|Occ(v, P) N{(i,1) | 1 <i < n}| pour tout nceud v en temps linéaire en |T'|.
Soit v un mot de Inity tel que v[1, k| est extensible a droite.
Cas1: |v| =k,
on a alors que v[1, k| = v et |Childrenyp(v)| = 1. En posant u I'unique fils de v dans T,
on aalors |u| > k, {x € RC(v) | |x| =1} = {u(k+1)}, et v[2, k]l.u(k+1) = sl(u)[1, k].
On a alors

|Occ(v, P)| = |Oce(sl(u)[1, k], P)\ {(i,1) | 1 <1i < n}|

et par la proposition 9.13, sl(u)[1, k] est extensible & gauche.

Cas 2 : |v| >k,
on a alors que {z € RC(v[2,k]) | |z|] = 1} = {v(k + 1)} et v[2,k]v(k +1) =
v[2,k + 1] = sl(v)[1, k]. Par la proposition 9.13, sl(v)[1, k] est extensible & gauche si
et seulement si

Oce(v(0, k — 1), P)| = |Oce(sl(v)[1, k], P)\ {(i,1) | 1 <i < n}]

Comme |Occ(v, P)| = |Oce([v], P)| et |Oce(v, P)\ {(i,1) | 1 <1i < n}| = |Occ(v, P)| —
|Occ(v, P) N {(i,1) | 1 < i < n}|, on peut déterminer en temps constant si l'unique
successeur d’un nocud extensible a droite est extensible a gauche. Pour conclure, comme
pour chaque nceud initial v, on peut calculer en O(1) 'ensemble de ses successeurs
Succg(v), son extensibilité a droite et I'extensibilité a gauche de son unique successeur,
on peut appliquer 'algorithme 9.2 pour construire CdBG: et on obtient une complexité
linéaire en la taille de dBGz, puisque chaque successeur n’est utilisé qu’une seule fois. On
obtient alors le théoreme 9.18.

Théoréeme 9.18 Pour un ensemble de mots P, construire le graphe de De Bruijn
contracté d’ordre k, CdBG,", prend un espace et un temps linéaire en [T, i.e., en || P||.

Conclusion de la section En utilisant un arbre des suffixes, on peut construire le
graphe de De Bruijn d’ordre k, dBG;", et le graphe de De Bruijn contracté d’ordre k,
C’dBGk|r d’un ensemble de mots P, en temps et en espace linéaire en la norme de P.
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9.3 En utilisant I’arbre des suffixes tronqué

Pour construire le graphe de De Bruijn et sa version contractée d’'un ensemble de
mots P, on sait qu’on doit lire ’ensemble des mots au moins une fois pour avoir toute
I'information disponible. On ne pourra donc pas faire mieux en temps que linéaire en || P||.
Dans cette partie, on va montrer qu’en gardant une construction linéaire en temps en || P|],
on peut construire dBG;eIr et C’dBG: en étant en espace linéaire en la taille de dBGZ7 i.e.,
en le nombre de sommets et d’arcs de dBGZr. Pour faire cela, au lieu de construire tout
I’arbre des suffixes de P, on ne va en construire qu’une partie en utilisant ’arbre des
suffixes tronqué que 1'on a vu dans la partie 6.4.

9.3.1 De l’arbre des suffixes tronqué au dBG

La proposition 9.19 établit qu’il n’existe pas de feuille de T'(Ay) représentant un mot
de longueur strictement plus petite que k.

FIGURE 9.5 - (a) L’arbre des suffixes généralisé de Densemble de mots
{bacbab, bbacbaa, bcaach, chbaac, chabcaa}. La partie au dessus de la ligne verte correspond
a larbre des suffixes tronqué T'(As). (b) L’arbre des suffixes tronqué T'(A3) pour le méme
ensemble de mots.

I Proposition 9.19 Soit v une feuille de T'(Ag). On a alors que |[v| =k ou |v| =k + 1.
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I Preuve Pour tout s; € Petje{l,...,[s;| —k+1}, |Ari(j)| =k ouk + 1. [ |

Pour un lien possible Py, on définit application Q de H vers N. H, N et L ont les
mémes définitions que dans la partie 6.3, mais appliquées a T (Ag). On peut voir H dans
ce cas comme 'ensemble des feuilles de longueur k + 1 de T'(Aj). On définit 'application
() comme suit :

Q: H — N
{Po(v) si Py(v) € Inity,
v
pr(Py(v))  sinon

L’application @) peut étre construite en temps linéaire en ||P|| et permet de simuler
les liens suffixes. En effet, pour chaque v € H, Q(v) peut étre construit en temps constant
car dans ce cas, Py(v) € Inity, < |pr(Po(v))| # k. Il suffit donc de considérer la longueur
du parent de Py(v) pour décider si Py(v) est dans Init;. Comme |H| < || P||, on peut alors
construire @ pour tous les éléments de H en O(||P]||).

I Proposition 9.20 Soit v € L, Q(v) € Init, et Q(v) = sl(v) si sl(v) existe.

Preuve Soit v € L. Siv € H et Py(v) ¢ Inity, |pr(Po(v))] = k et alors Q(v) =
pr(Po(v)) € Init,. Par la définition du lien possible ) et de Ay, pour tout nceud v de
L, Q(v) est le plus petit nceud de T'(Ay) tel que v est un préfixe de Q(v). On a alors que

Q(v) = sl(v). [

Théoréme 9.21 On peut construire dBG; en temps linéaire en ||P|| et en espace
linéaire en |[dBG}|.

Preuve On commence par construire T'(Ay). Avec T(Ag), on peut construire Inity,
InitEzact, et SubInity comme on le fait dans ’arbre des suffixes généralisé de P. En
utilisant () comme un lien suffixe, on peut construire le graphe (V| F) satisfaisant

V= I?’L’itk,

E= U @ew) | U U U @ew)

vElnity,|v|=k+1 vElnity,|v|=k \ueChildreny(v)

Ce graphe est alors isomorphe a dBG;. Soit b I'application de H vers E telle que

b(v) = {(”’Q(”)) if [pr(v)] # k
(o) Qw) it r() =F.

Comme on vient de montrer que (V, E) est isomorphe & dBG:, I’application b est
une bijection. Comme |£\ H| < |P|, le cardinal de £ est linéaire en la taille de dBG; . B

La figure 9.6 montre un exemple de graphe de De Bruijn d’ordre 2 construit a partir
de T(AQ)
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FIGURE 9.6 — Le graphe de De Bruijn d’ordre 2 construit sur 7'(Az). Les fleches solides
incurvées rouges sont les arcs correspondant a la premiere partie de la définition de E,j,
et celles en bleu correspondent a la deuxiéme partie de la définition de E,j

9.3.2 De l’arbre des suffixes tronqué au CdBG}

En reprenant les notations s(.) et #(.) de la section 6.3, on obtient la proposition
suivante qui traduit ces notations pour un nceud en fonction du support de ce noeud.

Proposition 9.22 Pour chaque feuille v de T'(A), s(v) est la taille du support de v
dans P et t(v) est la taille de I'ensemble (Occ(v, P) N{(i,1) | 1 <i < n}).

Comme les applications s(.) et #(.) sont calculées pendant la construction de 'arbre
des suffixes tronqué T'(Ay), que la proposition 9.22 nous dit que ces applications résument
le support d’'un noeud et que les propositions 9.12 et 9.13 nous disent que 'information
sur le support des nceuds suffit pour construire de maniere linéaire CdBG,j, on obtient le
théoreme suivant.

Théoréme 9.23 On peut construire CdBG] en temps linéaire en ||P|| et en espace
linéaire en |[dBG}|.

Au lieu d’utiliser T'(Ay,) pour construire dBG} ou CdBG}, on peut prendre T'(Byy1).
En effet, T'(Bj+1) est 'arbre T'(Aj) avec des feuilles supplémentaires représentant tous les
suffixes plus petits que (k — 1) des mots de P. Ces feuilles rendent la taille de T'(By1)
linéaire en ||P|| mais pas en |[dBG; |.

Conclusion de la section On a montré ici que 'on pouvait, en utilisant ’arbre des
suffixes tronqué que l'on a défini dans la section 6.4, construire le graphe de De Bruijn
d’ordre k, dBG;, et le graphe de De Bruijn contracté d’ordre k, C’alBGz:r d’un ensemble
de mots P, en temps linéaire en la norme de P et en espace linéaire en la taille de dBG,j.
Ces résultats ont été publiés dans (VII) et (II).
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9.4 En utilisant ’arbre d’Aho-Corasick généralisé

On va commencer par définir la contraction d’un graphe par un ensemble de
représentants.

Définition 9.24 Soient G = (V, E) un graphe et V' un sous-ensemble de V qui va
représenter I’ensemble des représentants. La contraction du graphe G par V' est le graphe
Contract(G,V') = (V',E’) ou

E' ={(u,v) e V! x V' | 3p = ((u,uz), ..., (ug,v)) un chemin de G
tel que Vi € {2,...,k}, u; € V\V'}

La contraction d’un graphe par un sous-ensemble V' de ses sommets correspond & un
nouveau graphe ou V' est le nouvel ensemble de sommets et il existe un sommet entre deux
sommets u et v de V' §’il existe un chemin de u vers v tel que tous les noeuds différents
de u et v et pris par ce chemin ne sont pas dans V.

On peut alors définir les graphes dBG: et dBG)_ | en fonction d’un arbre d’Aho-
Corasick généralisé, ce que I'on va faire avec le théoreme suivant :

Théoreme 9.25 wvoir Figure 9.7 Soient P un ensemble de mots et k un entier.

1. Le graphe Contract(GAC(Facty(P) U Factyy1(P)), Facty(P)) est isomorphe au
graphe de De Bruijn dBG} (P),

2. Le graphe Contract(GAC (Facty(P)UFacty+1(P)), Facty+1(P)) est isomorphe au
graphe de De Bruijn dBG, ,(P).
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ach

(a) GAC(Facti(P) U Factg+1(P))

(b) dBGY (P) (c) dBG ., (P)

FIGURE 9.7 — Exemple de liens entre I'arbre d’Aho-Corasick généralisé et les graphes de
De Bruijn. Pour un ensemble P = {bacbab, bbacbaa, bcaacd, cbaac, chabcaa}, la figure (a)
représente I'arbre d’Aho-Corasick généralisé de ’ensemble de mots Fact(P)UFacty41(P)
qui est ensemble des k-mers et des k + 1-mers de P. Les figures (b) et (c) représentent
respectivement les graphes dBG; (P) et dBG, ,(P).

Grace au théoréme 9.25, on a un lien entre les graphes de De Bruijn (dBG} et dBG, )
d’un ensemble de mots P et 'arbre d’Aho-Corasick généralisé de I’ensemble des k-mers et
des k + 1-mers de P. De plus, on a un lien fort entre les graphes dBG; (P) et dBGy, {(P)
car ils correspondent a deux contractions d’un méme graphe. Pour la suite de cette section,
on va regarder le graphe dBG) (P), on aura des résultats similaires pour dBG;(P).

Pour construire le graphe dBG, (P), on vient d'utiliser l'arbre d’Aho-Corasick
généralisé de l’ensemble de mots Facty(P) U Facti—1(P). On va voir maintenant que
I’on peut récupérer plus d’informations que dans le graphe de De Bruijn en allant chercher
dans des chevauchements plus petits. Soient kq et ko deux entiers tels que k1 < k9. On
pose GACY, 1, (P) = GAC (Ufikl Fact;(P)) 'arbre d’Aho-Corasick généralisé de tous les
facteurs de P de taille comprise entre ky et ko (voir Figure 9.8).

La taille de GACy, k,(P) peut étre malheureusement bien plus grande que [|P]|.
On va alors s’intéresser a appliquer le graphe glouton généralisé sur I'arbre d’Aho-
Corasick généralisé GACY, 1, (P). On pose GSGy, i, (P) = GSG(Ufikl Fact;(P), m) ou
m l'application de fikl Fact;(P) vers {0,1} telle que pour x € Facty,(P), m(z) =1 et
pour x € Ufi;ll Fact;(P), m(x) =0 (voir Figure 9.9).

On a vu avec le théoreme 9.25 que 'on pouvait retrouver les graphes de De Bruijn
en faisant une contraction de l'arbre d’Aho-Corasick généralisé. On va faire de méme
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'bacb k—{bbacb]

[cbabc] [bab)| [cbaak—]acbaal [aach [back—bbac]

bam @aae baa [aac] [caach)| [bbal
’Ebc‘a‘ abc baac caac

laacgaéabcaa‘ [beaac]

FIGURE 9.8 — Exemple de GACY, i, (P) pour P = {bacbab, bbacbaa, bcaach, cbaac, chabcaa},
k‘l =3et k‘g = 5.

en ajustant un peu la contraction. En effet, comme on regarde ici la construction de
dBG, (P), on va vouloir prendre comme ensemble de représentants I'ensemble Facty, (P)
et donc on ne va pas regarder n’importe quel chemin dans l'arbre d’Aho-Corasick
généralisé : on va s’intéresser a ’existence d’un RB-path entre deux représentants.

Définition 9.26 Soient G = (V,E) un sous-graphe d'un arbre d’Aho-Corasick
généralisé et V' un sous-ensemble de V. La RB-contraction du graphe G par V est
le graphe RB — Contract(G,V') = (V',E’) ou

E ={(u,v) e V! x V' | 3p = ((u,u2),..., (ug,v)) un RB-path de G
tel que Vi € {2,...,k}, v, e V\V'}

On va alors comparer les graphes dBGy (P), RB—Contract(GSGy, i, (P), Facty,(P)),
RB — Contract(GACYy, 1, (P), Facty,(P)) et Contract(GACy, k,(P), Facty,(P)). On peut
se rendre compte rapidement que les ensembles des sommets de ces graphes sont identiques.
On va alors comparer plus exactement ’ensemble des arcs de ces graphes.

Théoreme 9.27 voir Figure 9.10 Soient
— Eapc 'ensemble des arcs de dBG,_ (P),
— Egsq Pensemble des arcs de RB — Contract(GSGy, i, (P), Facty,(P)),
— Egrp-gac 'ensemble des arcs de RB — Contract(GACy, ,(P), Facty,(P)) et
— Egac l'ensemble des arcs de Contract(GACY, k,(P), Facty, (P)).

On a alors que :
Eipc € Egsc € Erp-cac € Ecgac

En calculant le graphe qui correspond a la RB-contraction du graphe glouton généralisé
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R N R N
o S o’ S
* . Ad

cbab cbha acba €====acb k—ﬁaacb K-=-bbacb]
* H ~ A~
cbabe]  [bab] [aacb]  [bac w

<

[bbal
*

(a) GSGiy,k, (P) en pointillé sur GACY, k., (P)

[babc—{babca—{abca—{abcaal—{bcaal—{beaac—|caac]
[cbabck—] cbab k—]acbab]

bbac }—>{ bbach }—>{ bach }—>{ bacba achaa }—>{ cbaa }—>{ cbaac }—>{ baac
(b) GSGry ik, (P)

FIGURE 9.9 — Exemple de GSG, k, (P) pour P = {bacbab, bbacbaa, bcaach, cbaac, chabcaa},
k1 = 3 et ko = 5. Les arcs rouges correspondent au lien entre un noeud et son plus grand
suffixe et les arcs bleus au lien entre le plus grand préfixe d’un nceud et ce noeud.

de I'ensemble des sous-chaines de P de taille comprise entre ki, et kpqz, on obtient un
graphe avec plus d’informations que le graphe de De Bruijn dBG,;mw (P). On a montré
dans (IV), que ce nouveau graphe a méme plus d’informations que le graphe de De
Bruijn multi-ordre que ’on peut retrouver par exemple dans IDBA [73] ou SPAdes [7]. De
plus, l'utilisation du graphe glouton généralisé GACY, .. k... (P) nous permet de savoir
que les chemins couvrants de ce graphe seront des solutions optimales pour le probleme
Contraint-SCCS prenant en entrée I’ensemble des kj,q-mers de P comme ensemble de mots
et 'ensemble des k,,;n-mers de P comme ensemble de chevauchements interdits.

Conclusion de la section On a mis en évidence dans cette section un lien qu’il y
avait entre les graphes de De Bruijn : dBGﬁ et dBG, ;| sont deux contractions du
méme graphe GAC} ,4+1(P). En outre, on a montré que l'utilisation du graphe glouton
généralisé appliqué a 'ensemble des k-mers permettait d’obtenir des chevauchements
que les graphes de De Bruijn ne pourraient pas déceler (voir (IV)). Enfin, en utilisant
les résultats sur le graphe glouton généralisé que I'on a vu dans le chapitre 8 et plus
exactement le théoreme 8.20, on peut donner un ratio d’approximation pour les solutions
données par un parcours du graphe de De Bruijn.
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(b) RB — Contract(GACY, i, (P), Facti, (P))

(¢) RB — Contract(GSGr, i, (P), Facty, (P))

(d) dBGy,(P)

FIGURE 9.10 — Exemple de graphes pour P = {bacbab, bbacbaa,bcaach, cbaac, chabcaa},
k1 = 3 et ko = 5. On peut voir, d'une part que les ensembles d’arcs sont bien compris les
uns dans les autres, et d’autre part que 'utilisation du graphe glouton généralisé permet
de voir plus de chevauchements que dans le cas du graphe de De Bruijn.
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Conclusion du chapitre Dans ce chapitre, on a mis en évidence le lien qu’il pouvait y
avoir entre les structures d’indexation et plus exactement ’arbre des suffixes, I’arbre des
suffixes tronqué, ’arbre d’Aho-Corasick généralisé et le graphe glouton généralisé et les
graphes de De Bruijn. Cette étude montre que l'utilisation de structures d’indexations
permet, en récupérant de l'information de ces structures, d’améliorer le graphe de De
Bruijn en lui faisant regarder des chevauchements qu’il n’aurait pas vu dans sa définition
classique.
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Conclusion générale

La question de la plus courte superchaine linéaire reste, de par sa simplicité d’énoncé et
sa complexité intrinseque, une question centrale d’algorithmique du texte. Une littérature
conséquente lui est consacrée et étudie particulierement 'approximation de ce probleme.
Cette these introduit de nombreuses variantes naturelles, pertinentes et complexes de
cette question, ainsi que des angles d’approches nouveaux pour leur étude. Nos résultats
permettent de mieux comprendre les propriétés de l'algorithme glouton pour toutes ces
variantes. En outre, ils ont en partie comblé le gap entre les algorithmes théoriques de
calcul de superchaines et les algorithmes d’assemblage de génomes.

La figure 5.8 (page 122) montre les bornes d’approximation pour une petite trentaine de
variantes naturelles de SLS. En effet, dans cette these, on a introduit un grand nombre de
variantes du probleme classique SLS. En utilisant les systemes héréditaires, pour chacun
de ces problemes, on a fourni une méthode pour construire un algorithme glouton sur
ce probleme. On a de plus montré qu’en utilisant le lien intrinseque qui existe entre un
probleme et son systeme héréditaire, on pouvait donner une borne constante sur le ratio
d’approximation optimal de ’algorithme glouton pour ce probléme.

La question d'une plus petite couverture circulaire de mots (SCCS) est utilisée comme
premiere étape par la majorité des algorithmes d’approximation de SLS. Pour la résoudre,
le meilleur algorithme précédemment connu est utilisé, de complexité temporelle en
O(|P]> + ||P||), donné par Papadimitriou et al. en 1982 [69]. Nous avons démontré d’une
part que l'algorithme glouton pour SCCS est optimal et que sa complexité est linéaire
en [|P|| : il est donc optimal pour ce probléme. En améliorant cette construction de
I’algorithme glouton, on a mis en évidence plusieurs graphes qui nous semblent intéressants.
Le premier est ’arbre d’Aho-Corasick généralisé qui nous a permis de comprendre et de
généraliser les structures d’indexation classiques telles que 'arbre des suffixes ou l'arbre
d’Aho-Corasick. Le deuxieme graphe est le graphe hiérarchique des chevauchements qui
correspond a l'arbre d’Aho-Corasick généralisé minimum pour conserver I'ensemble des
informations sur les chevauchements. On a montré que ce graphe était un bon compromis
entre le graphe de De Bruijn et le graphe des chevauchements car tout en restant linéaire
en la norme de linstance, il garde toute l'information contenue dans le graphe des
chevauchements. Le troisieme graphe est le graphe glouton qui permet de générer les
solutions de ’algorithme glouton pour le probleme SCCS et peut étre appliqué pour les
autres variantes de SCCS.

Ala question de l'apport d’une structure d’indexation pour faciliter la construction
du graphe le plus utilisé pour l'assemblage de génome, le graphe de De Bruijn, nous
répondons positivement. En effet, nous avons exhibé les premiers algorithmes linéaires
de construction de la version compacte du graphe de De Bruijn a partir de structures
d’indexation bien connues. Effectivement, on a montré qu’a partir de ’arbre des suffixes,
on pouvait construire en temps et en espace le graphe de De Bruijn classique et compacté en
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temps linéaire en la norme de I'instance. On a de plus montré qu’en utilisant un arbre des
suffixes tronqué, on pouvait améliorer la complexité en mémoire en la bornant par la taille
du graphe de De Bruijn. En appliquant le graphe glouton sur le graphe hiérarchique des
chevauchements de I'ensemble des k-mers d’un ensemble de mots, on a trouvé un graphe
qui a comme sous-graphe le graphe de De Bruijn et le graphe de De Bruijn multi-ordre. On
a donc mis en évidence une nouvelle méthode théorique pour construire une généralisation
du graphe de De Bruijn qui ne se limite pas aux chevauchements de longueur k£ — 1.

Grace a des approches nouvelles, notre travail a introduit de nombreuses pistes de
recherche future. Malgré les résultats concernant 'algorithme glouton et son lien avec
les structures d’indexation, de nombreuses questions demeurent ouvertes. Par exemple,
quel est le lien entre le nombre de composantes connexes de 'algorithme glouton et le
ratio d’approximation de I'algorithme glouton pour SLS pour cet ensemble de mots?
On pourrait alors peut-étre utiliser ce nombre comme parametre pour la complexité du
probleme SLS. Pour le graphe hiérarchique des chevauchements, on peut se demander si
une construction en temps linéaire en la taille de I'instance ou méme une construction
directe sans passer par une autre structure d’indexation de celui-ci est possible. Enfin, on
peut se demander, si en utilisant le graphe hiérarchique des chevauchements et le graphe
glouton, on ne peut pas construire directement une superchaine. En effet, en transformant
le graphe glouton, en connectant les composantes connexes, on trouve des solutions pour
SLS. Le graphe glouton a l’air de jouer un réle prépondérant dans la compréhension de
I’algorithme glouton pour SLS. Enfin, méme si on a comblé une petite partie de gap entre
les algorithmes théoriques de calcul de superchaines et les algorithmes d’assemblage de
génomes, il reste encore de grands vides. En effet, il n’existe pas par exemple a ce jour
d’assembleur capable de donner une borne d’approximation théorique pour une solution
qu’il pourrait donner. Les résultats théoriques que nous avons donnés ici, pourront peut-
étre dans un futur proche, aider & combler ce vide.
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Liste des symboles

(e1 — ... — ex) la notation d’une permutation circulaire de E, page 24

e1,...,€p) lanotation d'une permutation de £/ = {e1,...,e|g}, page 24

< la relation d’ordre stricte relative a un ordre <, page 20

|E|  le cardinal de I'ensemble E, page 19

d(v) le nombre de prédécesserus du nceud v, page 55

d°“*(v) le nombre de successeurs du nceud v, page 55

0 I’ensemble vide, page 19

[w]  la plus longue extension de w qui a le méme support que w dans P, page 182
|w]  la plus courte réduction de w qui a un support différent de w dans P, page 182
N I’ensemble des entiers positifs, page 19

Z I’ensemble des entiers relatifs, page 20

Z/nZ Vensemble des restes possibles de la division d’un nombre par n, page 22

Pe la version compression du probleme d’optimisation P, page 29

Pa le probleme de décision qui correspond au probleme P, page 28

P le probleme d’optimisation sur la longueur de la sortie relatif au probleme P,
page 28

(w)  le mot circulaire associé au mot w, page 23
[|P|| la norme de I’ensemble P, page 21

Ord(G) le maximum entre le degré entrant et le degré sortant de tous les noeuds de G,

page 55
= l'ordre lexicographique associé a 'ordre <, page 22
o le complémentaire-renversé du mot w, page 26
<_D¢ I’application de composition d’une permutation et d’un renversé, page 26
> I’ensemble des mots sur %, page 21
»k I’ensemble des mots de longueur k sur X, page 21
|w|  la longueur du mot w, page 21
€ le mot vide, page 21
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{a,...,b} lintervalle des entiers entre a et b, page 19
Ag  lensemble des arcs du graphe G, page 54
AC(P) Parbre d’Aho-Corasick de I’ensemble de mots P, page 128

ADN — CC(P,0) ’ADN-couverture circulaire de mots de P issue de ’ADN-permutation
o, page 170

ADN — Clircular(P,o.) P’ADN-superchaine circulaire de P issue de ’ADN-permutation
semi-circulaire o., page 170

CC(P,0) la couverture circulaire de mots de ’ensemble de mots P issue de la permutation
o, page 46

CdBG; (P) graphe de De Bruijn contracté d’ordre k, page 146
CdBG, (P) graphe de De Bruijn contracté d’ordre k, page 146

Chevauchement(z,y) ensemble des chevauchements de deux éléments z et y de
Set(S,m), page 176

Childreny(v) Iensemble des enfants du nceud v dans I'arbre T, page 55

Circular(P,o.) la superchaine circulaire de P issue de la permutation circulaire o,
page 40

CLC(P, F,o) la couverture linéaire de mots de (P, F') issue de la permutation o, page 119
CMC(P, F,0) la couverture mixte de mots de (P, F') issue de la permutation o, page 119
comp(A) le ratio d’approximation optimal de I'algorithme A sur le probleme P., page 70

comp(S, A) le ratio d’approximation optimal de l’algorithme A sur le probleme P, pour
Iinstance S, page 70

ConcatCycles(C,I,0) la linéarisation de la couverture circulaire de mots issue des
permutations C' a 'aide de l'algorithme de Concat-Cycles, page 48

Contract(G, V') la contraction du graphe G par V', page 195

Coupe, 'ensemble des sous-ensembles qui prennent une position dans chaque élément de
la partition Part,, page 50

d(w) la différence entre |[w]| et |w|, page 182

dBG;f(P) graphe de De Bruijn d’ordre k de P, page 143

dBG, (P) graphe de De Bruijn d’ordre k de P, page 142

dBG(X) le graphe de De Bruijn original d’ordre k sur X, page 142

DGp(C) le plongement d'une ADN-couverture circulaire de mots C' de P dans GHOG(P),
page 173

E’' C E Tensemble E’ est un sous-ensemble de I’ensemble E, page 20

Eq I’ensemble des arétes du graphe G, page 54

EHOG(P) le graphe hiérarchique des chevauchements étendu de I’ensemble de mots P,
page 154
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Fact(w) Pensemble des sous-chaines du mot w, page 21
Facty(w) Pensemble des sous-chaines de longueur k£ du mot w, page 21
Factor-free(P) l'ensemble factor-free de P, page 33

Gp(w) le plongement d'une couverture circulaire de mots w de P dans FHOG(P),
page 157

GAC(S) l'arbre d’Aho-Corasick généralisé d’un ensemble de mots S, page 147

GACpB(S) 'ensemble des arcs correspondant aux plus grand préfixes de l'arbre d’Aho-
Corasick généralisé d’un ensemble de mots .S, page 147

GACR(S) T'ensemble des arcs correspondant aux plus grand suffixes de l'arbre d’Aho-
Corasick généralisé d’un ensemble de mots .5, page 147

GACY, i, (P) T'arbre d’Aho-Corasick généralisé de tous les facteurs de P de taille comprise
entre ky et ko, page 196

GHOG(P) le graphe hiérarchique des chevauchements fusionné de I’ensemble de mots P,

page 172

Graphe_Part({V1,...,V,},w) le sous-graphe du graphe (V, A, w) qui supprime les arcs
entre les nceuds différents d’'un méme élément de la partition {V1,...,V,} de V,
page 106

Greedy(E, L,w) D'algorithme glouton associé au systeme héréditaire (E, £) et a la fonction
de poids w, page 94

Greedy_stepr, I'algorithme d’étape circulaire de 'algorithme glouton, page 88
Greedy_stepy, 1'algorithme d’étape linéaire de I'algorithme glouton, page 87
Greedyccs 1'algorithme glouton pour SCCS, page 87

Greedycg 'algorithme glouton pour SCS, page 87

Greedyrs lalgorithme glouton pour SLS, page 87

GSG(S,m) le graphe glouton généralisé de I’ensemble de mots S et de la multiplicité m,
page 174

GSGp, 1, (P) le graphe glouton généralisé sur l'arbre d’Aho-Corasick généralisé
GACy, 1, (P), page 196

GST(P) l'arbre des suffixes généralisé de I’ensemble de mots P, page 132

HOG(P) le graphe hiérarchique des chevauchements de ’ensemble de mots P, page 153
tdp  la permutation identité de E, page 25

Init; ensemble des mots initiaux de Fact(P), page 182

InitExact, ensemble des mots initiaux exacts de Fact(P), page 182

Interdit(S,m, o)
lensemble des x de Set(S,m) tels que l'ensemble Chevauchement(z,o(x)) NS
est vide., page 176

LC(P,0,E) la couverture linéaire de mots d'un ensemble de mots P issue de la
permutation o et de I’ensemble E, page 50
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LC(w) V'ensemble des extensions a gauche de w dans P, page 182
LE(P) larbre des liens d’échec de I’ensemble de mots P, page 128
le(v) le lien d’échec du neeud v, page 128

Lin({w)) T'ensemble des décalés circulaires du mot w, page 23

lin;({(w)) le décalé circulaire de w commencant en ¢, page 23

Linear(P,o0.,i) la superchaine linéaire de P associée a un décalé circulaire de
Circular(P, o.) commengant par le mot s, (;), page 42

linear(P,m,7) la multi-superchaine linéaire de P relatif a l’application m et la
permutation 7, page 115

LS(P) larbre des liens suffixes de I’ensemble de mots P, page 134
Is(v) le lien suffixe d’'un nceud v, page 133
max(A) I'élément maximal de A, page 20

MC(P, o0, E) la couverture mixte de mots de I’ensemble de mots P issue de la permutation
o et de 'ensemble E, page 52

M1 — Graphe(S,m,o) le MI-graphe de la MI-permutation o., page 176

MI — MC(S,m,o0) la MI-couverture mixte de mots issue de la MI-permutation o,
page 177

M1 — mizte(S,m,o.) le MI-mixte issu de la MI-permutation circulaire o., page 176
MTI — Path(u,v) le MI-path du noeud u vers le noeud v, page 176

min(A) 1’élément minimal de A, page 20

N(v) Déquivalent de Position — Suf fp(w) dans larbre T(R), page 136

Npj. le nombre de k-mers différents de P, page 144

nw (F) le nombre de nceuds de W étant une extrémité d'un arc de F', page 106

nw(q) le nombre de noeuds de W étant une extrémité d’un arc du chemin simple p,
page 106

next(w) l'unique successeur de w quand w est extensible a droite, page 184

Occ(w, P) le support de w dans I’ensemble de mots P, page 182

Occ(z,y) Pensemble des positions des occurrences du mot = dans le mot y, page 34
OPTp(Z) lensemble des solutions optimales du probleme P pour 'entrée Z, page 27
ordre(o) lordre de la permutation o, page 25

Ov(P) T'ensemble de tous les chevauchements maximaux de P, page 119

ov(x,y) le chevauchement maximal du mot x sur le mot y, page 22

Ov*(P, F') T'ensemble de tous les chevauchements maximaux de P qui ne sont pas dans
Fact(F), page 119

Ov*(P) Pensemble des chevauchements pas forcément maximaux des mots de P, page 154
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Overlap(w) l'ensemble des chevauchements vu par deux mots de l'instance consécutifs
dans w, page 117

P~!  T’ensemble de tous les mots renversé des mots de P, page 133

pr(v) le parent du noeud v dans 'arbre T', page 55

Py(0) la superchaine de 'ensemble P générée par la permutation o, page 35
Part, la partition due a la permutation o, page 24

PDCC(P) l'ensemble des ADN-couvertures circulaires de mots de P issues d’'une ADN-
permutation, page 171

Position — Suf fp(v) l'ensemble des paires (i, j) telles que le nceud v est le suffixe de s;
commencant a la position j, page 133

pr(z,y) le préfixe minimal du mot x sur le mot y, page 22

Prefize(P) I'ensemble des préfixes des mots de ’ensemble de mots P, page 148
Prefize(w) 'ensemble des préfixes du mot w, page 21

Presque — Coupe, 1'ensemble des sous-ensembles de Coupe,, page 52

PSCCS(P) V'ensemble des couvertures circulaires de mots de I’ensemble de mots P issues
des permutations, page 47

PSCS(P) l'ensemble des superchaines circulaires de l’ensemble de mots P issues des
permutations circulaires, page 41

PSLCS(P) l'ensemble des couvertures linéaires de mots de I'ensemble de mots P issues
d’une permutation et d’un ensemble, page 50

PSLS(P) l'ensemble des superchaines de l’ensemble de mots P générées par des
permutations, page 35

PSMCS(P) l'ensemble des couvertures mixtes de mots de l'ensemble P issues d’une
permutation et d’un ensemble, page 52

RB — CCg(C) la Red-Blue couverture cyclique associé a la couverture cyclique C,
page 151

RB — Clircularg(c) le Red-Blue circuit associé au circuit hamiltonien ¢, page 151
RB — Contract(G, V') la RB-contraction du graphe G par V, page 197

RB — Linears(p) le Red-Blue chemin associé au chemin hamiltonien p, page 151
RB — pathg(s1, s2) le Red-Blue path du nceud s; vers le noeud sq, page 150
RC(w) l’ensemble des extensions a droite de w dans P, page 182

Reduc(P,m) le sous-ensemble de ’ensemble P des éléments non nuls par Papplication m,
page 115

reducy, 'application qui permet de réduire I'application m, page 115
RF — path(u,v) le RF-path entre deux nceuds u et v, page 172

Set(P,m) le multi-ensemble relatif a ’ensemble P et a l’application m, page 115

Soutenue le 7 décembre 2016 211 Cazaux Bastien



INDEX INDEX

SG(P) le graphe glouton de I’ensemble de mots P, page 160
SOL4(Z) Pensemble des solutions générées par I'algorithme A4 pour l'entrée Z, page 27

SOLp(Z) 'ensemble des solutions pas forcément optimales du probleme P pour 1'entrée
T, page 27

solcos—maoc (W) couverture cyclique sur le graphe des préfixes de P qui correspond a la
couverture de mots circulaire W, page 63

solos—mo({(w)) circuit hamiltonien sur le graphe des préfixes de P qui correspond au mot
circulaire (w), page 62

solgo—cs(c) la superchaine de P qui correspond au circuit hamiltonien ¢ du graphe des
préfixes de P, page 62

solgcc—ccos(C) la couverture circulaire de mots de P qui correspond a la couverture
cyclique C du graphe des préfixes de P, page 64

solgp—rs(q) la superchaine de P qui correspond au chemin hamiltonien g du graphe des
préfixes de P, page 61

solps—pp(w) chemin simple sur le graphe des préfixes de P qui correspond au mot w,
page 61

ST(w) Darbre des suffixes du mot w, page 131

su(z,y) le suffixe minimal du mot x sur le mot y, page 22

SubInity, ensemble des mots sous-initiaux de Fact(P), page 183

Suce(w) Pensemble des couples des positions successives des positions de w, page 137
Succ(w) Pensemble des successeurs de w(l, k] dans E,j, page 184

Suce,(x) 'ensemble des successeurs de ’élément x de E par la permutation o de F,
page 24

Suf fize(w) I'ensemble des suffixes du mot w, page 21
super(A) le ratio d’approximation optimal de 1’algorithme A sur le probleme P, page 70

super(S, A) le ratio d’approximation optimal de 'algorithme A sur le probleme P pour
Iinstance S, page 70

ucov le mot u est sous-chaine du mot v, page 22

sub

u.v  la concaténation de l'uplet u et de I'uplet v, page 20
uli, j] Dintervalle du uplet u entre les positions i et j, page 20
Vo I’ensemble des nceuds du graphe G, page 54

Violation(P, F,o.) I'ensemble des positions i des mots s; de P telles que ov(si, S4.(;)) €
Fact(F), page 119

wli, j] la sous-chaine de w entre les positions i et j, page 21

w™'  le mot renversé du mot w, page 26

wi.wy la concaténation du mot w; et du mot we, page 21
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Z +n y équivalent de = @, y sur {1,...,n}, page 22

x € F 1élément x est dans 'ensemble F, page 19

@y la fusion du mot x sur le mot y, page 22

T @y y le reste de la division par n de z + y, page 22

r-SCCS r-Shortest Cyclic Cover of Strings, page 76

r-SCS r-Shortest Cyclic Superstring, page 76

r-SLS r-Shortest Linear Superstring, page 75

ATSP Asymmetric Traveling Salesman Problem, page 57
Contraint-SCCS Contraint Shortest Cyclic Cover of Strings, page 118
Contraint-SCS Contraint Shortest Cyclic Superstring, page 118
Contraint-SDLCS Contraint Shortest DNA Linear Cover of Strings, page 122
Contraint-SDMCS Contraint Shortest DNA Mixed Cover of Strings, page 122
Contraint-SLCS Contraint Shortest Linear Cover of Strings, page 118
Contraint-SLS Contraint Shortest Linear Superstring, page 117
Contraint-SMCS Contraint Shortest Mixed Cover of Strings, page 118
HC Hamiltonian cycle, page 43

Max-HDCC Maximum Hamiltonian Directed Cyclic Cover, page 58
Max-HDC Maximum Hamiltonian Directed Cycle, page 58

Max-HDP Maximum Hamiltonian Directed Path, page 57

Max-PHCC Maximum Partitioned Hamiltonian Cyclic Cover, page 106
Max-PHC Maximum Partitioned Hamiltonian Cycle, page 106
Max-PHP Maximum Partitioned Hamiltonian Path, page 106

Min-Cardinality-Greedy-SCCS Minimum Cardinality Greedy Shortest Cycle Cover of
Strings, page 165

Min-HDCC Minimum Hamiltonian Directed Cyclic Cover, page 57

Min-HDC Minimum Hamiltonian Directed Cycle, page 57

Min-HDP Minimum Hamiltonian Directed Path, page 56

Min-TSP Minimum Traveling Salesman Problem, page 57

Multi-Contraint-SDLCS Multi Contraint Shortest DNA Linear Cover of Strings, page 122
Multi-Contraint-SDMCS Multi Contraint Shortest DNA Mixed Cover of Strings, page 122
Multi-Contraint-SLCS Multi Contraint Shortest Linear Cover of Strings, page 122
Multi-Contraint-SMCS Multi Contraint Shortest Mixed Cover of Strings, page 122
Multi-Restreint-SMCS Multi Restreint Shortest Mixed Cover of Strings, page 177
Multi-SCCS Multi Shortest Cyclic Cover of Strings, page 115

Soutenue le 7 décembre 2016 213 Cazaux Bastien



INDEX INDEX

Multi-SCS Multi Shortest Cyclic Superstring, page 115

Multi-SDCCS Multi Shortest DNA Cyclic Cover of Strings, page 122
Multi-SDCS Multi Shortest DNA Cyclic Superstring, page 122
Multi-SDLCS Multi Shortest DNA Linear Cover of Strings, page 122
Multi-SDLS Multi Shortest DNA Linear Superstring, page 122
Multi-SDMCS Multi Shortest DNA Mixed Cover of Strings, page 122
Multi-SLCS Multi Shortest Linear Cover of Strings, page 122
Multi-SLS Multi Shortest Linear Superstring, page 114

Multi-SMCS Multi Shortest Mixed Cover of Strings, page 122

SCCS Shortest Cyclic Cover of Strings, page 45

SCS  Shortest Cyclic Superstring, page 39

SDCCS Shortest DNA Cyclic Cover of Strings, page 112

SDCS Shortest DNA Cyclic Superstring, page 112

SDLCS Shortest DNA Linear Cover of Strings, page 122

SDLS Shortest DNA Linear Superstring, page 112

SDMCS Shortest DNA Mixed Cover of Strings, page 122

SLCS Shortest Linear Cover of Strings, page 50

SLS  Shortest Linear Superstring, page 32

SMC2CCS Shortest Multi-Cyclic To Cyclic Cover of Strings, page 110
SMC2CS Shortest Multi-Cyclic To Cyclic Superstring, page 110
SMC2LS Shortest Multi-Cyclic To Linear Superstring, page 109
SMCS Shortest Mixed Cover of Strings, page 51

TSP  Traveling Salesman Problem, page 57
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1997.

Etude d’approximation pour SLS :
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— présentation d’un algorithme avec un ratio d’approximation de (2 + %)

pour SLS,

— présentation d’un algorithme avec un ratio d’approximation de (2 + %)
pour SLS,

— preuve que si on a une q-approximation pour Max-ATSP, on peut
construire un algorithme avec un ratio d’approximation de (% — %a) pour
SLS.

[15] Introduction

@ © @& Raphaél Clifford, Zvi Gotthilf, Moshe Lewenstein, and
Alexandru Popa. Restricted common superstring and restricted common
supersequence. In Combinatorial Pattern Matching - 22nd Annual
Symposium, CPM 2011, Palermo, Italy, June 27-29, 2011. Proceedings,
pages 467-478, 2011.

Lien entre I’Al planning et les superchaines et étude de Restricted-SLS (pour
un ensemble de mots P et un multi-ensemble ¢, on cherche l'ordre de t qui
maximise le nombre de mots de P qui sont sous-chalnes du mot issu de ce
sous-ordre) :
— Restricted-SLS est NP-complet et difficile & approximer avec un facteur
plus petit que n'~¢ méme dans le cas o :
— les mots sont de taille 2 et ¢ est un ensemble,
— lalphabet est de taille 2,

— présentation d’un algorithme avec un ratio d’approximation de % pour
2-Restricted-SLS,

— présentation d’'un algorithme avec un ratio d’approximation de m
UG

pour Restricted-SLS avec des mots de taille plus petite ou égale a [.

[16] Introduction, 3.3, 5.2

© & Maxime Crochemore, Marek Cygan, Costas S. Iliopoulos, Marcin
Kubica, Jakub Radoszewski, Wojciech Rytter, and Tomasz Walen.
Algorithms for three versions of the shortest common superstring
problem. In Combinatorial Pattern Matching, 21st Annual Symposium,
CPM 2010, New York, NY, USA, June 21-23, 2010. Proceedings, pages
299-309, 2010.

Etude de trois versions de SLS :

— Algorithme exact en temps O(||P]||?) pour 2-Multi-SLS (O(|| P||) pour avoir
la longueur de la superchaine).

— multi-SLS peut étre résolu en temps polynomial en la norme de P si |P|
est bornée,

— sum-SLS peut étre résolu en temps O(||P|| + |P|? x log(m)) et en espace
O(||P|| + |P|? x log(m)) (ot m est le parametre de sum-SLS).
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[17] 6.2, 7.1

DAAE© Maxime Crochemore, Christophe Hancart, and Thierry Lecroq.
Algorithme du texte. Vuibert, 2001.

Livre de référence de I'algorithmique du texte.

[18] Introduction, 2, 2.6, 2.1.3, 2.3, 4.1.1, 5, 19
@ © & © Artur Czumaj, Leszek Gasieniec, Marek Piotrow, and

Wojciech Rytter.
superstrings.

Proceedings, pages 95—106, 1994.

Etudes sur les problemes des superchaines et la parallélisation :

[19] 3.4.1,

© @

Wojciech Rytter.

présentation d’un algorithme avec un ratio d’approximation de (2 + %)

pour SLS (affinage de la borne d’approximation de [28]),

présentation d’un algorithme avec un ratio d’approximation de 4%% pour
SLS. (algorithme NC, i.e. polylogarithmique sur un nombre polynomial

de machines en parallele),
preuve que l'algorithme glouton pour SLS est P-complet donc difficile a
paralléliser,

Palgorithme glouton pour SCCS & un ratio d’approximation de % sans les

autochevauchements,

présentation d’un algorithme avec un ratio d’approximation de % pour

pEE
SCCS, (algorithme NC)

présentation d’un algorithme avec un ratio d’approximation de (2 + €) x
log(|P|) pour SLS (algorithme NC),

présentation d’un algorithme avec un ratio d’approximation de 4 pour SLS
(algorithme Randomized NC).

4.1, 4.3.2
© & © Artur Czumaj, Leszek Gasieniec, Marek Piotréw, and

superstrings. J. Algorithms, 23(1) :74-100, 1997.

Version longue de [18], avec :
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résultat sur la reconnaissance d’un graphe des chevauchements (avec poids
non nuls)

mention que l'algorithme glouton pour SCCS est optimal,

construction d'un graphe des chevauchements en temps O(log(|P|) en
utilisant O(|P|?) processeurs.

BIBLIOGRAPHIE

Parallel and sequential approximations of shortest
In Algorithm Theory - SWAT ’9;, 4th Scandinavian
Workshop on Algorithm Theory, Aarhus, Denmark, July 6-8, 199},

Sequential and parallel approximation of shortest
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[20] 7.1
¢9 Nicolaas Govert de Bruijn. A combinatorial problem. In Koninklijke
Nederlandse Akademie v. Wetenschappen, volume 49, pages 758-764,

1946.

Introduction au graphe de De Bruijn original.

[21] 2
@ Patricia A. Evans and H. Todd Wareham. Efficient Restricted-Case
Algorithms for Problems in Computational Biology, pages 27—49. John

Wiley & Sons, Inc., 2011.

Application de SLS & I’assemblage de I’ADN.

[22] Introduction, 4.1.1
@ © & ©@ Gabriele Fici, Tomasz Kociumaka, Jakub Radoszewski,
Wojciech Rytter, and Tomasz Walen. On the greedy algorithm for the
shortest common superstring problem with reversals. Inf. Process. Lett.,

116(3) :245—251, 2016.

Preuve que Reverse-SLS est NP-complet, que l'algorithme glouton pour

Reverse-SLS,. a un ratio d’approximation de % et implémentation de

l'algorithme glouton pour Reverse-SLS, en temps linéaire en || P||.

[23] 4.1.1
® © Alan M. Frieze and Wojciech Szpankowski. Greedy algorithms
for the shortest common superstring that are asmtotically optimal. In
Algorithms - ESA ’96, Fourth Annual European Symposium, Barcelona,
Spain, September 25-27, 1996, Proceedings, pages 194-207, 1996.

Preuve que la moyenne de la somme des chevauchements d’une solution
optimale pour SLS est asymptotiquement équivalente a la moyenne de la
somme des chevauchements d’une solution de ’algorithme glouton pour SLS
(et asymptotiquement équivalent a w ou H est l'entropie).

[24] 3.4.1, 4, 4.1.1
€9 © ® @ John Gallant. String compression algorithms. PhD thesis,
Princeton University, 1982.

Preuve que SLS est NP-complet et introduction de I’algorithme glouton pour
SLS et du graphe des chevauchements.
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[25] 2.1.3, 2.2.3, 3.3, 30

@ © @ John Gallant, David Maier, and James A. Storer. On finding
minimal length superstrings. J. Comput. Syst. Sci., 20(1) :50-58, 1980.

Ce papier donne une preuve que SLS; est NP-complet :

— (alphabet non borné) méme si pour tout k& > 3, les mots de 'instance de
départ sont primitifs (chaque lettre apparait au plus une fois dans chaque
mot) et de longueur k. La preuve est basée sur une réduction polynomiale
a partir de dHPP (directed Hamilton Path Problem).

— (alphabet borné) méme si pour tout h > 1, les mots de I'instance de
départ S sont sur l'alphabet {0, 1} et de longueur [h.logy(||S]])].

Il y a aussi une preuve qu’il existe un algorithme linéaire (en temps et en
espace) pour trouver une solution optimale de SLS dans le cas ou les mots de
I'instance de départ sont de longueur 2 ou moins.

[26] 1.8, 4
© @& M. R. Garey and David S. Johnson. Computers and Intractability :
A Guide to the Theory of NP-Completeness. W. H. Freeman, 1979.

Preuve que SLS est NP-complet.

[27] 2.1.3

€9 @ © ® © Theodoros P. Gevezes and Leonidas S. Pitsoulis.
Optimization in Science and Engineering : In Honor of the 60th Birthday
of Panos M. Pardalos, chapter The Shortest Superstring Problem, pages
189-227. Springer New York, New York, NY, 2014.

Revue complete du probleme SLS.

[28] 3.4.1, 4.1.3.1

€9 Theodoros P. Gevezes and Leonidas S. Pitsoulis. Recognition of overlap
graphs. J. Comb. Optim., 28(1) :25-37, 2014.

Etude de la reconnaissance du graphe des chevauchements (sans auto-
chevauchement) :

— l’ensemble des d-trees (un graphe orienté tel que son graphe sous-jacent
est un arbre) est un graphe des chevauchements pour toute fonction de
poids,

— détermination d’une solution représentative du fait que le graphe soit
un graphe de chevauchements ou pas (prendre chaque mot de longueur
MaTin + MaZeyr + 1, o0 maxz;, (resp. mazyy: est le nombre d’arétes
entrantes (resp. sortantes) du noeud représentant le mot),
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— algorithme polynomial pour
la reconnaissance du graphe des chevauchements (trouver une solution

possible puis la vérifier).

[29] 2.1
ST. R. Gingeras, J. P. Milazzo, D. Sciaky, and R. J. Roberts. Computer
programs for the assembly of dna sequences. Nucleic Acids Research,

7(2) :529-545, 1979.

Méthode d’assemblage issue de SLS.

[30] Introduction, 3.3
@) & Alexander Golovnev, Alexander S. Kulikov, and Ivan Mihajlin.
Approximating shortest superstring problem using de bruijn graphs. In
Combinatorial Pattern Matching, 24th Annual Symposium, CPM 2013,
Bad Herrenalb, Germany, June 17-19, 2013. Proceedings, pages 120—129,

2013.

Présentation d’un algorithme avec un ratio d’approximation de (%) pour
k-SLS en O(|PJ]? x ||P||) (I'algorithme consiste & calculer deux solutions :
la premiere avec l’algorithme pour Max-ATSP de [68] qui a un ratio
d’approximation de % et lautre avec un graphe de Bruijn de [25] et prend
la meilleure des deux solutions).

[31] Introduction
© Alexander Golovnev, Alexander S. Kulikov, and Ivan Mihajlin.
Solving 3-superstring in 3 n/3 time. In Mathematical Foundations of
Computer Science 2013 - 38th International Symposium, MFCS 2013,
Klosterneuburg, Austria, August 26-30, 2013. Proceedings, pages 480—

491, 2013.

| P
Algorithme exact pour 3-SLS en temps O7 (373 ) et en espace polynomial (oil
O%() cache les facteurs polynomiaux en || P||).

[32] Introduction, 7.2.3
9 & Alexander Golovnev, Alexander S. Kulikov, and Ivan Mihajlin.
Solving SCS for bounded length strings in fewer than 20 steps. Inf.
Process. Lett., 114(8) :421-425, 2014.

#)XIPI)

2k241

Algorithme exact randomisé pour k-SLS en temps O#(2(1_
(définition du Hierarchical Graph et caractérisation du nombre de composantes
faiblement connexes des arétes du < hierarchical graph > qui seront forcément

prises : au plus (1 — Wlﬂ) x |P|.
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[33] Introduction

© & zvi Gotthilf, Moshe Lewenstein, and Alexandru Popa. On shortest
common superstring and swap permutations. In String Processing and
Information Retrieval - 17th International Symposium, SPIRFE 2010, Los
Cabos, Mexico, October 11-13, 2010. Proceedings, pages 270-278, 2010.

Etude de Restricted-SLS et de Repetion-RSLS (probléme relatif & Restricted-SLS
ou on maximise le nombre de fois que 1’on voit un mot de P et pas le nombre

de mots de P) :
— Restricted-SLS est NP-complet,

— algorithme polynomial en O(|P| x ||P|| x [) pour Repetion-RSLS ou tous
les mots de P ont une taille inférieure ou égale a .

[34] Introduction, 2.3.1, 3.4.1
@ & Dan Gusfield. Faster implementation of a shortest superstring
approximation. Inf. Process. Lett., 51(5) :271-274, 1994.

Amélioration de la méthode d’approximation de [38] en temps de calcul :
O(|P|| + |PP?) au liew de O(|P| x ||P|| + |P|®) (algorithme pour
Canonical-assignement (probléme qui pour une couverture circulaire de mots
d’un ensemble de mots associe chaque mot a sa couverture circulaire de mots)

en O(||P|| au lieu de O(|P| x || P]])).

[35] 3.4.1, 6.2
an Gusfield. gorithms on Strings, ees, an equences -

¢ ® Dan Gusfield. Algorith Stri Tr d S
Computer Science and Computational Biology. Cambridge University

Press, 1997.

Ce livre présente plusieurs algorithmes intéressants sur l'arbre des suffixes
comme par exemple comment construire en O(||P||) l'ensemble des
chevauchements maximaux de P et en O(|P|*> + ||P||) le graphe des

chevauchements de P.

[36] Introduction

@ Michael Held and Richard M. Karp. A dynamic programming
approach to sequencing problems. In Proceedings of the 1961 16th ACM
National Meeting, ACM ’61, pages 71.201-71.204, New York, NY, USA,

1961. ACM.

Algorithme exact pour SLS en O#(2P1) en temps et en espace (algorithme
de programmation dynamique et oit O7() cache les facteurs polynomiaux en

[121])-
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[37] Introduction, 2
® Lucian Ilie and Cristian Popescu. The shortest common superstring
problem and viral genome compression. Fundam. Inform., 73(1-2) :153—

164, 2006.

Utilisation de SLS pour le modele du wviral genome compression.

[38] 5
) @ & 7. A. Jenkyns. The greedy travelling salesman’s problem.
Networks, 9(4) :363—-373, 1979.

Introduction de l'algorithme glouton pour Min-ATSP et Max-ATSP avec les
systemes héréditaires.

[39] Introduction, 4.1.1
© & Tao Jiang and Ming Li. On the complexity of learning strings and
sequences. Theor. Comput. Sci., 119(2) :363—-371, 1993.

Introduction et étude de Consistent-SLS (version de SLS ou on a en plus un

ensemble de mots (dit négatif) que I'on ne veut pas voir dans la superchaine

finale) :

— Consistent-SLS est NP-complet,

— algorithme polynomial pour Consistent-SLS dans le cas ou on borne le
nombre de mots positifs.

[40] Introduction

@ & © Tao Jiang and Ming Li. Approximating shortest superstrings
with constraints. Theor. Comput. Sci., 134(2) :473-491, 1994.

Algorithme d’apprgximation pour des cas spéciaux de Consistent-SLS et borne
supérieure de O(n3) pour l'algorithme glouton pour Consistent-SLS.

[41] Introduction, 12
@ & Tao Jiang and Ming Li. DNA sequencing and string learning.
Mathematical Systems Theory, 29(4) :387—405, 1996.

Preuve d’une borne inférieure (exemple) pour 'algorithme Group-Merge en
|P| x log(|P]) pour SLS, pour k-SACS et pour Consistent-SLS.

[42] Introduction

@ © & @ Tao Jiang, Ming Li, and Ding-Zhu Du. A note on shortest
superstrings with flipping. Inf. Process. Lett., 44(4) :195-199, 1992.
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Introduction de Reverse-SLS (version de SLS avec possibilité de changer le
sens des mots), observation que Reverse-SLS est NP-Difficile (sans preuve)
et 4-approximation pour l'algorithme glouton pour Reverse-SLS.

[43] Introduction, 3.4, 3.4.3
€ @ & Haim Kaplan, Moshe Lewenstein, Nira Shafrir, and Maxim

Sviridenko. Approximation algorithms for asymmetric TSP by
decomposing directed regular multigraphs. J. ACM, 52(4) :602-626,
2005.

— Présentation d’'un algorithme avec un ratio d’approxiation de % pour

Max-ATSP et pour SLS,,

— Présentation d’un algorithme avec un ratio d’approxiation de (2+ 3) pour
SLS (en utilisant le résultat de [14]).

[44] Introduction, 2, 2.1.3, 2.3, 3.3, 4.1.1

@& © Haim Kaplan and Nira Shafrir. The greedy algorithm for shortest
superstrings. Inf. Process. Lett., 93(1) :13—17, 2005.

Preuve que I'algorithme glouton pour SLS est une %—approximation (reprise de

la preuve de [11] que 'algorithme glouton pour SLS est une 4-approximation
et en y ajoutant un résultat de [14]).

[45] Introduction

¢ © @ Richard M. Karp. Dynamic programming meets the principle of
inclusion and exclusion. Operations Research Letters, 1(2) :49 — 51, 1982.

— TSP (Hamiltonian Cycle Problem = Traveling Salesman Problems) et
HPP (Hamiltonian Path Problem) sont NP-complets,

— Algorithme exact pour SLS et Max-ATSP en O#(2/”1) en temps et en
espace (algorithme inclusion-exclusion et out O7() cache les facteurs
polynomiaux en ||P|]).

[46] 2.1.3

@) & Marek Karpinski and Richard Schmied. Improved lower bounds for
the shortest superstring and related problems. CoRR, abs/1111.5442,
2011.

Etude de bornes inférieures pour les ratios d’approximation : 1+ ﬁ pour SLS
et 1 — ﬁ pour SLS..

[47] 2.1

@ John D. Kececioglu and Eugene W. Myers. Combinatiorial algorithms
for DNA sequence assembly. Algorithmica, 13(1/2) :7-51, 1995.
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Etude théorique et pratique pour l’assemblage de génomes de maniere
générale avec une couverture incomplete, des erreurs de séquences et ’absence
d’information sur la localisation des fragments et sur leur orientation.

[48] Introduction

¢ & samuel Kohn, Allan Gottlieb, and Meryle Kohn. A generating
function approach to the traveling salesman problem. In Proceedings of
the 1977 Annual Conference, ACM 77, pages 294-300, New York, NY,

USA, 1977. ACM.

Algorithme exact pour SLS et Max-ATSP en O#(2/71) en temps et en espace
(algorithme inclusion-exclusion et ott O% () cache les facteurs polynomiaux en

1P1])-

[49] Introduction, 3

€)@ S s. Rao Kosaraju, James K. Park, and Clifford Stein. Long tours
and short superstrings (preliminary version). In 35th Annual Symposium
on Foundations of Computer Science, Santa Fe, New Mexico, USA, 20-

22 November 1994, pages 166—177, 1994.

Etude de SLS et SLS, :

— présentation d’'un algorithme avec un ratio d’approxiation de g—g pour
Max-ATSP et SLS,,

— présentation d’un algorithme avec un ratio d’approxiation de (2+ %) pour
SLS (en utilisant résultat de [11]).

[50] 3.31, 4.1.1

@ & © Alexander S. Kulikov, Sergey Savinov, and Evgeniy Sluzhaev.
Greedy conjecture for strings of length 4. In Combinatorial Pattern
Matching - 26th Annual Symposium, CPM 2015, Ischia Island, Italy,
June 29 - July 1, 2015, Proceedings, pages 307-315, 2015.

Preuve que l'algorithme glouton pour 4-SLS a un ratio d’approximation de 2.

[51] 4.1.3

@ ® © Uli Laube and Maik Weinard. Conditional inequalities and
the shortest common superstring problem. Int. J. Found. Comput. Sci.,

16(6) :1219-1230, 2005.

Amélioration et extension des résultats de [95] : preuve de la conjecture
gloutonne pour SLS pour certaines instances et preuve que la triple inégalité
n’est pas suffisante pour prouver la conjecture gloutonne.
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[52] Introduction, 2

® Arthur M. Lesk. Computational Molecular Biology : Sources and
Methods for Sequence Analysis. Oxford University Press, 1989.

Application de SLS en biologie computationnelle : la plus petite superchaine
d’un ensemble de mots préserve les structures biologiques importantes.

[53] Introduction, 2
@ & Ming Li. Towards a DNA sequencing theory (learning a string)
(preliminary version). In 31st Annual Symposium on Foundations of
Computer Science, St. Louis, Missouri, USA, October 22-24, 1990,
Volume I, pages 125-134, 1990.

Etude de SLS et application de SLS en biologie computationnelle : premiere
présentation de 'algorithme Group-Merge, ratio d’approximation conjecturé
a 2 et prouvé en O(|P| x log(|P])).

[54] 4.1.1
® Xuan Liu and Ondrej Sykora. Sequential and parallel algorithms for
the shortest common superstring problem. In M. Vajtersic, R. Trobec,
P. Zinterhof, and A. Uhl, editors, Parallel Numerics 05, chapter 5, pages
97-107. International Workshop on Parallel Numerics, 2005.

Implémentation d’algorithmes séquentiels pour SLS tels que l'algorithme
glouton, GA (Genetic Algo) et SA (Simulated Annealing) ainsi que des
algorithmes paralleles tels que parallele island GA et parallel SA et
comparaison des résultats.

[55] 1.11

S Roger C. Lyndon. On Burnside’s problem. Trans. Amer. Math. Soc.,
77 :202-215, 1954.

Dans cet article, on a la premiere définition des mots de Lyndon (appelé dans
Particle standart lexicographic sequences).

[56] Introduction, 4.1.1

@ & © Bin Ma. Why greed works for shortest common superstring
problem. Theor. Comput. Sci., 410(51) :5374—-5381, 2009.

Analyse lisse d’algorithme (étude du ratio entre une solution d’une instance
et une solution de I'instance ou on a créé une petite perturbation) pour SLS
et Wildcards-SLS (version de SLS ou on ajoute un caractére joker) :
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— analyse lisse en 1 4 o(1) pour l'algorithme glouton pour SLS,
— analyse lisse en 1 4 o(1) pour l'algorithme glouton pour Wildcards-SLS.

Premiere fois qu’on peut démontrer que la borne inférieure d’approximation
d’un probléme peut étre différente en analyse du pire cas et en analyse lisse.

[57] 2.1.3
© @ David Maier and James A. Storer. A note on the complexity
of the superstring problem. Technical Report 233, Dept. of Electrical
Engineering and Computer Science, Princeton University, Princeton,

1977.

Ce papier donne une preuve que SLS,; est NP-complet :

— (alphabet non borné) méme si pour tout k£ > 8, les mots de I'instance
de départ sont de longueur k. La preuve est basée sur une réduction
polynomiale a partir de node cover problem.

[58] 6, 6.2, 6.3, 6.3
® Edward M. McCreight. A space-economical suffix tree construction
algorithm. J. ACM, 23(2) :262—-272, 1976.

Cet article présente un algorithme pour la construction de I’arbre des suffixes
en temps linéaire en la taille de I'instance qui est plus économique en espace

que [96].

[59] Introduction, 4.2, 4.15, 4.16, 4.17, 4.3.2, 26
@ ©@ & Julidn Mestre. Greedy in approximation algorithms. In
Algorithms - ESA 2006, 14th Annual European Symposium, Zurich,
Switzerland, September 11-13, 2006, Proceedings, pages 528—539, 2006.

Etude des systemes héréditaires et de la k-extensibilité : preuve qu'un
systeme héréditaire k-extensible donne un algorithme glouton avec un ratio

d’approximation de % et preuve que l'intersection de k matroide est k-

extensible.

[60] 2.1.3
€9 © & Martin Middendorf. More on the complexity of common
superstring and supersequence problems. Theor. Comput. Sci.,

125(2) :205—228, 1994.

Cet article traite de la complexité de deux problemes SLS; et Max-CCP. 1l
regarde SLS, sous la contrainte de la taille maximale de I'orbite, c’est a dire le
nombre de fois maximum qu’une lettre est vue dans tous les mots de I'instance

de départ. On a alors que :
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— (alphabet non borné) SLS,; est NP-complet méme si tous les mots de
I'instance de départ sont de longueur 3 et la taille maximale de l'orbite
est de 8 ou que tous les mots de l'instance de départ sont de longueur 4
et la taille maximale de l'orbite est de 6.

— (alphabet borné) Sur 'alphabet {0, 1}, SLS; est NP-complet si chaque
mot a exactement trois 1 (plus précisement de la forme 0P10710"1 ou
10P10910™) et SLS peut étre résolu en temps polynomial si chaque mot
contient au plus un 1 (i.e. de la forme 0P107) ou si chaque mot est de la
forme 10P1.

Pour Max-CCP, on a que :

— (alphabet non borné) Max-CCP est NP-complet méme si tous les
mots de 'instance de départ sont de longueur 3 et la taille maximale de
I’orbite est de 8 et il existe un algorithme polynomial qui résout Max-CCP
pour les mots de taille 2.

— (alphabet borné) Sur 'alphabet {0,1}, Max-CCP est NP-complet.

[61] 2.1.3

© & Martin Middendorf. Shortest common superstrings and scheduling
with coordinated starting times. Theor. Comput. Sci., 191(1-2) :205-214,
1998.

Dans cet article, on a une preuve que le probleme SLS; est NP-complet méme
si chaque mot de 'instance de départ est de la forme 10P109.

[62] 2.5.3

) Gaspard Monge. Mémoire sur la théorie des déblais et des remblais.
In Mémoires de I’Académie Royale des Sciences, pages 666—704, 1781.

Inégalité entre 4 mots a, b, c et d :
lov(a, ¢)| + |ov(b, a)| < |a] + |ov (b, ¢)]
et si |ov(a,b)| > |ov(a,d)| et |ov(a,b)| > |ov(e, b)]| :

lov(a, d)| + |ov(e,b)| < Jov(a,b)| + |ov(e, d)|

[63] Introduction, 1.11, 2, 2.1.3, 2.3

¢ @ & Marcin Mucha. Lyndon words and short superstrings. In
Proceedings of the Twenty-Fourth Annual ACM-SIAM Symposium on
Discrete Algorithms, SODA, pages 958972, 2013.

Extension du résultat de [I41] en utilisant les mots de Lyndon pour une

approximation de SLS grace a une approximation pour Max-ATSP de %
a2+ % (pour une a-approximation pour Max-ATSP). Application de ce

résultat a une %—approximation pour Max-ATSP : 2 + %—approximation pour
SLS.
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[64] 6.3, 6.3, 6.3
® Joong Chae Na, Alberto Apostolico, Costas S. Iliopoulos, and Kunsoo
Park. Truncated suffix trees and their application to data compression.

Theor. Comput. Sci., 1-3(304) :87-101, 2003.

Cet article présente deux algorithmes de construction d’un arbre des suffixes

tronqué.

[65] Introduction, 2.1.3, 2.1.3
@ © & sascha Ott. Graph-Theoretic Concepts in Computer Science :
25th International Workshop, WG’99 Ascona, Switzerland, June 17-19,
1999 Proceedings, chapter Lower Bounds for Approximating Shortest
Superstrings over an Alphabet of Size 2, pages 55-64. Springer Berlin

Heidelberg, Berlin, Heidelberg, 1999.

Etude de SLS et SLS, :
— borne inférieure d’approximation de 1 + 17—%45 pour SLS sur un alphabet

binaire,

— borne inférieure d’approximation de l—l—T%lG —e pour SLS, sur un alphabet
binaire,

— SLS est APX-Difficile sur un alphabet binaire.

[66] 4.2
@ 6 James G. Oxley. Matroid theory. Oxford University Press, 1992.

Livre de référence sur les matroides.

[67] Introduction, 2, 2.1.3, 2.1.3
atarzyna E. Paluch. etter approximation algorithms
© @ & Kat E. Paluch. Bett imation algorith
for maximum asymmetric traveling salesman and shortest superstring.

CoRR, abs/1401.3670, 2014.

Etude de SLS et SLS, :
— présentation d’un algorithme avec un ratio d’approxiation de % pour

Max-ATSP et SLS,,
— présentation d’un algorithme avec un ratio d’approxiation de (2+ %) pour

SLS.

[68] Introduction, 2, 2.1.3, 2.3, 30
BEORS) Katarzyna E. Paluch, Khaled M. Elbassioni, and Anke van
Zuylen. Simpler approximation of the maximum asymmetric traveling

salesman problem. In STACS, pages 501-506, 2012.
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Etude de SLS et SLS, :

— présentation d’un algorithme avec un ratio d’approxiation de
Max-ATSP et SLS,,

— présentation d’un algorithme avec un ratio d’approxiation de (2 + %) pour
SLS.

Wl

pour

[69] Introduction, 2.3, 2.4.2, 2.5.2, 2.5.2, Conclusion

€9 Christos H. Papadimitriou and Kenneth Steiglitz. Combinatorial
Optimization : Algorithms and Complexity. Prentice-Hall, 1982.

Algorithme polynomial pour Cyclic Cover Problem (algorithme hongrois en

0(IVel))-

[70] 1.8.2

© Christos H. Papadimitriou and Mihalis Yannakakis. Optimization,
approximation, and complexity classes. J. Comput. Syst. Sci., 43(3) :425—
440, 1991.

Définition de la classe Max-SINP.

[71] 2
® Hannu Peltola, Hans Soderlund, Jorma Tarhio, and Esko Ukkonen.
Algorithms for some string matching problems arising in molecular
genetics. In IFIP Congress, pages 59—64, 1983.

Application de SLS en biologie computationnelle et algorithme en O(|P|?) pour
SCCS.

[72] 2.1

@ Hannu Peltola, Hans Soderlund, and Esko Ukkonen. SEQAID : a DNA
sequence assembling program based on a mathematical model. Nucleic
Acids Research, 12(1) :307-321, 1984.

Méthode d’assemblage issue de SLS.

[73] Introduction, 9.4
¢ yu Peng, Henry C. M. Leung, Siu-Ming Yiu, and Francis Y. L.
Chin. IDBA - A practical iterative de bruijn graph de novo
assembler. In Research in Computational Molecular Biology, 14th Annual
International Conference, RECOMB 2010, Lisbon, Portugal, April 25-
28, 2010. Proceedings, pages 426—440, 2010.
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[74]

[75]

[76]

[77]

[78]

Présentation d’un logiciel pour 'assemblage de génome utilisant le graphe de
De Bruijn multi-ordre.

Introduction

€9 @ Pavel A. Pevzner, Haixu Tang, and Michael S. Waterman. A new
approach to fragment assembly in DN A sequencing. In RECOMB, pages
256—267, 2001.

Application pratique de l'utilisation du graphe de De Bruijn dans I’assemblage
de génome.

2
® Pavel A. Pevzner and Michael S. Waterman. Open combinatorial

problems in computational molecular biology. In ISTCS, pages 158173,
1995.

Application de SLS en biologie computationnelle.

4.1.1, 4.1.3.1

@ ® © Kai Plociennik. A probabilistic PTAS for shortest common
superstring. Theor. Comput. Sci., 522 :44-53, 2014.

Analyse en moyenne en 1 + o(1) de l'algorithme glouton pour SLS et preuve
que si 'algorithme glouton ne devait pas satisfaire la conjecture a 2, cela ne
serait que pour un nombre exponentiellement petit d’instance.

Introduction

@ & A.S. Rebai and M. Elloumi. Approximation algorithm for the
shortest approximate common superstring problem. In Proc. 12th Word
Academy of Science, pages 302—-307, 2006.

Etude de SACS (Shortest Approzimate Common Superstring) (version de SLS
ot on cherche une superchaine approximée) : présentation d’un algorithme avec
un ratio d’approxiation de & pour SACS en temps O(|P|? x (12 +log(|P|))) olt
[ est la longueur de la plus grande chaine de 'instance.

4.1.1

@ & © Heidi J. Romero, Carlos A. Brizuela, and Andrei Tchernykh. An
experimental comparison of approximation algorithms for the shortest
common superstring problem. In 5th Mexican International Conference
on Computer Science (ENC 2004), 20-24 September 2004, Colima,
Mexico, pages 27—34, 2004.
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[79]

[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

Comparaison en pratique de 2 algorithmes de SLS, un algorithme avec un

ratio d’approximation de 4 (Mgreedy de [11]) et un algorithme avec un ratio

d’approximation de 3 (Tgreedy de [11]) : quotient de 3 dans le pire des cas

et de 1 dans le cas moyen indépendamment de la taille de I'instance (dans la
pratique une approximation moyenne de 1,014 pour les deux algorithmes).

2.5.2

¢ © Sartaj Sahni and Teofilo F. Gonzalez. P-complete approximation
problems. J. ACM, 23(3) :555-565, 1976.

Preuve que Min-ATSP est difficilement approximable sous I’hypothese P #
NP.

6.3, 6.3

® Marcel H. Schulz, Sebastian Bauer, and Peter N. Robinson. The
generalised k-truncated suffix tree for time-and space-efficient searches
in multiple DNA or protein sequences. IJBRA, 4(1) :81-95, 2008.

On a dans cet article une définition et une construction linéaire en la taille de
I'instance de I’arbre des suffixes généralisé et tronqué a k& pour un entier k.

Introduction, 2

@ Marvin B. Shapiro. An algorithm for reconstructing protein and rna
sequences. J. ACM, 14(4) :720-731, October 1967.

Méthode d’assemblage issue de SLS.

2

@ R. Staden. Automation of the computer handling of gel reading data
produced by the shotgun method of dna sequencing. Nucleic Acids Res.,
10(15) :4731-4751, 1982.

Application de SLS en biologie computationnelle.

Introduction, 2

© James A. Storer. Np-completeness results concerning data
compression. Technical Report 234, Dept. of Electrical Engineering and
Computer Science, Princeton University, Princeton, 1977.

Application de SLS en compression de données.

Introduction, 2, 2.1.3, 4.1.1
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@ & @ James A. Storer. Data Compression : Methods and Theory.
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Application de SLS en compression de données et conjecture que le ratio
d’approximation de I'algorithme glouton pour SLS est de 2.

[85] Introduction, 2

@ James A. Storer and Thomas G. Szymanski. The macro model for
data compression (extended abstract). In Proceedings of the 10th Annual
ACM Symposium on Theory of Computing, May 1-3, 1978, San Diego,
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Application de SLS en compression de données.

[86] Introduction, 2, 2.1.3, 2.3

Sz, Sweedyk. A 2%—appr0ximation algorithm for shortest superstring.
SIAM J. Comput., 29(3) :954-986, 1999.

Présentation d’un algorithme avec un ratio d’approxiation de (2+ %) pour SLS.

[87] Introduction, 2.1.3, 3.3, 3.4.2, 4.1.1, 4.3.2

¢9 @ & @ Jorma Tarhio and Esko Ukkonen. A greedy approximation
algorithm for constructing shortest common superstrings. Theor.
Comput. Sci., 57 :131-145, 1988.

Etude de SLS et SLS, :
— présentation d’un algorithme avec un ratio d’approxiation de % pour SLS,,

— conjecture que le ratio d’approximation de I'algorithme glouton pour SLS
est de 2,
— lien entre SLS et Max-ATSP sur le graphe des chevauchements,

— implémentation de 'algorithme glouton pour SLS en O(||P|| x | P]).

[88] Introduction, 2, 2.1.3, 2.3, 2.3.1, 5, 18, 34

XS Shang-Hua Teng and F. Frances Yao. Approximating shortest
superstrings. In 34th Annual Symposium on Foundations of Computer
Science, pages 158—-165, 1993.

Présentation d’un algorithme avec un ratio d’approxiation de (2+ g) pour SLS
en temps O(|P| x ||P|| + |P|?) (algorithme non issu de I'algorithme glouton
mais construit a l’aide d’une solution optimale de SCCS).
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supersequence problems and related problems. Cybernetics, 25(5) :565—
580, 1990.

Le probleme SLS, est résolvable en temps polynomial si la taille maximale de
Iorbite est de 2.

[90] Introduction, 2.5.3, 2.5.4, 3, 3, 3.4, 4.1.1, 4.3.2

9 @ & @ Jonathan S. Turner. Approximation algorithms for the
shortest common superstring problem. Inf. Comput., 83(1) :1-20, 1989.

Présentation d’un algorithme avec un ratio d’approxiation de % pour SLS, et
implémentation de 1’algorithme glouton pour SLS en O(||P|| + |P| x log(|P]))
pour un alphabet petit et en O(||P|| xlog(||P||)) pour un alphabet quelconque.
Il définit, de plus, le graphe des préfixes.

[91] Introduction, 2.1, 2.1.1, 4.1.1

®© Esko Ukkonen. A linear-time algorithm for finding approximate
shortest common superstrings. Algorithmica, 5(3) :313-323, 1990.

Implémentation de l'algorithme glouton pour SLS en O(||P||) pour les petits
alphabets et en O(||P|| * min(log(|P|),log(|X]))) pour les alphabets de taille
arbitraire (ot 3 est 'alphabet de 'instance P).

[92] 6.2

® Esko Ukkonen. On-line construction of suffix trees. Algorithmica,
14(3) :249-260, 1995.

Cet article présente un algorithme online pour la construction de I'arbre des
suffixes en temps linéaire en la taille de I'instance.

[93] 2.1, 2.16, 2.1.3

@ © & Virginia Vassilevska. Explicit inapproximability bounds for
the shortest superstring problem. In Mathematical Foundations of
Computer Science 2005, 30th International Symposium, MFCS 2005,
Gdansk, Poland, August 29 - September 2, 2005, Proceedings, pages 793—
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Etude de SLS et SLS, :

— preuve que si on a une a-approximation pour un alphabet binaire sur SLS,
on a une a-approximation pour un alphabet quelconque sur SLS,

— borne inférieure d’approximation de 1 + le pour SLS,
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Application de SLS en biologie computationnelle.

[95] 4.1.3.2, 4.12, 51
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étape de greedy, il n’y a qu’une unique chaine issue de la fusion) :

— soient C et Cy deux cyclic cover,
|Greedycyclic cover| < Hcl || + ||02 H

— dans le cas du ”linear greedy order”, |Greedyinsaire | < |0Ptinéaire| +
‘Optcyclic cover|
— triple inégalité (amélioration de I'inégalité de Monge).

[96] 6.2, 58
® Peter Weiner. Linear pattern matching algorithms. In 14th Annual
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linéaire en la taille de I'instance pour le construire.

[97] 4.2
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Introduction des matroides.
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[99] 4.1.1
® © En-Hui Yang and Zhen Zhang. The shortest common superstring

problem Average case analysis for both exact and approximate
matching. IEEE Transactions on Information Theory, 45(6) :1867—1886,

1999.

Etude des différents algorithmes gloutons pour SLS et SACS
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[100] 4.1.1

® © Assaf Zaritsky and Moshe Sipper. The preservation of favored
building blocks in the struggle for fitness : the puzzle algorithm. IEEFE
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