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����&"� ���5��6� "���&"�� �� �"&7 &�//���&"���� ��<���� " �7;��&"�
�"�7 ���� �7� ���5��6� "� 3�� ���"� &��&��� �5��&7��4= �"&7 ������ 9���4 ��� ���
/���"4�� &"� ��"; �� �7��� ����&"� ��"�� 3��/ ��"�� �� ��!� '7� "��
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3�� ����"�&� CD�"��E+�  � ��"/��� �3 ��&7 " ������ �� !���&��! �� 84��� ��
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OPT (I)

≤ d� ����� A(I) 	� ��� ���� �� ��� ���
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"��
����&"� ������4 3�� I� 9�� Rb �� ��� *Rb� ����� Rc� /"6�� ��� �3 � &�������
����� �+� ?� �7� ��7�� 7"�!� Rb �� " /���/�/ ��"! ������4 3�� I 57��� Rc �� ���
*Rb /"6�� ����; ���6 ������� � &������� Rc /"6�� ���6 zy ������� � &������+�
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"���� �� �7� ������"� 4�"�7� ������ &�������4 ���9��/� 6��5� �� 9� �� P*���
3�� ����"�&� C>��$�� �� �,�E+� �� �� "4"�� NP��
�� 57�� ���5��6� "�� ���4�
*���� 57�� 4�"�7� "�� &;&���+� 5��7�� !���&��! �� ��� C:I��E� 9�� �� �7�5� �� 9�
�K��� *C��$�� �J�$�E� ��� "��� C:I��E+�
������&��! �� ��!���&��! ��"�� *���� 4�"�7� /"!� �3 �!4�� 57�&7 "�� ��4��7��

�7"�� " &�//�� ��!
�����+� �7� "��
����&"� ������4 ���9��/ �� NP��
�� 9��
�A#K��� C:��$$E� �3 ������&��! �� !���&��! ��"��� �7� ���9��/ �� �� P "�! �7�
�"/� 7��!� 3�� ���!��� *���� 4�"�7� /"!� �3 �"�7� 57�&7 "�� ��4��7�� �7"�� "
&�//�� ��!
�����+ CD�"��� >>$-E�

 �! 3�� ����� �3 ���4� *���� �7� 4�"�7 �� �7� ������ �3 ���"�!��4 �"&7 ��!�
�3 " ���� ���� " &;&�� �� ��&7 " 5"; �7"� 57�� �� ��!�� "�� "!�"&��� �� �7�
����� �7� &��������!��4 &;&��� /��� 7"�� ��� "�! ��� ���; ������ �� &�//��+�
5��7�� !���&��! �� ���� �7� ���9��/ �� NP��
�� 9�� ��� �� �7� ��!���&��!
&"�� C��$�E "� 5��� "� �� �7� !���&��! &"�� CJL$�E�
 � " /"���� �3 3"&�� 57�� "��
����&"� ���5��6� "�� &��&����!� ������ *4�"�7�

5��7 " 4��! �"������ ��� 84��� # "�! !�8������ 9���5+ 7"�� 9��� &����!���! "�
��"� &�/�������� ��������� "/��4 &������ /���������"� ������4��� CD�"��� 	7�$,�
��M$,E� %�� !�N�&���4 ������4 /��7�!� C	7�$,E� 4��! ������� &����9��"�� �7��
�!�"� >7��� ����� &"� 9� !��&����&��! 9; " ���4�� ���6 3"������ /��7�� ���! ��
�� 3��� ���6� �� 3"�� *�� /��� &"���+ "� "� ������� �3 �� /��� �7"� �5�&� "�
/�&7 ���6�� %���7��/���� /��7�� 7"�� "���"!; 9��� ���! �� �7� �"�� �� 9���!
�"�"���� &�/������ ( �B /��7�� 3�� ����� L"�"4��� ����� B���"� �;/��� ���� ��
�D� M�&��� /�������&������� "�! #B /��7�� 3�� >"����"&�� &�/����� O"�7��
�� I
�"&7��� *��'+�

���
��� �� �� ���	���� ���	�	%��� '� �� �
�� d ��	���� ���� ��� ������� 	� ��	� �� �� �������

#



������&��! �� /��7��� �7� "��
����&"� ���9��/ �� ����� NP��
�� CJ�-�E� '�
��� 6��5��!4� �� �� ��� 6��5� 5��7�� �� �� ��� *"� ��"��� �3 �� �� dK���� �7�� ���
/��� 7"�� d ≥ 2 CJ�-�E+� "�! �7� 9��� ������ �� " poly(ln lnN) "������/"����
"�4����7/ �� /��7 �3 N × N ��!��� 57��� &�/�����4 �7� ��/9�� �3 &����� �3
"� ����/"� "��
����&"� ������4 �� ��� C�"9$�E� '7���3���� ������4 �� �"���&��"�
������4� &�//���; ���! �� /��7�� ���/� 5���75��� *��� 3�� ��"/��� CDDL+$��
L"���"E+� "�! �7�� �"��� �� !�����! �� �7� "��
����&"� ������4 ���9��/ �� /��7��
57�� ������&���4 �� P��5
&���/�P ������4� *"��� 6��5� "� P@Q ������4�P ��
P:
&�9� ������4�P+� 57�&7 5� ��5 !�8�� �� " 3��/"� 5";�

%��/ ��5 ��� "�� 4�"�7� 5� &����!�� "�� ��!���&��! 4�"�7� ( " 
	��� G ��
"� ��!���! �"�� *�� � + 57��� �� �7� ��� �3 ��	�� �3 �� �� " ��� �3 �"��� �3 ���/����
�3 �� �7� ��� �3 ����
��� �3 �� >7�� ���!�!� � *�+ *����� � *�++ !������ �7�
��� �3 �����&�� *����� �7� ��� �3 �!4��+ �3 ��
F���� ����4�� i� P[i] !������ �7� 4�"�7 ��&7 �7"� V (P[i]) = {0, 1, ..., i− 1, i}

"�! E(P[i]) =
{{0, 1}, {1, 2}, ..., {i− 1, i}}�  ���� �� " 4�"�7 ���/���7�&� ��

P[i] 3�� ��/� ����4�� i�
 ���
	��� �3 " 4�"�7 G �� " 4�"�7 H ��&7 �7"� � * + ⊆� *�+ "�! � * +

⊆� *�+�  ���� �� � 
	�� �� "�; �3 ��� ��94�"�7� 57�&7 �� " �"�7�
'7� ��	�
���� ��� �3 �5� 4�"�7� G "�! G′ �� �7� 4�"�7 57��� �����&��

"�� �7� ��!���! �"��� (x, x′) 57��� x �� " ������ �3 G "�! x′ " ������ �3 G′ "�!
��&7 �7"� �7��� �� "� �!4� 3��/ (x, x′) �� (y, y′) �3 "�! ���; �3 x = y "�! {x′, y′}
�� "� �!4� �3 G′� �� x′ = y′ "�! {x, y} �� "� �!4� �3 G�

F���� ����4��� i "�! j� M[i×j] !������ �7� &"�����"� ��/ �3 P[i] "�! P[j]�
 �
�� �� " 4�"�7 ���/���7�& �� M[i×j] 3�� ��/� ����4��� i "�! j� ��� 84

��� # 57��� M[4×5] �� 4���� " ��"�"� ���������"���� 57�&7 ��44���� �7� 3����5��4
!�8��������

�� " /��7� " 	�� ���� *����� " ������ ����+ �� " �"�7 57��� ����; �!4�
�� �3 �7� 3��/ R*�� !+� *��!)�+S *����� R*�� !+� *�)��!+S+ 3�� ��/� ����4��� p
"�! q� "�! " 	��������� ���� �� " �"�7 57�&7 �� �7� ����� �3 " ��5 �"�7
"�! " &���/� �"�7 �3 �7� /��7 *��� 84��� #+� 
��� �7"� ��5 �"�7� "�! &���/�
�"�7� "�� &����!���! "� ���&�"� ����"�&�� �3 ��5
&���/� �"�7� *3��/"��;� " �"�7
�3 ���4�7 � &"� 9� ���5�! 9��7 "� " ��5 �"�7 "�! " &���/� �"�7+� F���� ��/�
&�//���&"���� ����"�&� 57��� ���5��6 �� " /��7� " 	��������� 	�����
 3��
�7�� ����"�&� �� " ������4 /"!� �3 ��5
&���/� �"�7� ���;�
>� &"� ��5 ���&�"��H� �7� "��
����&"� ������4 ���9��/ ( �7� 	���������

����������� 	�����
 �	���
� �� �7� "��
����&"� ������4 ���9��/ ������&��! ��
���5��6� 9���4 /��7�� "�! 57��� ��������� "�� �� 9� ��5
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%�4��� �( ��� C = {C1, C2, C3, C4} 5��7 C1 = {x1, x2,¬x3}� C2 = {x1, x3,¬x4}�
C3 = {x2,¬x3,¬x4} "�! C4 = {¬x1,¬x2, x4}� %�4��� *"+ �7�5� �7� &�//�
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• �� �"&7 �"��"9�� xi� 5� "���4� �7� ��<���� ri = {(2i − 1, 0), (2i, 2m + 1)}
• �� �"&7 �������� �����"� l ∈ cj � 5��7 l = xi� 5� "���4� �7� ��<���� ri,j =
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• 3�� "�; j� 1 ≤ j ≤ m� �7��� ������ "� ��"�� ��� ������"� l ∈ cj ��&7 �7"�
ϕ(l) = true = &7��� ��� ��&7 ������"� l "�!� �� ��!�� �� ���� �7� �5�
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���
���	 " &�//���&"���� ����"�&� Ic �� " /��7 "�! " ������4 R 3�� Ic=

�����
��	 " �������� ����4�� ��/� "���4�/��� σ(r) �� �"&7 ��<���� r �3 Ic ��&7
�7"� 57������ �5� ��<����� �3 Ic "�� "���4��! �7� �"/� ��/�� �7��� "���&�

"��! �"�7� �� R "�� �!4�
!��������=

������
��	 /���/�H� σ(R) = maxr∈R σ(r)�

 ���/��4 �7"� &�//���&"���� r ��3���/� �";� �� ��/� ������"� [σ(r), σ(r)+1[�
�� �����3����&� �� �� 9� 3�"��!� "�! �7�� �9��&���� ��!�&�� �� /���/�H��4 �7�
����"�� &�//���&"���� !��"�����

?9������;� �� �� �<���"���� �� &�������4 �7� �"�7� �� ������4 R �� ��&7 " 5";
�7"� �� �5� �"�7� �7"���4 "� �!4� �7���! 9� "���4��! �7� �"/� &����� "�! ��
�7"� �7� ��"�� �����9�� ��/9�� �3 &������ �� ���!�
�� �7��� ��&���� ���� �7� "��7��� ������&� �7� ���9��/ �� ��
&"���! :��

*:"��5"�!
����75"�! ���7+ ���5��6�( T'7� N ×N :"��5"�!
����75"�! /��7
���5��6 7"� ��!�
��� V = {(i, j) : 0 ≤ i, j ≤ N − 1} "�! "�&� &����&���4 �"&7
��!� (i, j) �� ��!� (i + 1, j) �����!��4 �7"� i < N − 1� "�! �� ��!� (i, j + 1)�
�����!��4 �7"� j < N − 1U�
'7�� �7��� �7����/ - ��"��� �7"� " ��/� "���4�/��� σ &"� 9� &�/����! ��

���;��/�"� ��/� �� �7"� σ(R) !���� ��� ��&��! �5�&� �7� ��"! �3 R� ��"!��4 ��
�7� �"/� ������ "� �� CL"���"E �7"� 5� ��� �� ��&���� # �� ����� ��� �7����/ -�
W�5����� 5� !� ��� 3��� &��8!��� �� �7��� ����3 57�&7� "� 5� ��!����"�! ���

���3��/� " 4���!; "���4�/��� �3 σ �� " 3"/��; �3 �"�7� ������&��! �� ��5
&���/�
�"�7� 57�&7 ��"�� 4���4 �"��5"�! �7�� ���� �� 4� ����75"�!� "�! "&&��!��4 ��
�7� 3����5��4 ������ *��� 84��� �+(

• '� �&"� ��!� (i, j) /�"�� �� �����!� �7� ��"�� T3�"��9��U ����4�� "� ��� ��/�
"���4�/��� σ(r)� !���4 ��� ��� "� " ��/� "�! �� "�; ��!��� �� �"&7 ��<����
r 57��� "���&�"��! �"�7 7"� ��� T������4 �����U �� ��!� (i, j)�

• 
�!�� 9����4��4 �� " �"/� !�"4��"� �3 �<�"���� i − j = constant "�� ��
9� �&"���! &����<�����; "�! �� "�&��!��4 ��!�� �3 i "�! j�

• B�"4��"�� "�� �� 9� �&"���! ��� "3��� �7� ��7�� �� !�&��"���4 ��!�� �3 �7�
constant *�7�� ��!�� (N − 1, 0) "�! (0, N − 1) "�� �7� 8�� "�! �7� �"��
��!� �� 9� �&"���! �����&�����;+�

%�4��� � �7�5� " ������4 R 5��7 ��"! �� 57��� �� ���/� �7"� �7� �"�� ��<����
�� 9� �&"���! 5��� 9� "���4��! ��/� �� �7���3��� ��� "� "���4�/��� 3��8����4
�7����/ - ��<����/��� �� CDDL+$�E�
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&���/� LK��"! ������4 ���9��/ &�/��������� 3��/ /��7��
�� �����

������� �� (� ���
) ��� ���������� L���
� ����
�	 ������� 
� NP���������
��� L ≥ 2'

����� >� ��!�&� �7� ��5
&���/� LK��"! ������4 ���9��/ �� /��7�� �� �7�
��5
&���/� LK��"! ������4 ���9��/ �� �����

��� M 9� �7� /��7 M[m×n] 3�� ��/� ����4��� m "�! n� ��� Ic 9� ��/�
&�//���&"���� ��<����� �� M � ��� L 9� ��/� �������� ����4�� "�! I 9� ��/�
��5
&���/� LK��"! ������4 ����"�&� 57��� ���5��6 �� M "�! &�//���&"����
����"�&� �� Ic�

��� T 9� �7� ����� T[(m+1)×(n+1)] "�! ��� I ′ 9� �7� ��5
&���/� LK��"!
������4 ����"�&� 57��� ���5��6 �� T "�! 57��� &�//���&"���� ����"�&� I ′c ��
!�8��! 9; "!!��4 �� Ic �7� 3����5��4 ��
&"���! 9��&6��4 &�//���&"���� ��<�����(

• 3�� "�� j ∈ [0, n]� L ��<����� {(m + 1, j), (m, j)} "�! L ��<����� {(m +
1, j), (0, j)}

• 3�� "�� i ∈ [0, m]� L ��<����� {(i, n + 1), (i, n)} "�! L ��<����� {(i, n +
1), (i, 0)}

�3 RM �� " ������4 �3 ��"! "� /��� L �"���3;��4 I �7�� I ′ &"� 9� �"���8�!
9; RM ∪ S 57��� S �� " ������4 �"���3;��4 �"&7 9��&6��4 ��<���� 9; " �"�7 �3
���4�7 �� '7�� ������4 �� �3 ��"! L�

	��������;� �3 RT �� " ������4 �3 ��"! "� /��� L �"���3;��4 I ′ �7�� �7� �"�7�
�3 RT �"���3;��4 �7� 9��&6��4 ��<����� �"���"�� �7� �!4�� �7"� 57��� "!!�! ��
�7� /��7 *��� 84��� ,+� "� !�!�&�! 3��/ �7� 3����5��4 3"&��(

• �7� ��/9�� �3 9��&6��4 ��<����� �� 2L(n+1)+2L(m+1) "�! �"&7 9��&6��4
��<���� 7"� ��� ������ �� V (M) "�! ��� �����!�=

• �7� ��/9�� �3 �!4�� 5��7 ��� ��! ����� �� V (M) "�! ��� �����!� ��
2(n + 1) + 2(m + 1)�

'7�� �7� ������&���� �3 RT �� Ic �� " ������4 �� M �3 ��"! "� /��� L "�! "
�������� �� I�
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