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Généralités

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les outils généraux pour implanter 'arithmétique
dans les extensions de corps finis. Soit Fy, = F,,[T]/(Q) un corps fini & ¢ = p™ éléments construit
avec un polynome irréductible @ € F,[T] de degré m. Soit Fyn = F,[X]/(P) une extension de
degré n de F, définie par le polynéme irréductible P € F,[X].

Le corps Fy» a une structure naturelle de F4-espace vectoriel, dont la loi d’addition est ’addi-
tion du corps Fy» et la loi de multiplication par les scalaires est donnée par (A\,U) € Fy x Fgn —
AU. Cette structure d’espace vectoriel va nous permettre d’utiliser les outils de I’algebre linéaire
pour étudier 'arithmétique dans les extensions de corps finis.

Sil'on se donne B = (eq,. .., ey,) une Fy-base de Fyn, un élément U € Fy» peut étre représenté
par ses coordonnées (ug,...,u,) € Fy dans B, données par

U =wuier +ugea + - - - + upey.

Nous avons donc un large choix pour la représentation du corps Fyn, chaque [Fy-base induisant
une représentation possible du corps.

Exemple 1. On considere ici une extension de degré 3 de F3 donnée par Fgs = F3[X]/(X3 —
X —1). On peut représenter les éléments de F33 dans les trois Fs-bases suivantes

Bl = (61762763) = (1)X7 X2)a
By = (e),éhes)=(1+X,1-X,X?),
By = (ef,ef,ef) = (1+X +X* X, X?).

L’ élément U = 1 — X + X? s’écrit dans les bases By, By et B3 comme

U e1+ (—1)ex +e3
eh +ef

_ " 4
= e] +eé.

¢

A partir d’une représentation dans une base, nous allons voir que nous pouvons exprimer les
opérations dans le corps Fy» (addition, multiplication, inversion) en fonction des coordonnées
dans la F,-base.

Tout d’abord 'addition se fait simplement en additionnant coordonnée par coordonnée. En
effet siU =D 7" | uje; et V= >"", vje;, leur somme W est alors donnée par W = >, (u;+v;)e;.

Pour la multiplication, nous allons voir que seule la connaissance des produits e;e; des
éléments de B va nous permettre de calculer le produit de tous éléments U,V € Fgn. Chaque
produit e;e; se décompose dans B comme

n
eiej = Z Aij(s)es.
s=1

Avec les coefficients \; ;j(s) nous allons construire les matrices de structure M, associées a la
base B.



Définition 1 (Matrice de structure). Pour s = 1,...,n, on définit la matrice n X n de structure
d’indice s, Mg = [X; j(5)]ij=1,..n associée a la Fy-base B de Fgn sur F,.

Ces matrices de structure encodent toute 'information nécessaire pour pouvoir calculer le
produit de deux éléments U,V a partir de leurs coordonnées dans B. En effet si U = uje; +-- -+
Upen et V = wvier + -+ - + vye, deux éléments de Fyn, le produit W = UV s’exprime alors dans
B comme

UV = 5” Aij(s)uiv; | es.
§ : J bi
s=1

i,je{l,,n}
Si ’on note w; la coordonnée d’indice s de W = UV dans B, nous avons
Aa(s) oo Ara(s) 1
)‘7%1(5) T )\n,n(s) Un

I est possible d’exprimer d'une facon différente le produit de deux éléments U, V' € Fyn. Pour
cela considérons 'application suivante

¢U: Fqn — Fqn
Vo dp(V)=0UV

Cette application est une application Fg-linéaire, car ¢y(V 4+ V') = ¢y(V) + ¢p(V'), et pour
a € Fy nous avons ¢y (aV) = agy (V). On notera My la matrice dans B de ¢y. Si 'on connait
la matrice My associée a un élément U € Fyn alors W le produit de U par V dans Fy» peut se
calculer simplement en effectuant le produit matriciel suivant

W= My-V.
En fait la matrice My peut se calculer a ’aide des matrices de structure M, associée a la base

B. De (1) nous pouvons voir que My est donnée par

My

Il
—~

]
~

Remarque 1. Nous utiliserons assez fréquement 1’abus de notation qui consiste a considérer
un élément U € Fypn a la fois comme un élément du corps Fgn, et aussi comme un vecteur
colonne a coefficient dans ;. Pour lever une partie de I’ambiguité que peut causer cet abus de
notation, nous différencierons un produit deux éléments corps en ne mettant pas de point entre
les opérandes, et en mettant un point dans un produit matriciel.

Dans 'exemple qui suit nous construisons les matrices de structure M, et la matrice My
pour une extension de corps F33 /F3.



Exemple 2. On considére ici 'extension de corps Fss = F3[X]/(X? — X — 1) sur F3. Les trois
éléments
e =X —1l,ea=X?24+X+1,e5 =X,

forment une base B du Fj3-espace vectoriel F3s. Un élément U € F33 peut s’exprimer dans B
comme U = uje; + uges + uzes et en particulier pour 1, X, X2 on a

1 = —€1+€3,
X = ez,
X? = ey+e+es.
On peut exprimer dans B les produits e;e;
eljer = X2+X+1:62, €269 = X4+1—X—X3:X2—X:€2+61,
eszez3 = X2:€2—|—61—|—63, e1epy = X3—1:€3, (3)
elez = X2—X:€2+61, egey = X3+X2+X:€2+€3.

On en déduit les matrices de structure My d’indice s
0 01 1 01 010
Mi=]10 10|, My=|011/|,Mg=1]120 1
1 01 1 11 011

Et finalement nous obtenons la matrice My de multiplication par U relativement a la F3-base B
de F3s en utilisant la formule (2)

Uu3 U2 ul + ug
My =| ur+us uz+us up+uz+us
U9 U1 + us U2 + U3

¢

Pour le probléme de I'inversion d’un élément U € [Fyn, nous avons un premier résultat. Nous
établissons que la matrice My de multiplication par U et la matrice My, de multiplication par
W = U~!, I'inverse de U dans Fn, sont inverses I'une de l'autre, i.e., My = (My)~1.

Lemme 1 (Inverse de My). Soit Fgn un corps fini et B une Fq-base de Fyn. Soit U # 0 un élément
de Fyn, et W Uinverse de U dans Fgn. Alors Uapplication linéaire ¢y est 'isomorphisme inverse
de ¢y, et My la matrice de ¢w dans la base W est la matrice inverse de My .

Exemple 3. Soit le corps Fys = F3[X]/(X3 — X — 1) et la F3-base B de F33 constituée des trois
éléments suivants
e1=X—-1leo=X>+X+1,e3=X.

Nous avions vu dans ’exemple 2 que la matrice My d’un élément U = wuje; + uses + uges
était donnée par
us (%) U + us
My = | up+us us+ug ui+ ug+ us
U9 Ul + u3 U9 + U3



Si par exemple U = e; 4+ e3 — e3 = X2 + X, son inverses W dans F33 vaut alors W = e et
leurs matrices My et My, associées sont

10 0 0 1
My = 0 01|, Mw=]|10 1],
00 010
On peut vérifier dans ce cas que My et My sont bien inverse 'une de 'autre car

1
My - My = My - My = | 0
0

o = O

0
0
1

&

Démonstration. Nous allons montrer uniquement ’assertion sur ¢y et ¢y, 'assertion sur les
matrices étant une conséquence directe de cette derniere. Pour montrer que ¢y et ¢y sont
inverses I'une de 'autre, nous allons établir que pour tout V' € F,» nous avons ¢y o oy (V) =
¢w ooy (V) = V. Par hypothese W est 'inverse de U dans Fyn, i.e., WU = 1. Nous en déduisons

owooy(V)=WUV)=WU)V =V,
et en inversant les roles de U et W
bu 0 dw (V) = U(WV) = (UW)V = V.
Ce qui termine la preuve. O

Dans les extensions de corps l'opérateur trace et I'opérateur norme d’un élément sont deux
opérateurs importants que 'on utilisera fréquemment par la suite. Nous rappelons donc ici leur
définition.

Définition 2 (Trace et Norme). Soit une extension de corps finis Fgn /Fy.

1. La norme Ngnjo(U) d'un élément U € Fyn est définie par

n—1 )
Npwo(U) =] U7, (4)
1=0

et Ngniq(U) € Fy. De plus si My est la matrice de multiplication par U dans une Fy-base
quelconque B de Fyn alors Nyn|o(U) = det(My).

2. La trace Tryno(U) d’un élément U € Fyn est définie par

n—1
Trynig(U) = Z Ue,
1=0

et Trgn|o(U) € Fy. De plus si My est la matrice de multiplication par U dans une Fy-base
B de Fgn alors Tr(U) = Tr(My) ; la trace d’une matrice n x n étant la somme de ses
termes diagonauz.



Par la suite si l'extension Fy»/F, ne fait pas d’ambiguité on notera simplement N(U) la
norme de U € Fyn et T'r(U) sa trace.

Exemple 4. Considérons le corps Fos = Fo[X]/(X? + X + 1) et 'dlément U = X + X2 € Fys.
La norme et la trace de U sur Fy valent donc

NU) = UU?U*=1
Tr(U) = U+U?*+U*=0

La matrice de U dans la base polynomiale (1, X, X?) de Fys est donnée par

My =

e )
— ==
—_ o

et nous pouvons vérifier que N(U) = det(My) et Tr(U) = Tr(My).

&

Nous avons maintenant tous les objets nécessaires pour étudier plus en détail les opérations
importantes dans [Fy» : 'inversion tout d’abord, et ensuite la multiplications. Cette dernicre étant
celle qui nous intéressera le plus dans cette these.

1 Inversion dans [

Jusqu’a aujourd’hui ont été présentées trois méthodes pour le calcul de l'inverse dans des
extensions de corps Fyn sur [F, . Nous ne donnons pas ici les algorithmes les plus efficaces surtout
pour la deuxieéme et la troisieme méthode pour alléger ’exposé.

e Premiére méthode : elle s’appuie sur le fait que la norme d’un élément N(U) pour
U € Fyn est dans [F,;. Avec 'expression (4) de la norme de U nous avons

n—1
NU)=Ux (J[JU").
i=1
En multipliant par N(U)~! nous obtenons

n—1
1=U x <N(U)‘1 1T qu> .
=1

Donc l'inverse de U dans Fy» est donné par
n—1 ]
vl=(N@) T[] UT
i=1

L’algorithme suivant calcule I'inverse de U en utilisant cette expression de U1,
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Algorithme 1 Inversion d’Itoh-Tsujii [14]
Entrée. n —1 = (ng,...,no)2 la représentation binaire de n — 1 avec n; = 1 et un élément
U 6 Fq"l.
Initialisation. Poser W «— U et si ng = 0 poser Z « 1 sinon poser Z « U.
pour ide0ak—1 faire
W — WWwe
si n;y1 =1 alors
i+l
Z —WzT
a—UZ1.
Sortie. U™l —a 124 > Le calcul de a™! se fait dans F,

Exemple 5. Soit F, un corps fini et Fj,i2 une extension de degré n = 12 de F,. Soit
U € Fp2. Ici, I'écriture en binaire de n — 1 vaut 12 — 1 =11 = (1,0, 1, 1)2. L’algorithme 1
procede comme suit pour calculer I'inverse de U.

D’abord dans la phase d’initialisation, on pose W « U et Z < U car le bit de poids faible
de n — 1 vaut 1. Ensuite on commence la boucle pour : on calcule

W — WWi=UU",
Z — WZz¢ =UUWU" (carng =1),

puis on effectue
W «— WW?=UUweue,
7 «— Z=UUWYT (carng=0),

enfin on termine la boucle pour avec ng =1

W — WW =yuwweurudvrydue,
7 «— WZz¢ =yvweucydurylud utudye”,

L’étape suivante dans l'algorithme est le calcul de la norme
n—1
o« U2 =UvvwrurururuTuT uruT e v = o,
i=0

Et finalement, I’algorithme renvoie U™' « a~1Z9, le calcul de l'inverse de a € F, se
calculant dans F,.

¢
L’algorithme 1 est intéressant uniquement si1’élévation a la puissance ¢ (ainsi que I’élévation
aux puissance ¢2 pour i < logy(n)) est tres efficace, car alors (si l'on néglige le cott
des élévations a la puissance ¢ ainsi que l'inversion dans F, de a = N(U)) le cott vaut
logy(n) +w(n — 1) multiplications dans Fgn (ot w(n — 1) est le poids de Hamming de n —1,
i.e., le nombre de 1 dans la représentation binaire de n — 1).

e Deuxieme Méthode : cette méthode utilise la représentation du corps Fgn = Fy[X]/(P)
ol P est un polynéme irréductible de Fyn[X]. Un élément U € Fy[X]/(P) peut étre vu
comme un polynome en X. Les deux polynémes U et P sont premiers entre eux, ils vérifient

donc une relation de Bezout
UA+ PC=1.



Si ’on réduit cette identité modulo P on voit que A est I'inverse de U modulo P. Le calcul
de I'inverse A se fait avec 'algorithme d’Euclide étendu que I'on peut trouver dans le livre
de Cohen [3] .

Algorithme 2 Inversion d’Euclide étendu
Entrée. U, P € Fy[X].
Initialisation. A «— 1,C «— Q0 et By «— U,By +— P
tant que deg B # 0 faire
si deg B; < deg By alors
échanger A,C' et Bi, Bo.
j <« deg By — deg Bs.
By By — ({8 XIBy, A A~
Sortie. A

le(A
lcECg C.

Ou l'on a noté lc(U) le coefficient du monéme de plus haut degré du polynéme U.

Le point important a souligner ici, c’est le fait que la représentation de U en polyndéme en
X est fondamentale. Dans d’autres représentations (i.e., d’autres bases de Fyn sur Fy) il
n’est pas possible d’utiliser cette méthode.

e Troisieme Méthode : Soit Fy»/F, une extension de corps finis et B une Fy-base de
Fyn. Cette troisieme méthode pour le calcul de linverse d'un élément U € I, s’appuie
sur le calcul de l'inverse de la matrice My a coefficients dans F,. Le lemme 1 nous dit
que (My)~! = My-1. Si on est dans le cas ot les coefficients d'un élément U dans B
apparaissent en tant que coeflicients de la matrice My et si 'on sait calculer l'inverse
de My efficacement, alors on peut calculer U~! en récupérant dans My-1 = (My) ™! les
coefficients de U1 dans B. Dans ce cas, le calcul de I'inverse se ramene & calculer 'inverse
de My (plus précisément les coefficients qui nous intéressent dans (My)~1).

Exemple 6. Considérons le corps Fos = Fo[X]/(X?+ X +1) muni de la Fa-base B définie
par les trois éléments
60:1, 61:X, 62:X2

Contruisons d’abord les matrices de structures M, associées a cette base. Pour cela nous
exprimons d’abord les produits des éléments de la base

eoeo = 1 = ey, ere; = X? = e,
egea =Xt =X?2+ X =ex+e1, eper = e,
epey = €2, 61€2=X3=X+1:€0—|-61.

Les matrices de structure M sont alors comme suit
1 00 010 0 0 1
Moy=1]0 0 1 Miy=]1 01 My=1]10 10
010 011 1 01
Pour un élément U = ugeg + uieq + uges, en utilisant I’expression de My donnée

uo uz Uy
My =1 ur up+us ui+uo
U2 U1 up + ug
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Si V = e; + ez on peut calculer My et son inverse (My )™

My =

— = O
—
_ o =

1
(My)™ =11
0

=)
e e

A partir de 'expression de My pour un élément U de Fy3, on voit que les coordonnées de U
sont dans la premiere colonne de la matrice M. On peut en déduire alors les coordonnées
dans B de V1 avec la premiére colonne de My 1 = (My)~!

Vol =ey+e.

¢

Nous ne donnons pas d’algorithme dans ce cas. En général les algorithmes d’inversion
de matrices s’appuient sur une série d’élimination de Gauss et ce type d’approche pour le
calcul d’inverse n’est en général pas tres efficace. Nous référons a ’article de Fenn, Benaissa
et Taylor [6], pour un exemple de ce type d’approche.

2 Multiplication dans F

L’opération majeure que nous étudierons tout au long de cette these est 'opération de mul-
tiplication dans Fgn. Il y a plusieurs manieres d’effectuer cette opération. Une premiere méthode
consiste a représenter les éléments de Fyn comme éléments de F,[X]/(P) ot P est un polynéme
irréductible quelconque. Dans le chapitre 7?7 nous présenterons une méthode pour implanter la
multiplication lorsque 1'on ne tient pas compte du polynome générateur P de Fyn. Cette ap-
proche a ’avantage de pouvoir injecter de ’aléa dans I'arithmétique du corps, en choisissant P
au hasard par exemple, et ainsi brouiller certaines informations lors d’attaques matérielles sur
des cryptosystemes.

L’autre approche pour implanter la multiplication tient compte elle du choix de P, ou plutot
d’une représentation du corps tres spécifique qui permet de rendre les calculs plus efficaces.
Une grande partie des travaux que 1’on verra dans cette these s’appuient sur la construction de
jibonnes;; bases pour représenter ’extension de corps Fgn sur IFy.

2.1 Meéthode générale pour le calcul du produit.

La plupart du temps la méthode que nous utiliserons ici pour le calcul du produit se fera en
deux étapes

1. Calcul de la matrice My a partir des coordonnées de U dans B et des matrices M avec
Pexpression de My donnée par (2).

2. Calcul du produit matrice vecteur My - V.

Le choix de la base B sera donc crucial lors du calcul de My : en général on cherchera une

base B telle que les matrices de structure M soient les plus creuses possible, ce qui permet donc
un calcul de My le plus simple possible.
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2.2 Complexité

Nous présenterons dans cette these de nombreux algorithmes pour la multiplication dans les
corps finis, dont une grande part concernerons surtout les corps Fon. Ces algorithmes seront
surtout pensés pour étre implanter sur circuit, ou il est possible de paralléliser de nombreuses
opérations. Pour implanter la multiplication dans une extension de corps F,» /F,, nous utiliserons
des opérateurs élémentaires dans le corps de base [, : essentiellement des additionneurs, que 1'on
notera Add,, des multiplieurs, noté eux Mult,, et plus rarement des diviseurs. Lorsque ¢ = 2 un
additionneur sera une porte XOR et le multiplieur sera une porte AND.

La complexité en espace de I’algorithme correspondra alors au nombre d’additionneurs et de
multiplieurs dans Fynécessairent. La complexité en temps correspondra, elle, au délai de parcours
du circuit, i.e., le temps nécessaire pour avoir toutes les données en sorties. La complexité en
temps s’exprimera en fonction du délai des différents opérateurs : on notera souvent T'44q, pour
le temps de parcours d’'un additionneur dans Fg, et Thry, pour le temps de parcours d'un
multiplieur. D’une manieére similaire, pour le cas ¢ = 2 on notera T’x le temps de parcours d’une
porte XOR et T4 celui d’une porte AND.

Afin d’illustrer cette méthode de calcul de la complexité, nous allons étudier la complexité
d’un circuit calculant la multiplication d’une matrice A € M, (F;) et d’un vecteur V. Ce calcul
consiste en n produits ligne-colonne indépendants L;(A)-V. On dénommera souvent par abus de
langage, produit scalaire, ce type de produit. On peut donc paralléliser le calcul de ces produits
ligne-colonne. La complexité matérielle sera alors égale a n fois celle d’un produit ligne-colonne,
et la complexité en temps sera égale au temps de calcul d’un seul produit ligne-colonne.

Voyons maintenant comment implanter ce type de produit ligne-colonne

I} n
L'C:[al . an]- : Zzazﬂia
G| =

Nous calculons les n produits u; = «;5; en parallele, ensuite nous additionnons les u; a travers
un arbre d’addition. La complexité matérielle du produit scalaire est alors de nMult, et de
(n — 1)Addy, et la complexité en temps de Thruiz, + [logy(n)]TAdd,, i-e., le temps de traversée
d’un multiplieur de [F, et d’'un arbre d’addition dans F,.

Nous pouvons maintenant donner la complexité totale d’un produit matrice vecteur : la
complexité en espace est égale a nQMultq et n(n — 1)Add, et la complexité en temps Thru, +

[logy(n) | Tadd,-

2.3 Densité

Le reste de cette section sera consacré a établir un outil pour mesurer la qualité d’une base :
la densité d’une base qui mesure la creusité des matrices M. Nous donnerons quelques exemples
de bases et leur densité, pour finir par une proposition sur la classification des bases minimales
(celles qui ont une densité la plus faible possible).

Définition 3 (Poids de Hamming). Soient une extension de corps finis Fgn /Fq et B = (e1, ..., ep)
une Fy-base de Fyn. Soit U = urer + ... + upe, avec u; € Fy un élément de Fyn.
e Nous noterons wg(U) le poids de Hamming de U relativement a B le nombre de coefficients
u; non nuls.



2.3 Densité 11

e De la méme maniére, pour une matrice A a coefficients dans Fy, son poids de Hamming
w(A) sera le nombre de coefficients non nuls de A.

Si la base sur laquelle est défini le poids de Hamming d’un élément U ne fait pas d’ambiguité
nous le noterons simplement w(U).

Définition 4 (Densité [23]). Soit une extension de corps finis Fqn /Fy , B une Fy-base de Fyn et
M, ..., M, les matrices de structure associées a B. On définit d(B) la densité de B par

a(B) = (Zst)) . )

i=s

La densité d’une base mesure la densité moyenne des matrices de structure M associées.
L’expression de la densité d’une base peut étre réexprimée de la maniére suivante.

Lemme 2. Soient Fyn /F, une extension de corps finis et B = (e1,...,e,) une Fq-base de Fyn,
alors !
d(B) = n Z wp(eiej). (6)
i,J=1,...,n

Exemple 7. Nous avons vu dans ’exemple 2 que la base B formée des trois éléments e; =
X —1l,ea = X2+ X +1,e3 = X de Fys = F3[X]/(X3 — X — 1) avait les matrices de structure
M suivantes

00 1 101 010
Mi=|0 10|, My=|011]|,My=]|10 1
101 111 01 1

Cette base a donc une densité de

d(B) = % (w(M1) + w(Ma) + w(M3)) = %(4 +T745)= ?

D’autre part dans I'exemple 2 nous avions exprimé les produits e;e; dans la base B

ejep = X2+X—|—1:eg, €9ty = X4+1—X—X3:X2—X:€2—|-61,
eses = X2=eg+e+e3 eeg = X3—1=es, (7)
ejes = X2—X:€2—|-61, ege3 = X3+X2—|-X:€2—|—€3.

Alors si ’on calcule

1 16
> wleie)) = 5(1+2+3+2(1+2+2)) = -,
1,7=1,2,3

Wl

on remarque que 'identité (6) du lemme est vérifiée dans ce cas.

Exemple 8.
1. Soit Fgn = Fy[X]/(X™—a). Sil'on définit la Fy-base B = (1, X, X?,...,X"),on ad(B) = n.
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2. Considérons le corps Fyn = F,[X]/(X" — aX — 3) avec a # 0. Soit B = (1, X,..., X" 1).
Pour calculer la densité de la base on va exprimer les produits X*X7 dans B
aXiHi—ntl L gxitin &g 45 > n.

On en déduit I’expressions suivante de la densité

nd(B) = #{(i,5) | i +j <n} +2#{(i,§) [i+j>n}=n <3n2_ 1) ‘
3n—1

Ce qui donne finalement d(B) = =%

3. Soit un polynoéme P = Y7 _ XA € Fo[X| supposé irréductible et soit n = rA. Considérons
le corps Fan = Fa[X]/(P) et calculons la densité de la Fa-base B = (1,X,...,X™). Nous
avons

Xiti sii+7 <n,
XiX7 = Z?ﬂm_;lo Xii=r=m)A gin <ji+4j<(r+1)A,
Xiti—(r+1)A sii+j > (r+1)A.

Nous en déduisons que

nd(B) = #{(@,j)li+j<n} + #{(@J))i+j=(r+1)A}
+ r#{@NIrA<i+j<(r+1)A}

n+l (m—(A+1)(n—A) A(2n — (A +1))

ot 2 r 2

- 3n—1+A(%—3)
T2 2 '

¢

Nous avons la propriété suivante sur certaines spécificités des matrices de structure Mg as-
sociées a une base B de Fyn sur [Fy.

Propriété 1. Soit B une Fy-base de Fyn, et My, ..., M, les matrices de structure associées a B.
Alors nous avons

1. det My # 0 pour tout s=1,...,n

2. Les n matrices My, ..., M, sont F,-linéairement indépendantes.
Démonstration. Montrons que pour tout s = 1,...,n, M; est inversible. Raisonnons par 'absurde
et supposons que pour un entier so € {1,...,n} nous avons det(Ms,) = 0. Il existe alors U #

0 € Fyn tel que ‘U - My, = 0. Au vu de D'équation (2), la matrice My est donnée par

tU) - My
MU = )
(tU) ’ Mn
ce qui montre que la matrice de I’application ¢y : V +— UV a une ligne nulle : la ligne d’indice

S0, et donc ¢y n’est pas un isomorphisme ce qui contredit le résultat du lemme 1 sur I'inverse
de MU.
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Démontrons le second point du lemme. Supposons que ’on aie une relation non triviale
n
> M =0. (8)
s=1
Si I’'on multiplie (8) & gauche par 'U et & droite par V, on obtient

Zn:as(tU-Ms-V):o.

s=1

Nous voyons que pour U,V # 0 € Fy» quelconque, le produit W = My - V' a ses coordonnées
ws = 'U - My - V dans hyperplan d’équation Y o_; aszs = 0 de Fygn. Ceci contredirait le fait
que My soit inversible, car 'application V — My - V enverrait tout élément V' dans ’hyperplan
d’équation Y " asxs = 0 et ne serait donc pas surjective. O

Ci-dessous on définit une relation d’équivalence entre deux bases.

Définition 5. On dit que deuz bases B = (e1,...,en), B = (f1,..., fn) sont équivalentes si il
existe des éléments a; € qu pouri=1,...,n et une permutation o € Sy, tels que e; = a; fo(;).-

Deux bases équivalentes vont en fait donner, d'une part une représentation du corps Fyn tres
proche, et d’autre part une multiplication d’égale efficacité comme on le voit a travers le lemme
suivant.

Lemme 3. Soit B, B’ deuz Fy-bases équivalentes de Fgn. Si My = [N j(s)]ij=1,.n €t M, =
N (8)]ii=1...n sont les matrices de structure d’indice s associées a B et B’ respectivement.
,] ) [AAS)

Alors nous avons

1. Xij(s) = aiog N, ) ) (8)
9. d(B') = d(B).

Pour finir ce chapitre nous nous intéressons aux bases minimales de F,». Celles-ci sont les
meilleures bases que 1’on puisse trouver pour implanter 'arithmétique dans une extension de
corps, car elles ont une densité la plus faible possible, i.e., égale a n.

Proposition 1 ([23]). Pour toute Fy-base de Fyn, nous avons d(B) > n. De plus si d(B) = n il
eziste alors j € {1,...,n} et o € Fy tels que B soit équivalente a (1, e;, e?, e ,e?_l) etef—a=0.
Démonstration. Voyons d’abord que pour toute base B, d(B) > n. Nous allons pour montrer
cette inégalité établir que pour tout s, la matrice de structure M, a au moins n coefficients non
nuls. On a vu dans la propriété 1 que les My étaient inversibles. Elles ont alors dans chaque
colonne au moins un coefficient non nul. Autrement dit w(M;) > n, et par conséquent

n

d(B) = 3 w(M,) > %Zn:n.

s=1

Nous allons montrer maintenant que si une base B vérifie d(B) = n il existe alors un élément
ej de B et a € Fy tels que B soit équivalente a (1,ej,e?, . .,e;-‘_l) et que e —a =0.
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Soit B = (ey,...,e,) une telle base. D’apres I'identité
1
d(B) = - ‘Z w(eie;),
i,7=1,...,n

pour que l'on ait d(B) = n il faut que w(e;e;) = 1 pour tout 7, j . Ceci est équivalent au fait que

pour tout 4,7, il existe un entier s; € {1,...,n} et a; € Fy tels que e;e; = ajes;. Nous allons
construire des permutations de {1,...,n} qui envoient j sur s;.
Pour cela fixons le i et faisons varier le j parmi {1,...,n}. Nous pouvons pour chaque j

associer le s; correspondant et nous obtenons une application
o {l,...,n} — {1,...,}
i = o)
telle que 0;(j) = s;. Montrons que o; est bijective. Par construction de o; nous avons

Vect(ejer, eiea,...,ee,) = Vect(alegi(l), . ,aneai(n))
= Vect(€q,(1);- - -1 €oy(n))-

Si o; n’était pas bijective, le dernier espace serait de dimension < n. L’application ¢.; qui envoie
un élément de Fyn sur ¢, (V) = ¢;V serait a valeur dans Vect(e, (1), - - -, €s(n)) €t donc ne serait
pas un isomophisme de Fgn» ce qui contredirait le lemme 1.

Maintenant, regardons ce que valent les puissances successives de e;

el = Qi€q, (i) = P2€0,(i),
e = eie)’ = aileies,(y) = i, ()€023) = B3€42()»
et = Briieom.

T . 41 ..
Au bout d’un nombre n; < n d’itérations, on doit tomber sur e?ﬁ = fn,+1€i, ce n; vérifiant
ni

N .. s, . ni+1 ' ' gt ni
o, (1) = 4. En divisant ’équation e;""" = Bn,41€; par e; on obtient e;* = [,,41. Donc pour
chaque élément e; de la base nous avons montré qu’il était racine d’un polynéme X™ — 3; avec
n; < n.

Maintenant il s’agit de déterminer I'entier 7 tel que tout e; s’écrit comme une puissance de
e;. Pour cela nous considérons le sous-ensemble G de F qxn

G={pei|pelFyetic{l,...,n}}.

Nous allons démontrer que G est un sous-groupe de F;n, pour cela il suffit de montrer que G est
stable par multiplication. Soit p1e;, et pse;, deux éléments de G, leur produit est donné par

H1Ei H2€iy = H1H2QG;Eq; (i)
Peo;, (iz) € G,

avec p = fi1f120y, € Fq.
Comme G est un sous-groupe de IFan il est cyclique et admet donc un générateur poe;,. Nous
savons que

Uz
€i00 = ﬁio .
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et du fait que poe;, est un générateur de G, il existe pour tout ¢ € {1,...,n} un p; € F, et un
entier 1 < m; tels que e¢; = pieZ)”. Apres réduction avec l'identité e?ozo = Bi,, on peut supposer le
m; < Ni, <N

Finalement, du fait que les e; sont linéairement indépendants on doit avoir n;, = n et B

équivalente a (1,¢;, ..., e?o_l). O
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Base Polynomiale

Ce chapitre est consacré a la description des opérateurs arithmétiques lorsque 'on utilise
une représentation du corps en base polyndmiale. Ces bases sont tres utilisées pour implanter
Iarithmétique dans les extensions de corps et de nombreux travaux ont été publiés sur ce sujet
[19, 24, 22, 12, 1].

Nous allons partager ’étude de ce type de multiplieur en traitant d’abord le cas Fon, puis le
cas Fyn.

Nous construirons le multiplieur de Mastrovito [12] pour les corps Fan[X]/(P), d’abord dans
le cas oll P est un polynéme irréductible quelconque P = 1 4+ X*¥ + ... 4+ X% 4+ X" Nous
présenterons ensuite le multiplieur de Mastrovito dans le cas particulier ou P = X™ + X% 4+ 1
est un trinéme tel que k > 2, et nous verrons que sa complexité matérielle est de n?> AND et
(n? —k — 1) XOR et sa complexité en temps est de T4 + (2 + [logy(n)])Tx-

Ensuite nous présenterons 1’algorithme de Koc et Rodriguez [22] pour multiplier modulo un
pentandme. Nous verrons que ce multiplieur a une complexité matérielle de n? AND et ((n—1)2+
3n+2m — 1) XOR et temporelle de T4 + (3 + [logy(n)])Tx. Pour finir, nous nous intéresserons
aux polynomes équirépartis, et nous présenterons le multiplieur de Koc et Halbutogullari de [12].

Pour les corps Fy», nous nous intéresserons dans un premier temps aux corps définis par un
bindémes. Nous établirons un multiplieur dans ces corps, et une méthode d’élévation a la puissance
q. Nous cloturerons ce chapitre avec les corps Fy» définis par un trinome. Nous construirons un
multiplieur dans ce corps, et nous verrons, lorsque ¢ = 3, une méthode pour élever au cube un
élément de Fgn.

3 Prérequis

La construction d’une base polynomiale consiste a prendre comme éléments de la base les
puissances successives d'un élément ¢ € Fyn,

2 .3 n—1
I N N G
Bien str il faut s’assurer que ce procédé nous donne bien un systéme libre sur [F,.

Définition 6. Soit une extension de corps fini Fyn /F,. Nous appellerons base polynomiale de
Fyn sur Fy une base du type B = (1,(,¢%,...,¢" 1) ot ¢ € Fyn.

Soit P € Fy[X] un polynéme irréductible et soit Fgn = F,[X]/(P) I'extension définie par
P. La représentation de Fyn par F,[X]/(P) nous fournit directement la F,-base polynémiale
(1,X,..., X" 1), Cest avec ce type de représentation et de base associée que nous travaillerons
le plus souvent dans la suite de ce chapitre.

Les éléments du corps peuvent, dans ce cas, étre vus comme des polynomes en X de degré
< n — 1. Ceci nous permettra souvent d’utiliser I'arithmétique des polynomes de F,[X] pour
implanter I'arithmétique dans le corps Fyn.

Soit U = 274 w; X' un élément de Fo[X]/(P). Si on définit les deux sous F,-espaces
vectoriels de F,[X]
E =Vect(1,X,..., X",
F = Vect(1,X,..., X 1),
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la multiplication par le polynéme U induit une application [Fy-linéaire

aU:E—>F

V — UV

L’image d’un polynéome V' par <$U est le polynéme produit UV. On peut écrire la matrice ]\/ZU

de ¢y dans les bases polynomiales de E et F'

UuQ 0 0
ul uQ 0
U2 Ul Uo

Up—2 Unp—3 Un—4
Up—1 Unp—2 Unpn-—3
Up—1 Un—2

0 0 Up—1

=
I

0 0 0

0 0 0
0 0 0

Par ailleurs, nous noterons My la matrice relativement & la base polynémiale (1, X ...

de Fyn de I’application ¢y suivante

¢U . ]Fqn

@)

Un—5
Unp—4
Un—3
Unp—2

0
0
0

0

— Fqn

V - UV

o

o
U1
U2
u3

Up—1
0
0

o

o
U1
U2

Up—2
Unp—1

0

X

On peut voir ¢y comme une version réduite de ’application ¢, et d’'une maniere similaire

M7 une version réduite modulo P de M.

Nous avons deux stratégies possibles pour implanter le calcul du produit W = UV mod P :

1. La premiere consiste a effectuer le produit matrice vecteur W’

My -V, c’est-a-dire

calculer le produit des polynomes U et V, et ensuite réduire le polynéme W’ modulo P

pour trouver I'expression du produit dans la base polynoémiale de Fn.

2. La seconde stratégie consiste & réduire, non le produit W' des polynomes U et V, mais la
matrice ]\/I\U. En un certain sens nous utilisons une technique de réduction pour calculer
My la matrice de multiplication par U dans la base polynomiale (1, X, ..., X" 1) de Fyn.
C’est seulement apres avoir calculé My que nous en déduisons le produit de U et V' dans
Fgn, exprimé dans (1, X, ..., X" 1) en effectuant le produit MyV .

C’est la seconde méthode que nous utiliserons le plus souvent, la premiere nous sera utile
dans le cas ou P sera un pentanome (cf. section 4.3).

4 Corps binaire

Nous allons dans un premier temps nous intéresser au cas d’un polynoéme irréductible général
P définissant le corps Fon = F2[X]/(P). Nous verrons ensuite les cas particuliers ou 'on peut

tirer parti d’une spécificité de P.
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4.1 Base polynémiale pour un polynéme général

Dans cette section nous présentons le multiplieur proposé par Koc et Halbutogullari dans
[12] pour un polynéme irréductible quelconque de F3[X]. Ce multiplieur est en fait une ver-
sion légerement modifiée du multiplieur original de Mastrovito [19]. Koc et Halbutogullari ont
simplement amélioré la complexité matérielle du multiplieur de Mastrovito.

Fixons P = 1+ X" + ... £ Xk 4 X" € Fy[X], o0 0 < ky < --- < k, < n, un polynéme
irréductible et Fon = F3[X]/(P). Notons l; =n—ky,...,l, =n—k,. Cest la deuxiéme stratégie
que nous allons mettre ici en place pour calculer un produit UV modulo P, c¢’est-a-dire que nous
allons calculer par des méthodes de réductions la matrice My de ¢y dans la base polyndémiale de
Fan, et ensuite calculer le produit matriciel My - V. Pour cela nous aurons besoin de 'opérateur
de réduction R: F' — F' défini par

; Xt sii<n—1
7\ __ =
R(X ) - { Xi—n + Z;:l Xi—li sin < i

Nous confondrons par la suite 'opérateur R avec sa matrice dans la base polynomiale de
I’espace vectoriel F'. Cet opérateur va nous permettre de réduire progressivement la matrice My
en faisant monter dans la partie haute de la matrice les coefficients de la partie basse de ]\//.TU. La
part important de notre travail ici, va étre de décrire ce processus de réduction.

Nous allons couper en deux les matrices 2n x 2, pour pouvoir les manipuler plus facilement.

Notation. Soit A une matrice 2n X n, on notera (A)y la sous matrice carrée d’ordre n de A
constituée des n premieres lignes, et (A)p la sous matrice carrée constituée des n dernieres lignes.

Notation. Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficient dans 5. Nous noterons
o Al ] (resp. A[— []) la matrice dont les | derniéres colonnes sont nulles (resp. les [
premieres), et (A[—1]);; = A jq pour j <n—1 (resp. (A[—1]);; = A; j—; pour [ > j).
o A1 1] (resp A[] l]) la matrice dont les [ dernieres lignes sont nulles (resp. les [ premieres)
et (A[—=1])i; = Aiq1j pour ¢ <n —1 (vesp. (A[—1]);; = Ai—; pour | > ).

L’opérateur de réduction R agit sur les matrices 2n X n en réduisant partiellement modulo P
les X* pour ¢ > n. Plus précisément nous avons le résultat suivant.

Lemme 4. Soit A une matrice 2n X n, décomposée en (Ag, Ap). Alors la matrice R - A vérifie

(R-A)y=Ap+Ap+ > Apllk] et (R-A)p=>Y Apll]

i=1 =1

Exemple 9. Soit P = X5 + X3+ X2+ 1 et Fys = Fo[X]/(P), U = up + u1 X +up X2 + uz X3 +
us X* € Fys. La matrice My dans ce cas est donnée par

Uq4 U3 U U]
0 ug4 U3 U2
0 0 wug wus
0 0 0 wuy
0 0 0 O

uy 0 0 0 O

Y uy Ug 0 0 0 e

(My)g=1| u uw u 0 0 |,
us U2 Ul U 0

Ug U3 U2 U U

S
3]
Il
cocoocoo
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Etudions le processus de réduction du lemme 4 : si 'on applique l'opérateur R a ]\/IU nous
obtenons pour (R - My)g

u 0 0 0 O 0 uwg us uo w
e ur Ug 0 0 0 0 0 Uqg U3 U
(R-My)g=|u2 ug up 0 0 |+]0 0 0 wug wus
us U2 Ul U 0 0 0 0 0 Uy
Ug U3 U U] Ug 0O 0 0 0 O

0 0 0 0 O 0 0 0 0 O

0 0 0 0 O 0 0 0 0 O

+ 0 Ug U3 U2 U + 0 0 0 0 0

0 0 uqg U3 U2 0 ug4 U3 U2 Ul

0 0 0 uUgq4 U3 0 0 Ug U3 U

Pour (R]\/IU) p on obtient

000 0 uy 00 0 us us
N 0000 O 000 0 u
(R-My)p=|0000 0 |+|000 0 0
0000 O 000 0 O
0000 O 000 0 O

&

C’est en appliquant plusieurs fois R a ]\/4\U que nous obtiendrons la matrice réduite My de
Papplication ¢y de multiplication par U dans Fyn.

Tout d’abord nous remarquons que R réduit le degré d’un polynéme V' € F en deg(R-V) <
max(n—1,deg V —I[,). En appliquant i fois R & V', nous avons le résultat suivant sur la majoration
du degré de R - V.

Lemme 5. Soit V € F alors nous avons deg(R' - V) < max(n — 1,degV — il,)

En conséquence si nous appliquons R a un V de degré < 2n — 2 un nombre ¢ = [7?_}:17] de
fois, nous aurons deg(R°- V) < n — 1. Autrement dit R® enverra tout polynoéme de F' de degré
< 2n —2 dans E et R°- My sera a valeur dans F, car le produit de deux polynéomes U,V € E

est de degré < 2n — 2.

Lemme 6 ([12]). La matrice My de la multiplication par U dans la base polynomiale de Fo[X]/(P)

est donnée par (RC - MU)H ot 'entier ¢ est défini par ¢ = [#_}}J

Nous avons vu comment R agissait sur une matrice A dans le lemme 4. Nous avons besoin
de connaitre l'action de l'itérée R¢ sur My pour calculer My = (R¢- My )y . Cest ce que nous
allons voir dans la proposition qui suit.

Proposition 2 ([12]). Soit i un entier, R l'opérateur de réduction et ]/\/[\U la matrice de l’appli-
cation ¢y . Si Uon définit les suites de matrice I'; et A; par

Fo = (]/\ZU)B, et pour ) Z 1,]:‘1' = Zl“l,l[T lj], ( )
— 9
7=1

Ag=0, et pouri>1,A; =A;_1 +T.
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Alors on a .
(R' My)m = (My)u + A + > Al k), (10)
j=1
et o
(R - My)p =T}

Démonstration. Nous allons le montrer par récurrence sur ¢. Pour ¢ = 0 'assertion est vraie car

(R*- My)g = (My)g = (My)m + Ao + Y Ao[l Kyl
j=1

vuque Ag =0et I'g = (]\//TU)B. Pour 7 =1 il s’agit juste une réécriture du lemme 4.
Supposons le vrai au rang ¢ et montrons le pour ¢+ 1. En appliquant le lemme 4 a la matrice
A = R'- M;; nous avons

(R My)p = (R My)y + (R My)p + Y (R My)p[l kl, (11)
j=1
et r
(R My)p =Y (R My)s[l 1j]. (12)
j=1

Par hypothese de récurrence, nous avons
T
(R'-My)m = (My)u + Ai+ > Aill by et (BT My)p =T
j=1
En remplagant (R’ - ]\/4\U) g et (R ]\/4\U) p dans Pexpression (11) de (R**!. ]\/IU) H nous obtenons

(R M)y = (My)m + A + S OAL R +Ti+ ) il &yl
j=1 J=1

= (M) + (A +T3) + > (A + T[] &yl
Jj=1

or comme A; 1 = A;+1T';, nous avons bien ’égalité cherchée pour (Ri+1]\/4\U)H. Pour (R -]\/ZU)B,
du fait que, par hypothese de récurrence (R*- My )p = I';, nous obtenons par (12) que (R My)p
est donné par

(R Mp)p = ZD‘[T lj] = Tiy1.
j=1

Ce qui termine la preuve. O

Le calcul de My se fait donc en deux étapes
e Premiére étape. Le calcul de A, avec la relation de récurrence (9).
e Deuziéme étape. Le calcul de My suivant la formule (10)

My = (R® My)u = (My)g + A+ Y AclL k).
j=1
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Soulignons un fait important : les matrices dans (9) et dans (10) sont des matrices de Toe-
plitz. C’est cela qui va nous permettre d’économiser de nombreuses opérations lors du calcul des
coefficients de M;j;.

Définition 7 (Matrice de Toeplitz ). Soit A une matrice n x m, on dit que A est de Toeplitz si
le coefficient (A);; de A d’indice i, j vérifie (A)i; = (A)it1,j+1-

Autrement dit, les coeflicients d’une matrice de Toeplitz sont constants par déplacement
diagonal. Cette propriété est intéressante ici du fait que si une matrice est de Toeplitz, seuls
les termes de la premiere ligne et de la premiere colonne vont donner tous les coefficients de la
matrice. Les matrices de Toeplitz ont les propriétés immédiates suivantes

/‘,j]izl,---m,j:l,...,m deux matrices de Toeplitz

Propriété 2. Soit A = [ jli=1,...nj=1,..m et A" =[a}

n X m alors
1. A+ A’ est de Toeplitz.

2. Si A est en plus triangulaire supérieure (resp. triangulaire inférieure) alors pour k > 0 on
a A[l k] et Al— k| (resp. Al] k| et A[— k]).

3. Pour tout 1 < iy < iy < netl < ji < jo < m la matrice [ jlizi .. isj=j1,..jo €St de
Toeplitz.

On va voir que les matrices A; sont de Toeplitz et en particulier A. sera aussi de Toeplitz.
Ceci va ramener le calcul de A, au calcul de sa premiere ligne, car A, est triangulaire supérieure.

Lemme 7. Soient A; et T'; les matrices définies dans la proposition 2 par

T
Fo = (MU)B, et pour ) Z 1,]:‘1' = Zl“l,l[T lj],
7=0

Ao =0, et pouri>1,A; =A;_1 + 1.
Ces matrices sont de Toeplitz, triangulaires supérieures avec une diagonale nulle.

Démonstration. On va le démontrer par récurrence sur 4 en utilisant le 1 et le 2 de la propriété
2.

Occupons nous d’abord de I';. Pour ¢ = 0, on voit bien que I'y = (]/W\U)B est de Toeplitz
et triangulaire supérieure, avec une diagonale nulle. On suppose alors I'assertion vrai jusqu’au
rang i, et on va le montrer pour le rang ¢ + 1. Nous savons par hypothese de récurrence que
I'; est de Toeplitz et triangulaire supérieure avec une diagonale nulle, donc les matrices I';[T k;]
sont aussi de Toeplitz et triangulaires supérieures avec une diagonale nulle par la propriété 2. La
matrice I'i1 = 3% T[T /] est donc aussi de Toeplitz comme somme de matrice de Toeplitz et
triangulaire supérieure avec une diagonale nulle.

On peut faire le méme type raisonnement pour montrer que A; est une matrice de Toeplitz.

O]

Le fait que A. soit de Toeplitz a comme conséquence importante que la matrice My peut
étre découpée en r + 1 matrices de Toeplitz. Les coefficients de My a calculer sont alors sur la
premiere colonne et sur r 4+ 1 lignes de M. Plus précisément nous avons le théoréme suivant qui
décrit les lignes de My.
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Théoréme 1 (Matrice My modulo un polynéme P général [12]). Soient P = 14 Xkt 4 . +
Xk 4 X™ un polynéme irréductible de Fy [X], U € Fan et My la matrice de ¢y application de

multiplication par U dans la base polynomiale de Fon.
Soient Li(My) pouri=0,...,n—1 les lignes de My . Si la premiére ligne de A, est donnée

par
LoTe)=[0 i oo pinor ],

st l’on définit les v + 1 matrices lignes par

Yo = Lo(My) et Yj = Ly, (My) pour j=1,...,r,

et si l’'on note
Y?Z[y_%o T yj?”]‘

Les lignes L;(My) pour kj <i < kji1 s’expriment en fonction de Y; comme
Li(My) = [ wi - U1 Y0 Yin—(i—k;)—1 | (13)
et les Y; vérifient la relation de récurrence suivante
Vigr=[ ur; up—1+p1 o Uk Bky—k_y Y01+ Mk —1  Yn—k; T M=k, |
(14)
L’exemple suivant illustre la construction des lignes de My établie dans le théoreme.

Exemple 10. Revenons & notre exemple Fos = Fo[X]/(X® + X3 + X2 + 1). Avec les notations
du théoreme la matrice A, est donnée par

0 p1 p2 pH3 g
0 0 w p2 w3
Ae=10 0 0 pr po
00 0 0 m
O 0o 0 0 O

La matrice My est donnée avec 'identité (10) par
My = My + Ac + Ac[] 2] + AL 3],

Nous obtenons alors

[wo 0 0 0 0O 0 1 p2 p3 fpa

up uw 0 0 0 0 0 w1 p2 p3

MU: U2 Ul U 0 0 + 0 0 0 H1 U2
us u2 Ul U 0 0 0 0 0 M1

| U4 U3z U2 U1 Ug O 0 o0 0 O

0 0 0 0 0 0O 0 0 0 O

O 0 0 0 O O 0 0 0 O

+ O 1 p2 p3 pa |+10 0 0 0 O

0 0 w p2 w3 0 p1 p2 p3 e

L0 0 0 i po 0 0 w p2 w3
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Avec les notations du théoréme, nous pouvons exprimer My en fonction des lignes Yg, Y7 et
Y5, qui sont respectivement les lignes d’indice kg = 0,k = 2 et ko = 3 de My, comme

Yoo Yoa1 Yo2 Yo,3 Yo4

ur  Yo,0 Yo,1 Yo,2 Yo,3

My =1 vi0 v1i1 Y12 1,3 VY4
Y20 Y21 Y22 Y23 Y24

Ug Y20 Y21 Y22 Y23

Avec la premiere ligne de A, Lo(I'.) = [ 0 w1 p2 ps 4 ] nous obtenons les expressions
suivante des Y;

Yo = [uo M1 p2 p3 M4]
Yio= [w wi+p yoo+pe vo1+us Yoo+ pa
Yo = [us mo+tm viat+pe yig+us vzt pa |
¢
Venons en maintenant a la preuve du théoréme.
Démonstration. D’apres le lemme 6 et la proposition 2, My est donnée par :
T
My = (My)g + Ae+ Y Ac[l k] (15)
m=1
Définissons la séquence de matrice My ; pour j =0,...,r par
Myo = (My)u + A,
(16)

J
My; = (My)g + Ac + Z Acfl k) pour j=1,....m

m=1

Soient L;(My ;) pour i = 0,...,n — 1 les lignes de My ;. Remarquons d’abord que d’apres
(15) du fait que les lignes d’indice ¢ < k;yq1 dans Ac[| k] pour m > j + 1 sont nulles, nous avons

LZ(MU) = Li(MUJ) pour 1= 0, ey k’j+1 — 1, (17)

et en particulier Y; = Ly, (My,;).

Par construction, A. a une premiere colonne nulle, et donc la premiere colonne de My ainsi
que celle de My ; sont égales a la premiere colonne de (]/\/[\U) g. Si lon étudie la sous matrice
de My, constituée des n — k; dernieres lignes, ce bloc forme une matrice de Toeplitz d’apres
Péquation (16) comme somme de matrices de Toeplitz (propriété 2). Comme on a noté

Yi=[yio - ¥n],
on en déduit que les lignes L;(My ;) pour ¢ > k; sont données par

Li(Myg) = [ wi - Uks1 Y0 - Yjn—(i—ky)—1 | - (18)
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L’assertion sur les lignes L;(My) pour i = kj,...,kjy1 — 1 découle de I'équation précédente et
de I’équation (17).

Montrons a présent la relation de récurrence entre les Y;. Par définition nous avons M, 1 =
M; + Ac]| Ejia], ceci implique d’apres (17) que

Yigr = Li;(My;) + Lo(Ae)-

nous remplagons alors Ly, (My,;) par I'expression donnée par (18) et nous obtenons

Yjy1 = [ Ukjyr  Ukjpa—1 - Ukj+1 Y05 -+ Yn—(kjy1—k;)—1,j ]
+ [ 0 /22 BRI Mkj+1—l€j—1 /-Lk’jJrl—kj—Q R ! :|

Ce qui termine la preuve.

O]

A partir des résultats du théoréeme 1 donnant une construction des lignes de My & partir de
A, nous pouvons établir 'algorithme 3 suivant. Cet algorithme calcule dans un premier temps
la premiere ligne de la matrice A, en utilisant la relation de récurrence des A; et des I'; donnée
dans la proposition 2. Ensuite avec le théoreme précédent, on peut construire les lignes de My
pour enfin calculer le produit W = My - V.

Algorithme 3 Multiplieur pour polynoéme général

Entrée. U = |ug,...,up—1] et V = [vg,...,vp_1]
Etape 1. Calcul de la premiere ligne de A,
Lo(To) < [0 up—1 -+ w]
Lo(Ag) < 0
pour ide 1 ac faire
Lo(T'i) « 3251 Lo(Ti1)[— 1]
Lo(Ag) < Lo(As—1) + Lo(T)

[ po -+ g1 | < Lo(A)
Etape 2. Calcul des w;
Initialisation Yy < [ Uy P1 o Pn—1 ]
pour ¢=0,...,k; — 1 faire
Lz(MU)<— [ U; ... Uy M1 - Mi41 ]
w; «— Li(My) -V
pour j=0,...,r—1 faire
Yji1 < [ Uiy Ukjq—1F M1 - Uk 1+ ey —ky Y5,0 T Bkj—ky
Yjn—1—(kjr1—k;) T Hn—1 ]
pour i=kjiq,...,kj;o — 1 faire
Li(My) — [ wi oo Ukg1 Y50 - Yin—k; |

w; — Li(My) -V

Sortie. W « [wp, ..., wp_1]

Complexité. Nous allons évaluer la complexité de chacune des étapes de l'algorithme. Com-
mencgons par la premiere étape. En dehors du cas ou i = 1, le calcul de Lo(A;—1) est effectué en
méme temps que celui Lo(I';). Nous avons besoin de (r — 1)(n — 1) XOR pour calculer Lo(I';)



4.2 Trinome 25

avec un arbre binaire et (n — 1) XOR pour le calcul de Ly(A;), d’out un total de r(n — 1) XOR.
La complexité en temps est elle de ¢[logy(r)]Tx.

La seconde étape consiste a calculer d'une part les lignes Y; de maniere itérée. Cela nécessite
(n — 1) XOR et se fait en temps rTx. D’autre part elle consiste en n produits scalaires, qui
nécessitent n2 AND et n(n — 1) XOR, et se font en temps T4 + [logy(n)]Tx.

La complexité matérielle totale est donc de
n? AND et (n+r+1)(n — 1) XOR,
et la complexité en temps est égale a
T+ (c[logy(r)] + 7 + [logy(n)]) T .

Remarque 2. Koc et Halbutogullari dans [12] ont proposé une méthode de calcul pour Ly(T'.)
plus efficace que celle que I'on vient de présenter. Nous avons omis d’utiliser cette technique pour
alléger I'exposé. Pour information, leur multiplieur a une complexité matérielle totale de

n® AND et ((n—1)(n—7)+ > (2n—1-j)) XOR,,
JES*

et une complexité en temps de
Ta + ([logy [S[] + r + [logy(n)])Tx-

ou 'ensemble S est un sous-ensemble de {n,n+ (n—k;), (n — k,+1),...,2n — 2} dépendant du
polynome P.

4.2 Trinome

Sur FFs les polynomes irréductibles les plus creux sont les trindmes. Plus le polynoéme est creux
plus 'opération de réduction modulo P est simple a effectuer.

Soit P = X™ + X* + 1 un trinome irréductible de Fo[X] et Fon = Fo[X]/(P). Nous avons vu
dans la section précédente que le nombre de réduction de la matrice ]\//.TU pour calculer My valait
c= [::;T] Pour notre trinéme P nous avons ¢ = [2=]. Ce nombre de réduction sera alors < 2
si k < &, par contre si k > 5, le nombre de réduction sera alors supérieur ou égal a 3.

Tout d’abord, nous allons voir que I'on peut en fait se restreindre au cas de trinéme avec un

k < [%]. Le nombre de réduction de la matrice My sera alors toujours < 2.

Proposition 3. Soit P un polynome de degré n sur un corps fini Fy. Soit P= X"P(X~1) son
polynéome réciproque. Alors P est irréductible si et seulement si son polyndome réciproque ’est.

Démonstration. Si P = QQ1Q2 alors pP= 6/2\1@\2, donc si P n’est pas irréductible alors P non plus.

De méme, vu que P= P, si P nest pas irréductible, P ne ’est pas non plus.

Proposition 4. Si il existe un trinome P irréductible de degré n, il existe alors au moins un
trinome de degré n avec un k < 5.

Démonstration. Si P = X™ + aX* 4+ 8 ne convient pas, i.e., si k > 5, alors forcément P =
BX" +aX" " 41 convient. O
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4.2.1 Multiplication

Nous allons présenter les multiplieurs dans une base polynomiale associée a un trindme de
Fo[X], sous I'hypothese & < 5. Cette étude consiste essentiellement a spécifier au cas des trindmes
I’algorithme 3 qui calculait la multiplication de deux éléments U, V modulo un polynome général
P.

Remarque 3. Nous ne traiterons pas le cas des trindmes X" + X + 1, i.e., avec un k = 1. Ce
type de trindme admet un multiplieur du méme type que celui que nous allons construire ici,
mais légerement plus simple. Il se trouve que pour k& = 1 les multiplieurs sont des plus efficaces
car, dans ce cas, il suffit de réduire une seule fois My,

My = (RMy)g.

L’architecture du multiplieur dans le cas k = 1 est construite d’une maniere similaire, et a titre
indicatif il a une complexité matérielle de

n* AND et (n+1)(n— 1) XOR,
et une complexité en temps de
Ta+ (1 +logy(n))Tx.
Les détails concernant ce sujet pourront étre trouvés dans la these de Mastrovito [19].
L’opérateur de réduction R est défini dans le cas ou P = X" + X* + 1 par
Xt si 1 <n-—1,
R(X) ={ Xin 4 xi=(n=k) si n<i<2n-—k,
Xi—n + Xi—(?n—k) + Xi—(2n—2k) s m — k < i.

Il opere sur la matrice My dans le cas des trindmes comme

(R My)u = (My)u + (My)p + (My)s[L K] (19)
(R-My)p = (My)s[l (n— k)] (20)
Du fait du lemme 4 on peut supposer que k € {2,...,[5]} et dans ce cas le nombre de fois

que 'on doit réduire ]\/ZU vaut 2. Nous avons alors la proposition suivante qui établit la matrice
My de multiplication par U dans Fan = Fo[X]/(X™ + X* +1).

Proposition 5 ([24]). Soit Fon = Fo[X]/(P) oti P = X™ + X* + 1 est un trinéme irréductible
avec 2 < k < |5 ]. La matrice My de la multiplication par

UZU0+U1X+"'+UH_1XTL71 € Fan

dans la Fy-base polynomiale (1,X,..., X" 1) est donnée par
_ , -
UuQ Up—-1 Up—2 - Ukl U ukfl e Uy
/
(75} uQ Up—-1 ~*° Ug4+2 Uk41 Uk e Uy
Uk—1 Uk—2 Uk-3 c- c- T Uk
_ / !/ / " "
My = U Uy Up_o uy  ub_y Uy (21)
/ / " "
Uk+1 Uk uk_l .« . DY uO unil DY uk+2
c. "
un_2 “ e . unfl
/ /
L un—l PR PR PEREEY PEEEEY uk uk_l PEEEEY uo
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Uy = Ui+ Ui gy pour i=0,...,k—1,
o= ] ik e ek =u;+u,_, pour i=k+1,...,2k—1,
¢ Ui + Uik pour 1=2k,...,n—1.

Démonstration. Pour calculer My nous devons réduire ]/\4\(] et pour cela nous devons appliquer
deux fois R a My . Notons I' = (My) g. Les équations (19) et (20) deviennent

(R-My)g = (MU)y +T +T[| k],

— (22)
(R-My)p =T[ (n—k)].

Si nous définissons A = I'[T (n — k)] et si nous réduisons une seconde fois, nous obtenons

My = (R*- My)g = (My)g +A+T + (A +D)[| &].

Si l’'on définit la matrice A’ = A +T', nous avons

!/ /

0 up—1 uUp—2 -+ Upy1  Up Uy ... Uy

/

0 0 Up—1 -+ Uk4+2 Uk+1 U e Uy

0 Up—1 Ug

A =

0 Un—1

0 0

ot les w; sont définis par w = u; + Uy (n—p). De 'égalité My = (My)g + A + N[] k] nous
déduisons 'expression de My donnée dans la proposition. Ce qui termine la preuve. ]

Le calcul du produit W = UV de deux éléments U,V € Fan se fait donc en deux étapes : une
premiere étape ou l'on calcule les coefficients u}, u!. Avec ces coefficients on peut construire la
matrice My et on peut alors calculer W en effectuant le produit matrice vecteur W = My - V.
Nous avons finalement ’algorithme suivant pour le calcul du produit de U et V modulo un
trindme en base polynomiale.
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Algorithme 4 Multiplieur trinomial [24]

Entrée. U = [ug,...,up—1],V = [vo,...,Un_1]
FEtape 1. Calcul de u),u
pour : =0,...,k — 1 faire

W, — U+ Uik

pour i =k +1,...,2k — 1 faire
u — w4,

pour i = 2k, ... n— 1 faire
uy = up + upgy,

Etape 2. Calcul des coefficients w;
pour i=1,... . k—2 faire
Li(MU)H [ U; Uj—1 -+ Uy Up—1 -+ Uk ’U,;C_l uéH ]
w; « Li(My) -V
pour i =k — 1 faire

Ll(MU) “«— [ Uk—1 Uk—92 - Uy Up_1 *-° U, ]
W; — Li<MU) -V
pour i = k,...,n — 2 faire
LiMy) — [ wi ... wp wfpq ... uy un_y ... ullg ]

w; « Li(My) -V
pour i =n — 1 faire
Lz(MU) — [ Up—-1 ... Uk u;_l ’LL6 }

Sortie. W « [wp, ..., wp_1]

Complexité. Dans la premiere étape (n — k — 1) XOR sont nécessaires pour le calcul de u] et
de u. La seconde étape consiste simplement en n produits scalaires en parallele. Au total cette
architecture a donc une complexité matérielle de

(n—k—1+n(n—1)) XOR et n® AND ,
et une complexité en temps totale de
(2 + [logy(n))Tx + Ta.

4.2.2 Mise au carré

Rappelons qu’ici la base pour représenter les éléments du corps Fo[X]/(X™ + X* + 1) est la
base polynémiale B = (1, X,---, X" !). Pour un élément U = E?:_Ol w; X?, du fait que 'on soit
en caractéristique 2, son carré est donné par

n—1 2 n—1
U? = (Z uX> = u X% (23)
=0 =0

Réduisons les X% modulo P pour obtenir I'expression de U? dans B.

1. Pour i < % ona X% = X%,
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2. Pour % <i<n-— % on a X% = x2i-(n—k) 4 x2i-n

3. Pour n — % <i<n-—1onaX?% = X220k 4 x2i-@2n-k) 4 x2i-n

Si I'on remplace dans I’équation (23) le monéme X2 par son expression réduite donnée ci-
dessus nous obtenons

2 __ LY 2t . Y2i—n . Y2i—(n—k
Us= 20§i<% u X+ Z%§i<n ui X + Zggang u; X ( )
v2i—2(n—k) v 2i—(2n—k)
+ Zn—§§i<n u’LX + Zn—§§i<n u'LX :

On va arranger cette expression en effectuant le changement d’indice 2j = 2i — 2(n — k), i.e.,

i=j+ (n—k), dans la sommation > x_,_. u; X%~2("=F) qui devient alors
2_
2i—2(n—k 2j
Y wXPE T = Yy X
n—k<i<n b<j<k

L’expression précédente de U? devient alors

U? = Zogz‘<§ u X% + Zggi<k(“i + Ujgr—) X+ EkgKg u X%
+ Zn—§§i<n uiX2z—(2n—k) )

Nous devons, pour finir d’arranger 1’expression précédente de U?, diviser I’étude suivant la
parité de n et k. Nous n’allons pas traiter le cas ou n et k sont simultanément pairs, car nous nous
intéressons essentiellement aux trinomes irréductibles. Nous obtenons les différentes situations
suivantes

1. Pour n pair et k impair. Dans I'équation (24), nous allons d’abord arranger la somme
E%SKn u; X2 en posant 2§ = 2i —n (car n est pair). Nous obtenons alors

2i—m __ j
E uiX = E ui+%Xj,
5<i<n 0<i<3

ensuite, en effectuant le changement d’indice 25 + 1 = 2i — (2n — k) nous avons

yv2i—(2n—k) _ 2j+1
R D DI S

k. - _k—1
n—g<i<n 0<j<~5~

Enfin, en posant 2j + 1 = 2i — (n — k) nous obtenons que

Z X2 (k) Z uj+nT_kX2j“.

<i<n— Algjcnst

|3
MBS

En remplagant toute ces sommes par leur nouvelle expression dans (24) nous en déduisons
finalement que U? est donné par
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-1

(Zrdwex?)’ —zz o (i g )X Tk (0 g ) X

2

n_q 241 "
+ZZ k—1 ui+n—k+1X it
=T 2

La complexité pour élever un élément U au carré lorsque les calculs sont effectués en
parallele pour chaque coordonnée, est la suivante.

Complexité. La complexité en espace vaut (3) XOR pour le calcul de u; + Ujgn suivi de
Ui + Uiy 2 + Uipn—f €t la complexité en temps vaut 27x.

2. Pour n impair et k impair.

Reprenons I'expression (24) de U?

U2 = ZOSZ’<% u,-XQi + Z§§i<k(uz' + an,k)XQi =+ Zk<i<g ’U,Z'X%
+ Z uiXQifn_i_ Z u1X21 (n—k) + Z ’U,ZX2Z (2n— k)

5 <i<n %§i<n—% n—7<z<n

S1 Sa S

Nous allons arranger les sommes Sy, .52, 53 en effectuant comme précédemment différents
changement d’indice. Pour Si, en posant 25 + 1 = 2i — n, nous obtenons que

— E: 2j+1
Sl— uFr%X] s

. _n—1
0<j< gt

ensuite pour Sy nous posons 2j = 2i —(n—k) et pour S nous posons 2j+1 = 2i— (2n—k),
ce qui nous donne

s XY = ) u, e XV
Z uJJer et 53 uJJrni%

k - _n i o k=1
YA 0<j<55~

Ensuite pour obtenir I'expression de U? dans la base MP, il suffit juste de remplacer Sy, Sa
et S3 par leur expression trouvée ci-dessus.

k—1 .
(ZZ B ulXZ> = 220 u1X2’+Z (uz+uz+n kot U ne k)XzZ
—1

+Zz k(ul+u n— k)XQZ—f—Zz 0( +n+1 +u —kgl)X%Jrl
+zk 1 uz+n+1X2Z+1

Complexité. Nous avons besoin de (%1 — —) XOR pour le calcul de u; + u,,

et de u; + Ujyn—k +u, pncks et nous avons aussi besoin de £1 XOR pour le calcul de
Uiy nit +u,,,_k-1. La mise au carré a dans ce cas une complex1te matérielle de 251 XOR .
2
La complex1te en temps est ici encore de 27 .
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3. Pour n impair et k pair.

Revenons encore & ’expression (24) de U?

U? = Zogi<§ u X + Z§§i<k<ui + Uipn—k) X*' + ZkgKg u X%
Y wXBr g S g XBeR Y ek

3 <i<n %Si<"l—§ n—§§i<n
~~

S1 S2 S3

Nous arrangeons les sommes S, .52, 53 en effectuant comme précédemment différents chan-
gements d’indice : pour Si, nous posons 25 + 1 = 2¢ — n, ce qui donne

— 2j+1
S1 = E Uj+n-2-1X J R

cn—1
0si<5~

ensuite pour S nous posons 2j+1 = 2i — (n—k) et pour S3 nous posons 2j = 2i — (2n—k),
ce qui nous donne

— 2j+1 — Z 2j
S2 = Z uj+n7]2€+lX et 53 = uj—l—n—gX .

k=1 _-._mn—1 - _k
ERRASS S 0sj<3

Nous obtenons finalement I’expression suivante de U?

k-2

A 2 — . _ . n=1 .
(Z?gol uiXZ> =22 (ui + UH”_%)X% + Zf : (ui + Uz‘—n—l—kz)XQZ + Zz:Qk; u; X

_k
-2

k=2 . n=3 .
+ 21:20 U,L-+n%»1 X2+l ZkQ ('U/,L-+n~2rl + Uy nktl )XQH'I.
3 2

Complexité. Dans ce cas (”T_l + g) XOR sont nécessaires pour le calcul de U? et le délai
est de Tx.

4.3 Pentanéme

Dans la section précédente nous avons décrit les multiplieurs en base polynomiale pour les
trinémes. Il est aussi important d’expliciter la multiplication modulo un pentanéme car il n’existe
pas de trinomes irréductibles dans Fy[X] de tout degré n. Pour calculer modulo un pentanéme
P arbitraire de Fn[X], on peut utiliser l'algorithme 3 avec comme polynéme irréductible un
pentanoéme P. Ici on va voir qu’il est possible d’améliorer 'efficacité de la multiplication modulo
un certain type de pentanome. Cette section reprend le travail effectué par Koc et Rodriguez
dans [22].

Les pentanomes auront la forme suivante

P= X" X4 X4 X+1 o 2<m<|2] -1 (25)

La stratégie utilisée ici pour la multiplication modulo P de deux éléments U,V € Fan [ X]/(P)
est la premiere stratégie présentée dans le préambule de ce chapitre pour calculer un produit
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dans une représentation en base polynomiale. Elle consiste a calculer le produit W’ des po-
lynémes U et V, en effectuant le produit matrice vecteur ]\/ZU -V, et a calculer ensuite le reste
de ce produit modulo P en appliquant un opérateur R': F' — E qui & un polynéme de F =
Vectp, (1, X, X2,..., X?"~1) renvoie son reste modulo P dans E = Vectr, (1, X, X?,..., X" 1).

Par linéarité nous avons seulement besoin de connaitre R'(X?) pour calculer I'image par R’
de tout élément W' € F .

Lemme 8 ([22]). Soit P un pentanéome de la forme de (25), on a alors les identités suivantes
1. Pouri=mn,...,2n—m — 2,
R/(Xz) _ X(z—n) +X(i—n)+1 + Xm-‘r(i—n) _‘_Xm-i-(i—n)-i-l.
2. Pouri=2n—m —1,
R/(Xz) _ X(z—n) + X(i—n)+l +Xm+(i—n) +14+ X4 X™m +Xm+l.
3. Pourt=2n—m,...,2n — 2,
R/(Xz) _ X(zfn) _i_X(ifn)Jrl _}_X(ifn)f(nfm) +X(ifn)fn+2m+X(ifn)f(n7m)+2_'_X(ifn)fnJer_

Démonstration. Nous allons utiliser la relation X™ = X™T14 X™ 4 X 41 donnée par le polyndéme
P pour réduire les monomes X°. Effectuons une premiere réduction de X* modulo P pour i > n

Xi — Xz—an — Xi—n(Xm—‘rl +Xm+X—|—1)

Xifn_i_Xifn#l +Xifn+m+Xifn+m+1_ (26)

Ceci nous donne déja I'identité pour R'(X?) du lemme lorsque n <i < 2n—m —2 .
Maintenant pour i = 2n —m — 1, dans (26) le monéme X ‘"™l = X" n’est plus réduit,
nous devons donc le remplacer par

X(i—n)+m+1—n _|_X(i—n)+m+1—n+1 +X(i—n)+m+l—n+m +X(i—n)+m+l—n+m+1 (27)
ce qui donne
XZn—m—l — Xn—m—l LX"ML X 41+ X+ X™ _|_Xm+1'

Enfin pour i > 2n — m, on remplace dans (26) comme précédemment le monéme X ¢~ "+m+l qui
n’est pas réduit par 'expression donnée dans (27) et X'~ "™ par

i—2n+m 1—2n+m+1 1—2n+2m 1—2n+2m+1
X + X + X +X ,

nous obtenons alors que

Xi:X(i—n) +X(i—n)+1 _|_X(i—n)—(n—m) +X(i—n)—n+2m +X(i—n)—(n—m)+2 _‘_X(i—n)—n-i—Qm.
Ce qui conclut la preuve. O

Maintenant que nous connaissons l’action de R’ sur les monéme X nous pouvons calculer
Paction de R’ sur tout polynéme W' de degré < 2n — 2
2n—2 2n—2

RW')=R(> wiX’)=> wiR(X").
=0 =0

En remplacant les expressions des R'(X?) donnés dans le lemme précédent nous obtiendrons W’
réduit modulo P. Le corollaire suivant exprime chaque coefficient de W = R/(W') en fonction
des w}.
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Corollaire 1 ([22]). Soit W' = 2" 2wl X! € F = Vecty,(1, X, ..., X?*7 1), les coefficients w;
de W = R'(W') dans la base polynémiale (1, X,..., X" 1) de Fan sont données alors par

Wo = w6 + w;’L + w/Zn—m—l + wIQn—mv

Pourt=2,...,m—2,
Wi = Wi + Wiy 1+ Wi + Wigon o + Witon_m,

Win—1 = Wiy + Wy g + Wy 1 + Why_s,
Pourit=m,...,2m — 2,
_ / / / / / / !/

Wi = Wi + Wigpm—1 T Witnm T Wipn—1 T Wipn + Witon_2m—2 T Witon—am: (28)

Worm—1 = Whpy—1 + Wy g2+ Wy 1 + Whom—2 + Whiom 1 Wy, 3,

Wam = wém + w;H-m—l + wfn—l—m + w;’b-‘er—l + w;’H-Qm =+ w/2n—27

Pouri=2m+1,...,n—2,

w; = ’LU,: + wz,'—l—n—m—l + wg—l—n—m + w;—i—n—l + w;j—i-n’

o / / /
Wp—1 = Wy + Wop_py—9 + Wy _py 1 + Woy_o.

Démonstration. Nous allons montrer uniquement la formule du w; pour ¢ = 2,...,m — 1, la
méthode étant la méme pour les autres indices. Soit donc 1 < i < m — 2. Cherchons les j €
{0,...,2m — 2} tels que le monéme X' apparait dans l’expression de R'(X7) donné dans le
lemme 8. D’abord notons que R'(X?) = X, et que les autres j # i sont forcément plus grands
que n.

Pour j € {n,...,2n —m — 2} nous avons

R/(Xj) _ X(j—n) +X(j—n)+1 _|_Xm+(j—n) _|_Xm+(j—n)+1‘

Sij=n+ietj=mn+i—1,le mondome X' apparait dans I’expression de R(X7). D’autre part i ne
peut pas étre égal a un m+(j—n) ou un m+(j—n)+1cari < met m+(j—n)+1 > m+(j—n) > m.
Ensuite pour j € {2n —m,...,2n — 2} nous avons

R(X7)=xU" 4 xU—m+1 4 x(G=n)=(n=m) L x(G=n)=(n=m)+2 | x(G—n)=nt2m | x(j=n)=n+2m+2
Ici encore si j = 2n —m +1i ou 2n — m + i + 2 nous avons que R(X7) = X'+ ...

D’autre part pour les monomes d’exposant j — n nous avons j — m > n — m > M Car Nous
avons supposé, lors de la définition de P, que m < 5. En conséquence j — n ne peut étre égal a
i. Il en est de méme pour j —n + 1. D’autre part (j —n) —n+2m+2> (j —n) —n+2m > m.
Sij=2n—m—1ona

RI(XQn—m—l) — Xn—m—l +Xn—m +Xn—1 114X +Xm —|—Xm+1,

et donc i n’apparait pas ici. Nous avons donc regardé tous les X7 tels que X' serait susceptible
d’apparaitre dans sa réduction modulo P. Nous obtenons finalement que

o / / / /
Wi = Wi + Wiy 1+ Wity + Witon m—2 1T Witon—m
comime voulu. O

Nous en déduisons I’algorithme ci-dessous pour la multiplication modulo P.
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Algorithme 5 Multiplieur pentanémial [22]
Entrée. U =" u, X,V =" uX
Produit des polynomes U et V W' «— My -V

Calcul de W «— R(W') avec les formules (28)
Sortie. w

Nous allons étudier la complexité de cet algorithme de multiplication.

Complexité. Seule la complexité de la phase de réduction est a déterminer, la phase de multi-
plication étant un simple produit matrice vecteur.

La phase de réduction consiste a sommer pour chaque coordonnée w; certains w;. Le calcul des
w; sont effectués en parallele. Et pour chaque w; les sommes des w;- sont effectuées a travers un
arbre de XOR. Le nombre de XOR constituant un arbre pour sommer un nombre ¢ de coefficients
est égal a ¢ — 1, le délai du parcours de 'arbre est lui de [logy(c)|Tx.

Le tableau ci-dessous donne le nombre de portes nécessaire pour le calcul de chaque w; avec

les formules 28, sachant que pour chaque coordonnée on utilise un arbre de XOR.

TaAB. 1 — Complexité de la Réduction

Coeflicients Nombre d’équations | Nombre d’opérandes | XOR Gates
wo 1 4 3
Wi,y ey Win—2 m— 2 5 4
Wim—1 1 4 3
Wmy -« -y W2IM—2 m—1 7 6
Woam—1 1 6 5
Woam 1 6 9
Won41s -« -, Wn—2 n—2m-—2 5 4
Wn—1 1 4 3

Le temps de la réduction, i.e., du calcul de W = R/(W'), est égal au maximum des temps
de calcul de chaque w;. Il est donc égal & 3Tx = [logy(7)|Tx. En additionnant les nombres de
portes XOR utilisées pour chaque w; nous obtenons la complexité matérielle suivante

3+4m—-2)+3+6(m—1)+5+5+4(n—2m—2)+3=4n+2m — 3 XOR,
pour la phase de réduction.
Nous avons finalement une complexité matérielle totale pour cette architecture de
(n —1)%+4n + 2m — 3) XOR et n? AND ,
et une complexité totale en temps de ([logyn| + 3)Tx + T.

Remarque 4. Koc et Rodriguez ont noté qu'une économie matérielle pouvait étre faite lors de
la reduction de W' car des calculs sont effectués de maniere redondante dans des w;. Ils ont
obtenu une complexité matérielle de

(n—1)2+3n+2m—1) XOR et n? AND .

Le lecteur pourra trouver plus de détails la dessus dans 'article de Koc et Rodriguez [22].
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4.4 Polynoémes équirépartis

Nous allons finir ’étude des corps binaires avec les corps définis par un polynéome P équiréparti.
Ce type de polynome a été largement étudiés car il permet d’une part d’implanter la multiplica-
tion dans Fon de maniere efficace et d’autre part une bonne élévation au carré. Les polyndémes
équirépartis sont définis comme suit.

Définition 8 (Polynéme Equiréparti). Un polynéome équiréparti de pas A est un polynéme P

du type
P=> X4
=0

Lorsque A =1 on dit que P est un jj All One Polynomial ;5 , abrégé en AOP, car dans ce cas
P =% X" atous ses coefficients égauz a 1.

Ces polynoémes ont la propriété importante suivante :
Propriété 3. Soit P=>",_, XA un polynome équiréparti de pas A, alors on a

(X2 +1)P=X0+DA 4

4.4.1 Stratégie

La propriété 3 ci-dessus des polynomes équirépartis va nous permettre d’implanter I’arithmétique
modulo P de deux manieres différentes. Le choix entre I'une ou l'autre de ces implantations
dépendra de I'environnement dans lequel 'arithmétique dans ce corps est utilisée :

o Premiére Implantation : 'idée est d’effectuer les calculs modulo X "+tDA 4 1 plutét que
modulo P. La représentation du corps est dans ce cas redondante. L’intérét est que cette
implantation est en générale tres efficace en temps, et, pourvu que A soit pas trop grand,
elle n’est pas trop cotteuse en espace non plus.

Cette implantation peut étre utile lorsqu’ une longue chaine de calculs dans Fon est a effec-
tuer, sans qu’un retour a une représentation non redondante soit nécessaire. Ceci pourrait
étre utilisé, par exemple, pour une multiplication scalaire sur une courbe elliptique : lors de
la multiplication scalaire tous les calculs seraient alors faits modulo X "tD2 41, et seule-
ment a la fin une réduction modulo P serait effectuée pour revenir & une représentation
non redondante.

e Deuzieme Implantation : celle ci est 'implantation plus classique ot ’on calcule modulo P
d’une maniere similaire a ce qui a été fait précédemment dans la section 4.1 traitant de la
multiplication modulo un polynéme général. Nous exploiterons tout de méme la spécificité
de P lors de la réduction, car nous ferons une réduction en deux étapes, une premiere
étape ot on réduira modulo X "tDA 41 ce qui se fait trés simplement, puis une seconde
réduction modulo P.

4.4.2 Calcul Modulo X +DA 41

Nous allons voir ici comment implanter I'arithmétique dans A = Fo[X]/(X "D 4 1). Pour
multiplier deux éléments U,V nous procéderons comme dans le cas d’un polynome général P
(cf. section 4.1 de ce chapitre). Nous calculerons la matrice My dans la base polynémiale de
I’application ¢;; de multiplication par U dans A, puis effectuer le produit matriciel My - V.
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Proposition 6 (Matrice My modulo X™ +1). Soit A = Fo[X]/(XTHDA 1 1), 0/ = (r+1)A, et
U = Z?’;Bl uw; X*, alors la matrice My de Uapplication ¢y de multiplication par U dans la base
polynomiale B = (1,. .. 7X(”l)A*l) de A est donnée par

Uuo Up'—1 Up'—2 - Uy
Ul () Up'—1 u9
u9 ul uo cee us
My =
Up/'—2 Unp/—3 Up'—4 -+ Up/—1
| Un'—1 Up/'—2 Up/—3 - uo |

Démonstration. La matrice My est la matrice dans la base polynomiale BB de I'application linéaire
by V- ¢y(V) =V mod (X" +1). Il suffit donc de calculer 'image par ¢y des éléments de la
base polynémiale de A, c’est-a-dire calculer ¢y (X7) = UX’ mod (X”/—i—l) pourj =0,...,n —1.
Les colonnes de My seront alors données par les coefficients de UX7 mod (X™ +1).

n'—1 n'—

1
UXJ) = Z w; X = Z a; X [Pl
=0 =0

7j—1 —1
= E 'LLn/_j_H'XZ + E uz-_jXZ.

ou l'on a noté [m],, le reste de m modulo n'. O

Si ’on utilise une architecture habituelle pour la multiplication matrice-vecteur, la multipli-
cation dans A aura une complexité matérielle de

((r+1)A)* AND et ((r+1)A —1)(r + 1)A XOR,
et une complexité temporelle de

T+ [logy ((r+ 1)A)|Tx.

Mise au carré :

Si l'on suppose que n’ = (s + 1)A est premier avec 2, et si 'on définit ’ensemble & =
{0,...,n" — 1} alors 'application

S

oc: S
i 2¢ mod n’

-

—

est une bijection de S. Elle admet donc une bijection inverse c=1: S — S.
Dans ce cas nous obtenons le résultat suivant pour la mise au carré.

n'—1

Lemme 9. Sous [’hypothése que n' soit premier avec 2, pour U = 31 u; Xt € A = Fo[ X]/(X™ +
1) on a

n—1
U? = Zuo—l(i)Xi (29)
=0

La mise au carré s’effectue donc en permutant les coefficients de U suivant la bijection o1,

c’est donc une opération tres simple a effectuer.
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4.4.3 Calcul modulo un équiréparti

Maintenant étudions le cas de la multiplication modulo P, ol P est un équiréparti. Ceci
reprend un travail di a Koc et Halbutogullari dans [12].

Fixons d’abord quelques notations. Soit E = Vect(1,..., X TA—I) le sous [Fe-espace vectoriel
de A = Fy[X]/(X"*+DAL1). Soit U € F et My la matrice dans les bases polynomiales respectives
de F et A de I'application

$U3 E —- A
V — UV

Notons ici R': A — Fan = Fo[X]/(P) lapplication de réduction modulo P . Par linéarité de
la réduction, R’ est completement déterminée par son action sur les X*. Or pour i < rA — 1, on
aR(X")=X' etpouri=rA,...,n ' —1ona

r—1
R/(Xz) — ZXZ'—TA—HA
=0

Pour multiplier deux éléments U, V', la méthode qu’ont utilisée Koc et Halbutogullari dans [12],
consiste & faire d’abord le produit de W’ = My -V, c’est-a-dire calculer UV mod (X+DA 41)
et ensuite a réduire modulo P en calculant W = R'(W').

Etablissons la matrice MU de I'application (bU qui envoie un élément V de
E = Vectp, (1, X, X2, ..., X" ) sur UV mod (XT+DA 4 1) de A dans les bases polynomiales
respectives de E et A

Lemme 10 ([12]). Soit U = ug + ...+ ua_1 X"~ € E, alors la matrice My est donnée par

uo 0 0 PN 0 UprA—1 UprA—2 oo UA+T
ui uo 0 PN 0 0 UrA—1 oo UA42
My = | ura-1 Upa—2 UpA-3 .. Up_1)A-1 Up-1)A—2 UE-1)A-3 --- U
0 wa-1 Uppa-2 .. UE_DA  Up_1)A-1 Up-1)A—2 .- U
. 0 0 0 .. UrA—1 UprA—9 Up A—3 N

Démonstration. La matrice ]/\4\[] peut se calculer a partir de la matrice My donnée dans la
propriété 6. Tout d’abord, les coefficients de U suivant X2, ..., X("+DA=1 gont nuls; ensuite,
on efface les A dernieres colonnes de la matrice My de la propriété 6 car elles correspondent a
I'image par V — UV des vecteurs X™2, ..., X(r+DA-1 de la base de A qui ne font pas parti de
la base de E. Apres avoir fait ceci on obtient la matrice My cherchée. O

La seconde étape pour calculer le produit consiste & réduire W’ modulo P. Nous avons le
résultat suivant

Lemme 11 ([12]). Soit W' = w} + whX + ...+ wETH)AilX(TH)A*l € A, alors

r A—

,_.

XiA+j )

W= R/ ZA+] + er—l—])

=0 :0

.
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Démonstration. Nous avons

7“—1 A—-1 A—1
R/( sz—&-]XlA—H + R/ Z er—i—]XTA—H)
z=0 j=0 Jj=0
r—1A-1 A-1
A+j / A+j
ZwlAJrsz T+ ZerJr]R (XT j)
1=0 j= 7=0
Or pour tout j € {0,...,A —1}
r—1
R/(XrAJrj) — ZX’L'A‘i’j’
i=0
ce qui finalement nous donne
r—1A-1
AL
W R/ ZA+]+w7"A+])XZ +'].
i=0 7=0

O

Maintenant nous allons pouvoir décrire totalement la multiplication dans la base polynomiale
de Fon = Fo[X]/(P) ou P est un polynome équiréparti. Soient deux éléments U,V € Fon, nous
effectuerons d’abord le produit matriciel W’ = J/\/[\U -V ou ]/\/[\U est donnée dans la proposition 10,
puis réduirons W = R'(W’) modulo P avec la formule établie dans la proposition précédente.

Algorithme 6 Multiplieur pour equiréparti [12]

Entrée. U = [ug,...,ura—1] et V =[vg,...,vA—1].
Etape 1. Calcul du produit modulo (r + 1)A
W' — My -V

Etape 2. Réduction modulo P
pour i=0,1,...,ret j=0,1,...,A — 1 faire
Wi — Win WAy

Sortie. W «— |wo, ..., wrA—1].

Complexité. D’abord pour le produit ]\/4\(] -V, nous avons une complexité matérielle est de
r(r +1)A% AND et (rA —1)(r +1)A XOR . En effet cette matrice est constituée de (r +1)A
lignes, et ces lignes contiennent rA coefficients non nuls. La complexité temporelle de cette étape
est égale a ([logy(rA)])Tx + Ta.

La réduction de W’ en W = R/(W’) nécessite rA XOR et un délai de Ty.

Nous obtenons donc une complexité matérielle totale de

r(r+1)A% AND et ((rA —1)(r +1)A +rA) XOR ,
La complexité en temps est, elle, de

([loga(rA)] + 1)Tx + Ta.
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5 Corps de caractéristique arbitraire

Cette section est dédiée a expliciter les mutiplieurs d'un corps fini Fyn = F,[X]/(P) ou P
sera dans un premier temps un binéme et dans un second temps un trinéme de [F,[X]. Nous nous
intéresserons aussi a ’élévation a la puissance g dans le cas du bindme, et a la puissance 3 dans
le cas du trindme lorsque ¢ = 3.

5.1 Binome

Nous allons voir ici comment on multiplie modulo un binéme. Pour un exposé plus complet sur
ce sujet le lecteur pourra se reporter a l’article de Bailey et Paar jj Optimal Extention Field (OEF)
i [1]. Soient donc P = X™ — o un binéme irréductible de F,[X], 'extension Fy» = F,[X]/(P)
de F, définie par P et Bp = (1, X, X?,..., X" !) la F,-base polynomiale de Fyn .

La proposition suivante explicite les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un binéme
X" —a € F, soit irréductible.

Proposition 7. Un binome X™ — o € Fy[X] est irréductible si et seulement si
— Tout p premier divisant n divise l’ordre de o dans JF;n.
- Onadlnoud|g—1.

Ceci implique que tout premier impair divisant n doit diviser ¢ — 1, ce qui restreint & un
nombre assez réduit (dépendant évidement de ¢) d’entiers n admettant un binéme X" —a € F,[X]
irréductible.

La proposition suivante donne les matrices de structure M associées a la base polynomiale
de Fy[X]/(X"™ — «), ainsi que la matrice My de l'application ¢y de multiplication par U dans
Fgn, ou U € Fgn. Nous ne donnons aucune preuve car elle est a peu de chose pres la méme que
celle de la proposition 6 traitant du calcul modulo X n 41

Théoréme 2. Soient Fyn = F [X]/(X"—a), B=(1,..., X" 1) la F,-base polynomiale associée
a X, et My =[N j(8)]ij=1,.n la matrice de structure d’indice s associée a la base polynémiale
Bp=(1,X,...,X" 1) de Fyn. Les coefficients Nij(s) de My = [N j(5))ij=0,...n—1 sont de la fome
suivante

1 sii4+7 =35

Aij(s)=4¢ a sii+j=n+s

0 stnon
La matrice My dans la base Bp de Uapplication ¢y de multiplication par Uélément U € Fyn est
donnée par

uQ AUp—1 OUp—2 aul
U1 UQ QUp—1 aug
u9 Ul uQ aus
My =
Un—2 Un-3 Un—4 QUn—1
Ll Un—1 Un—2 Un—3 uo

La multiplication dans Fgn = Fg[X]/(X"™ — ) se fait alors en deux étapes, une premiere étape

ou 'on multiplie par « les coordonnées u, . .

., Up—1 de U. Une seconde étape ou 'on calcule W

le produit de U par V dans Fyn, en effectuant le produit matriciel W = My - V.

Maintenant regardons comment s’effectue 1’élévation a la puissance gq.
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Soit ¢ € {0,...n — 1}, et soit 7(i) le quotient de la division euclidienne de iq par n et o (i)
son reste. Autrement dit

gi=7()n+o() et 0<o(i)<n.

Du fait que X™ = a, on obtient (X?)4 = X = o"» X0 Comme U — U9 est un automorphisme
de Fyn, Papplication ¢ — o (i) est obligatoirement une bijection de {0,...,n — 1}.
L’élévation de U = Z?;Ol u; X € Fy» peut finalement s’exprimer comme suit

n—1
Uq = Zuofl(i)aT(ail(i))Xi.
=0

Elle est donc dans ce cas assez simple a effectuer : si les produits ujof(j ) dans IF, sont effectués
en parallele le cout est alors d’une multiplication par une constante.

5.2 Trinome

Pour terminer ce chapitre nous allons étudier 'arithmétique des corps Fy[X]/(P) ou P est
un trinéme irréductible. Nous verrons dans un premier temps comment multiplier deux éléments
U,V dans une représentation en base polyndomiale, et ensuite, pour ¢ = 3, comment élever les
éléments U € Fyn au cube.

5.2.1 Multiplication

Nous allons établir ici un multiplieur dans le corps F,[X]/(X™ — aX* — ). Nous nous res-
treindrons a un trinéme vérifiant & < . D’apres le lemme 4 on peut en fait toujours se ramener
a ce cas. Le multiplieur que nous allons construire est toujours sur le méme schéma : il s’agit de
construire la matrice My de I'application ¢y de multiplication par U dans Fy», ensuite on en
déduit le produit de U par V en effectuant le produit matrice vecteur My - V.

On va construire la matrice My en utilisant la méthode de réduction de M\U que 'on a vu
précédemment pour les corps [Fon. D’une maniere similaire a ce qui a été fait dans le cas du
trinome de F2[X], la matrice My dans la base polynémiale de la multiplication par U dans
F [X]/(X™ — aX* — 3) est donnée par

My = (My)u + ((]/W\U)B + (M) B[1 (n — /f)}) +a ((]/W\U)B +a(My)s[l (n - k)]) [ K]

En utilisant cette expression, nous pouvons encore exprimer My a partir de trois types de
coefficients wu;, u}, u] comme cela est expliqué dans la proposition suivante :

Proposition 8 (Multiplieur pour Trinome sur F,). Soient P = X" — aX* — 3 un trinéme
irréductible de Fy[X], U = ug + w1 X + -+ + up1 X" € Fy[X]/(P) et soient les coefficients
wi, u,, uf suivants

up =y + QUi gy  pour i=0,....k—1,

o Bui +au,_,  pour i=k+1,...,2k—1, (30)
v Bui+oui_p  pour i=2k,...,n—1.
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La matrice de la multiplication par U dans la base polynémiale de Fyn = F,[X]/(X™ — a Xk — 3)
est donnée par

[ Uo ﬁunfl ﬁun72 e ﬁuk—i-l ﬁuk ﬁu§€,1 v ﬁull 1
uy ug  Pup—1 - PBurger Pursr PBur ... Puh
Up—1 Ugk—2  Ugp—3 -+ Bup_q e Puy

/ / / " Vi
My = Ug  Up_q ugc—Q e Ug “n71 , “/k;+1 (31)

uk,‘Jrl uk uk_l e o« e e uo un—l ) uk+2
un_2 e c. . u’/r;_l

L un*l .« .. e e “ . “ . uk u?{:fl ) ulo i

A partir des résultats de la proposition précédente, la multiplication de deux éléments U,V €
Fyn peut se faire comme suit.

— calcul des u;, u}, u! suivant les formules (30), et de Bu;, fu.

— calcul du produit matriciel W = My - V.

Complexité. Nous allons d’abord déterminer la complexité de chaque étape du multiplieur
indépendamment. Lors de la premiere étape, les calculs étant effectués en parallele, le calcul
des coefficients nous avons besoin (n — k) multiplieurs par [, notés Multg, pour le calcul des
Bui, i = k,...,n —1, qui serviront ensuite pour le calcul de fu, i = 0...,k — 1. Ensuite il
faut (n — 1) multiplieurs par a, notés Mult,, pour le calcul des au;. Enfin nous avons besoin
de n additionneurs Add, pour le calcul des wu},u;. D’oli, au total, cette étape requiert (n —
k)Multg et (n—1)Mult,+nAdd,, et s’effectue en un temps Thruir, +max(Taruieg s Thruita, ) + 7T Add,-

La seconde étape consiste en n produits ligne-colonne effectués parallele, elle a donc une com-
plexité spatiale de n?Mult, et n(n—1)Add, et une complexité en temps de Thzu, +[10ga(n) 1T add, -

Le complexité matérielle totale du multiplieur est, en fin de compte, égale a
(n — k)Multg, (n — 1)Mult,, n?Mult, et n?Add,,
et la complexité en temps est égale a

2Tttty + Thruit, + Trut, + (14 [loga(n)])T add,-

5.2.2 Elévation au cube quand ¢ =3

Comme nous 'avons déja mentionné, il est parfois possible de tirer parti d’une bonne élévation
a la puissance ¢ dans Fgn, comme par exemple lors d’une inversion d’Itoh-Tsujii (cf. algorithme 1),
ou d’une multiplication scalaire sur une courbe elliptique (cf. chapitre ??). Nous allons déterminer
des formules pour I'élévation a la puissance ¢ = 3 lorsque les éléments sont représentés dans la
base polynémiale de F3[X]/(X™ — aX* — 3). Afin de simplifier I'exposé nous nous restreindrons
au cas des trindmes X" — aX* — 3 vérifiant k < get(n—Fk)=1 mod3etn=2 mod 3.

Soit U = Y21 u; X un élément de F3[X]/(X" — aX* — 3). L’objectif ici, c’est de déterminer
les coordonnées v; de V' = U? dans la base polynémiale en fonction des coordonnées u; de U. La
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premiere chose que ’on remarque, parce que nous sommes en caractéristique 3, si on 1’éléve U a

la puissance 3 nous obtenons
n—1 n—1
U3: E ui(XZ)gzzuiX?ﬂ.
i=0 i=0

A partir de cette expression, pour déterminer les v; de V = U3, il faut que nous réduisions les
mondmes X3 de degré 3i > n. Nous obtenons les différentes expressions suivantes.

_ n . 2n—1
Pour 3 <1< 55

X3 = aX3-l4 px3ion si 2 << B
i 2 i—21 j—1— j— ; l ; 2
X31 = X3Z +046X32 n—i—ﬁX?ﬂ noogi %SZ<?”,
— Pour%”gign—l
X3 = p2x3i-2 a/@X?)iflfn 4 ﬁ2X3i72n si Q?n <i< n—|3—21’
X3 = X33l 4 OCZﬁXBifZlfn _ aﬁX?;ifnfl + ﬁQXSZ’*QTL si n—§21 <i< 2n3+l’
X3i — aXSifBZ _ aﬂZXSZ?anl 4 IB2X3i72n si 2n3+l <i<n.

Nous devons maintenant remplacer les X3 par les expressions réduites trouvées ci-dessus

dans Iexpression de U3. Nous obtenons

UP= > wX¥ 4+ Y awX¥ 4+ > puxr e Y X
<jontl

<j<cn nes o 2n ntl ~,_ n+2l
0=i<3 5 <i<y EIE

|3

N n
<1< 3

+ Z Oéﬁungi_l_n - Z OéﬁuiXSi_l_n + Z OéQﬁungi_l+2n

nisic < 2t Lb2n ¢ 2nl

— Z aﬁQuiX?)i—Qn—l_i_ Z ﬂ2uiX3i—2l—n+ Z auiX3i_3l (32)
ntl <i<n 2n<i<n 2tn <j<n

+ Z 32, X 32

2 li<n

Nous avons supposé que I = 1 mod 3 et n = 2 mod 3. Nous devons trier les différents
mondmes dans I’ expression de U3 selon que leur degré est congru modulo 3 d’une part & 0,

d’autre part a 1, et finalement a 2.
1. Les degrés congru a 0 modulo 3 : ce sont les degrés 35,35 — 31,35 —n — .
2. Les degrés congru a 1 modulo 3 : ce sont les degrés 35 —n,3j —2n — 1,35 — 2I.
3. Les degrés congru a 2 modulo 3 : ce sont les degrés 35 — 2l —n, 35 — 1,35 — 2n.

Nous rassemblons finalement, chacun des monémes de degré congru a 0 modulo 3 dans une
somme de X3, chacun des monémes de degré congru & 1 modulo 3 dans une somme de X3!
et chacun des monémes de degré congru a 2 modulo 3 dans une somme de X3+2,
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Nous obtenons finalement ’expression suivante pour U3

k+2
5 —1

(ui + aﬁuiJrnTH) X3

<
I
™

n—2

3
+ (u,-—i—ocuprg—i-ozﬂu”%z) XSZ—I—Z(ui—aﬁuH%z) X3
__ k42 i=k

k—4 n—2

3

2 341 2 3i+1
+ <ﬁuz+”T+1 - p aui+2n+31+1)X + E (BUH-"T'H + a Ui+2l3+1)X
i=0 k=1

3

k— _
3 3
+ (aQﬂuH 24nt2 + 52"&“_ 2n3+2) X342 4 E (Ozui_i_z.ﬁ + ﬂ2ui+ 2n3+2) X3it2,
=0 3 =

4 n21

Autrement dit, nous avons trouvé les différentes expressions suivantes des coordonnées v; de
V=U3

vz = u@-+aﬁui+%z s 0<i< k2o

v3; = U + QUi+ O‘ﬁuzﬁr%l si % <i<k-1,

V3 = ui—aﬁanTH si k<i< ™2
vien = Bupap = Fougmen st 0<i<A
Uit = Pgepbofuan s S SiS i
Vsits = OB atnie + U e s 0<i<iA
Usitz = Ui F 52“#% st B <i<nz? o

Nous pouvons observer que 1’élévation au cube est une opération relativement simple a effec-
tuer : en effet pour le calcul de chaque coordonnée v; nous devons seulement faire deux ou trois
multiplications par des éléments constants de g, suivies d’une ou deux additions dans Fj.

Remarque 5. Pour d’autre types de trinémes de F3[X] nous pouvons obtenir des formules
semblables pour I’élévation au cube. De méme pour d’autre valeur de ¢, par exemple pour ¢ =
5,7,...,nous pouvons établir des formulations similaires de I’élévation a la puissance ¢ dans Fyn.



44

Base Normale

6 Généralités

L’utilisation des bases normales pour l'implantation de 'arithmétique des corps finis, a
d’abord été proposée par Massey et Omura dans [18]. Depuis, ce type de base a bénéficié d’une
attention accrue de la communauté scientifique, et de nombreux travaux ont été publiés sur ce
sujet [15, 16, 21, 13, 20, 4].

L’une des particularités des bases normales, c’est que ’élévation a la puissance ¢ dans Fyn
est une opération trés simple a effectuer. Il s’agit simplement de permuter cycliquement les
coordonnées des éléments du corps. En particulier si ¢ = 2, la mise au carré est alors tres
efficace.

Dans la section 6.1 de ce chapitre, nous donnerons des résultats généraux sur les bases nor-
males : nous montrerons dans le lemme 12 que les matrices de structure se déduisent des une
des autres par permutation circulaire et nous donnerons, dans la proposition 9, une borne mini-
male de la densité des bases normales. Dans la section suivante nous nous concentrerons sur la
construction des bases normales optimales (les ONB). Nous construirons dans la proposition 10
un premier type de bases normales optimales les ONB I, et dans la proposition 11 un second type
d’ONB, les ONB II. Nous introduirons ensuite les bases normales gaussiennes et nous donnerons
une majoration de la densité de ces dernieres dans la propriété 9.

Dans les sections 7 et 8 nous construirons les multiplieurs de Fon associés aux bases normales
optimales. Nous verrons que le multiplieur associé & une ONB I a une complexité matérielle de n?
AND et (n? —1) XOR, et une complexité en temps de T4 + (14 [logy(n)])Tx . Nous verrons aussi
que multiplieur associé & une ONB II a, lui, une complexité en espace de n?> AND et %n(n -1)
XOR, et une complexité en temps de T4 + (1 + [logs(n)])Tx .

6.1 Définition et résultats généraux

La construction d'une F,-base de Fyn, consiste a choisir un élément ¢ € Fyn et a élever n — 1
fois ¢ a la puissance ¢

n—1

¢, C9,¢T ...

Pour que ce procédé forme bien une base, il faut vérifier que le systeme formé est IFy-
linéairement indépendant.

Définition 9.
1. Soit ( un élément de Fyn, ¢ est dit normal si le systéme B(() = (C, ca,--- ,an_1> forme

une base de Fyn sur Fy.
2. Une base B sera dite normale si il existe un ( € Fgn normal sur Fy tel que B = B(()
L’aspect le plus intéressant des bases normales tient au fait que I’élévation a la puissance ¢

est une opération tres simple : soit U = (uo, ..., un—1) un élément de Fyn exprimé dans B((), si
on I’éleve a la puissance ¢ on obtient

U9 = (un_l,uo,ul,...,un_g). (33)

Dans le cas ou ¢ = 2, nous voyons que I’élévation au carré est donc une opération tres simple
dans Fon.



6.1 Définition et résultats généraux 45

Si nous nous donnons une base normale B(¢) de Fyn, pour construire un multiplieur dans
Fyn associé a cette base, nous avons besoin de déterminer les matrices de structure M, =
[Xij(8)]; j=1.. n_1- Les coefficients A; ;(s) de M proviennent des produits

, ’ n—1
CTCT = Xij(s)¢”.
s=0

Si 'on I'on se donne deux éléments U =), uiqu et V=>, viqu, et que l'on développe le
produit UV dans la base B(¢) de Fyn, on obtient

uv = (Z uiC‘f) (Z vig‘qi>
=0 1=0
= > (¢

i,j=0,....n—1

n

i Z u,-vj)\i’j(s) Cqs.

1
s=0 \14,j=0,...,n—1
Nous voyons donc qu’a partir des matrices My, on peut calculer le produit de deux éléments
UV €Fgn :si W =UV, alors le coefficient w, d’indice s de W est donné par
Wg = Z uivj)\i,j(s) == (tU) . MS -V.
i?j:()r“vn_l

Nous allons voir maintenant un aspect remarquable des base normales : les matrices de
structure M, se déduisent des unes des autres par permutation circulaire.

Lemme 12 ([18]). Soit B(¢) une base normale de Fon sur Fq. Si Mg = (Xi;(8))ij=0,..n—1 est
une matrice de structure d’indice s associée a B((), alors nous avons

Aij(8) = Xizs,j—s(0). (34)

Autrement dit, les matrices M se déduisent de My en permutant de maniere cyclique les
colonnes et les lignes.

Exemple 11. Soit une extension de degré 3 de Fy définie par Fg = Fy[X]/(X3 + X + 1). Soit
¢ = X + 1 un élément normal de Fg sur Fy qui engendre la base B(¢) = (¢, ¢2,¢*). Dans ce cas
nous avons

2 =C+¢%,
¥ =+ (35)
¥ = () =¢+ ¢

et ¢ = (2,22 = (¥, ¢?° (¥ = (. En récupérant les coefficients Xij(0) dans les produits ¢2c?,
nous construisons la matrice My ci-dessous.

010
My=1]1 0 1
01 1
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En décalant cycliquement de 2 sur la droite les colonnes nous obtenons la matrice suivante
1 00
01 1
110
Ensuite si nous décalons cycliquement de 2 vers le bas les lignes nous obtenons
011
110
1 00
On peut alors vérifier que cette derniere matrice est bien égale a Ms.
¢

Démonstration. Pour montrer les relations entre My et My, rappelons que A; ;(I) provient de
) ] n—1 .
1 Cqﬂ _ Z)‘M(Z)Cq .
1=0

En élevant la précédente équation a la puissance ¢"~° on obtient

I = TR A = psh A + )¢
O

On peut finalement remarquer que \j—s j—s(0) = X; (0 + 5) = A j(s).
Soit U,V deux éléments de Fyn. La propriété précédente implique que le coefficient d’indice

n—s

s de W = UV est donné par
ws =TT My - V1

Nous avons alors un premier algorithme pour la multiplication dans Fgn .

Algorithme 7 Multiplieur normal général [18]
Entrée. U = (uo, e ,un_l), V = (’Uo, e ,Un_l) et M() = [)\Z‘,j(O)]i,jzo,m,n_l
pour ide 0 an—1 faire
ws - thn—s . MO . Vq’l’L—S
Sortie. W «— (wo,...,wp—1)
Soit un élément U € Fygn. On note My la matrice de ¢y: V' +— UV de multiplication par

U dans Fy» relativement a B((). Cette matrice s’exprime en fonction de U et des matrices de

structure M, par
(‘U) - Mo
: (36)

(tU) - Mp—q

Si 'on connait la matrice My d’un élément U, on peut alors calculer W le produit de U et

V dans Fn, en effectuant le produit matriciel W = M - V.
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Rappelons que la densité d'une base B = (eq, ..., e,—1) de Fyn sur F, est définie comme
1 n—1
s=0

ol les M sont les matrices de structure associées a B. Dans le lemme suivant, on met en relation
la densité d’une base B(() avec la densité de la matrice M de multiplication par ¢ dans Fgn
Ceci nous donnera un moyen plus simple pour calculer la densité d’'une base normale.

Lemme 13 (]20]). Soit ( € Fgn un élément normal sur Fy et B(() sa base normale associée.
Soit M¢ la matrice de ¢¢c: U € Fygn — ¢¢c(U) = CU relativement a B(C). Alors nous avons

d(B(C)) = w(M).

Exemple 12. Dans '’exemple 11 nous avions considéré le corps Fos = Fo[X]/(X3 + X + 1) et
I’élément normal ¢ = X + 1.
Nous avions calculé les matrices de structure M; associées a B(()

010 1 01 01 1
My=|10 1|, Mi=|00 1|, My=|11 0
01 1 1 11 1 00
La densité de la base vaut par définition d(B(¢)) = % (w(Mo) +w(M;) + w(Ms)) = 5. D’autre
part avec I'expression de My de ’équation 36, on obtient que
010
Mc=|10 1/,
0 1 1
et 'on peut vérifier que w(M¢) = d(B(()).

¢

Démonstration. La colonne d’indice ¢ de la matrice de M. est, par définition, constituée des
coefficients de ¢¢(¢7) = ¢¢? dans la base B(¢). Nous voyons donc que

n—1
w(Mg) = D w(¢C).
=0

Par ailleurs, dans le chapitre nous avons vu une seconde expression de la densité d’une base,
donnée par I’équation (6) dans le lemme 2 page 11. En appliquant cette formule & la base B(()

nous obtenons
n—1ln—1

ABE) = = 30 3wl
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Or avec l'expression (33) de I’élévation & la puissance ¢, on remarque que pour tout U € Fyn,
w(U?) = w(U). Ce qui nous donne I'expression suivante de la densité de B(()

n—1n—1 n—1
dBQ) = = D> w(¢¢™) = > w(ce?)
=0 7=0 =0
Ce qui est bien égal a w(M;). O

Le nombre de bases normales (ou d’éléments normaux) de Fyn sur F, est assez important
comme le montre par exemple le travail de Gao dans [10] sur la densité des éléments normaux .
Toutes ces bases offrent le méme avantage pour 1’élévation a la puissance ¢, mais pas forcément
pour la multiplication. Comme on ’a vu dans le chapitre , une base est une jjbonne;; base
si sa densité d(B(()) est faible (i.e., que le nombre de \;;(s) # 0 est faible). Il s’agit donc
maintenant de trouver les meilleures bases normales, i.e., les bases de faible densité de Fyn» sur
[F,. Commencons par établir une borne minimale sur la densité des bases normales.

Proposition 9 ([20]). Si B(C) est une base normale de Fyn sur Fy alors d(B(¢)) > 2n — 1.

Démonstration. Soit B = (¢, ..., anfl) une base normale de Fyn sur F, . Considérons la n x n
matrice M¢ de I'application ¢ de multiplication par ¢ dans Fgn. On sait par le lemme 13 que la
densité de B(() est donnée par

d(B(C)) = w(Mc).

Nous allons montrer que les lignes L;(M¢) pour ¢ = 1,...,n — 1 ont au moins 2 coefficients
non nuls et que Lo(M;) a au moins un coeflicient non nul.

D’abord remarquons que M. a dans chaque ligne L;(M,) au moins un coefficient non nul :
ceci vient du lemme 1 qui nous dit que M est inversible, et donc ne peut pas avoir de ligne nulle.

Montrons maintenant que les lignes L;(M;) pour i = 1,...,n — 1 ont, en fait, plus de deux
coefficients non nuls. Nous allons pour cela utiliser ’expression de la trace de ¢ suivante

n—1

Si ’on multiplie 7'7(¢) par ¢ on obtient

n—1 n—1
r(QC=¢> ¢ =) ¢ (37)
i=0 i=0
Par définition, la matrice M. a pour colonne d’indice i les coefficients dans B(() de

Pe(CT) = ¢

Autrement dit si I'on note a = Tr(¢) € Fy et C;(M¢) la colonne d’indice ¢ de la matrice M¢, on
peut réécrire 1'équation (37) en une somme de vecteurs colonnes

«

-y aon).
=0
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La somme des colonnes de M est donc un vecteur ayant a = 7'r(¢) comme premiere coordonnée,
et 0 aux autres coordonnées. Autrement dit, la somme des coefficients de L;(M¢) est égale a 0
lorsque ¢ > 1. On sait déja que parmi ces coefficients, un au moins était non nul.

Finalement nous avons montré que dans les lignes L;(M¢), pour ¢ > 1, il y avait au moins
2(n — 1) coefficients non nuls, et dans la ligne Lo(M¢) il y en avait au moins un coefficient non
nul. Ceci nous permet d’établir la minoration de la densité de la base normale B

dB) =w(M¢)>2(n—1)+1=2n—1.
O

Nous savons maintenant que toute base normale B(() a toujours une densité supérieure a
2n—1. Nous recherchons les meilleures bases normales de Fy» sur I, nous devrions donc chercher
celles qui vérifient d(B(¢)) = 2n — 1. La classification de ces bases dites optimales est complete,
c’est 'objet de la section suivante.

6.2 Base normale optimale

Définition 10. Une base normale sera dite optimale si elle atteint le minimum théorique de
densité, i.e., si B(() vérifie

d(B(Q)) = 2n — 1

La proposition suivante donne une premiere construction d’une base normale atteignant la
borne minimale de densité.

Proposition 10 ([20]). Soit Fgn/F, une extension de corps fini tel que n + 1 soit premier. Le
corps Fyn admet une base normale optimale sur F, constituée des racines (n + 1) de lunité,
distinctes de 1 si, et seulement si, q est un élément primitif dans Z/(n + 1)Z

Démonstration. Avant toute chose, puisque n+1 est premier, (n+1) divise ¢" —1 et Fy» contient
donc une racine primitive (n + 1) I'unité (.

On va montrer dans un premier temps ’assertion
Si q primitif alors  est normal et B(() est optimale.

Nous supposons donc ¢ primitif dans Z/(n + 1)Z. Montrons d’abord que le systeme B(() =
(¢, ¢e,.. .,an_l) est une F-base de Fgn. Comme ¢ est primitif dans Z/(n + 1)Z, tout entier
1 < j < nestégal & un ¢* modulo n + 1. Ceci implique que

(¢@1i=0,....n—1}={¢ |j=1,...,n} (38)

Donc pour montrer que B est une base, il suffit de montrer que le systeme (1,¢,¢2,...,¢" 1) est
libre. Or cela revient en fait, a montrer que le polynéme minimal de ¢ est de degré n. On sait que
le polyn6éme minimal de ¢ divise Y ;- , X i et qu’il a n racines : les ¢¢'. Il est donc obligatoirement
de degré n.

Nous avons donc montré que ¢ est un élément normal de Fyn sur F,. L’étape suivante consiste
donc & montrer que B(() est optimale, i.e., que d(B(()) = 2n — 1. Pour cela nous allons compter
les coefficients non nuls de M¢, car d’apres le lemme 13 d(B(¢)) = w(M). La colonne C;(M¢) de

M¢ est constituée, par définition de M, des coefficients dans B(¢) de I’élément ¢ <
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Il s’agit donc de compter pour chaque i le nombre de coefficients non nuls de CC‘] dans B(().
Si ¢4 # (7L, (¢ est donc une racine (n + 1) de 'unité distincte de 1 et elle est donc égale &
un ¢ pour un certain j. Si (¢ = ¢!, alors dans ce cas

n—1

T =~ Z@ S (1)t

=0

Le nombre de coefficients non nuls de M, est, finalement, égal & n —1 4+ n = 2n — 1. La base
B(¢) est donc bien optimale.

Montrons maintenant la réciproque :
si la base B(C) est optimale alors q est primitif dans (Z/(n+ 1)Z)*

Supposons que B(() soit une base normale optimale de Fy» sur F, constituée des racines
(n + 1) de 'unité, distinctes de 1. Remarquons que

#{(qi,i:O,...,n—l}:#{qi mod (n+1),i=0,...,n —1}.

Or B(() est une base de Fy» sur F,, donc les éléments qu pour i =0,...,n—1 sont tous distincts.
On doit donc avoir n = #{¢° mod n+1,i =0,...,n— 1}, autrement dit g est bien primitif dans
Z/(n+1)Z)*. O

La proposition précédente ne produit pas de base optimale dans Fg» pour des n premiers sauf
pour n = 2. En effet, si 'on se place dans les conditions de la proposition précédente, ’entier
n+ 1 > 3 est un premier impair, donc n est pair; n n’est alors premier que lorsque n = 2. Dans
les extensions de F9, dans certains cas il est possible de construire un autre type de base optimale
comme on va le voir dans la proposition suivante. La base est construite a partir, non plus d’une
racine (n + 1), mais d’une racine (2n + 1) primitive de 'unité. Nous verrons dans la section
6.3 sur les bases gaussiennes, une généralisation de ce type de base.

Proposition 11 ([20]). Si2n+1 est premier et si l'une des deux conditions suivantes est vérifiée
1. 2 est primitif dans Z/(2n + 1)Z
2. 2n+1 est congru a 3 modulo 4 et 2 engendre les résidus quadratiques de 7/(2n + 1)Z,

alors il existe une Fo-base normale optimale de Fon.

Démonstration. Nous remarquons tout d’abord, du fait (2n+1) soit premier, que (2n+1)[22" —1,
et qu’il existe donc une racine primitive (2n + 1) de 'unité v dans Fy2.. Définissons 1’élément
(=7+77"

C’est avec ce ¢ que I'on va construire une Fo-base de Fan. Dans un premier temps on va montrer
que ¢ € Fon, i.e., que (2" = ¢, ensuite on verra que B(¢) = (¢, .. .,Cznil) est une base de Fon.

Finalement on calculera d(B({)) pour montrer qu’elle est optimale.

Montrons d’abord que ¢ € Fan, ce qui est équivalent & (2" = ¢. Comme 2" = +1 mod (2n+1),

alors on a soit 72" = 47! soit 2" = ~. Finalement on obtient pour ¢2"

=+ =Ty =gy =

et ( est donc bien un élément de Fon.
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Maintenant montrons que B(¢) = (¢, ¢3,. .., (2"71) est une Fao-base de [Faon. Il suffit en fait
de vérifier que B(() est un systéeme libre. On va donc supposer que 1'on a une relation entre les
éléments de la base et montrer que cette relation est en fait triviale. Supposons donc que

n—1 ]

21
E O[ZC = 07
=0

2 4n obtient

et en remplacant ¢ 2! par ,Yzi 4+~
n—1 ) )
Y ai( +47) =0 (39)
i=0

Maintenant, comme 2 est, par hypothese, un générateur du groupe multiplicatif (Z/(2n +
1)Z)*, ou un générateur du sous-groupe des résidus quadratiques de (Z/(2n+1)Z)* avec 2n+1 =

3 mod 4, on a
n—1 ] ] n—1 ) n—1 ) 2n '
Doy ) =3 i + ) e =) B
=0 =0 =0 j=1

ou chaque «; apparait deux fois dans (f1,...,B2,). Apres avoir divisé l’expression précédente
par «, on remarque que -y est racine du polynome
2n—1
F=Y BinX',
=0

Si (@ est le polynéme minimal de v alors @, divise f. On va devoir traiter différemment le cas
ou 'hypothese 1 de la proposition est vérifiée, et le cas ou c’est I’hypothese 2 qui est vérifiée.
Tout d’abord si I'on est dans la situation ou I’hypothese 1 de la proposition est vérifié, nous

avons
Qy=1+X+X?+... + X

Dans ce cas, vu que Q| f et que deg f < deg@Q~, on a f =0 et donc tous les «; sont nuls.

Si c’est 'hypothese 2 qui est vraie alors Q4 est de degré n ainsi que le polynéme minimal
Q-1 de v let

X2 41 = (X +1)Q,Q, 1.

Mais nous avons Q|f car f(y) =0, et Q,-1|f car f(v=1) = 0 par l'expression 39. Finalement
nous Q, Q-1 = (1+ X+ X2+ -+ X2")|f, ce qui implique encore que f = 0 puisque deg f < 2n—1
et les o; sont donc nuls.

Nous avons donc montré que B(¢) est une base normale de Fan.

Nous devons, pour terminer la preuve de la proposition 11, montrer que B({) est optimale,
i.e., que d(B(¢)) = 2n — 1. Pour cela nous allons utiliser I’expression suivante de la densité de

B(¢) ) o
dBO)=— > w(*¢®)

. i o . .
Les produits ¢?' (%' s’exprime comme suit

P = (P 6 +7Y)
_ (7(2%21) + 77(2%27)) + (7(21721) +,yf(21723))‘
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Si 2 est primitif modulo (2n + 1) alors chaque élément de (Z/(2n + 1)Z)* est égal & un 2%
mod (2n+ 1) avec 0 < k <2n — 1.

Si par contre 2 engendre uniquement le sous-groupe des résidus quadratiques de (Z/(2n +
1)Z)*, ot1 2n +1 = 3 mod 4, alors chaque élément de (Z/(2n + 1)Z)* est égal soit & un 2F soit
Aun —2F avec 0 <k <n—1.

Si 2¢ # 427 mod (2n + 1), il existe k et k' tels que

2427 = +9F ot 20 — 27 = 42V
pour au moins un choix du + ou du — dans chaque cas, autrement dit

P =

Si par contre on a 2° = £27 mod (2n + 1), alors un des 2° 4- 2/ est nul modulo 2n + 1 et il
existe un k tel qu’au moins une des équations suivante soient satisfaites

20427 =2k 9214 97 = 9k
21 927 =9k 9t _ 92— _9k

Dans ce cas, comme on a un corps de caractéristique 2, on obtient
CQiCZj _ CQk
Au vu de ces résultats, on sait que w(( Qig 2j) est égal & 1 ou 2. On obtient alors

d(B(¢) = %Zi,ij,...,n—lw(CQiCQj))

< %(Z?:o W(CTCT) + Zi,j:O,...,n—l,i;éj W(CQiCQj))
< fn+2n(n-1))
< 2n—1.

Et donc finalement d(B(¢)) = 2n — 1.
U

Nous avons vu deux types de bases optimales, une construite en caractéristique quelconque
a partir d’une racine (n 4 1)™° de 'unité, et l'autre a partir de racine (2n + 1) valable uni-
quement dans des extensions de Fsy. Ce sont en fait les seules situations ou il existe des bases
normales optimales. Ce résultat a été montré par Gao et Lenstra dans [9].

Proposition 12 (Classification des ONB [9]). Soit B = (¢,¢2,...,¢2"") une base normale
optimale de Fyn sur Fy. Soit a = Trgn)4(C). Alors l'une des deux possibilités suivante est vérifiée

1. n+ 1 est premier, q est primitif dans (Z/(n + 1)Z)* et —(/a est une racine primitive
(n+ 1) de l'unité

2. (a) ¢ =2 pour un entier m tel que pgced(m,n) =1,
(b) 2n + 1 est premier, 2 et —1 engendre le groupe multiplicatif (Z/(2n + 1)Z)*,

(c) ¢Ja=~+~"1 pour une certaine racine primitive (2n + 1) de lunité .
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Nous pouvons finalement classer les bases normales optimales en deux types : un type qui
correspond a la situation 1 de la proposition et un second type a la situation 2 de la proposition
12.

Définition 11. Soient une extension de degré n de corps fini Fgn /Fy, B(() une base normale de
Fyn sur Iy associée a ¢. On définit alors

1. Base normale optimale de type I (ONB ).

Un base B(() sera dite base normale optimale de type I sin+ 1 est premier, q est primitif
dans (Z/(n+ 1)Z)* et si ¢ est une racine primitive n®™ de l'unité.

2. Base normale optimale de type II (ONB II).

La base B(C) sera dite base normale optimale de type II si g = 2™ tel que pged(m,n) =1,
Uentier (2n + 1) est premier, (2, —1) = (Z/(2n 4+ 1)Z)* et si il existe une racine primitive
(2n + 1) de l'unité v € Fpn telle que ¢ = a(y + v~ 1) avec o € Fy.

En pratique c’est ce type de base qui sera le plus utilisé car elle donne la possibilité d’implanter
la multiplication tres efficacement du fait de leur faible densité, et de permettre une élévation a la
puissance q tres efficace. Nous expliciterons plus en détail dans les sections 7 et 8 les multiplieurs
pour les corps Fon construits sur des bases normales optimales sur [Fs.

6.3 Base gaussienne

Il n’est pas toujours possible de trouver une ONB pour toute extension Fy» sur F,. Cependant
il est possible de construire des bases de faible densité mais pas forcément optimales. Dans cette
optique Blake, Ash et Vanstone ont introduit dans [4] une nouvelle famille de bases normales :
les bases gaussiennes. Elles sont, en fait, une généralisation des ONB de type I et II. Elles ont
souvent une densité faible. Dans cette section nous reprenons une partie des résultats exposés
par Gao, Gathen et Panario dans [8].

La proposition suivante explique comment construire une base gaussienne.

Proposition 13 (Base Gaussienne [4] ). Soit un entier k tel que r = kn + 1 soit premier et
pgcd(r,q) = 1, et soit e l'ordre de q dans (Z/rZ)*. Soit K ['unique sous-groupe de (Z/rZ)*
d’ordre k. Soit v une racine primitive k"¢ de lunité. Alors

(=Y 19"

ackl
est un élément normal de Fgn sur Fy si et seulement si pged(nk/e,n) = 1.

Démonstration. Nous allons prouver cette proposition en deux étapes. Dans un premier temps
nous allons simplement montrer que 1’élément ¢ est dans Fy» : nous vérifierons que ¢?" = (. Dans
un second temps nous montrerons que le systeme B(¢) = (¢,Y,. .., an_l) est un systeme libre.
Ce qui suffira a prouver que ( est un élément normal.

Montrons que ¢ € Fgn. Commencons par remarquer que #((Z/rZ)* /K) = n. Ceci signifie
que pour tout élément ¢ € (Z/rZ)* nous avons ¢" € K. Et c’est vrai, en particulier, lorsque
c = q. En élevant ( a la puissance ¢" nous obtenons

(=" =),

a€el aell
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et donc (7" = (. Autrement dit, ¢ € Fyn.

Montrons maintenant que, sous I’hypothese pged(nk/e,n) = 1, I’élément ¢ est normal. Pour
montrer cela, nous aurons besoin du fait suivant : si deux sous-groupes d’un groupe cyclique
sont d’indice i1 et i3, alors le sous-groupe engendré par la réunion de ces deux sous-groupes
est d’indice pged(iy,i2). Sil’on applique cette propriété aux sous-groupes K et (q) de (Z/rZ)*
d’indice n et nk/e respectivement, nous obtenons que

peged(nk/e,n) =1 <= (Z/rZ)" = (¢,K)

La condition pged(nk/e,n) = 1 est donc équivalente au fait que (Z/rZ)* = {(q,K). Sous cette
condition tout élément ¢ € (Z/rZ)* peut s’écrire comme ¢ = ¢’a avec a € K.

Pour montrer que ¢ est normal, il faut simplement montrer que le systeme (¢, (9,.. ., an_l)
est libre. Supposons que l’on ait une relation entre les ¢4 pour i =0,...,n — 1

n—1 )
E a;¢?T =0,
=0

en remplacant ¢ par son expression en fonction de v nous obtenons

n—1

o> antl=o, (40)

=0 aek
ot1 I'on a noté [aq’] le résidu modulo r de aq’. Définissons le polynéme

n—1

70 =32 3 agxlea.

=0 a€

Nous allons montrer que v avec a € K est racine du polynéme f(X). D’abord avec (40) en
évaluant f(v?') on montre que f(7%") = f(7)? = 0. Maintenant pour p = 7% et a’ € K nous
avons

Or comme (Z/rZ)* = (q,K), nous avons pour tout ¢ € (Z/rZ)*, f(y°) = 0 et nous devons
donc avoir

kn kn
doxm =T (X =™If(X).
m=0 m=1

Mais comme deg f(X) < kn, nous avons alors f(X) = B(1+ X + X2+ .- + X*") avec 3 € F,.
Par définition f a au plus nk coefficients non nuls, donc forcément 5 = 0. On en conclut que ¢
est un élément normal de Fgn sur Iy, . O
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L’objectif maintenant est d’établir une majoration de la densité d’une base gaussienne B(()
de Fyn sur Fy construite a partir d’un couple (n, k) vérifiant les conditions de la prosposition
précédente. Nous noterons a partir de maintenant /C; le sous-ensemble suivant de (Z/rZ)*

Ki={ag" :a € K}.
En particulier nous avons Ko = K et K; se déduit de I par
Ki=Ki-1q = Kq".
Soit ¢ = > cx Vs élément qu peut s’exprimer en fonction de ; comme suit

qu — Z,}/aqi _ Z ~a,

a€ell a€lC;

Sous les hypotheses de la proposition 13 le systeme (¢, (9, ... ’anq) est la base normale de
Fyn sur F, engendrée par ¢ .
Nous allons maintenant exprimer chaque produit ¢¢' (¢ dans la base B((), nous en déduirons
une majoration de la densité de la base normale B(().
Définissons d’abord pour 0 < j,h < n l'entier c;j comme étant le nombre d’éléments a € KC;
tel que 14+ a € Ky, i.e.,
Cjp = #(1+ /Cj) N Ky, (41)

Soit jo < m l'unique entier tel que —1 € Kj,. Si k est pair alors jo = 0, et si k est impair alors

Jo = % (nk + 1 étant premier, si k est impair, n est forcément pair). Enfin pour 0 < j < n on

définit o
5. — { 0 si j# jo,
‘] - . s
1 si j=jo.
Le lemme suivant va nous permettre d’exprimer les produit qu qu dans B(().

Lemme 14 ([8)). Soit le polynéme ®, = S 7_} X*. Pour 0 <1i,j < n, nous avons

<Z X“‘f) (Z X@“ﬂ') =kSjit+ Y ¢jin (Z X“q””) mod @,. (42)

a€elC a’eX 0<h<n aell

Démonstration. Avant toute chose, notons que X" = 1 mod ®,, et donc si @ = a’ mod r,
X% = X% mod ®,. En utilisant ceci, on peut déja obtenir I'expression suivante

i

q

(Z Xaqj) (Z Xaﬂj) = > xod'+a'd = > xe(+add™) mod ®,.

a€el a’ ek a,a’ ek a,a’ ek

Pour chaque @’ € K onal+a'¢?~* =0 mod r, ou bien 1+ a’¢?~* € K}, pour un unique h
tel que 0 < h<n.Sil+dq¢*=0 modr alors

Z X+ = & mod @,,
acll
et si 1+ a'¢g/~* € Ky, nous avons
3 xatd @™ = N xed" mod @,
acll acll

Finalement en tenant compte du fait qu’il y a exactement c(;_;) , = #(1 + K;_;) N K élément
a' € K vérifiant 1 + a/¢? 7" € Ky, on obtient bien l'identité (42) du lemme. O
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Comme 7 est une racine de ®,, en remplacant X par v dans le lemme précédent, nous
obtenons 'expression des produits (¢ (% dans la base B(¢). De cette expression nous en déduisons
la majoration suivante de la densité des bases gaussiennes.

Propriété 4 (Majoration de la densité des bases gaussiennes [8]). Pour tout entier 0 < i,j <n

nous avons
qh+i

) j h+1
¢ qu =kdj—; + Z ¢j—inG? "= Z (¢j—in — kdj—i)C J (43)
0<h<n 0<h<n
et en particulier

d(B(¢)) < (k+ 1)n.

Démonstration. En remplagant v dans I’équation (42) du lemme 14 on obtient

CIC” = kot Y coinCt (44)

0<h<n

Pour avoir expression de ¢4'¢? dans la base B(¢) il faut écrire kd;_; dans la base B((). Nous
savons que

> -o
0<j<nk

D’autre part tout élément j € (Z/rZ)* peut s’écrire sous la forme j = aq® avec a € K. L’équation
précédente peut alors s’arranger en

n—1
1+> 3 9% =0,

=0 ac/C
et 'on arrive a
n—1 ) n—1 )
L= (=) 2" =) (-1)¢".
=0 aclC =0

En multipliant par kd;_; nous obtenons I’expression de kd;_; dans B(()) suivante

n—1

kdj—i = > (—kdj—i)C7.

i=0
Enfin en remplagant cette derniere expression dans I’équation (44) nous obtenons
qh+i

¢ = 3" (ejoim — kdji)C

0<h<n

Montrons maintenant la majoration d(B(¢)) < (k + 1)n. Nous allons utiliser I’expression de
d(B(¢)) suivante
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Montrons que w((qi(qj) < k pour tout i, j tel que j —i # jo. D’abord comme j — i # jo nous
avons 0;_; = 0. Ensuite comme 1 + K;_; a k éléments non nuls puisque j — ¢ # jo nous devons
avoir ZZ;(l) cj—i,n < k. Ce qui donne bien la majoration souhaitée

W(CT¢T) < .

Lorsque j = i + jp nous majorons grossierement w(qu qu) <n.
Finalement nous obtenons la majoration de d(B(()) suivante

]
L

d(B(C)) W(¢T )

[
i\g

-

<
Il
o

i
L

w(CT ¢ + > w(C7'¢r)

,j€{0,...,n—1}, j—i#jo mod n

> k

7]E{Oy = 1} .7 Z#]U mod n

S+
T

:I o

_

IA
3
+

IN

S\H S|
T
(@)

n + kn
<n(k+1).
Ce qui conclut la preuve de la proposition 4 . O

Pour des extensions de o, Mulin et al. ont pu établir un encadrement de la complexité des
bases gaussiennes dans [4]. Ils affinent le résultat précédent en montrant que les matrices My des
bases gaussiennes sur Fo construites a partir d’'un couple (n, k), ont en moyenne k éléments non
nuls par colonne.

Proposition 14. Soit Fon un corps fini de caractéristique 2, soit B(C) la base normale sur Fay
de type (n, k) construite dans proposition 13. Alors les bornes suivantes sur la densité de B(()
sont vérifiées :
kn — (k* —k+1) <d(B(¢) <kn—1, sik est pair,
(k+1Dn—(k*—k+1)<dBQ) < (k+1)n—k sik estimpair.
Remarque 6. Une construction plus générale des bases gaussiennes a été proposée par Gathen
et al. dans [5]. Les bases gaussiennes sont construites a partir d’un couple (n, k) tels que nk =

#(Z/mZ)*, I'entier m n’est plus supposé premier. Dans ce cas encore on a une majoration de la
densité de la base comme I’a montré Gao dans [7].

La fin de ce chapitre est consacrée a expliciter les implantations de la multiplication dans Fon
pour des bases normales optimales de type I et II.
7 Base normale optimale de type I

Cette section reprend un travail de Koc et Sunar dans [15]. Supposons que le corps Faon soit
construit par un AOP, i.e., Fon = Fo[X]/(P) avec

P=14+X+X%2+...+X"
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Dans cette situation, comme nous l'avons vu dans la proposition 10, la base normale
By = (X, X% X4 ..., X7

est optimale. Cependant, nous allons représenter les éléments de Fon suivant une base équivalente
a By, la base polynomiale shiftée Bpg qui est plus simple & manipuler.

Définition 12. On définit par Bps = (X, X?,...,X™) la base polynomiale shiftée de Fon sur
Fo.

Voyons comment s’effectue le changement de base de By vers Bpg. D’apres la proposition 10
sur les bases normales de type I, 2 est un générateur du groupe (Z/(n + 1)Z)*. L’application
i+ o(i) =2° mod (n+ 1) est donc une permutation de {1,...,n}. En conséquence si on écrit

n .
U= Zu1X2 5
i=1
U s’écrit alors comme .
U= trinX’,
j=1

et le changement de base pour passer de la base By a la base Bpg n’est qu'une permutation des
coefficients u; de U.

Rappelons que les matrices de structure M, associées a Bpg ont 2n — 1 coefficients non nuls.
La proposition ci-dessous décrit une décomposition des matrices de structure Mg en somme de
deux matrices D et M| ayant respectivement n et n — 1 entrées non nulles. Cette décomposition
va nous permettre d’implantater la multiplication d’une fagon peu cotliteuse en matériel.

Proposition 15. Soit Fon défini par un AOP et Bps = (X,..., X" ') la base polynémiale
shiftée associée. Dans ce cas, si l'on définit la matrice

00 ... 1
D = : . ,
01 0
10 --- 0
les matrices de structure Mg, pour s € {1,...,n} , associées a la base Bpg se décomposent

en Mg =D+ M., et si on note M. = [/\§7j(s)],;’j:1,m,n, les coefficients /\QJ(S) de M| sont donnés
par
)\,“:{1 si i+j=s mod (n+1),
"I 0 sinon.
Démonstration. Les matrices de structure My = [); ;(s)] se construisent & partir de 'expression
suivante des produits X*X7

n
X'X7 =" Nij(s)X°.
s=1

Nous devons donc dans un premier temps exprimer les produits X*X7 dans la base Bpg
Xiti sioi+j<n+l1,
Xix) = xHi—(tl) i 4 i>n41,
Yoo X® st i4+j=n+1l

Nous en déduisons que les coefficients \; j(s) de M sont donc non nuls lorsque



7 Base normale optimale de type I 59

e i,j vérifient i+j =soui+j= s+ (n+1). Ces coefficients correspondent aux coefficients
de M! non nuls,
e i, j vérifient i+j = (n+1). Ils correspondent alors aux coefficients non nuls de D. Finalement
nous avons donc établi la décomposition My = M/ + D.
O

Nous pouvons exploiter cette propriété afin de réduire le cotit matériel du multiplieur normal
de TFon. Le calcul des coordonnées wy; de W = UV s’effectue habituellement par le produit
matriciel suivant

ws = ("U) - My - V.
En utilisant la décomposition de My donnée dans la prosposition précédente nous obtenons
‘U-Ms-V=_>"W)-M,-V+(U)-D-V
Le calcul des coordonnées wy peut finalement se faire en calculant d’abord
wh = (U)-My-V et a=('U)-D-V,
ensuite nous en déduisons ws = wl, + a.
La proposition suivante explicite la forme de (Y)U - M. et de (YU - D - V.

Proposition 16 ([15]). Soit U = Y1 jw; X" et V =" v;X*, deux éléments de Fon exprimés
dans la base polynomiale shiftée. Nous avons alors

n
'UDV = Z UiUn41—i
i—1

et
tUM;:[us_l ceeooup 0wy . us+1]

Exemple 13. On consideére dans cet exemple le corps Fos = Fo[X]/(X*+ X3+ X2 +1). La base
polynémiale shiftée est dans ce cas

Bps = (X7X27X37X4)‘

Les matrices M, associées a cette base sont

00 00 1000
, 10001 , 0000
M1_0010’M2_0001’

[ 01 0 0| |00 1 0 |
[0 0 1 07 1 0 1 0]
, |0 100 , o100
M3_1000’M4_1000’
[0 0 0 1 | [0 0 0 0 |
la matrice D vaut ici
00 01
0010
D‘o100’
1000
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et la matrice My est donnée par

0 Uqg U3 U Uqs U3 U2 U
ur 0 wug usg Uy U3 Uy U]
My = +
us up 0 uy Ug U3 U2 UL
ug uo up 0 Ug U3 U UL

¢

En utilisant les expressions de (!U) - D -V et (*U) - M. de la proposition précédente, nous
obtenons 'algorithme ci-dessous qui prend en entrée deux éléments U et V représentés dans la
base Bpg, et retourne leur produit W = UW dans Bpg.

Algorithme 8 Multiplieur ONB I [15]
Entrée. U = [ug,...,up—1],V = [vo,...,Un-1],
Calcul des w', et de «
Q= D Uitn g1
pour s=1,...,n faire
wy = Zf;ll UiVs—i + Zf?:s+1 Ui VUn+145—i

Sortie. W «— [w] + a,wh + «, ..., w), + q]

Complexité. Pour le calcul de « il faut n AND et (n — 1) XOR . Ensuite pour le calcul de
chaque w il faut (n — 1) AND et (n —2) XOR . Et l'addition finale nécessite n XOR .
Au total la complexité matérielle est de

n? AND et (n” —1) XOR .

La complexité en temps est de
Ta+ (1 + [logy(n)])Tx -

Remarque 7. Ce type de multiplieur est une version légerement modifiée de celui présenté par
Hasan dans [13], a la différence prés qu'ils ont utilisé une représentation en base normale, et non
en base polynomiale shiftée, et qu’ils ont décomposé My en D + M. avec D une matrice n X n
telle que (U?)D(U?) = 'UDV. En fait la matrice D de Hasan, correspond & notre matrice D,
mais apres avoir permuté des éléments de la base Bpg avec o.

8 Base normale optimale de type II

Dans cette section nous établissons un multiplieur pour les corps Fon dans une base normale
optimale de type II. Différents travaux ont été publiés sur ce sujet [16, 21]. Nous présenterons le
multiplieur décrit par Koc et Sunar [16] dans une version légérement modifiée.

Soit Fon une extension de Fy de degré n tel que 2n + 1 soit premier, et tel que 2 soit primitif,
ou engendre le sous-groupe des résidus quadratiques dans (Z/(2n + 1)Z)*. Soit 7 une racine
primitive (2n + 1) de Punité dans Fyzn et ¢ = v+~ L. Enfin soit B(¢) = (¢,¢2,...,¢7" ) la
base normale de type II engendrée par (. De la méme maniere que dans le cas des ONB de type
I, au lieu de représenter les éléments dans la base By, on va les représenter suivant une base
équivalente Bpg plus facile a manipuler.
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Définition 13. On définit Bps = ((1,...,(n) la base polynomiale shiftée associée a ¢ telle que
G=7" 4+ pouri=1,...,n.

Voyons d’abord comment on passe d’une expression suivant By & une expression suivant Bpg.
Pour cela définissons la bijection o qui &4 € {0,...,n—1} associe ¢(i) = min(2* mod 2n+1, -2

mod 2n + 1) dans {1,...,n}, ou les restes modulo 2n + 1 sont pris entre 0 et 2n. A partir des
coefficients de U dans By

n—1
U=> u*
1=0

et a la ’aide de 'application inverse de o, on peut exprimer U dans la base polynomiale shiftée

U = Z ua—l(j)<j~
7j=1

Maintenant nous allons voir comment multiplier deux éléments dans Forn dans la base Bpg
de Fon. Soit U,V deux éléments de Fon

U= iui@, V= i%‘@-
i—1 i—1

Nous allons exprimer les coefficients du produit W = UV dans la base Bpg. Pour cela nous
développons le produit suivant et nous le scindons en deux sommes Wp et Wh.

W= <Z ui(y' + 7")) > v +47)
i=1 j=1

= Z Z U;Vj (’}/iij + ’Yi(iij)) + Z Z U; V5 (’}/iJrj + ’}/7(@#”) == Wl + WQ

i=1 j=1 i=1 j=1

Nous commencons par arranger la somme Wjp. Nous la scindons en deux sommes S7 et So.
Dans S1 nous ne gardons que les termes tels que ¢ < j. Dans Se nous ne gardons que les termes
tels que j < ¢

414} ZZ Z uiniji‘}'Z Z UV iy -

i=1 j=i+1 Jj=1li=j+1

51 52

Dans S; nous faisons le changement d’indice s = j — ¢ et i = j — s et dans Sy nous faisons le
changement d’indice s =7 —j et ¢ = s+ j.

n—1 n n—1n—s
Wy = E E uj_sng's—i— E E ’LLj_;_s’Ust.
s=1j=s+1 s=1 j=1

Finalement nous obtenons ’expression suivante de Wj apres avoir séparé la somme sur s selon
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que s+1<n—souquen—s<s+ 1.

1
[*7] n

Wi= ) Zumvﬁ ) DRCTEVER A S P
s=1 Jj=s+1 j=n—s+1
(45)
n n—s n
+ Z Z“j+s”j+ Z uj—svj | Cs-
s=[2x1 )41 \J=1 j=s+1

Occupons nous maintenant de Wa = 377", wivj(yi+7 4+ 4~ F9)). Nous allons séparer Wa en
deux sommes, selon que i +j < n et que i+ j > n.

n—1n—j
=SS 4SS S e )
j=111=1 i=1 j=n—i+1

Si S2
en effectuant le changement d’indice s =i+ j et ¢ = s —j dans 5] et en effectuant le changement
d’'indice s =2n+1— (i + j) et i =2n+ 1 — (s + j) nous obtenons

n s—1
g g Us—jVjCs + E § Ugn+1— s+j)U]Cs
s=1 j=1 s=1 j=n—s+1

Finalement nous allons séparer I’expression précédente de W5 en une somme sur s telle que
s—1<n—s+1 et une seconde somme suivant que n —s+1<s—1

g Us—jV; + E U2n+1—5—35Vj Cs

i Mm:

j=n—s+1
(46)
n—s s—1 n
+ Z Z Us—jV;j + Z (Us—j + Uznt1-s—5)V5 + Zuznﬂ—s—jvj Cs-
(2741 \j=1 j=n—s+1 j=s

Maintenant de ’expression de W7 et Wy ci-dessus, nous déduisons les coefficients ws; de W
dans Bpg sous ’hypothese n impair pour simplifier.

Lemme 15. Si l'on suppose n impair, et si ws est le coefficient d’indice s de W dans la base
Bpg, alors ws s’exprime en fonction des coefficients u;, v; comme
o Pour1<s< ”Tfl

s—1 n—s
Wy = Z(Uj+5 + us—j)vj + u2svs + Z (Ujgs + Uj—s)V;
j=1 j=s+1

n
+ Y (ujs F Ugng1os )
j=n—s+1
e Pour s = 2=
s—1

n
Ws = E (uj+s + Usfj)’Uj + U2n+1-25Vs + E (ujfs + u2n+lfsfj)vj-
7=1 J=s+1
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° Pour”TH+1§s§n

n—s s—1
Wg = Z(Uj+s + us_j)vj + E (us_j + UQn_H_S_j)Uj
j=1 j=n—s+1

n
+ U2n1-25Vs T (U i—s T Un4+1—s— ‘)U i
J 3759

Jj=s+1

Exemple 14. Considérons le corps Fys = Fo[X]/(X3 4+ X + 1). Vérifions que ce corps vérifie
bien les hypotheses de la proposition 11 sur les base normales de type II. D’abord nous voyons
bien que 2 x 3+ 1 = 7 est premier, ensuite nous vérifions que 2 engendre bien le sous-groupe des
résidus quadratiques de (Z/7Z)* et que 7 = 3 mod 4. L’élément v = X de Fy3 est une racine
primitive 7" de 1'unité et I'inverse de 7 est égal & X% = 1 4+ X?2. Nous pouvons donc construire
la base Bpg associée a

Brs=((=1+X+X%G=X+1,{=1+X").
Les produits des éléments de la base Bpg valent ici

GG =C+¢3, GG =00+, =0+

et les matrices de structures M, asscociées a Bpg sont
010 1 01 0 1 1
Mi=|10 1|, Mya=]0 0 1], Msg=|1 10
0 1 1 1 10 1 00

Soit U = w11 + u2ls + uz(s € Faa. Avec les matrices Mg, nous obtenons la matrice My en
utilisant la formule 36

U9 ul +uz u2 + us
My =1 up + us us U + U2
U +uz up + us Ul

Les coordonnées du produit de W = UV sont données par le produit W = My - V. Nous en
déduisons que les wg s’expriment bien comme le spécifiait le lemme 15

wp = ugvy + (ug + uz)vy + (ug + usz)vs,
wy = (u1 + U3)1}1 + usvo + (U1 + UQ)vg,
ws = (u2 4+ uz)vy + (ug + u2)ve + uyvs.

&

Nous allons pouvoir multiplier deux éléments U,V € Fan avec les formules données dans le
lemme 15. Dans un premier temps nous allons calculer les w éléments p1; ; = u; + u;. Nous
en déduirons les coordonnées ws de W = UV en calculant les n produits scalaires donnés dans le
lemme 15. Nous obtenons 'algorithme suivant, pour multiplier deux éléments U,V de For dans

une une base shiftée, lorsque n est impair.
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Algorithme 9 Multiplieur ONB II
Entrée. U = [u1,...,up], V = [u1...uy).
Etape 1. Calcul des coefficients p; ;.
pour i,j=1,...,n et i# j faire

Mig < Ui + Uj.

Etape 2. Calcul des wg
pour 1<s< ”T_l faire
Wy = Y521 Hys,s—iUj F U2sVs + D5yt it j—sUi + D jmn g1 Hi—s2ntl-s—jUj
pour s = "TH faire
Ws Z}q: [jts,5—5Vf + Uan41-25Vs + D5y flj—s2n+1—s—jV;
n+1

pour "= <s<n faire

n—s s—1 n
Ws = D57 Hjts,s—i VT2 5 —n—si1 Ms—j2nt1—s—jVj TUmt1-2sVs T2 gy j—s,2nt1-s—;Vj

Sortie. W «— [wy,...,w]

Complexité. La premiere étape de I'algorithme consiste simplement en un calcul des p; ;, ce
qui nécessite @ XOR . La seconde étape, consistant en n produits scalaires, a donc un cott
matériel de n? AND et n(n—1) XOR et un coiit en temps de T4 + ([logs(n)])Tx. On en déduit
que le cout total matériel vaut

n? AND et gn(n —1) XOR,,

et que le cott en temps vaut
T+ (1+ [logy(n)]) .

Remarque 8. On peut comparer les bases normales de type I et de type II, elles ont toutes
deux une méme complexité en temps, mais le nombre de XOR nécessaire pour le type Il est 1,5

fois plus important que celui du I.
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Base Duale

Dans ce chapitre nous allons établir quelques résultats concernant la double représentation
d’un corps Fgn avec deux Fy-bases B et B’ qui vérifient une relation de dualité. Cette relation de
dualité permet de faire un lien entre les coordonnées d’un élément dans B et dans B’ . Lorsque B
est une base polynomiale, ce lien entre les deux systémes de coordonnées va nous permettre de
construire assez simplement un multiplieur-dual dans F», dans la proposition 19. Ce multiplieur
prendra en entrée deux éléments U,V € Fgn avec U exprimé dans B et V dans B’ et retournera
W = UV exprimé dans B’.

Dans la premiere section de ce chapitre nous établissons quelques résultats généraux concer-
nant les bases duales, ensuite nous appliquons ces résultats pour la construction de multiplieur
dual de Far associé a des bases polynomiales bien choisies. Nous introduirons la représentation
circulaire duale lorsque le polynome est un AOP, et nous construirons le multiplieur proposé par
Lee et Lim dans [17]. Ensuite nous construirons le multiplieur dual associé a un trinome (cf.
[11]) ; pour finir avec le multiplieur dual associé a un pentanome.

9 (Généralités

Soient Fyn /F, une extension de corps finis de degré n et B = (e, ..., ey,) une base de Fyn sur
[F,. Considérons une forme F,-linéaire ¢ de Fyn. La forme ¢ est completement déterminée par
les n coefficients ¢(e;) = p; € Fy. En effet pour U = uje; + ugea + - - - 4+ upe, € Fgn, nous avons

o(U) = prug + -+ + pnty.

Etant donnée une forme ¢ et une base B de F,», nous pouvons définir la notion base duale
de B relativement a ¢.

Définition 14 (Base duale[6]). Soit ¢ une forme Fy-linéaire de Fgn non nulle. Deuz bases
B = (€i)i=1,.n €t B" = (fi)i=1,..n de Fgn sur F, seront dites duales relativement a ¢ si elles
vérifient

1 sii=j
“O(e’f])_{ 0 sii#j

On dira que B est autoduale relativement a ¢ si B' = B

Remarque 9. A l'origine deux bases étaient dites duales si elles vérifiaient les conditions de la
définition 14 pour la forme ¢ = T'ryn|,. C’est d’abord sous cette hypothese que Berlekamp dans
[2] a proposé un multiplieur dans les corps Fan utilisant des bases duales. Cette notion a été
généralisée plus tard a une forme ¢ quelconque par Fenn, Benaissa et Taylor dans [6].

Exemple 15. Soient le corps Fos = Fo[X]/(X%+X341) et sa base polynomiale B = (1, X, X2, X3)
associée a X. Nous allons calculer la base duale de B relativement a la Fa-forme T'rp4)5. Par
définition nous avons pour U € Fas

Tr(U)=U+U*+U* + US
Si I'on effectue le calcul de la trace pour U = 1, X, X2, X3 nous obtenons

Tr(l) = 0, Tr(X) = 1,
Tr(X?) = 1, Tr(X%) = 1.
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Nous en déduisons par linéarité que Tr(ug + u1 X + ua X? + uzX?3) = uy + uz + ug. Si on définit
les éléments suivant de Foys

ey = 1+X, € = 1+X2+X3
eh = X+X3 e = X+X2
on peut vérifier que pour 7,5 =0,1,2,3
: 0 sii#j
1 1N\ 9
T”(Xej)_{ 1 sii=j.
La base B' = (e[, €], €5, €4) de Fya est donc la base duale de B.

&

Fenn, Benaissa et Taylor dans [6] ont montré que pour une Fy-forme quelconque ¢ # 0, toute
base B admet une base duale B’ relativement & ¢.

Proposition 17. Soit Fyn /F, une extension de corps fini, et ¢ une Fq-forme linéaire non nulle.
Toute Fy-base de Fgn a une unique base duale relativement a .

Pour toute forme ¢, il est donc possible de construire la base duale de B relativement a .
Le choix de ¢ est un composant essentiel pour la construction de la base duale, c’est en agissant
sur ¢ que 'on peut essayer de trouver une jjbonne;; base duale de B. C’est en partie pour cette
raison que Fenn, Benaissa et Taylor dans [6] ont généralisé la notion de base duale en prenant
une Fy-forme ¢ arbitraire au lieu de la fonction T'r ().

La proposition suivante donne une procédure pour passer d'une représentation en base B vers
la représentation suivant sa base duale B'.

Proposition 18 (Changement de base [2]). Soient (€;)i=1,..n €t (€})i=1,.n deuz bases duales
de Fgn sur Iy relativement a une Fy-forme ¢, alors chaque élément U € Fyn peut étre représenté

dans la base B' = (€})i=o,...n—1 de la fagon suivante

U=>Y o¢Ue)e
i=1

Démonstration. Décomposons U dans (e})

n

o /N
U—g u;€;

Jj=1

Ensuite nous remplagons I'expression de U dans ¢(Ue;) et nous développons
n
p(Uei) = (Y usele;)
j=1

n
=D ufpleic)) = uj,
j=1

car p(e;e;) = 1 et p(ee)) = 0 pour i # j. O
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Base duale d’une base polynémiale

Une famille de bases particulierement intéressantes pour une double représentation base-base
duale des corps Fy» sont les bases polynomiales. Rappelons que la base polynomiale associée a un
élément ¢ € Fon est la base (1,¢,¢2,...,¢" ). A partir de maintenant nous nous intéresserons
uniquement aux corps Fgn = F¢[X]/(P) ott P est un polynome irréductible. Nous allons étudier
la double représentation de Fyn suivant la base polynomiale B = (1, X, .. ., X" 1) et sa base
duale B’ par rapport & une Fg-forme ¢.

Pour deux éléments U et V de Fyn, dont on connait la représentation de U suivant B nous
pouvons calculer le produit de U et V' dans Fy» comme dans la proposition suivante.
Proposition 19 ([2]). Soit Fyn = F,[X]/(P) avec P = "} p; X + X" € F [X] un polynome

1=

irréductible, B = (1,X,..., X" 1) la base polynémiale associée a X, et © une Fy-forme sur
Fgn. Soient B = (ep,...,€e,_1) la base duale de B relativement ¢ ¢, U = ug + w1 X + --- +
Upn 1 XLV € Fon et W tel que W = UV'. Nous avons alors
e(V) (VX)) - (VX" ug p(W)
p(VX)  o(VX?) - (VX" u1 p(WX)
. . S = . (47)
e(VX™ 1) (VX)) - p(VX?*?) Up—1 p(WX"1)

Démonstration. Nous allons calculer le produit de la j°™ ligne de la matrice [o(W X itJ )i, §=0,...n—1
avec le vecteur colonne constitué des coefficients de V. Nous arrangerons l’expression obtenue
pour faire apparaitre ¢(W X7)

Uo n—1
[V o x| | =Y (VX
Up—1 =0
= (VXTI (Y uiX"))
i=0
= o(VUX) = o(WX7).
La proposition en découle. O
Nous noterons souvent par la suite v} = o(V X% pouri = 0,...,2n—2et My = [Viy;)ij=0,...n—1-

Avec ces notations, les coordonnées w) suivant B’ de W = UV sont données par

n—1
wi=Li(My)-U = ngﬂu]—.
=0

Remarque 10. Au vu de I'équation (47), nous remarquons que si nous connaissons les coeffi-
cients vé» = o(VX7) pour j =0,...,2n — 1 nous pouvons calculer les coordonnées de W = UV
dans la base duale de B via un produit matrice vecteur. Il reste donc deux points a préciser pour
compléter la construction d’'un multiplieur dual

e une méthode de calcul pour 119 = o(VXJ) pour j =mn,...,2n — 2,
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e une formule de changement de base entre B’ et B pour pouvoir & partir des coordonnées
de U dans la base B’ trouver les coordonnées de U dans B.

Pour le second point, il n’y a pour le moment, & notre connaissance, aucune réponse générale.
Il semble que dans certain cas, si le ¢ est bien choisi, la base duale de B est une base permutée
de B, et donc le changement de base revient a effectuer une permutation des coefficients de U'.

Par contre pour le premier point nous avons le résultat suivant qui donne une méthode pour

/ . . . R . p p
calculer les v pour j > n récursivement a partir de vy, ..., v;,_5.

Proposition 20 ([2]). Soient Fgn = Fy[X]/(P) avec P =7, ' pi X4 X" € Fy[X] un polynéme
irréductible, B=(1,X,..., X"~ 1) la base polynomiale associée a X, et ¢ une Fy-forme sur Fyn
Soient B' = (e, .. . ,e;ﬁhl) la base duale de B relativement d ¢, et V = Y11 vle; € Fyn. Nous
avons alors pour j <n —1

p(VXI) =0

et pour j =n+ 7 avec 0 < j' <n — 1 nous avons la relation suivante

n—1

Uy = @(VX™) = =3 " pip(VX™T) = sz Viyjo (48)
=0

Exemple 16. Soit Fos = Fo[X]/(X* + X3 + 1) et B = (1, X, X% X3) sa base polynomiale
associée a X . On a vu dans I’exemple 15 que la base duale de B relativement a la Fo-forme
T'ry4)p est donnée par

e = 1+X, € = 1+X%2+X3

ey = X+X3 e = X+X°

Soit V' = vye + vie) + vhey + vzes. Nous pouvons calculer les coefficients vj pour i = 4,5, 6
de la matrice My récursivement avec I’équation (48) :

vy = vy + vk, v =0 v, v =vh + k.

Finalement, soit U = ug +u1 X + ugX? +u3X> € Fos et W = UV = wjef, + wie| + wheh + whel.
Avec I’équation (47) nous pouvons exprimer les w; en fonction des u; et des v}

wi || v vy v v U1
/ - / / / /
wh vy vy vE v us

¢

Démonstatrion de la proposition 20. L’égalité pour o(VX7) avec j < n — 1 & déja été montrée
lors de la proposition 18 sur le changement de bases. Nous avons donc juste a démontrer I'identité

suivante
n—1

e(VX" ') = Zp e(VXI'+H.
=0
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De l'identité Z:‘L;ol p; X" + X" = 0 donnée par le polynéome constructeur P de Fyn, nous
obtenons

n—1
Xn+]'/ — XTLX]/ — (_ ZPZXZ>X]/
=0

n—1
i=0

En multipliant cette identité par V et en appliquant ensuite ¢ nous obtenons

n—1
p(VX"H') = ¢ (V( ZPiX’*j/))
=0
n—1

== pip(VXHT),
=0

et nous avons bien ’égalité recherchée. O

Les relations entre les v; de la proposition 20 permettent de calculer récursivement les v pour
t=mn,...,2n — 2. Ceci permet d’implanter un multiplieur en série de Fyn.

Algorithme 10 Multiplieur dual en série [2]
Entrée. U = [ Uy Up—i ] , V= [ {0/ R VA ] et P:Z?:_Olpi—i—X".
pour i =0an—1 faire
Wi — UV} + ULV - U1V,

/ n—=1_
Vign < — ijo Piviy
. / /
Sortie. W — [ wy -+ wh_y |.

Dans l'algorithme précédent, les v} et les w] sont calculés en série en exploitant I’expression
des v, donnée par la proposition 20. Un probléme se pose si 'on veut calculer les w) en parallele,
car alors, il faudrait pouvoir calculer aussi les v} en paralléle. Ceci est possible lorsque le polynéme
P définissant Fyn est creux, car alors la formule de récurrence donnant les v; est particulierement
simple. Dans le cas de la caractéristique 2, nous étudierons le cas ou P est un trindome dans la
section 11, et dans la section 12 nous étudierons le cas ou P est un pentanome.

Nous allons voir d’abord que lorsque P est un AOP, on peut s’arranger pour construire un
multiplieur dual en parallele tres efficace.

10 Base duale et AOP

Soit Fon = Fo[X]/(P) ot P =Y ; X" est un AOP. Dans cette section nous présentons un
travail effectué par Lee et Lim dans [17] sur la base duale de (1, X,..., X" !) relativement & la
fonction trace Tr(-).

La propriété suivante décrit la base duale, relativement a la fonction trace de la base po-
lynémiale de Fo[X]/(P) ou P est un AOP.
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Propriété 5 (Base duale AOP [17]). Soit le corps Fon = Fo[X]/(P) ou le polynome
P =" ,X"e€ Fy[X] est un AOP irréductible. Soit B = (1,X,X?,..., X" 1) la base polyno-
miale de Fan associée a X. La base duale de B relativement a la fonction trace Tr(-) est donnée
par

e=X+X"=X+X""1"" pouri=0,...,n—1

Autrement dit les e; sont donnés par

60:1+X,

n—1
e =1+ X,
=2
ej:X"H_j—i—X, pour2<j<n-—1

Pour la preuve de la propriété précédente nous aurons besoin du résultat suivant, qui donne
la trace des éléments X* pour 0 < i < 2n — 2 de Fon.

Lemme 16. Sous les mémes conditions que dans la propriété 5, on a pour i € {0,...,2n — 2}

0 st2=0 ou i=n+1

TT(Xi) - { 1 sinon (49)

Démonstration. Soit U = ug + w1 X + uaX?+ ... + up_1 X" 1 € Fon, et soit My la matrice de
la multiplication par U dans la base B. Rappelons (cf. 2) que Tr(U) = Tr(My), ie., Tr(U)
est égal a la somme des termes diagonaux de My. Or My, la matrice de I'application ¢y de
multiplication par U, est donnée par

i uQ 0 Up—1 -+ U2 T 0 Up_1 Up—2 ... Uy
Ui uQ 0 cee o ug 0 Unp—-1 Up—2 ... UL
My = +
un72 un73 “ e .« e 0
L Un—-1 Up—2 Up-3 - UQ | 0 Un—1 Up—2 ... Uy
Nous obtenons donc
n—1
Tr(U) = nug + E u;
i=1

Or, du fait que P = Y"1 ; X" soit irréductible, n doit étre pair. Donc 'expression de la trace de
U devient

n—1
Tr(U) = Zuz (50)
=1

Pour obtenir (49) lorsque i < n — 1, il suffit juste d’appliquer la formule ci-dessus & U = X*

Tr(1) =0,
Tr(X") =1

pour ¢ =1,...,n—1.
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Pour i =n,...,2n — 2 nous devons d’abord réduire X* modulo P pour pouvoir appliquer la
formule (50). Pour ¢ = n, nous avons X" = E;:Ol X7 ce qui donne

n—1 n—1
Tr(X") = ZTT‘(Xj) = Z 1=1 (car n est pair)
3=0 Jj=1

Pour i = n + 1, nous avons X"*! = 1 et donc Tr(X"*1) = Tr(1) = 0.
Pour n +2 < i < 2n — 2, nous avons X’ = X~ (1) ¢t done, comme 1 < i — (n+1)<n-1,
nous avons Tr(X?) = 1. O

Revenons maintenant a la preuve de la propriété 5.

Démonstration de la propriété 5. Nous allons utiliser le lemme précédent pour le calcul de T'r(X iej).
D’abord calculons T'r(1e;)

Tr(leg) =Tr(1+X)=Tr(1)+Tr(X) =1,

n—1 n—1
Tr(le;) =Tr(1+ ZX’) = Z 1=0,
=2 =2
Tr(lej) =Tr(X" ™7 +X)=1+1=0 pour 1<j<n-—1.

Faisons la méme chose pour Tr(Xe;)

Tr(Xeg) = Tr(X + X?) =0,

n—1 n—1
Tr(Xe)) =Tr(X + ZXi+1) =1+ Zl =1,
=2 =2

Tr(Xe;) =Tr(X"" 7t £ X)) =14+1=0 pour 1<j<n-—1.

De la méme maniere nous vérifions que Tr(X’eq) = Tr(X’e;) = 0 pour 1 <i <n — 1.
Pour finir calculons Tr(X'e;) avec 1 < 4,5 <n

Tr(X'e;) = Tr(X" 17T 4 X' = Tr(X" 177 41

Sit<j,alors0<n+1l—j+i<n+l,etsii>jona22n—-2>n+1—j57+i>n-+1.
D’apres le lemme 16 nous avons dans ces deux cas

Tr(Xn—l-l—j—i-i) — 1’
et donc
Tr(Xie;) = 0.
Si i = j alors Tr(X"H1=10) = Tr(X"t) = 0 et donc Tr(X'e;) = 1. O

Nous déduisons de la proposition 18 le lemme suivant, qui décrit comment on calcule les
coefficients d’un éléments U € Fon dans la base B a partir des coefficients de U dans B'.
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Lemme 17 (Changement de base I [17]). Soit Fan = Fo[X]/(P) o =3 =
(1,X, X2, ..., X" 1) la base polynomiale de an associée a X, et B' = ( i)i=0,...n—1 la base
duale de B associée a Tr(-). Pour U = Zz o Uie; nous obtenons les coordonnées u; dans B en
effectuant le produit matriciel suivant

S 1100 0007 ., -

uo 1011 111 o

ul 0100 00 1 u}

2 0100 010 2

“ol=1010 0 100 ta (51)
: : .

tn=2 0101 ...000]] "2

LUn=td o110 ...00 0 LYt

Lorsqu’on calcule les coordonnées u; de U dans B a partir des coordonnées de U dans B/,
nous obtenons, pour le calcul de u; pour i # 1, qu’une seule addition est nécessaire, mais pour

U1 NOus avons
n—1
/ /
U] = Uy + E Uy,
i=2

et donc n—2 additions sont nécessaires. Dans [17], Lee et Lim ont proposé d’ajouter un coefficient
supplémentaire & la représentation dans la base B'. Ce coefficient que noterons 6(U) est défini

par
n—1
o !
= U;.
=0

Nous verrons que le fait de rajouter ce coefficients permet d’une part d’améliorer I'efficacité du
changement de base, mais d’autre part, comme on le verra plus loin d’améliorer aussi I'efficacité
du multiplieur dual.

Définition 15 (Représentation circulaire duale). Soit Fon = Fo[X]/(P) ot P =1 X!, B =
(1,...,X" 1) et B = (eg,...,en1) la base duale donnée dans la proposition 5 relativement d la
fonction Tr(-). La représentation de U € Fan en représentation circulaire duale est un (n + 1)-
uplet (u), ... uly_y,0(U)) ot les ul sont les coefficients de U dans B' et O(U) = S0 ).

n—1»

Dans cette nouvelle représentation l'addition se fera simplement en additionnant coeffi-
cient & coefficient. En effet soit U,V € Fon et (uf,...,u,_1,0(U)), (vf,...,v,_1,0(V)) leur

n—1» n—1°
représentation circulaire duale respective et W = U +V dans Fyn. Les coefficients w] de W dans
la base duale de (1, X,..., X" 1) sont donnés par w! = u} + v/, car

n—1
W = U—l—V:Z(uﬂ-v;)ez
i=0

Montrons que le coefficient redondant 6(W) se calcule de maniere similaire, i.e., vérifions que
O(W)=0(U)+ 0(V). Par définissions de (W) nous avons
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en remplagant les w] par leur expressions en fonction des « et v, nous obtenons
-1
W) = 5o (uj +vj)
= (i) + (i o)
= 0U)+06(V).

La proposition suivante donne le changement de base de B’ vers B , mais en utilisant cette
fois la représentation circulaire duale dans B'.

Lemme 18 (Changement de base II [17]). Sous les mémes conditions que dans le lemme 17. Les
coordonnées u; de U dans la base polynéomiale s’obtiennent a partir de la représentation circulaire
duale de U = (ug, u),...,u),_1,0(U)) comme

1100 000
[ up ] 0100 0 01
uy 0100 010 )
U2 0100 1 00
= (52)
: Up
Up—1 0101 000 o(U)
0| 0110 - 000
L0000 - 00 O]

On notera dans la suite de cette section D la matrice (n + 1) x (n+ 1) de la partie droite de
[’égalité.

On voit bien que le calcul de uy est nettement plus simple car u; = 0(U) + uj.

Exemple 17. Soit Fou = Fo[X]/(X* + X3+ X2+ X + 1) et B = (1, X, X2, X3, X*) sa base
polynomiale. La proposition 5 nous donne la base duale de B

o = 1+X, e = 14+X>°+X3,
ey = X+X3, es = X+X2.

Soit U = ufeq + uje1 + ubes + uses, nous pouvons calculer les coefficients de U dans la base B

/

en remplacant les e; par leur expression en fonction des X"

U = uy(1+X)+uj(1+X?+X?) +uh(X + X?) + uh(X + X?)
= (uf+u) + (uf + ub + uh) X + (u) + uh) X2 + (uf + uh) X3.

Si l'on note §(U) = ug + v} + uhy + uj, 'équation précédente devient

U = (uy+uy) + (0(U) + 1)) X + (u) +uf) X? + (u] +uh) X

¢

Nous voyons donc que si nous utilisons une représentation circulaire duale, le changement de
base est nettement moins cotiteux en temps puisque dans ce cas une seule addition est nécessaire
pour le calcul de chaque coefficient u; . Nous allons voir que 'on peut aussi tirer parti de la
représentation circulaire pour la multiplication dans Fon. Lee et Lim dans [17] ont montré la
proposition suivante permettant d’effectuer le produit de deux éléments dans une représentation
circulaire duale.
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Proposition 21 (Multiplication duale pour AOP [17]). Soient U,V,W € Fy[X]/(P) ou P =
S o X et W=UV. Soient

U=upeo+ - +u jen 1,

V =wpeq+ -+ U, _jen_1,

/ /
W =wpeg + -+ + w,,_16n—1,

leur expression dans B' la base duale de (1,X,..., X" 1) relativement a Tr(-). Les coordonnées
circulaires duales de W s’expriment alors en fonction de celle de U et V' comme suit
Cwh T [ 00 Wy e b ][ ]
w viooovy (V) - vy v ul
wh vh V] vy - vy U4 ul,
: = (53)
Wy, Up—i Vp—a Vp_g -0 vy O(V) Up_y
L O(W) ] L O(V) vy vnos v vy | LOU)
Démonstration. Afin d’établir 'expression (53), nous allons arranger 1’expression (47) suivante
p(W) e(V) (VX))  o(VX?) - (VX" ug
pWX) | | eVX)  @(VX?Y)  oVX?) o p(VX") u
p(WX™ 1) (VX" 1) p(VX") (VXM - p(VX*2) Un—1
ou les wu; sont les coordonnées de U dans (1, X,..., X"™). Dans un premier temps calculons les

coefficients de MV. Nous avons d’abord

Tr(VX") =v, pouri=0,...n—1,

n—1 n—1
Tr(VX") =Tr(VY X)) => vj=0(V),
i=0 i=0
Ensuite, du fait que X"**% = X? pour i = 0,...,n — 1, nous obtenons

TT(VX"):UL(”H) pour i=n-+1,...,2n —2

De ces résultats, nous pouvons arranger I’équation (47), la derniere ligne s’obtenant en som-
mant les n premieres

- - - u
wy Vg v Upoy O(V) uo
w) V] V) o(V) !
1 1 2 0 o
: = : f : (54)
Wy, 1 Un—1 9(‘//) ng—zs U&—Q un.—l
L O(W) | L O(V) v Un—2 Up-1 | 0
Uug
Finalement nous remplacons : par son expression donné dans 'identité (52) et nous
Un—1
0

obtenons le résultat recherché. O
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D’apres la proposition précédente pour multiplier deux éléments U,V de Fan donnés dans
une représentation circulaire duale, nous devons effectuer le produit matrice vecteur (53). Nous
pouvons donc implanter la multiplication dans la base duale (e;)i=o,... n—1 comme ci-dessous.

Algorithme 11 Multiplieur dual pour AOP [17]

Entrée. U = (ug,...,u,_1,0(U)) etV = (v],...,v],_1,0(V)) en représentation circulaire duale.
pour ¢ =0,...,n—1 faire

Wi — ugvj + urvi_y + ...+ w0y + uip10(V) + wig2v), 4 A Un— 105 + 0(U) V]
OW) — upy@(V) +ujv),_y + ... +ul,_qv] +6(U)uyy
Sortie. W — (wg,. .., w,_q,0(W))

Complexité. Le cout de I'algorithme est le cotit d’un produit matrice vecteur, i.e., le produit
matriciel de I’équation (53). Le cotit matériel est alors de (n + 1)2 AND et (n + 1)n XOR , et
le cotit en temps de T4 + ([logy(n + 1)])Tx.

En conclusion, nous voyons que le coiit en temps de ce multiplieur dual est meilleur qu’avec
un multiplieur en base normale de type I (cf. algorithme 8 du chapitre 5.2.2) qui a un cotut
de T4 + (1 + [logy(n)])Tx. Le cout matériel du multiplieur dual pour un AOP est par contre
légerement supérieur au multiplieur en ONB 1 : le multiplieur ONB I a un cotit en espace valant

n? AND et (n*> — 1) XOR .

D’autre part, si 'on compare le multiplieur dual avec un multiplieur dans la base polynomiale
de A = Fy[X]/(X™ +1) (cf. section sur les equirépartis 4.4), le cofit en temps et en espace est
le méme.

11 Base duale et trinome

Cette section reprend en partie un travail de Wu, Hasan et Blake dans [11]. Comme nous
l'avons déja noté, le multiplieur dual décrit dans la proposition 19 est d’autant plus efficace que
le polynéme générateur P est creux. En effet, comme nous allons le voir dans la proposition qui
suit, le fait que P soit un trinéme va nous permettre de calculer les v} plus simplement.

Proposition 22 ([11]). Soient Fon = Fo[X]/(P) avec P = X"+ X"+ 1 et 2 < k < %. Soient
B=(1,X,...,X" 1) et B = (eg,e1,...,en_1) sa base duale relativement a une Fa-forme .
Soit V = Z?:_ol vie; nous avons alors

vl pour j=0,...,n—1
e(VXT) = Vi (gt Vi pour j=mn,....2n—k—1 (55)
U;—Q(n—k:) + v;_2n+k + v;_n pour j=2n—Fk,...,2n—2

Nous voyons donc que chaque v; pour j > n peut se calculer en fonction des coordonnées v}
de V dans la base duale de (1, X,..., X" 1) en effectuant, au plus, deux additions.

Exemple 18. Soient Fys = Fo[X]/(X®+ X2 +1) et une Fa-forme ¢ quelconque de Fys. Soit B =
(1, X, X2, X3, X*) la base polynomiale de Fqs et B’ = (ef), €], €5, €4, €} ) sa base duale relativement
a .
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Soit un élément V = Z?:o vie, de Fgs. On peut calculer les vf, vg, vh, v§ en terme des v] pour

i < 4 en réduisant X7 modulo X°® + X2 + 1 et en développant le produit V X7 dans o(V X7)

vs = p(VX°) = p(V(X?+1)) = o(VX?) + (V) = vy + vy,
v = p(VX) =p(V(X?+ X)) = s+,
vp = p(VXT) = p(V(X* + X?)) = v) + 1),
vg = p(VX®) = @(V(X?+1+ X)) = vh + vg + v3.
¢
Démonstration. L’expression de o(V X7) pour j =0,...,n—1 a déja été vue dans la proposition

18 sur le changement de base. Pour ¢(V X7) avec j > n, nous allons dans un premier temps
réduire X7 modulo P. Ensuite en remplagant X7 par son expression réduite dans ¢(V X7) nous
en déduirons les expressions souhaitées. Pour j =n,...,2n — k — 1, du fait que

X"=X*4+1 mod P,

nous avons
X) = XITnx" = XI(XP 1) = X970k 4 I,
Si I'on remplace X7 par I’expression ci-dessus dans ¢(V X7) nous obtenons
P(VXT) = p(V(XI~00) 4 xI=m)
= (VXTI 4 o (VX

o /
= Uj—(n—k‘) + Uj—n'

De méme l'expression de ¢(VX7) pour j = 2n — k,...,2n — 2 s’obtient en remarquant que
XJ = Xi—2(n—k) 4 xXi—(@n—k) L XJ—" mod P et en remplacant X7 par cette expression dans
o(VX7). O

Maintenant que nous avons des formules pour calculer tous les v}, nous pouvons implanter
un multiplieur dual dans Fo[X]/(X™ 4 X* 4 1). Ce multiplieur calcule dans un premier temps les
coefficients v} pour i =n,...,2n — 2 de la matrice MV en utilisant les formules établies dans la
proposition 22 précédente. Dans un second temps on calcule les coordonnées de W = UV dans
la base duale en effectuant le produit matriciel

— L~ ,
W = MV . U ou MV = [’Z)Z-Jrj]@j:o’._,,n_l.

Nous pouvons maintenant établir I’algorithme suivant, pour multiplier deux éléments dans
Fon. 11 prend en entrée deux éléments U,V de Fo[X]/(X™ + X* + 1), o U est donné par ses
coefficients dans la base polynémiale B = (1, X,..., X" 1), U = Y w; X et V = S0 vl
par ses coefficients dans la base duale. L’algorithme renvoie le produit W = UV dans Fan donné

par ses coefficients dans la base duale W = Z;:ol wie;.
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Algorithme 12 Multiplieur dual trinomial [11]

Entrée. U=1[uy -+ un—1 |etV=7[nvy -+ vl 4|
Etape 1. Calcul en paralléle des coefficients de My
pour i=mn,...,2n —k — 1 faire
U; A U;—(n—k) + Ug—n
pour ¢=2n—k,...,2n — 2 faire

/ / / /
Vi = Vi_o—k) T Vic@n—k) T Vi-n

FEtape 2. Calcul en paralléle des coefficients w)
pour ¢ =0,...n—1 faire
-1

Sortie. W «— [ w] - wl_ |

Complexité. Dans la premiére étape, (n—1) XOR sont nécessaires pour le calcul des v} pour i =
n,...,2n—2. La complexité temporelle de cette étape est de 2Tx. Le calcul des w] dans la seconde
étape requiert lui n2 AND et n(n—1) XOR pour une complexité en temps de T + [logy(n)]Tx .
Ce qui donne une complexité matérielle totale de

n? AND et (n+1)(n—1) XOR,

et une complexité en temps de
T+ ([logy(n)] +2)Tx.

Remarque 11. Le multiplieur ci-dessus est incomplet car on souhaiterait avoir tous les éléments
en entrée et en sortie écrits dans la méme base. Ceci nécessiterait donc que I'on spécifie la forme
Fy-linéaire ¢, et donc la base duale (€]

)i=0,...n—1 de la base polynomiale. Ceci afin de pouvoir
passer de la représentation dans la base B’ & une représentation dans la base B.

12 Base duale pour pentanome

Nous allons dans cette section construire un multiplieur dual pour les corps Fon = Fo[X]/(P)
ol P est un pentanome. Nous allons utiliser le résultat donné dans la proposition 19 : pour
calculer le produit de deux éléments U,V € Fan nous effectuerons les produits matriciels

W= My U,
ou la matrice MV est définie par
My = [¢(VX™]; =0, n-1.

Le principal probleme que nous devons traiter, c’est de trouver une méthode pour calculer les
coefficients ¢(V X**7) de My . Dans cette optique, nous allons exploiter une partie des résultats
obtenus dans le chapitre 2.3 sur les bases polynémiales. Nous avions étudié les bases polynomiales
des corps Fan = Fo[X]/(P) définis par un pentanéme P € Fy[X] tel que P =1+ X + X™ +
X4 X" avec 2<m < [§] - 1.

Soit B = (1, X,..., X" !) la base polynomiale de Fan associée & X, ¢ une forme Fa-linéaire,
et B = (eg,...,en—1) la base duale de B associée & ¢.
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Dans le chapitre 2.3 nous avons montré le lemme 8 suivant qui donne les formules de réduction
modulo P des monémes X* pour i =n,...,2n — 2.

Lemme 19 ([22]). Soit P = 1+ X +X™+ X"+ X" un pentanome de F2[X| avec 2 <m < [%].
On a alors les identités suivantes
e Pouri=n,n+1,...,2n—m — 2

Xt = X0 x (g xmmdm g xmt b iom - mod P,
e Pouri=2n—-—m—1
X=X 4yl g xOmmdm g g 4 x4 X™ 4+ X™ mod P.
e Pouri=2n—m,...,n —2
Xt = xU=n) 4 yl=—nm)+l | xi-2ntm | xei-2n+2m | yi-2n42m+2 4 yi-2n4m2 mod P.

A partir des formules donnant X7 modulo P pour j > n, nous allons pouvoir exprimer
v} = o(VX7) pour j > n, en fonction des coordonnées v} suivant B’. C’est 'objet de la proposition
suivante.

Proposition 23. Soit Fon = Fo[X]/(P) avec P = 1+ X+ X"+ X" 4 X" et 2 <m < [5]—1.

Soit V = Z?:_ol viel ot (e;)i=1,. n est la base duale de (1, X, ..., X" 1) relativement a une forme
Fy-linéaire . Nous avons alors
e Pouri=n,n+1,...,2n—m — 2

Ué = véifn) + véifn)Jrl + infn)er + v;nJrlJr(i*")'

o Pouri=2n—m-—1

e Pouri=2n—m,...,n —2

o / / / / /
Vi = V(i—n) T Vi—n)+1 T Vic2ntm T Vicontom t Vicantom+2 t Vicontmo-

Démonstration. Pour le calcul de v} = ¢(X?) nous utilisons I'expression de X* donnée dans le

lemme 19, le résultat cherché s’en déduit en développant le produit et en remplacant o(X7) par

/
/Uj‘

Nous le montrons uniquement pour ¢ =n,n+1,...,2n —m — 2, la méthode étant la méme
pour les autres cas. Nous remplacons donc X* par X (") 4 X (@=n)+1l 4 x(i-n)+m 4 xm+1+(i—n)
dans ¢(V X?) et nous développons

v = (VX" = (VX)) 4 (VXU 4 (v X Ummtm) 4 oy xmHitizn)),

A présent en remplacant (V' X7) par v;- nous obtenons

r / / /
Vi = Vien TV n)r1 T Vion)em T Untia(i—n)

ce que nous voulions. O
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Exemple 19. Dans cet exemple le corps fini sera For = F3[X]/(P) ot P = X "+ X3+ X2+ X +1,
B la base polynomiale de Fo7 et B’ = (€})i=0.... ¢ la base duale de B par rapport & une Fa-forme
quelconque de Fy7. D’abord on peut vérifier les formules de réduction données par le lemme 19

X" = X3+ X2+X+1, X% = X'+ X3+ X%+ X,
X9:X5+X4—|-X3+X2, X102X6+X5—|—X4+X3,
XU = X604 X044 X4+ X3+ X24+X+1, X2 = X044 X54 X441,

Ensuite nous obtenons les expressions suivantes de ¢(V X*) pour V € Fyr et i > 7 en terme des
coefficients v, de V' dans B’

vp = vy 4 vy + v+ vy, vy = vy +vg+vy+ v,
vy = v+ vy +vs+ s, vy = ug+vg+ vy + s,
vy = Ugtug+vptvs+oy+u) g, vy = vg+ v+ v+ .

&

Nous pouvons maintenant construire un multiplieur dans Fon = Fo[X]|/(P) ou P =1+ X +
X™ 4+ X™H 4 X" Dans un premier temps, avec les formules établies dans la proposition 23,
nous calculons les coefficients v} +; de la matrice My = [v;]] a partir des coordonnées de V' dans
B'. Ensuite, d’apres la proposition 23 nous pouvons calculer les coordonnées dans B de W le
produit de U et V dans [Fan, en effectuant le produit matriciel

W = My - U.

L’algorithme suivant prend en entrée un élément U exprimé dans la base polynomiale de Fan
et V dans B’ et calcule les coordonnées de W dans B’ selon cette méthode.

Algorithme 13 Multiplieur dual pour pentanéme

Entrée. U=/[wuy -+ up1 |etV=[v) - v,_].
FEtape 1. Calcul des v} pour i =mn,...,2n — 1.
pour i=n,n+1,...,2n —m — 2 faire

Vi = Vimm) T Vimmy+1 T Yicnytm T Vint1(i-n)
pour ¢ =2n—m —1 faire

Ui = Vi) T Vimnyt1 T Uiy 0 VL Vn O
pour ¢=2n—m,...,2n — 2 faire

! / / / / /
Vi = Vi_py T Vicn)41 T Vie2ntm T Vic2ntom T Vicontom2 t Vicontmt2

Etape 2. Calcul des w) en paralléle.
pour ¢=0,...,n— 1 faire
Wi =00 0 Uiy

Sortie. W ={wy -+ wl,_4].

n—1

Complexité. Nous allons d’abord calculer séparément la complexité de I’'étape 1 et 2 de ’algo-
rithme .

Dans I'étape 1 les v} sont calculés en parallele et chacun d’eux avec un arbre d’additions. La
complexité matérielle pour le calcul des v} pour i = n,...,2n —m — 2, est alors de 3(n —m —
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1) XOR . Pour le calcul de v5,_,..; nous avons besoin de 6 XOR et de 5(m — 1) XOR pour
les v} tels que i = 2n —m,...,2n — 2. D’olt un total de (3n + 2m + 10) XOR pour la premiére
étape. Cette étape s’effectue dans un délai de 37T'x.
La seconde étape consiste en un produit matrice-vecteur. La complexité matérielle de cette
étape est donc de n? AND et n(n — 1) XOR et la complexité en temps de T4 + [logy(n)]Tx.
La complexité matérielle totale de ’algorithme vaut finalement

n? AND et (n(n+2)+2m +10) XOR ,

et la complexité en temps vaut
Ta + (3 + [logy(n)])Tx.

Remarque 12. Notons encore ici que le choix de la représentation n’est pas fixé : le choix
pour ¢ et donc pour B’ reste libre. Ce choix se fera parmi les bases telles que le changement de
représentation de la base duale vers la base polynomiale soit le moins cotiteux possible. D’autre
part, Koc et Rodriguez dans [22] ont introduit un nouveau type de pentanéme, qui permet de
construire un multiplieur aussi efficace que celui de ’algorithme 13, mais dont les coefficients
©(V X?) sont calculés & partir des coefficients de V' dans la base polynomiale.

Pour conclure ce chapitre, nous allons voir, dans l’exemple suivant, que deux choix de
différentes Fa-forme ¢’ et ¢” influent dans la phase d’écriture de U dans la base polynémiale de
Fon, mais n’influe pas dans la multiplication faite suivant la méthode de I'algorithme 13.

Exemple 20. Dans cet exemple le corps fini sera Fyr = Fo[X]/(P) ot P = X"+ X3+ X2+ X +1
et B=(1,X, X% X3 X4 X5 X0) la base polynomiale de Fy7. Considérons les deux bases duales
B, B" associées, respectivement, aux deux Fo-formes ¢’ et ¢” définies par

W'(ZS:O wiX') = uo+ur +ug + uz +ug + us,
QOH(Z?:O uin) = Uup.

Nous allons effectuer le produit de deux éléments U, V' en utilisant multiplieur dual associé dans
un premier temps & B’, et ensuite & la B”. Nous obtenons les deux situations suivantes.

1. Multiplieur dual associé a la base B'.

La base duale B’ de B relativement a ¢’ est dans ce cas donnée par

eo=X+X>+X0 e =14+X24+X"+X0 e=14+X+X*4+X°
ez = X3+ X4, eq = X2+ X3, es = X + X2,
66=1+X.

Nous allons multiplier les deux éléments

U = ugeg+ ujer + ues + uses + u'des + ubes + uges,
V. = wvjeq + vier + vhea + vies + vyeq + vies + vges,

a partir de leur expression dans la base duale B’. Nous voulons utiliser la méthode décrite
dans le théoreme 19 décrivant la méthode générale du multiplieur dual : les coordonnées
de W dans B’ se calculent en effectuant le produit matriciel

W = My - U.
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Nous devons donc calculer les coordonnées u; de U dans la base B , ainsi que les coefficients
/ .
v;4; de la matrice My

Nous allons dans un premier temps déterminer les coordonnées de U dans B. Pour cela,

6 . - )
nous remplacons dans U = >’ jule; les e; par leurs expressions en les X* données

précédemment. Nous obtenons
U = up(X + X2+ X +u)(1+ X2+ X5+ XO) +ubh(1+ X + X*+ X9)
Fus (X3 + X4 + ufy (X2 4+ X3) + uf (X 4+ X?) + ug(1 + X)
= (u} +ub +uf) + (uh + ub + ul 4+ uf) X + (uh + v + )+ ub) X2
+(uh + ) X3 + (uh + ub) X+ (uh + uf) X + (ufy + u)) XC.

Autrement dit, les coordonnées u; de U dans B sont données par

up = uy +uh 4+ ug, up = uh 4 ub + ul +ug, ug = uf + uf 4wl +ul,
ug = uf + uly, uyg = ub + uf, us = u) + ub,
ug = ug + uj.

Ensuite nous devons calculer les coefficients de la matrice My = [v{ +j]i,j:1,,,,,6, autrement
dit, nous devons calculer les coefficients v} pour ¢ = 7,...,12. Nous avons juste & appliquer
les formules données dans la proposition 23.

v = g+ vy +v] + vy, vy = vy + g+ vy + o,
A S i S Vo = th+uh 4o+,
vy = vgF+vE+u s+ vl + v g, vy = g+ vk + v+ .

Nous en déduisons finalement les coordonnées dans B’ du produit de U et V :

[ w) | [wy V) vy s vy wh vy ] [ uo ]
w vl vh b vy vk vl v uy
wh vy vh vy vh owvg vh v U2
wy | = vy vy vl ovg vhowh vy || ug
wy vy vs ovg vhovf o vy v u

4 4 Y% Y Ur U8 9 Y10 4
" / / / / / / /
Ws Us Vg U7 Us Vg U Un us
" / / / / / / /
L Wg L Y6 U7 Us Vg Vo V11 Uiz 1 L U6

2. Multiplieur dual associé a la base B”.

La base duale B” associée & la Fo-forme ¢” est donnée par les 7 éléments suivants

fo=1, fi=X+X>+X% fr=X+X°
f3=X* fi=X3, 5= X2, fo=X.

L’objectif ici encore c¢’est de calculer le produit de deux éléments

U = ugfo+uifi+usfo+usfs+uifa+usfs + ugfe,
Vo= vyfo+ vl fi + vy fo 4+ v5 f3 + vy fa + vg f5 + vg fe,

a partir de leur expression dans la base duale B”. Nous devons donc calculer, ici encore, les
coefficients u; de U dans la base B , ainsi que les coefficients v, 4 de la matrice My .
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Nous allons d’abord déterminer les coordonnées de U dans B : dans l'expression U =

6 " : )
> i ui fi nous remplagons les f; par leur expression en les X

U

uf +uf (X + X2+ X)) + uf (X + X5) + uff X* + uf X3+ ul X2 + ulf
= uf + (uf +uf +uf) X + (uf + ul) X%+ uf X3+ uf X+ uf X5+ uf XO.
Nous obtenons alors

up = ug, up =uf+uf+uf, up=uf+ul,

" " " 1
uz = uy, Ug=uy, us = us, U = Ug-
D’autre part les coefficients v} pour ¢ = 7,...,12 sont calculés suivant les formules données
dans la proposition 23.
o = ool o] b of = o bl o o,
vy = v+ v+ 40, vy = v§+uvg+vy + g,
oy = ol e b b ol oy = of ol o 4o,

Nous pouvons finalement calculer les coordonnées dans B} du produit U,V :

[ w( ]| [ og o] vf o vl vl vl T T wo ]
w of ol W w] ol v Y Uy
wy (0 O V0 G VA VA VA V4 U9
wi | = o uf ol ol o wf vf || us
wy (0 S VA V7 VA VO VY S VS Uy
N R e e e v A o I

[ wg L v vz vy vy vy v vip | L ue |

Cet exemple illustre bien le fait que le calcul des v}, les coefficients de la matrice MV, s’effectue

de la méme maniere dans les deux bases duales B’ et B”. Seul le calcul des u; varie dune situation
a lautre : dans cet exemple, le calcul des u; dans le cas de B” est nettement plus simple que dans
le cas de B’. Bien stir la situation idéale est celle on 1’on peut trouver, si elle existe, une forme ¢
telle que B soit autoduale.

¢
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