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Résumé

Dans le cadre d’un mécanisme d’apprentissage relation-

nel, la propositionnalisation formelle a pour but de trans-

former la description structurelle des exemples en une des-

cription propositionnelle équivalente. Cette équivalence

n’est pas basée sur l’expressivité ou la syntaxe mais sur

l’équivalence des possibilités de discrimination du langage

propositionnel par rapport au langage structurel et ce pour

les exemples utilisés. Cette formalisation permet une ca-

ractérisation précise des motifs à sélectionner. Dans ce

but nous utilisons une méthode performante de fouille de

graphes pour l’extraction de motifs qui sont dans ce cas

des chemins et des arbres répétés dans un ensemble de

graphes. Ces motifs sont alors fournis à une méthode in-

crémentale, au niveau de l’ajout des motifs, qui sélectionne

les motifs pertinents. Une expérimentation sur un jeu de

données est ensuite présentée pour valider l’approche d’un

point de vue pratique.

Mots Clef

Propositionalisation, analyse de concepts formels, fouille

de graphes.

Abstract

In the model of relational machine learning problem, the

goal of a formal propositionalisation method is to trans-

form the relational problem into an equivalent propositio-

nal problem. This equivalence is not based on expresive-

ness but in the equivalence discrimination capacity of the

two languages. This formalisation gives a precise defini-

tion of the non-redundant features. We use a graph mining

method for feature extractions. The features are repeated

paths and trees which occurs in a set of graphs. These fea-

tures are then given to an incremental method which se-

lects the important one. An experimental validation of the

approach conclude the paper.

Keywords

Propositionalisation, formal concept analysis, graph mi-

ning.

1 Introduction

Notre étude se situe dans le cadre de l’apprentissage struc-

turel non supervisé. Pour notre présentation et expérimen-

tation, les exemples seront décrits via des graphes étique-

tés, toutefois la méthodologie présentée peut être utilisée

dans le cas d’autres langages de description des exemples.

Il est bien connu que l’apprentissage de concepts, dans ce

cadre, doit gérer une complexité due à la taille de l’es-

pace de recherche ainsi qu’à la complexité des opérations

de généralisations et de projections utilisées. Dans ce but,

les méthodes issues de la programmation logique inductive

utilisent des techniques pour gérer la taille de l’espace de

recherche soit en limitant la taille de cet espace (biais sur le

langage) soit en utilisant des mesures locales (biais sur le

parcours) [17]. Une alternative consiste à reformuler le pro-

blème initial en un problème booléen, ce qui permet ensuite

d’appliquer des méthodes propositionnelles robustes. Ce

changement de représentation est nommé propositionnali-

sation [14]. Dans un premier temps un ensemble de motifs

est recherché, puis on reformule chacun des exemples en

créant une relation binaire entre l’ensemble des exemples

et l’ensemble de motifs trouvés. Cette relation indique,

pour chaque motif, s’il est présent ou non dans l’exemple,

ce qui donne la nouvelle description des exemples. L’avan-

tage principal de la propositionnalisation est de permettre

d’utiliser des méthodes robustes sur la nouvelle description

des exemples. Les résultats (classification, discrimination),

qui existaient dans le cadre de la description structurelle,

peuvent alors être rapidement trouvés sur les exemples

mais il faut pour cela que la nouvelle description préserve

les regroupements que l’on cherchait et que l’ensemble des

motifs sélectionnés soit de taille non exponentielle en fonc-

tion du nombre d’exemples.



Pour la recherche de motifs, les méthodes de fouille

de données [1] et plus précisement de graphes [18],

[8],[9],[22] se révèlent être très adaptées. Ces méthodes

utilisent une structure par niveau de l’espace des descrip-

tions pour accélérer la recherche de motifs. Ces motifs

sont sélectionnés sur leurs nombre d’apparition dans l’en-

semble des exemples (paramètre de validation). Les avan-

tages principaux de ces méthodes sont leurs caractéris-

tiques de quasi exhaustivité (borné par le paramètre de va-

lidation) et leur rapidité. Toutefois le nombre des motifs

extraits et leurs redondances rendent ces résultats difficiles

à exploiter.

Pour réduire la taille de cet ensemble deux techniques prin-

cipales sont utilisés : la sélection de motifs et la réduction

de l’ensemble des motifs.

1. La sélection de motifs a pour but la recherche d’un

sous-ensemble de motifs suffisants pour la recherche

de l’hypothèse cible. Ce problème a été largement

exploré en apprentissage, principalement dans le but

d’améliorer la fonction de décision. Ces méthodes uti-

lisent principalement des mesures ou des biais sur le

langage de description [13],[3].

2. La réduction de l’ensemble de motifs a pour but de ré-

duire l’ensemble des motifs en éliminant des éléments

logiquement redondants. Pour cela une définition de la

redondance est donnée.

Dans le travail de [5] un motif booléen x est consi-

déré comme non redondant pour un concept cible c

s’il existe une paire d’exemples A et B tel que A et

B diffèrent seulement dans leur assignement pour x

(x est vrai pour l’un et faux pour l’autre) et c(A) 6=
c(B).(ou c(A), c(B) indique la classe associée à cha-

cun des exemples).

Dans les papiers [16],[2] les auteurs prouvent que

l’élimination de leurs motifs redondants ne compro-

met pas l’existence et la complétude d’une théorie

consistante pour l’hypothèse cible dans le cas d’un

problème de discrimination. Dans ce travail, un motif

f est défini comme redondant face un un autre motif g

si g est vrai pour au moins les même exemples que f

et faux pour au moins les mêmes contre-exemples que

f. En utilisant cette propriété l’algorithme Reduce [2]

procède à une comparaison paire par paire des motifs.

Dans ces deux cas il s’agit donc d’équivalence ba-

sée sur la qualité de discrimination d’un motif. La

méthode proposée dans [27] utilise une propriété sur

la corrélation entre un motif et un ensemble de mo-

tifs. Pour cela il utilise une procédure d’élimination

nommée "Markov blanket filtering" et utilise des ap-

proximations pour gérer la complexité du calcul des

corrélations. La propriété d’incrémentalité apportée

par cette procédure de réduction sont très proches de

celles que nous utilisons.

La méthode que nous présentons est une méthode de

réduction mais se place dans le cadre de l’apprentis-

sage non supervisé. Nous ne pouvons donc pas uti-

liser la même définition de la redondance que dans

les deux premières approches. Dans notre cas un mo-

tif sera redondant par rapport à un ensemble de mo-

tifs existants, s’il ne permet pas de créer de nouvelles

classes d’exemples. En utilisant des résultats de l’ana-

lyse de concepts formels, nous prouvons l’existence

d’un ensemble minimal de motifs non redondants et

proposons une méthode incrémentale (sur l’ajout de

nouveaux motifs). Notre approche est donc algébrique

plutôt que probabiliste comme dans le papier [27] et

elle utilise des résultats de l’analyse de concepts for-

mels (ACF) [11] que nous présentons dans le para-

graphe suivant.

2 Cadre formel

L’analyse des concepts formels [26] repose sur la notion

de concepts d’une relation binaire. Ces concepts lient entre

eux des exemples et des attributs. Un concept sera donné

par deux éléments : son extension (une sous partie de l’en-

semble des exemples) et sa description ou intension (une

sous partie de l’ensemble des attributs dans le cas proposi-

tionnel). Les exemples de la partie extension vérifient tous

les attributs de la partie intension. Toutefois la définition

de concept impose d’autres contraintes. L’idée est la sui-

vante : si l’on met dans une même classe des exemples en

considérant que ces exemples vérifient une propriété par-

ticulière : pourquoi ne pas mettre aussi dans cette classe

tous les exemples vérifiant cette propriété ? Donc si l’on

met dans la partie extension d’un concept un ensemble

d’exemples vérifiant la partie description, il faut y mettre

TOUS les exemples (de l’ensemble des exemples) qui vé-

rifient cette description sinon on peut se poser la question

"qu’elle est la raison qui permet de rejeter cet exemple de

ce groupe d’exemples".

De manière duale, si l’on a une propriété P vérifiée par un

ensemble d’exemples et que ces exemples vérifient tous

une autre propriété P’ non directement impliquée par P :

pourquoi ne pas créer un nouvelle propriété P ∧ P’ pour la

description de cette classe d’exemples ? Donc si l’on met

dans la partie intension d’un concept un ensemble d’attri-

buts vérifiés par la partie extension, il faut y mettre aussi

TOUS les attributs (de l’ensemble des attributs) qui sont

vrais pour ces exemples, sinon on peut se poser la ques-

tion "Pourquoi ne pas ajouter la propriétés P’ car elle est

vérifiée par l’ensemble de ces exemples ? ".

Ces notions de "bon sens" sont formellement définies par

les définitions suivantes [11] :

Un contexte est un triplet (E ,A,R) où E est un ensemble,

l’ensemble des exemples,A un ensemble de propriétés (at-

tributs) etR une relation binaire entre E et A.

Pour un contexte (E ,A,R) avec e ∈ E , a ∈ A, eR a s’inter-

prète comme "l’exemple e vérifie l’attribut a" et "l’attribut

a est vrai pour l’exemple e".

On note : Pour A ⊆ A et E ⊆ E .

e(A) = {e ∈ E | eR a, ∀ a ∈ A} (extension de A)

d(E)={a ∈ A | eR a, ∀ e ∈ E}.(description de E)



Un couple (E,A) avec E ⊆ E et A ⊆ A est un concept ⇔
d(E)=A et e(A)=E.

Ce qui indique que pour un concept (E,A), E contient tous

les exemples e ∈ E vérifiant tous les attributs de A et A

contient tous les attributs a ∈ A vrai pour les exemples de

E. E est la partie extension du concept et A la partie inten-

sion du concept.

Il existe une relation d’ordre partiel entre les concepts.

Pour un contexte (E ,A,R), la structure L(E ,A,R)={(E,A) |
(E,A) est un concept de (E ,A,R) } ou les concepts sont

ordonnés par (E1, A1) ≥L (E2, A2) ⇔ E2 ⊆ E1 (⇔
A1 ⊆ A2) est un treillis nommé treillis des concepts [11]

où treillis de Galois [21].

Rappel : Un ordre partiel L :(L,≤L,∨,∧) est un treillis si

chaque paire d’élements (x,y) dans L a un unique infimum

x ∧ y et a un unique supremum x ∨ y dans L. L est un

treillis complet, ssi 1 le supremum ∨X et l’infimum ∧X

existent pour tous sous-ensemble X de L [11]. Tout treillis

fini et non vide est complet.

Dans le cas du treillis de Galois L, chaque élément du

treillis est un concept et ce treillis est complet. Pour deux

concepts (E1, A1), (E2, A2) de L, les opérations ∧ et ∨
sont :

(E1, A1) ∨ (E2, A2) = (E,A) avec E=e(A1 ∩ A2) et A=

d(E)

(E1, A1) ∧ (E2, A2) = (E,A) avec A= d(E1 ∩ E2) et

E=e(A).

L’operation ∧ est donc définie à partir de l’intersection

des extensions et l’opération ∨ est définie à partir de

l’intersection des intensions.

Il s’agit en fait de mettre en relation deux ordres partiels

(ici des treillis). L’espace des classements (regroupements)

possibles des exemples qui est de manière générale le

treillis des parties sur l’ensemble des exemples et l’espace

des descriptions possibles qui est dans le cas d’une des-

cription par attribut, le treillis des parties sur l’ensemble

des attributs. Comme exemple, le treillis de Galois de la

relationR de la figure 1 est présenté dans la figure 2.

Si l’on suit la définition de concepts donnée ci-dessus, on

voit qu’il existe des parties de l’ensemble des exemples

qui ne sont pas égales à une des parties extensions d’un

concept. Il en va de même avec les partitions des attributs

(voir figure 2). Comme cette relation est faite par l’inter-

médiaire de deux applications, la taille du treillis de Galois

associé à une relation binaire est bornée par min(2|E|, 2|A|)

Comme nous le verrons plus loin, dans le cas structurel,

nous pouvons avoir le même type de relation entre deux es-

paces. Toutefois dans ce cas la taille de l’espace de descrip-

tion est en général bien plus grande que la taille du treillis

des parties sur les exemples.

On peut associer à chaque concept du treillis un rectangle

maximal (au sens de l’inclusion) de 1 dans la relation R,

ceci en changeant l’ordre de lignes et des colonnes deR si

nécessaire.

1si et seulement si

















a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6

e0 1 0 0 0 1 1 1
e1 0 0 1 0 1 1 1
e2 0 0 0 1 1 1 0
e3 0 1 0 0 1 0 1
e4 0 0 1 1 0 1 1

















FIG. 1 – RelationR

({},

{a0,a1,a2,a3,a4,a5,a6})

({e1},

{a2,a4,a5,a6})

({e2},

{a3,a4,a5})

({e3},

{a1,a4,a6})

({e4},

{a2,a3,a5,a6})

({e0},

{a0,a4,a5,a6})

({e1,e4},

{a2,a5,a6})

({e2,e4},

{a3,a5})

({e0,e1},

{a4,a5,a6})

({e0,e1,e3},

{a4,a6})

({e0,e1,e4},

{a5,a6})

({e0,e1,e2},

{a4,a5})

({e0,e1,e2,e4},

{a5})

({e0,e1,e3,e4},

{a6})

({e0,e1,e2,e3},

{a4})

({E0,E1,E2,E3,E4},

{})

FIG. 2 – Le treillis de Galois de la relation R(diagramme

de Hasse)

3 Equivalence entre langages

Pour une relation binaire donnée, la construction du treillis

de Galois associé permet d’avoir l’ensemble des concepts

que l’on peut trouver sur cette relation. Il s’agit, si l’on

considère les parties extensions des concepts, de l’en-

semble de tous les regroupements des exemples pos-

sibles sans redondance (maximalité des parties exten-

sions/intensions)

Pour un ensemble d’exemples E les descriptions de ces

exemples via un ensemble d’attributs A1 ou via un en-

semble d’attributs A2 sont équivalentes si on peut obtenir

exactement les mêmes regroupement (classification) des

exemples en utilisant l’un ou l’autre des ensemble A1,A2

(et les relationsR1 etR2 associées).

Dans le cadre formel des treillis de Galois, on définira

que deux ensembles d’attributs A1,A2 utilisés dans les

contextes (E ,A1,R1) et (E ,A2,R2) sont équivalents si

L(E ,A1,R1) =L(E ,A2,R2) ou = indique l’isomorphisme

entre les deux treillis. Un des cas simple ou cela se produit

est quand deux attributs a,b sont vrais pour exactement le



même ensemble d’exemple (e(a)=e(b)). Dans ce cas il n’est

pas nécessaire de garder ces deux attributs pour obtenir le

même treillis. Ce cas est un sous-cas d’une propriété géné-

rale basée sur une notion classique des treillis : les irréduc-

tibles.

Il y a différentes propriétés caractéristiques des éléments

irréductibles d’un treillis. Nous donnons tout d’abord une

présentation intuitive puis nous formaliserons cette notion.

Les éléments ∨-irréductibles (resp. ∧) dans un treillis sont

les éléments ne pouvant pas être "recalculés" par une opé-

ration ∨ (resp. ∧) entre éléments du treillis. Il s’agit donc

d’éléments essentiels pour le treillis dans le sens qu’ils per-

mettent de reconstruire les autres éléments du treillis grâce

aux opérations ∨ et ∧. Ces éléments vont être au coeur de

notre recherche.

Une caractérisation plus formelle de ces éléments est la sui-

vante :

Si l’on oriente le treillis suivant la relation d’ordre partiel

(des éléments les plus grands vers les éléments les plus pe-

tits), les éléments ∧-irréductibles (resp.∨) dans un treillis

sont les éléments ayant un et un seul prédécesseur direct

(resp. successeur direct). Cette propriété permet de caracté-

riser rapidement les éléments irréductibles si l’on a, comme

donnée, un treillis. Dans le cas des treillis de Galois, à

chaque concept ∧-irréductibles (resp. ∨-irréductibles) est

associé un attribut (exemple) tel que la fermeture de cet

attribut donne la partie intension (extension) du concept.

Dans le livre [11], une propriété permet de caractériser

ces attributs de manière plus intéressante car elle permet

d’avoir une construction de l’ensemble des attributs ∧-

irréductibles.

Propriété 1 (attribut ∧-irréductible)

Dans un contexte (E ,A,R) où ∀ a1,a2,a1 6=a2 ∈ A, e(a1)

6= e(a2), a ∈ A est un attribut ∧-irréductible⇔∃ e ∈ E | ¬
(e R a) et ∀ a’6=a ∈ d(e(a)) (fermeture de a), e R a’. Pour

un attribut ∧-irréductible a nous notons irre(a) l’ensemble,

non vide, de tous les exemples vérifiant cette dernière pro-

priété.

Il existe une propriété duale pour les exemples ∨-

irréductibles.

On voit ici qu’un attribut ∧-irréductible a est caractérisé

par un ensemble d’exemples (irre(a)) pour lequel il n’est

pas vrai, mais où ces exemples vérifient l’ensemble des at-

tributs qui sont "proches" de a (proche dans le sens appar-

tenant à la fermeture de a). C’est à dire les attributs qui sont

vrais quand a est vrai (donc les attributs impliqués par a).

En fait l’attribut a permet de séparer (et donc de caractéri-

ser) les exemples de irre(a).

Propriété 2 (attribut et élément ∧-irréductible)

Pour un contexte (E ,A,R) où ∀ a1,a2,a1 6=a2 ∈ A, e(a1)

6= e(a2), pour chaque élément ∧-irréductible (E,A) du

treillis de Galois L(E ,A,R), il existe un unique attribut

∧-irréductible a tel que E=e(a) et A=d(e(a)).

Dans la figure 2 les éléments ∧-irréductibles sont indiqués

par un cadre sombre, et l’attribut ∧-irréductible de chacun

de ces éléments est indiqué en gras. Par exemple le concept

({e1, e2}, {a2, a5, a6}) est un élément ∧-irréductible du

treillis et l’attribut a2 est l’attribut ∧-irréductible de ce

concept.

La propriété attribut ∧-irréductible permet d’avoir un

algorithme polynomial pour la recherche des attributs

∧-irréductibles pour un contexte (E ,A,R). Toutefois dans

le cadre de notre mécanisme de propositionnalisation

le nombre d’attributs à traiter peut être immenses et le

stockage et le traitement de l’ensemble de la relation

R peut être irréaliste. De plus, dans de nombreux mé-

canismes d’apprentissages, comme par exemple dans

l’apprentissage par renforcement [25], les motifs à traiter

n’arrivent qu’au fur et à mesure, c’est pourquoi nous avons

étudié un usage incrémental (sur l’ajout d’attribut) de la

propriété ci-dessus.

Definition (Contexte ∧-réduit)

Un contexte (E ,A,R) est dit ∧-réduit ssi tous les attributs

a ∈ A sont ∧-irréductibles.

Propriété 3 (Contexte ∧-réduit et ajout d’attribut)

Soit un contexte (E ,An,Rn) ∧-réduit.

Soit nouveau contexte (E ,An+1,Rn+1) formé à partir

d’un nouvel attribut an+1 tel que An+1=An ∪ an+1 et

Rn+1 est la relation binaire liant E et An+1.

Le contexte (E ,An+1,Rn+1) est ∧-réduit ssi les trois

conditions suivantes sont vérifiées.

1. 6 ∃ ak ∈ An | e(ak)= e(an+1)

2. an+1 est un attribut ∧-irréductible pour le contexte

(E ,An+1,Rn+1)

3. Pour tout ak ∈ An | e(ak) ⊂ e(an+1) ⇒
irre(ak)∩e(an+1) 6= ∅

Preuve :

⇒

1. si ∃ ak | e(ak) = e(an+1) alors ak ∈ d(e(an+1)) donc

irre(an+1)=∅. Ce qui entraîne que (E ,An+1,Rn+1)
n’est pas ∧-réduit.

2. Si an+1 n’est pas ∧-irréductible alors

(E ,An+1,Rn+1) n’est pas ∧-réduit par défini-

tion

3. Si ∃ ak ∈ An+1 | e(ak) ⊂ e(an+1) alors an+1 ∈
d(e(ak)) et si irre(ak) ∩ e(an+1)= ∅ cela veut dire que

ak n’est pas un ∧-irréductible donc (E ,An+1,Rn+1)
n’est pas ∧-réduit.

⇐
Pour que (E ,An+1,Rn+1) ne soit pas ∧-réduit il faut

soit que an+1 ne soit pas ∧-irréductible dans le contexte

(E ,An+1,Rn+1) ce qui est impossible car les propriétés

(1) et (2) assurent que an+1 est ∧-irréductible.

Soit qu’un autre ∧-irréductible de An+1 ne soit plus

∧-irréductible, pour cela il faudrait que son ensemble



irre(ak) devienne vide, ce qui est impossible par la

propriété 3. En effet irre(ak) n’était pas vide pour le

contexte (E ,An,Rn). C’est à dire pour ak avec tous les

attributs de An. Si e(ak) 6⊂ e(an+1) alors irre(ak) n’est

pas modifiée, si e(ak) ⊂ e(an+1) la condition (3) assure

que ak reste un ∧-irréductible.

De plus si un attribut b est non ∧-irréductible l’ajout

de tout nouveau attribut ne permet pas de le rendre

∧-irréductible, car son ensemble irre(b) reste vide. L’ajout

d’un attribut ne permet que de réduire les ensembles

irre(ai) associés à chaque ∧-irréductible ai, pas de l’aug-

menter car cet ensemble est produit par une intersection

Pour le contexte de la figure 1 les attributs sont tous ∧-

irréductibles. Si on essaye d’ajouter à ce contexte un nou-

vel attribut a7 avec e(a7)={e0, e1}, cet attribut ne sera pas

ajouté car l’ensemble A des attributs a du contexte cou-

rant tel que a>a7 est A :{a4, a5, a6}. On a (e(a4) ∩ e(a5) ∩
e(a6)) - e(a7) = {e0, e1} - {e0, e1} = ∅. Donc a7 n’est pas

irréductible. On peut voir sur le treillis de la figure 2 que

cet élément existe déjà, il est donc complètement caracté-

risé par les attributs ∧-irréductibles déjà connus.

De plus chacun des attributs irréductibles a est carac-

térisé par un ensemble irre(a) non vide. Par exemple,

irre(a2)={e0} et irre(a6)={e2}.
L’intérêt des irréductibles pour notre étude, provient des

propriétés suivantes : dans un treillis fini, non vide tout élé-

ment est construit comme un ∨ d’éléments ∨-irréductibles

et comme un ∧ d’élément ∧-irréductible. Ce qui signi-

fie que chaque élément d’un treillis fini est complètement

caractérisé par les éléments irréductibles du treillis. Cette

propriété est formellement décrite par le résultat suivant :

Théorème 1

Si l’on note J(L) (resp. M(L)) l’ensemble des éléments

∨-irréductibles (resp. ∧-irréductibles) d’un treillis complet

L :(L,≤L,∨,∧) et B(L) une relation binaire construite

entre J(L) et M(L) avec pour ja ∈ J(L) et mb ∈ M(L),
B(ja,mb)=1⇔ ja ≤L mb.

Le treillis de Galois construit à partir du contexte

(J(L),M(L),B(L)) est isomorphe au treillis L.

Preuve : Ce résultat est connu depuis 1965 [4]. Il s’agit

aussi d’un théorème fondamental de l’ACF [11]. Ce théo-

rème est vrai pour tout treillis complet, il est donc aussi

vrai pour un treillis de Galois.

Il n’existe pas de plus petite relation binaire ayant cette pro-

priété. Donc un contexte construit sur deux ensembles irré-

ductibles est le plus petit élément d’une classe de contextes

équivalents dans le sens où ces contextes produisent la

même structure (à un isomorphisme prêt) pour le treillis de

Galois associé. Dans le cas d’un treillis de Galois L obtenu

à partir d’un contexte (E ,A,R), le treillis de Galois L∧ ob-

tenu à partir du contexte ∧-réduit sera isomorphe au treillis

L [20]. De plus la partie extension de chaque élément de

L∧ sera égale à la partie extension de l’élément de L as-

socié (via l’isomorphisme). Ce qui signifie que les possibi-

lités de classement des exemples en utilisant le langage A
ou le langage réduit aux attributs ∧-irréductibles seront les

mêmes. Ce résultat est aussi vrai si J(L) (resp. M(L)) est un

sous-ensemble des éléments de L qui inclus l’ensemble des

éléments ∨-irréductibles (resp. ∧-irréductibles). Il s’agit de

cas ou le contexte n’est pas totalement réduit.

Pour illustrer notre propos, si l’on prend le treillis de

Galois de la figure 2, la relation binaire que l’on construit,

entre les éléments ∧-irréductibles et les éléments ∨-

irréductibles, est la relation R de la figure 1. C’est aussi

le cas pour le treillis de la figure 3, cette considération

est la base des résultats que nous montrerons dans le

prochain paragraphe et qui généralise cette approche au

cas structurel.

3.1 Cas structurel

Dans l’article [19] il est montré que l’analyse des concepts

formels peut être étendue au cas structurel. Il est donc pos-

sible de considérer une équivalence entre les langages de

description pour des cas plus complexes qu’une descrip-

tion par attribut. Pour cela il faut tout d’abord préciser la

notion de langage de description et de contexte structurel .

Nous définissons un langage de description comme un en-

semble d’expressions bien formées, ordonnées par une re-

lation d’ordre partiel que nous noterons ≥L (voir l’annexe

jointe pour plus de précisions).

Un contexte structurel est un triplet (E ,L,d) ou E est un

ensemble d’exemples, E est un langage de description et

d :E → L une application qui associe à chaque exemple sa

description. Dans l’article [19] un langage de description

possède un opérateur de généralisation (opérateur produit)

permettant de structurer l’espace des descriptions sous la

forme d’un treillis. Dans ce cas, la mise en relation entre le

treillis de parties de l’ensemble des exemples et le treillis

des descriptions se fait naturellement et permet d’obtenir

un treillis de Galois dans le cas structurel (figure 3). En ef-

fet, il est alors possible d’associer à chaque sous partie de E
une unique description dans L, ce qui permet de construire

l’opérateur de fermeture associé.

En utilisant le théorème 1 nous savons qu’il existe une des-

cription propositionnelle des exemples qui permet d’avoir

un treillis de Galois isomorphe a celui de la figure 3. Cette

nouvelle description utilise les éléments ∧-irréductibles

qui sont, dans la figure 3, matérialisés par un trait plus

épais. Ceci nous donne comme une nouvelle description

des exemples via une relation binaire. Cette relation est

celle de la figure 1. On peut vérifier que le treillis de la

figure 2 est bien isomorphe au treillis de la figure 3.

Cependant la recherche des éléments ∧-irréductibles n’est

à priori pas réaliste, si on utilise le principe de parcours du

treillis indiqué dans [19]. En effet, le parcours se fait en gé-

néralisation (du plus spécifique vers le plus général) soit du

bas vers le haut pour la figure 3. Comme les éléments irré-

ductibles sont "statistiquement" plus dans le haut du treillis
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FIG. 3 – Treillis de Galois généralisé : Exemple

(proche du sup) que dans le bas, cette recherche (outre sa

complexité) se révèle inadéquate car il faut construire l’en-

semble du treillis.

Un principe de parcours en spécialisation semble plus ap-

proprié. Toutefois, pour faire ce parcours il faut disposer

d’un premier ensemble de descriptions que l’on va "fusion-

ner". Or c’est une partie de ces descriptions que nous cher-

chons. Dans le cadre de la description propositionnelle, le

problème ne se pose pas car le partitionnement par l’inter-

médiaire des attributs fournit ce premier ensemble de des-

criptions.

Pour sortir de ce problème on peut utiliser une astuce [12] :

nous replaçons chaque description structurelle (dans notre

cas des graphes) par l’ensemble de ses sous-descriptions

(dans notre cas sous-graphes), en incluant la description

elle-même. L’extraction de ces sous-graphes pour un en-

semble de graphes est, à-priori, un problème complexe

mais des techniques récentes de fouille de graphes per-

mettent une telle recherche en proposant des méthode effi-

caces pour la recherche de tous les sous-graphes présents

au moins k fois sur n exemples. Pour des raisons d’ef-

ficacités, des restrictions au type des graphes recherchés

sont aussi utilisées. Le papier [12] montre que l’espace des

concepts est toujours dans ce cas un Treillis de Galois.

4 Fouille de graphes et proposition-

nalisation

Les techniques de fouille de graphes [8] exploitent les

structures particulières de l’espace des descriptions pour

accélérer la recherche de structures. Depuis [18] ces

techniques ce sont précisées, dernièrement des méthodes

optimisées et plus générales ont été développées et ont

montré leur efficacité (par exemple [9], [22]).

Pour notre démarche, toutes ces méthodes sont utilisables,

notre but étant de réduire l’ensemble des motifs fournis

par une de ces méthodes au seul motif nécessaire pour le

regroupement et la séparation des exemples. La propriété

3 permet d’envisager la sélection de motifs au fur et à

mesure de leur découverte par une méthode du type data

mining. L’idée est d’enlever les motifs qui, à l’étape n, ne

sont pas informants pour la classification des exemples,

par rapport au motif déjà rencontrés. Notre modèle prouve

que seul les motifs ∧-irréductibles sont à conserver. En uti-

lisant ces propriétés nous obtenons l’algorithme suivant :

Procédure : estIrreductible

Données : Cn :(E ,An,Rn)
Données : attribut a

Résultat : vrai si a est ∧-irréductible sinon faux;

On retourne aussi indirectement irre(a) si a est

∧-irréductible

F←{ak ∈ An | e(a) ⊆ e(ak)};

si F = ∅ alors
Il est possible que a soit un irréductible situé juste

sous le sommet (top) du treillis;

irre(a)←E - e(a)
sinon

// Dans le cas ou il y a des attributs irréductibles > a;

// On recherche si irre(a) est vide ou non;

irre(a)←e(aj) - e(a) ; // ou aj est un élément

quelconque de F

F←F - aj ; // aj est traité

pour ak in F faire
si e(ak)=e(a) alors retourner faux;

irre(a)← irre(a) ∩ e(ak) ;

si irre(a) = ∅ alors retourner faux;

fin

fin

retourner irre(a)6=∅;



Procédure : mettreAJour

Données : Cn :(E ,An,Rn)
Données : attribut a

Résultat : Cn modifié

// Modification des irre(ak) pour chaque attribut ak < a ;

F←{ ak ∈ An | e(ak) ⊆ e(a)};

pour ak in F faire
irre(ak)← irre(ak) ∩ e(a) ;

si irre(ak) = ∅ alors // non ∧-irréductible ;

Cn← Cn - ak;
fin

return Cn;

Algorithme : APropos : (A propositionalisation

Algorithm)

Données : Cn :(E ,An,Rn)
Données : attribut a

// Il s’agit d’un algorithme incrémental (online), à chaque

étape on essaye d’ajouter un nouvel attribut;

Résultat : Cn+1

si estIrreductible(Cn,a) alors
Cn+1←mettreAJour(Cn,a);

sinon
Cn+1←Cn;

fin

retourner Cn+1;
Algorithme 1 : Propositionalisation formelle incrémentale

Complétude : L’algorithme suit précisément les proprié-

tés données précédemment, la preuve de ces propriétés

prouvent l’algorithme.

Complexité en temps et espace : La complexité de l’ajout

d’un attribut dans un contexte (E ,An,Rn) est polynomiale

en fonction de la taille de E et de An. Il faut principa-

lement faire |An| intersection des extensions entre e(a) et

e(ak) avec ak ∈An. Comme les listes e(a) peuvent être

triées en donnant un ordre total sur les exemples, chaque

intersection ou test d’égalité prend au pire en temps égal à

|e(a)| + |e(ak)|. Soit au pire 2×|E|. Donc la complexité en

proportionnelle à (|An|×|E|). La complexité en espace est

directement fonction de la taille deRn.

5 Exemple et Expérimentation

Pour appliquer l’algorithme APropos nous utilisons une

générateur de motif qui à pour but de fournir des expres-

sions du langage de description, répétées sur les exemples.

Dans ce but nous avons utilisé des algorithmes de fouille de

graphes [8] qui extrayent des sous graphes répétés dans un

ensemble de graphes. Les algorithmes choisis sont "l’an-

cétre" Inne [18] sur notre petit ensemble d’exemples et un

algorithme récent et optimisé nommé Gaston [22] sur des

plus grands ensembles d’exemples.

Dans le cas des exemples de la figure 3, nous avons limité

la recherche des motifs à des chemins de longueur maxi-

male 2 et vu au moins une fois sur les exemples. Avec cette

limitation on trouve la relation binaire de la figure 4.

Dans la figure 4 nous présentons un ensemble de 7 at-

























e0 e1 e2 e3 e4

{droite→ Cercle} 1 0 0 0 0
{Cercle→ sur} 0 0 0 1 0
{Cercle→ droite} 0 1 0 0 1

{Carre} 0 0 1 0 1
{sur → Rectangle} 1 1 1 1 0
{Rectangle→ sur} 1 1 1 0 1

{Cercle} 1 1 0 1 1

























FIG. 4 – MatriceR sur les ∧-irréductibles chemins.

tributs ∧-irréductibles. A chacun de ces ∧-irréductibles

apeut être associé un ensemble de chemins. Il s’agit

d’un sous ensemble des chemins examinés via la mé-

thode de fouille de graphes. Ces chemins étant présents

sur exactement le même ensemble d’exemples que l’at-

tribut ∧-irréductible a. Par exemple, si on a limité la re-

cherche à des chemins de longueurs 2, pour l’attribut ∧-

irréductible associé à l’ensemble d’exemples {e1, e4} on a

{Cercle→droite, sur→Cercle→droite}. Suivant l’utili-

sation que l’on veut faire des attributs ∧-irréductibles on

peut soit choisir un élément quelconque de cet ensemble ou

choisir le sous ensemble des éléments les plus généraux ou,

enfin, le sous-ensemble des éléments les plus spécifiques

(pour la relation d’ordre choisie sur le langage de descrip-

tion). Si de plus le langage original possède un opérateur

de généralisation (opérateur produit) alors il est possible

d’associer à l’attribut ∧-irréductibles l’unique description

associée à l’ensemble des exemples vérifiant l’attribut ∧-

irréductible [19]. Pour notre exemple il s’agit des graphes

décrits dans les pavés du treillis de Galois de la figure 3 et

pour l’attribut ∧-irréductible associé à l’extension {e1, e4}
on trouve le graphe : Rectangle→sur→Cercle→droite.

Sur le tableau (figure 4) nous n’avons porté que les élé-

ments les plus généraux et non l’ensemble des motifs ayant

même extension. Toutefois, ces informations peuvent être

intéressantes pour un post-traitement (recherche de règles

d’associations par exemple) et pourront donc être conser-

vées lors de la recherche des éléments ∧-irréductibles. On

peut voir que cette matrice est équivalente (en échangeant

les lignes avec les colonnes) avec la matrice de la figure

1. Donc le treillis que nous obtiendrons sera isomorphe au

treillis de la figure 2. En fait, pour cet exemple, cette ma-

trice n’évoluera plus, même si l’on spécialisait les motifs

chemins, car on a trouvé l’ensemble des ∧-irréductibles

que l’on aurait pu obtenir en construisant l’ensemble du

treillis. On voit donc ici que le langage des chemins de lon-

gueur 2 offre les mêmes capacités de discrimination que

le langage de graphes utilisé dans la figure 2. Toutefois le

fait que l’ensemble des ∧-irréductibles ne change pas entre

deux étapes n’assure pas que l’on ait trouvé tous les ∧-

irréductibles. Actuellement, il est nécessaire de construire

l’ensemble du treillis structurel si l’on veut s’assurer de ce

résultat.



Pour une expérimentation plus conséquente nous avons uti-

lisé le fichier de 340 graphes représentant des molécules

fournis avec le logiciel Gaston et issu du NCI (National

Cancer Institute). Nous avons fait varier le critère de sélec-

tion des motifs entre 15 et 4. Les motifs recherchés étant

des chemins ou des arbres dont la taille n’est pas limitée.

Nous avons axé notre expérimentation sur le nombre d’élé-

ments irréductibles trouvés. En effet, en tenant compte du

théorème 1 nous sommes certains de l’équivalence entre le

langage réduit et le langage initial.

Pour vérifier précisément les capacités de réduction de

notre algorithme nous avons fait un pré-traitement sur l’en-

semble des motifs fournis par Gaston pour éliminer les

motifs à extension égale, c’est à dire ceux vus sur exacte-

ment sur les mêmes exemples. Nous n’avons gardé qu’un

seul motif, comme représentant d’un ensemble de motifs

égaux sur les extensions (c.a.d tel que e(a)=e(b)). Bien que

notre algorithme traite ce cas il nous a semblé nécessaire

de bien montrer la réduction qui n’est due qu’à la sélection

des ∧-irréductibles. C’est pourquoi les chiffres du nombre

de motifs peuvent paraître petits. Si l’on considère l’en-

semble complet des motifs, par exemple dans le cas où

l’on recherche les motifs répétés au moins 7 fois sur les

340 exemples, Gaston fournit 120000 motifs, mais seule-

ment 2457 d’entre eux se différencient sur les extensions.

Dans le cas où le seuil de sélection est plus bas le nombre

de motifs croît de façon exponentielle, par exemple pour un

seuil de 4 nous obtenons des millions de motifs. De plus,

cette approche permet de comparer nos résultats avec la sé-

lection des motifs fermés [7]. En effet, à chacun des motifs

ainsi sélectionné correspond à un fermé sur l’ensemble des

motifs observés.
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FIG. 5 – Expérimentation molécules

L’axe vertical indique le nombre de motifs (non répé-

tés) extraits par Gaston. L’axe horizontal indique le para-

mètre de sélection fournit à Gaston, ce paramètre est le

nombre minimal d’apparition d’un motif pour qu’il soit sé-

lectionné. Plus ce nombre est petit plus le nombre de motifs

extraits par Gaston est grand. La courbe supérieure (mo-

tifs) indique la croissance du nombre de motifs extraits par

Gaston quand on fait varier le paramètre de sélection. La

courbe inférieure (∧-irréductibles) indique le nombre d’ir-

réductibles trouvés. Nous n’avons pas placé les courbes sur

le temps de calcul et l’espace occupé. Ces courbes suivent

directement la courbe sur le nombre d’irréductibles, ceci

est dû au caractère incrémental de l’algorithme. L’espace

mémoire utilisé ne dépasse pas 600k, le temps de calcul

varie de 2s à 6s sur un Imac G5 1.8mhz.

Nous avons mené une seconde expérimentation sur les don-

nées du problème Mutagenesis utilisée par [8] en ne pre-

nant pas en compte les charges sur les atomes et la classifi-

cation en exemples/contre-exemples. Dans ce cas, pour li-

miter la complexité de la recherche de Gaston, nous avons

dû utiliser un second paramètre de Gaston en limitant la

taille des motifs obtenus à 7 sommets (figure 6).
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FIG. 6 – Expérimentation Mutagenesis

Pour la première expérimentation le gain obtenu est d’un

facteur de 3.5 pour 1027 et de 5.2 pour 3781 motifs. Dans

le cas de la seconde expérimentation le gain obtenu est d’un

facteur de 2,3 pour 179 mais il est de 3,7 pour 1188 mo-

tifs. On voit donc, sur cette expérimention, qu’il y a un

effet d’amortissement de la croissance exponentielle. On

peut penser que ce effet provient du positionnement des

∧-irréductibles dans le treillis. De manière empirique, l’on

voit que ceux ci se trouve plutôt dans le haut du treillis

[10]. En effet plus il y a d’éléments ∧-irréductibles plus

ceux ci permettent d’éliminer de nouveaux éléments non

∧-irréductibles.

6 Conclusion

Pourquoi propositionaliser ? Les résultats obtenus dans le

cadre de ILP ou Pattern mining semble montrer la non

nécessité de ce changement de représentation. Le théorème



montrant qu’il existe une représentation propositionelle

permettant d’obtenir le même espace de recherche que

dans le cas structurel est un premier point en faveur de

cette transformation. Mais l’existence de ce langage n’est

pas tout. En effet, on sait depuis longtemps qu’il existe

des passages entre logique du premier ordre et logique

propositionnelle mais cette transformation se paie en

une taille exponentielle du langage propositionnel. Pour

répondre à cette dernière question, nous donnons, dans cet

article, un nouvel algorithme permettant, étape après étape,

d’approcher ce langage propositionnel. Cet algorithme

est basé sur des résultats théoriques anciens et nouveaux.

L’expérimentation actuelle montre que la réduction atten-

due est bien là mais surtout que la croissance exponentielle

des motifs n’entraine pas, au moins sur les cas traités,

une croissance exponentielle du langage propositionnel

réduit. Ce dernier résultat, très encourageant, est à relier

à des précédents résultats de complexité dans le domaine

de l’analyse de concepts formels montrant une croissance

polynomiale de la taille de l’espace de recherche [21].

En fait, l’utilisation de la relation formelle entre les deux

espaces (treillis des parties et treillis des descriptions)

permet une réduction importante de l’ensemble des motifs

informants que nous retrouvons dans nos résultats. La

seconde partie de la réduction obtenue provenant des

propriétés des éléments ∧-irréductibles permettant la

réduction de la relation binaire à une forme minimale.

Dans le cadre de notre expérimentation, la croissance

exponentielle du nombre de motifs est contrôlée par la

réduction proposée. La question est de savoir si l’on peut

toujours espérer un tel amortissement de la croissance

exponentielle ? A cela nous n’avons actuellement pas de

réponse.
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Annexe :

Dans le cadre de la classification d’un ensemble

d’exemples E , un treillis de Galois peut être vu comme la

mise en relation de deux treillis X et D.

Le treillis X est le treillis des parties de E et est défini sur
∏

(E) l’ensemble des parties de E . Dans notre formalisme

nous nommons ce treillis : Treillis des extensions.

Le treillisD nommé Treillis des descriptions provient d’un

langage de description L qui est un ensemble d’expres-

sions bien formées avec :

1) ≥L : un ordre partiel entre les expressions de L. Par

exemple pour un langage L où les expressions sont des

graphes, l’ordre partiel utilisé peut être l’inclusion de

graphes (isomorphisme de sous-graphe), et l’égalité asso-

cié est l’isomorphisme de graphes.

Toutefois d’autres classes de graphes existent (chemins,

arbres, graphes irredondants) et on peut considérer d’autres

relations entre ces graphes comme par exemple l’homor-

phisme [19].

2) Un opérateur produit ⊗L : L × L → L avec pour D1 ∈
L et D2 ∈ L, D=D1 ⊗L D2 ∈ L | D≥L D1, D≥L D2 and

∀ D’ | (D’ ≥L D1) et (D’ ≥L D2)⇒ D’ ≥L D.

Il s’agit d’un classique opérateur de généralisation [24].

Dans le cas d’une langage de description utilisant comme

relation d’ordre partiel l’inclusion, il n’y a pas d’opérateurs

produit car à partir de deux graphes on n’obtient pas un

unique graphe généralisant ces deux graphes. Toutefois, si

l’on change de langage en considérant que la description

d’un concept est un ensemble de graphes alors il existe bien

un opérateur produit. En fait, on associe à chaque graphe

l’ensemble des sous-graphes inclus ou égal à ce graphe.

L’intersection de deux graphes est alors l’intersection des

deux ensembles associés.

La relation entre ces deux treillis est donné par les deux

applications d : X → D et e :D → X (voir figure 7).

d

e

Treillis des extensions Treillis des descriptions

Treillis de Galois

FIG. 7 – Relations entre les deux treillis

Nous généralisons alors la notion de contexte en analyse

de concepts formels. Un contexte structurel [19],[6] est un

triplet (E ,L, d) où E est un ensemble (d’exemples), L un

langage de description et d :
∏

(E)→L une application. On

peut transformer chaque contexte (E ,A,R) en un contexte

structurel (E ,L, d), où L est l’ensemble des parties de A.

Pour un contexte structurel (E ,L, d) un concept est une

paire (E,D) avec :

• D ∈ L | D=
⊗

L d({e}) pour e ∈ E.

• E ∈
∏

(E) | E={ei∈E | D ≥L d(ei)}.

Pour deux concepts (E1, D1), (E2, D2) nous avons la rela-

tion d’ordre partiel suivante : (E1, D1) ≥c (E2, D2)⇔ E1

⊇ E2 (⇔ D1 ≥L D2).

Pour un contexte structurel (E ,L, d) l’ensemble de tous les

concepts de ce contexte ordonnés par la relation ≥c, est un

treillis de Galois [19].

Pour ce treillis les opérations ∧ (inf) et ∨ (sup) sont les sui-

vante :

(E1, D1) ∨ (E2, D2) = (E,D) avec D=(D1 ⊗L D2) et E={e

∈ E | d({e}) ≤L D }.

(E1, D1) ∧ (E2, D2) = (E,D) avec E=E1

⋂

E2 et D=⊗L

d(ei), ∀ ei ∈ E.


