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Satisfaction de requétes dans un réseau radio
synchrone : NP-complétude dans les arbres
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e-mail: {darties,sylvain.durand,palaysi }@lirmm.fr

Nous étudions un probléme algorithmique inspiré des contraintes de routage rencontrées dans des réseaux sans-fil
multisauts. Nous cherchons a satisfaire un ensemble de requ&tes de communication dans un environnement radio ou les
émissions de deux nceuds trop proches générent une zone de brouillage. Pour satisfaire une requete il est possible de lui
assigner une route dans le réseau que devra suivre le message de la requete. Pour éviter les brouillages nous envisageons
de temporiser I’émission de certains nceuds. Notre objectif est de minimiser le temps nécessaire pour satisfaire toutes les
requetes. Nous montrons ici que ce probléme, dont I’étude a été entamée dans des travaux précédents, est NP-Complet
lorsque la topologie du réseau est un arbre.
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1 Introduction

Nous nous int“eressons a un probl eme algorithmique inspir e du fonctionnement de r ‘eseaux sans-fil dans
un mod ele half-duplex (un neud du reseau ne peut a la fois "emettre un message et en recevoir un autre,
mais il peut ignorer une reception pour proc ‘eder a une “emission), A-p@ntission (‘emission omnidirec-
tionnelle : chaque message “emis par un neud atteint tous les neuds voisins), 1-port-réception (chaque
neud ne peut recevoir qu’un seul message a la fois). Une description de ce mod ele est detaill ‘ee dans
[Che04] et appara’it d 'ej a pour des probl emes de broadcast [CK85] ou de rassemblement (gathering en an-
glais) [BP05, BGK™06]. Les r eseaux que nous consid erons sont synchrones : le temps est divis & en “etapes
de longueurs “egales (ou slots) et chaque message doit “étre int“egralement “emis et recu dans un seul slot.
Enfin la topologie des reseaux est fix ee et connue par un superviseur. C’est dans ce contexte qu’ ‘emerge
notre probl eme algorithmique : satisfaire le plus rapidement possible une collection de reqétes de com-
munication (une requete est un couple de neuds du reseau) en indiquant aux neuds du reseau les dates
auxquelles ils doivent faire suivre les paquets qui transitent par eux.

Le r’eseau radio est initialement mod “elis e par un graphe orient’® G = (V,E) o UV represente I’ensemble
des neuds d’un r eseau et E I’ensemble des transmissions possibles. Un parcours dans un graphe G est une
liste ordonn“ee de sommets du graphe, telle que 2 sommets cons “ecutifs dans la liste sont adjacents dans G.
Nous consid ‘ererons seulement des parcours simples pour lesquels le nombre d’occurences d’un sommet
dans la liste est au plus 1. Un parcours mod “elisera par la suite une route de communication dans le r ‘eseau.
La taille d’un parcours est son nombre de sommets moins 1. Un graphe G et une collection de requ etes
“etant donn "es, nous appelons fonction de routage une fonction P qui a toute requete r = (s,t) associe un
parcours P(r) (ou P;) de G commengant et terminant respectivement par s et t. Un graphe G, une collection
de requetes R et une fonction de routage “etant donn “es, une assignation de dates est une fonction qui, a tout
couple (r)(s,t),x) our € Ret x € P(r) avec x # t"associe un entier naturel positif : la date % laquelle le
sommet x doit relayer le message de la requete r. Une assignation de dates d est valide si et seulement si
pour toute requ ete r avec P = (xo, X1, ...,Xk) la propriete d(rgy < d(r,x1) < ... < d(r,xk) est v erifi ee. Elle
est de plus sans conflit si et seulement si lorsque d(r,x;) =d(r’,y;) les conditions suivantes sont satisfaites :

T le dernier noed du parcours, destinataire du message, n'apas "ale relayer.



Benoit DARTIES, Sylvain DURAND, Jéréme PALAYSI

- Xi #Yj (pas de multiplexage, un neud n’” "emet qu’un seul message a la fois)

— Xit1 # Yj etyjia # Xi (half-duplex)

- (Xi,Yj+1) ¢ E(G) et (yj,Xi+1) ¢ E(G) (A-port-"emission et 1-port-r ‘eception)

Par la suite nous ne consid “ererons que des graphes orientes sym etriques assimil 'es a des graphes non
orient’es.

2 Le probleme DAWN-paths

Compte tenu d’une collection de requétes de communication a satisfaire dans un r“eseau radio synchrone,
le probl ®me DAWN-paths (Date Assignment in Wireless Network) se propose de trouver une assignation de
dates correcte et sans conflit le long de routes de communication. Ce probl me se formalise comme suit :
DONNEE : Un graphe non orienté G, une collection de requétes R = {ri = (sl <i< K}, une fonction
de routage P sur R qui associe a chaque requéte r; un chemin P(r;) reliant les sommets de r;, un entier
D > 0 borné par |V (G)| x |R|.

QUESTION : Existe-t-il une assignation de date valide et sans conflit telle que le nombre d’étapes requis est
inférieur ou égal a D ?

Nous appelons min-DAWN-paths la version optimisation du probl eme DAWN-paths, consistant a trouver
une assignation avec un nombre minimal d’ "etapes. La figure 1 pr esente une instance de DAWN-paths avec
une solution optimale.

@ (b)

FiG. 1: (a) Une instance (G,R,P) de DAWN-paths contenant 2 requetes § = (A,F), r2 = (G,K), P(r1) =
(A,B,C,D,E,F) and P(r2) = (G,H,1,J,K). (b) Une assignation de dates valide, sans conflit, et optimale (b).

Il a “et’e montr e dans des travaux pr “ec "edents [DP06] que min-DAWN-paths “etait un probl eme NP-difficile

et non approximable en g “eneral. Le probl eme DAWN-paths est polynomial lorsque D < 2 et NP-Complet
pour D > 3. par ailleurs il a "egalement “et“e propos e dans le m”™e&me papier un algorithme polynomial lorsque
le nombre de requetes est une constante.

3 DAWN-paths dans les arbres

Nous montrons dans cette section que DAWN-paths est NP-Complet m™&me lorsque la topologie du
reseau est un arbre. Dans la suite de ce papier et par souci de clart e, nous dirons qu’une requete r = (s,t)
« d”emarre » lorsque le neud source s proc ede a la transmission du message de r vers le relai suivant. La
preuve de la NP-compl "etude dans les arbres utilise la definition et les 2 lemmes suivants que le lecteur
pourra v erifier par lui-m ™ eme.

Lemme 1 Considérons :
— une instance (G,R,P,D) de DAWN-paths,
— une requéte r € R de parcours associé P(r) = (s,...,X,Y,...,t),
- unechaineC ={1,2,3,...,D+1} de longueur D+ 1, avec V(G) NV (C) = 0,
— unerequéte rp = (1,D+1),
- unentierie [1,D].
Notons H le graphe (V (G) UV (C),E(G)UE(C) U{{y,i}}). Nous affirmons que :



— L’instance (H,RU{rp},P,D) peut étre construire depuis (G,R,P,D) en temps polynomial®,
— soit d une assignation de date valide et sans conflit pour (H,RU{r,},P,D), alors d(r,x) # .

Soulignons que si G est un arbre, alors H I’est “egalement. Cette construction sera utilis ee dans la preuve du
th“eor eme 1, pour emp“€cher certains neuds d’ 'emettre a toutes les “etapes except ‘ees certaines pr ealablement
choisies. Nous introduisons la d “efinition suivante :

Définition 1 (une instance (u,D)-tendue) Soientu et D deux entier naturels, avec D > 7. Nous définissons
une instance (u,D)-tendue comme une instance de DAWN-paths (Cj1p.7y),R,P,D) 0ol Cy p 7y €st une
chaine de D+ 7u sommets {1,2,...,D + 7u} comportant les arétes {i,i+1}|vV1 <i<D+7u—1.Restun
ensemble de 2u requétes {r1, t,r2, §,...,fu, Gy avecri={(7i—5,7i+D—9)} et r={(7i—6,7i+D—
8)}Vie [1,u].

Dans la figure 2, I’ensemble des requetes k,, I'x, Ix,, I'y, Ixg, Iy SUr la cha’ine G 47) represente une
instance (3,26)-tendue. Pour satisfaire ces requ“etes en 26 “etapes seulement 2 possibilit es se pr esentent pour
chaque couple de requetes ret r;: la requete r part a I’ etape 1 etra I’ "etape 3, ou bien ipart a I’ "etape 5
et ri- a I’ "etape 1. Ensuite, aucune temporisation n’est possible pour n’importe quelle requéte. Le lemme 2
formalise cette propri“et e des instances tendues :

Lemme 2 Considérons une instance (u, D)-tendue, u et D étant deux entiers définis. Soit d une assignation
valide et sans conflit pour cette instance. Nous proposons les affirmations suivantes Vi € [1,u] :

- d(ri,71—5) € {1,5},

- d(r,7i—6)e{1,3},

- d(ri,j+1) =d(r,j)+1, VjeP(ry)—{7i+D-9},

- d(Tj+1)=d(Tj)+1, VjeP(n-{7i+D-8}.

Pour tour entier i € [1,u] et j € P(r;) :

—sid(r,7i—5)=1alorsd(ri,j)=j—7i+6etd(r,j)=j—7i+9

- sid(ri,7i—5)=5alorsd(ri,j)=j—7i+10etd(1,j) = j—7i+7

Nous “enoncons le th "eor ®me suivant :
Théoréme 1 Le probléme DAWN-paths est NP-Complet méme lorsque le graphe du réseau est un arbre.

Preuve: La preuve est bas“e sur une r eduction polynomiale de n’importe quelle instance du probl eme
NP-Complet bien connu 3-SAT, vers une instance (G, R, P,D) de DAWN-paths dans laquelle G est un arbre.

Soit lsat = (U, W) une instance de 3-SAT, compos ee d’un ensemble de variables U = {x,X,...,xn} €t
d’un ensemble de clauses W = {c1,¢Cy,...,Cm} de 3 litt "'eraux chacune. Notons n = |U|, m = |W|, et posons
D=m+7n+3.

Consid "erons une instance (n,D)-tendue (G,R1,P,D). L’id ee g "en erale de la preuve consiste a faire cor-
respondre 2 requetes ret 1 a chaque variable xe U. Par soucis de clart e nous noterons ¢, la requete ret
rxlarequeter

Soit Gz unarbretel queV (Gz) =V (G1)U{(ci, 1), (ci,2)[i € [1,m]} et E(G2) =E(G1)U{{(ci,1),(ci,2)},
{7n+i,(ci,1)}]i € [1,m] }. Par la suite nous notons ¢ le couple (ci, 1) et c} le couple (c;j,2) pour tout entier
i. Soit R, I’ensemble de requtes {g = (c,c!)|i € [1,m]}. Consid erons maintenant I’instance (G,Ry U
R2,P,D) (voir la figure 2 pour un exemple).

En appliquant la construction propos ‘ee dans le lemme 1 plusieurs fois, nous cr“eons une instance | =
(G,R,P,D) : pour chaque requgte g = (c?,c!) nous emp &chons € d” ‘emettre vers £ le message de la requgte
re atoutesles datest < D, excepte pour 3 “etapes d efinies a partir des litt "eraux contenus dans la claus c
¢; contient le litt "eral positif (resp. n"egatif) associ e 7 la variabjgjx< n, alors ¢ est autoris & 7 transmettre a
I’ etape 7n+1i—7j+ 6 (resp. 7n+i— 7]+ 8). Puisque G est un arbre, G est “egalement un arbre (et la fonc-
tion de routage est “evidente). La taille de | est polynomiale dans la taille de ar, et | peut “&tre construite en
temps polynomial. Nous verifions que s’il existe une solution en D “etapes pour I, alors il existe une solution
ada7 et reciproquement.

* Rappelons que D < |V(G)| x |R|
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F1G. 2: Un graphe Gy et un ensemble de requ etes R U Ry, construits depuis une instance Isat = (U,W) ot U =
{X1,%2,X3} etW = {cq,cp}. IciD=m-+7n+3 = 26.

Consid "erons une assignation de dates valide et sans conflit sur I. Choisissons une requetegli € [1,m].
D’apr &s le lemme 2 et pour chaque entier i € [1,n], une requete parmi {1, r <} doitd emarrer a |’ "etape 1, et
I"autre d ‘s que possible. Une date a “et e affect "ee au couplg (@). Notre construction implique qu’il existe
au moins un litt"eral | (positif ou n"egatif) dans la clause; ¢el que la requete r a d "ebut e avanjrEn affectant
la valeur « Vrai » a toutes les variables xsi ry, d’ebute a I’ etape 1 (cad. avangyet « Faux » sinon, nous
obtenons une solution a I’instance §at.

R “eciproquement, s’il existe une solution askr, alors nous pouvons d “eduire une solution pour I’instance
I : pour chaque variable x; nous d "ebutons la requ "etgravant r si et seulement si x; a la valeur ”Vrai”. Pour
chaque clause c;, r, d 'emarre a la premi ere “etape autoris “ee et disponible (cette “etape existe puisque la clause
c; est satisfaite par au moins un litt "eral.

Pour conclure nous rappelons que 3-SAT est NP-Complet et que DAWN-paths appartient a NP. DAWN-
paths est donc NP-Complet sur les arbres. O

4 Conclusion

Nous savions d“ej a qu’il n’existait pas (sous r“eserve que P est bien diff erent de NP) d’algorithme p-
approchant (avec p une constante positive) pour le probl me min-DAWN [DP06]. Dans ce papier, nous
venons de d“emontrer que le probl eme reste NP-complet dans les arbres, mais la preuve utilisee ne nous
permet pas de conclure au sujet de I’approximabilit e du probl eme dans ce cas de restriction. Nous pouvons
donc rechercher un algorithme p-approchant pour le probl @me min-DAWN dans les arbres.

Une autre perspective de recherche concerne les cas de polynomialit™. Il a d ej a “et"e montr“e qu’il existait
un algorithme polynomial lorsque le nombre de requétes est une constante [DP06]. Mais peut-"étre que le
probl eme est polynomial lorsque la topologie est une cha™Tne, quel que soit le nombre de requetes ?

Signalons enfin que nous nous int“eressons a un deuxi eme probl eme appel 'e DAWN-requests. Ce dernier
diff ere de DAWN-paths en ce sens que les routes de communication, impos ‘ees dans DAWN-paths, sont
libres dans DAWN-requests et font alors partie de la solution.
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