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1 Motivations 2
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2.1.3 reqûetes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2 pilotage du calcul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.2.1 événements du calcul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.2.2 la notion d’influence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Chapitre 1

Motivations

Nous cherchons un cadre de calcul adaptéà la mod́elisation des jeux ”de sociét́e”
et des jeux ”́economiques” ; c’est-à-dire des jeux multi-acteurs mettant en oeuvre
des prises de d́ecision et des expertises. Prenons tout de suite trois exemples :

mod̀elea : Un ensemble fini d’informationśeconomiques est donné.
Un groupe d’acteurs a connaissance de ces informations, ce groupe
contient des ”d́ecideurs” et des ”experts”. Chaque décideur agit sur
l’impulsion d’une informatiońeconomique particulière, et produit lui-
même un ou plusieurs informationséconomiques, en nombre fini. Pour
prendre sa d́ecision, il peut faire appel̀a un ou plusieurs ”experts”.
Chaque expert agit sur l’impulsion d’une demande d’informationéconomique
particulìere, et produit lui-m̂eme une ou plusieurs informationséconomiques,
en nombre fini.

mod̀eleb : Un groupe de personnes joue aux cartes ; chacun porte
un nuḿero et ils jouent̀a tour de r̂ole. Chaque joueur, sur l’impul-
sion ”tour t”, pose la question ”qu’ont joúe les joueurs de nuḿero
inférieur ?”, se pose la question ”quelle est l’état de ma main ?”, joue
et dit ”j’ai joué le tourt”. D’autre part, un meneur de jeu, sur l’im-
pulsion ”tourt”, pose la question ”qu’ont joúe les joueurs au tourt ?”,
met en oeuvre une règle de redistribution qui va actualiser les mains
individuelles, puis donne l’impulsion ”tourt + 1”.

mod̀elec : Les joueurs du mod̀eleb”, avant de d́ecider du coup̀a jouer,
font appelà un ou plusieurs experts de leur choix.

Notre objectif est de donnerà ce type de jeux une représentation dans un langage
de ”haut niveau” qui permette de le traiter comme un calcul, et d’exhiber des condi-
tions suffisantes pour que le jeu soit globalement déterministe, lorsque les stratégies
de d́ecision et les ḿecanismes d’expertise sont eux-mêmes d́eterministes.
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Chapitre 2

sémantique du calcul

2.1 formalisation desénonćes

2.1.1 variables, domaines de valorisation et relations

Prenons le jeu de cartes, avec les notations suivantes :

DX est l’ensemble des valeurs possibles pour la variablex =joueur

DY est l’ensemble des valeurs possibles pour la variabley =carte

DZ est l’ensemble des valeurs possibles pour la variablez =tour

R1
DX×DY ×DZ

est d́efinie par :R1(x, y, z) ⇔ ”x joue y au tour z”

Les premierśenonćes qui viennent̀a l’esprit sont des prédicats du premier ordre
que nous nommerons assertions réelles, et qui auront la forme suivante :

Assert{R1,D1
x×D1

y×D1
z} = ( ∀(x, y, z) ∈ D1

x ×D1
y ×D1

z : R1(x, y, z) )

avec :D1
x ⊆ DX ; D1

y ⊆ DY ; D1
z ⊆ DZ

par exemple :

D1
x = {Henri};D1

y = {Roi de Coeur};D1
z = {tour 1}

Henri joue le roi de coeur au premier tour

D1
x = {Henri};D1

y = {6= Carreau};D1
z = {tour 2}

Henri joue autre chose que Carreau au second tour

D1
x = {Hommes};D1

y = {Carreaux};D1
z = {Tours}

Les hommes jouent les ”Carreau”à tous les tours

Au cours du calcul, nous nous interesseronsà des ensembles d’assertions particu-
liers d́efinis en intension ; et nous parlerons alors de requêtes :

Req{R1,D1
x×D1

y×D1
z} =


| Dx ⊆ D1

x

Assert{R1,Dx×Dy×Dz} | Dy ⊆ D1
y

| Dz ⊆ D1
z


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D1
x = {Henri};D1

y = {Cartes};D1
z = {tour1}

De quelles informations dispose-t-on sur ce qu’a joué Henri au premier tour ?

D1
x = {Joueurs};D1

y = {Carreaux};D1
z = {Tours}

De quelles informations dispose-t-on sur les tours où ”Carreau” a ét́e joúe ?

Lors du processus de réécriture ditribúee , il sera commodéegalement de prendre
connaissance d’informations partiellement exprimées, et de nommer assertions des
prédicats du premier ordre ayant la forme suivante :

∃Dx ⊆ D1
x, ∃Dy ⊆ D1

y, ∃Dz ⊆ D1
z — Assert{R1,Dx×Dy×Dz}

D1
x = {Hommes};D1

y = {Coeurs};D1
z = {tour 1}

Certains hommes jouent Coeur au premier tour

D1
x = {Henri};D1

y = {6= Carreau};D1
z = {Tours}

Henri joue autre chose que Carreauà certains tours

On appellera alors assertions virtuelles les assertions qui demandentàêtre pŕeciśees ;
une des id́ees structurantes pour le calculétant que les assertions vont se préciser
progressivement par réduction des domaines, jusqu’à devenir des assertions réelles,
c’est-̀a-dire jusqu’̀a ce que :

(1) : ∃Dx ⊆ D1
x,∃Dy ⊆ D1

y,∃Dz ⊆ D1
z — ∀(x, y, z) ∈ Dx×Dy×Dz : R1(x, y, z)

se transforme en :

(2) : ∀(x, y, z) ∈ D2
x ×D2

y ×D2
z : R1(x, y, z)

par exemple :

(1) :D1
x = {Hommes};D1

y = {Coeurs};D1
z = {Tours}

Certains hommes jouent Coeurà certains tours
pourra se transformer en :

(2) :D2
x = {Henri};D2

y = {RoideCoeur};D2
z = {Tours}

Henri joue Roi de Coeur̀a tous les tours

De la m̂eme façon, nous aurons besoin de distinguer requêtes ŕeelles (au sens où
elles sont effectivement posées)et reqûetes virtuelles (au sens où elles vont encore
être pŕeciśees).
Les notations qui suivent vont nous permettre de développer la base de la sémantique
opérationnelle du calcul ; nous verrons plus loin que différents formalismes de
repŕesentation des connaissances peuventêtre vus comme des cas particuliers de
syntaxes associéesà cette śemantique oṕerationnelle.
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Notations:

RD désigne une relationR définie sur un produit cartésienD = DX1 × DX2 ×
DX3 ×· · · ; lesDXj sont alors les domaines de valorisation respectifs des variables

xj ;
→
x= (x1, x2, x3, · · ·) désignera un tuple quelconque deD.

D|i désigne une projection deD et peut se traduire par :∃D|j — D = D|i × D|j

Pour
→
x∈ D,

→
x
|i

désigne la projection de
→
x surD|i.

R|i est d́efinie surD|i parR|i(
→
x) ⇔ ∃

→
y — x =

→
y
|i
∧R(

→
y ).

2.1.2 assertions

Définitions:

UneassertionAssert{Ri, ∗X j} où Ri = Ri
Di etX j ⊆ Di etX j 6= ∅ est d́efinie

par :
∃X ⊆ Xj — ∀ →

x∈ X : Ri(
→
x)

Une assertion ŕeelleAssert{Ri, X j} où Ri = Ri
Di et X j ⊆ Di et X j 6= ∅ est

définie par :
∀ →

x∈ Xj : Ri(
→
x)

ce qui est́equivalent̀a :∃X = Xj — ∀ →
x∈ X : Ri(

→
x)

On convient d’effectuer le passage au réel en supprimant ”∗” dès que le domaine
est ŕeduit à unélément unique, afin d’éviter lorsqueX = {→x} le doublon entre
assertion et assertion réelle.

Assert{R1, ∗X i1} est uneréductiondeAssert{R1, ∗X i2} :

Assert{R1, ∗X i1} � Assert{R1, ∗X i2} ssi :

Assert{R1, ∗X i1} peut-̂etre obtenùa partir deAssert{R1, ∗X i2} en combinant les
opérationśelémentaires suivantes : Assert{R1, ∗X i} → Assert{R1, ∗X j} avec :X j ⊆ X i ∧ X j 6= ∅

Assert{R1, ∗X i} → Assert{R1, X i} (passage au réel)
Assert{R1, X i} → Assert{R1, X i} (identit́e sur les assertions réelles)

Assert{R1, ∗X i1} est unesṕecialisationdeAssert{R2, ∗X i2} :

Assert{R1, ∗X i1} ≤ Assert{R2, ∗X i2} ssi :

∃k
∣∣∣∣∣ R2 = R1|k

Assert{R1|k, ∗X i1|k} � Assert{R2, ∗X i2}
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par exemple :

R1 défini par : ”Joueur” joue ”carte”̀a ”tour”

R2 défini par : ”Joueur” joue ”carte”

X i1 = {Henri} × {Roi de Coeur} × {tour1}
X i2 = {Hommes} × {Coeurs} × {tour1}
X i3 = {Hommes} × {Coeurs}

vérifient :
X i1 ⊆ X i2 ; ∃k — X i3 = X i2|k

nous pouvons construire lesénonćes :

A1 = Assert{R1, X i1} : Henri joue le Roi de Coeur au tour 1

A2 = Assert{R1, ∗X i2} : Certains hommes jouent Coeur au tour 1

A3 = Assert{R1, X i2} : Les hommes jouent les ”Coeur” au tour 1

A4 = Assert{R2, ∗X i3} : Certains hommes jouent Coeur

A5 = Assert{R2, X i3} : Les hommes jouent les ”Coeur”

ce qui donne les réductions :

A1 � A2 A3 � A2 A5 � A4

et les sṕecialisations :
A2 ≤ A4 A3 ≤ A5

Propríet́es:

”�” et ”≤” sont deux ordres partiels sur l’ensemble des assertions tels que :

(�) ⇒ (≤)

La réduction correspond̀a une substitution de domaine par un domaine plus
petit ; cette propríet́e sera tr̀es largement utiliśee durant tout le calcul.

La sṕecialisation permet de prendre en compte les implications logiques entre
prédicats du premier ordre du type :

Henri joue le Roi de Coeur au tour 1=⇒ Henri joue le Roi de Coeur.

6



2.1.3 reqûetes

Définitions:

Une reqûeteReq{Ri, X j} où Ri = Ri
Di et X j ⊆ Di et X j 6= ∅ est l’ensemble

d’assertions ŕeelles d́efini par :

Req{Ri, X j} = {Assert{Ri, Xk} — X k ⊆ X j}

Req{R1, X i1} est uneréductiondeReq{R1, X i2} :

Req{R1, X i1} � Req{R1, X i2} ssi

Req{R1, X i1} peut-̂etre obtenùa partir deReq{R1, X i2} par l’opérationélémentaire
suivante :

Req{R1, X i} → Req{R1, X j} avec :X j ⊆ X i etX j 6= ∅

par exemple :

R1 défini par : ”Joueur” joue ”carte”̀a ”tour”
X i1 = {Henri} × {Roi de Coeur} × {tour 1}
X i2 = {Hommes} × {Coeurs} × {tour 1}

vérifient :
X i1 ⊆ X i2

nous pouvons construire les requêtes :

R1 = Req{R1, X i1} : Est-ce que Henri joue le Roi de Coeur au pre-
mier tour ?
R2 = Req{R1, X i2} : Est-ce que certains hommes jouent Coeur au
premier tour ?

ce qui donne la ŕeduction :
R1 � R2

Propríet́es:

”�” est un ordre partiel sur l’ensemble des requêtes.

Nous ne d́efinissons pas de relation analogueà la sṕecialisation des assertions,
car les reqûetes sont des ensembles et non pas des prédicats ; mais nous allons
maintenant d́efinir une relation entre assertions et requêtes, pŕeciśement parce que
les reqûetes sont des ensembles d’assertions.
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2.2 pilotage du calcul

Nous avons d́ejà d́efini un ordre partiel ”naturel” sur les assertions et sur les
reqûetes, ainsi que la relation de spécialisation des assertions ; nous allons mainte-
nant nous int́eresser̀a d’autres relations construitesà partir de celles ci afin de pou-
voir piloter le calcul. Nous allons en particulier chercher la ”signature syntaxique”
desévénements suivants :

”une assertion ŕepondà une reqûete”

”une assertion d́eclenche une réécriture”

”une reqûete d́eclenche une réécriture”

2.2.1 événements du calcul

Nous donnerons au chapitre suivant une définition pŕecise des modules de
réécriture ; ils seront basés sur une propriét́e fondamentale :

Règle 1: Les modules de réécriture sont d́efinis ”à une ŕeduction pr̀es” ; c’est-
à-dire qu’ils acceptent toute substitution de leurs ”énonćes-variables” par des
énonćes qui en sont des réductions.

Regardons̀a nouveau quelques exemples qui permettre d’illustrer la suite :

R1 défini par : ”Joueur” joue ”carte”̀a ”tour”

R2 défini par : ”Joueur” joue ”carte”

X i1 = {Henriette} × {RoideCoeur} × {tour1}
X i2 = {Joueurs} × {Coeurs}
X i3 = {Hommes} × {Coeurs}
X i4 = {Joueurs} × {Coeurs} × {tour 1}
R4 = Req{R2, X i2} : Est-ce que certains joueurs jouent Coeur ?

A5 = Assert{R1, X i1} : Henriette joue le Roi de Coeur au tour 1

A6 = Assert{R1, X i3} : Les hommes jouent les ”Coeur”

A7 = Assert{R1, ∗X i3} : Certains hommes jouent ”Coeur”

R8 = Req{R2, X i2} : Est-ce que certains joueurs jouent Coeur ?

R9 = Req{R1, X i4} : Est-ce que certains joueurs jouent Coeur au tour
1 ?

une assertion ŕepondà une reqûete

Nous voudrons pouvoir dire queA6 mais aussiA5 répondent̀aR4, de façoǹa
obtenir toutes les réponses naturellesà une question ; or nous savons déjà :A6 ∈ R4

et par ailleurs∃k — R2 = R1|k
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Définition :

Une assertion ŕeelleAssert{R1, X i1} répondà une reqûeteReq{R2, X i2} :

Assert{R1, X i1} / Req{R2, X i2} ssi :

∃k
∣∣∣∣∣ R2 = R1|k

Assert{R1|k, X i1|k} ∈ Req{R2, X i2}

une assertion d́eclenche une ŕeécriture

L’id ée de base est que les modules de réécriture d́eclenchables par assertions
seront l’́equivalent de r̀egles : ”si ... alors”. Or nous disposons déjà de la relation de
sṕecialisation pour prendre en compte des implications logiques ”syntaxiquement
décelables” entre assertions.

Nous voudrons pouvoir dire queA5 etA6 déclenchent le module de réécriture
command́e parA7.

Réécriture d́eclench́ee par assertion: Toutes les assertions ”spécialisations de
a” (et seulement celles-ci) joueront le rôle de d́eclencheur pour le module de
réécriture command́e par ”a”.

une requête d́eclenche une ŕeécriture

L’id ée est ici que les modules de réécriture d́eclenchables par requêtes auront
pour mission principale de fournir toutes les réponses̀a ces reqûetes.

Nous voudrons pouvoir dire queR5 déclenche le module de réécriture com-
mand́e parR8.

Par contre, ce m̂eme module, qui travaille ”à une ŕeduction pr̀es” ne saura pas
fournir les ŕeponses̀aR9.

Réécriture d́eclench́ee par reqûete: Toutes les reqûetes ”réductions der” (et
seulement celles-ci) joueront le rôle de d́eclencheur pour le module de réécriture
command́e par ”r”.

2.2.2 la notion d’influence

Au cours du calcul, la ŕeécriture sera contrainte par la règle suivante :

Règle 2: Les seuls termes ajoutés par ŕeécriture sont des ŕeductions de termes
déjà présents.

Nous allons donc nous intéresser aux́eventualit́es suivantes :

9



– Est-ce qu’une assertion peut produire par réduction une sṕecialisation d’une
autre assertion ?

– Est-ce qu’une reqûete peut produire par réduction une ŕeduction d’une autre
reqûete ?

– Est-ce qu’une assertion peut produire par réduction une ŕeponsèa une reqûete ?

Définitions:

Une assertioninfluenceune assertion.

Assert{Ri1 , ∗X j1} /: Assert{Ri2 , ∗X j2} ssi :

∃Assert{Ri1 , ∗X j0}

∣∣∣∣∣ Assert{Ri1 , ∗X j0} � Assert{Ri1 , ∗X j1}
Assert{Ri1 , ∗X j0} ≤ Assert{Ri2 , ∗X j2}

Une reqûeteinfluenceune reqûete.

Req{Ri, X j3} /:. Req{Ri, X j4} ssi

∃Req{R1, X j0}

∣∣∣∣∣ Req{Ri, X j0} � Req{Ri, X j3}
Req{Ri, X j0} � Req{Ri, X j4}

Une assertioninfluenceune reqûete ŕeelle.

Assert{Ri1 , ∗X j1} /:: Req{Ri5 , X j5} ssi

∃Assert{Ri1 , X j0}

∣∣∣∣∣ Assert{Ri1 , X j0} � Assert{Ri1 , ∗X j1}
Assert{Ri1 , X j0} / Req{Ri5 , X j5}

10



2.2.3 la ḿetaphore de la conversation

Comparons les ”modules de réécriture”à un groupe d’agents en conversation ;
les r̀egles de la conversation sont alors les suivantes :

Chaque agent pose en début de calcul des assertions et des requêtes
partiellement explicit́ees.

Il y a deux sortes d’agents :
– ceux qui interviennent dans la conversation lorsqu’ils sont stimulés

par les sṕecialisations d’une assertion donnée.
– ceux qui interviennent dans la conversation lorsqu’ils sont stimulés

par les ŕeductions d’une reqûete donńee.
Les agents interviennent simultanément sur des stimulations parallèles.

Chaque agent, lorsqu’il intervient,émet des ŕeductions des assertions
et des reqûetes qu’il a initialement posées.

Lorsqu’un agent́emet une reqûete, il attend d’en obtenir la réponse
avant de poursuivre son intervention.

Lorsqu’un agent sait qu’il n’interviendra plus, c’est-à-dire lorsqu’au-
cune assertion ou requête n’influence plus son déclencheur, il se retire
de la conversation.

L’objet du chapitre suivant est la formalisation de ce principe de calcul
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Chapitre 3

formalisation du calcul

3.1 termes du calcul

Tout d’abord, nous allons considérer assertions et requêtes comméeléments
d’un même ensemble de ”syntagmes”1 ; en y int́egrant les notions de syntagme
déclencheur ou ”trigger” et de syntagmeémis ou ”data”.

Puis nous allons d́efinir les termes du calculà partir des syntagmes en intégrant
les listes de modules, ḿecanisme qui permettra de gérer ces termes au fil des
réécritures successives.

Ensuite, nous allons revenir sur la notion de réduction pour l’́etendre aux syn-
tagmes et sur la notion d’influence pour l’étendre aux termes du calcul.

Enfin, nous allonśetudier les propríet́es de l’influence du point de vue de la
sémantique oṕerationnelle.

1syntagme : groupe de mots ayant un sens (Petit Robert)
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3.1.1 la notion de syntagme

Nous supposons donnés un ensemble de variables{xi}, et un ensemble de
relations{Ri

Di} entre tuples
→
x construits sur ces variables

Définition :

On appellesyntagmeun quintuplet(R, δ, α, ε,X ) tel que :

R est une relationRD ; c’est lastructure relationnelledu syntagme.

δ est le booĺeen(data/trigger)
δ = 0 : le syntagme est undata, produit lors du calcul
δ = 1 : le syntagme est untrigger, déclencheur lors du calcul

α est le booĺeen(assert/request)
α = 0 : le syntagme est une assertion
α = 1 : le syntagme est une requête

ε est le booĺeen(real/virtual)
ε = 0 : le syntagme est réel
ε = 1 : le syntagme n’est pas réel

X 6= ∅ est un domaine de valorisation inclus dansD
α = 0 ; ε = 0 : le syntagme est l’assertionAssert{R, X }

définie par∀ →
x∈ X : R(

→
x)

α = 0 ; ε = 1 : le syntagme représente l’assertionAssert{R, ∗X }

définie par∃X ′ ⊆ X — ∀ →
x∈ X ′ : R(

→
x)

α = 1 : le syntagme est la requêteReq{R, X }
définie par{Assert{R, Xk} — X k ⊆ X }

contrainte: les syntagmes dont le domaine est réduit à unélément sont forćement
réels :

(Card(X ) = 1) ⇒ (ε = 0)

On noteraσi le syntagme(Ri, δi, αi, εi,X i) avecRi = Ri
Di .

On appelleradomainedeσi le domaine de valorisationX i ⊆ Di

On appelleravaleurdeσi et on noteraval(σi) le quadruplet(δi, αi, εi,X i).
On notera parfois(Ri, val(σi)) le syntagme(Ri, δi, αi, εi,X i)
On noteraS l’ensemble des syntagmes.

La notion de reqûete ŕeelle ou non ŕeelleétant introduite dans la syntaxe ; nous
allons la d́efinir via la relation de ŕeduction.
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3.1.2 ŕeduction des syntagmes

Nous allonśetendre aux syntagmes la notion de réduction d́efinie pŕećedemment.

Définition :

Soientσ1 = (R1, δ1, α1, ε1,X 1) et σ2 = (R2, δ2, α2, ε2,X 2) deux syntagmes,
”σ1 est uneréductiondeσ2” est d́efini par :

σ1 � σ2 ⇔



1. R1 = R2

2. δ1 = 0
3. α1 = α2

4. X 1 ⊆ X 2

5. ε1 ≤ ε2

6. (ε2 = 0) ⇒ (X 1 = X 2)

1. exprime que la ŕeduction ne compare que des syntagmes de structure relationnelle indentique

2. exprime que les triggers sont maximaux pour la réduction

3. exprime que les assertions sont comparables aux assertions, et les requêtes aux reqûetes

4. exprime qu’un domaine de réduction est une réduction de domaine

5. exprime qu’une ŕeduction de ŕeel est ŕeelle

6. exprime qu’une ŕeduction de ŕeel est de m̂eme domaine

On note{� σ} l’ensemble des syntagmes qui peuventêtre obtenus par réductionà
partir du syntagmeσ.

Si X est un ensemble de syntagmes, on note{� X} l’ensemble des syntagmes⋃
σ∈X{� σ}.

Nous sommes maintenant en mesure de distinguer requêtes virtuelles et requêtes
réelles, et cette nuance correspondà la possibilit́e ouà l’impossibilit́e d’oṕerer des
réductions.
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3.1.3 d́efinition des termes du calcul

Définition et notations:

On appelleterme du calculun couple(σi, Li) tel que :

σi = (Ri, δi, αi, εi,X i) est le syntagme identifiant le terme ;

Li est une liste de modules de réécriture.

On notera :

A : l’ensemble des termes data assertions
AReal : l’ensemble des termes data assertions réelles

R : l ’ensemble des termes data requêtes
RReal : l’ensemble des termes data requêtes ŕeelles

RV irtual : l’ensemble des termes data requêtes non ŕeelles
T : l’ensemble des termes
ai : un terme quelconque deA
ri : un terme quelconque deR
xi : un terme quelconque deT

Dans la suite, on confondra parfois les termes du calcul (objets de la réécriture) et
les syntagmes qui les identifient et qui seront les arguments de la réécriture.

Nous allons maintenantétendre aux termes du calcul nouvellement définis la
notion d’influence qui avaot́et́e introduite au chapitre préćedent, puis montrer
qu’elle offre une caractérisation syntaxique simple desévénements de calcul qui
nous int́eressent et que nous précisons ainsi :

”une assertionRÉELLE déclenche une réécriture”

”une reqûeteRÉELLE déclenche une réécriture”

”une assertionRÉELLE répondà une reqûeteRÉELLE”

Nous montreronśegalement qu’elle possède une propriét́e int́eressante vis̀a vis de
la relation de ŕeduction.
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3.1.4 influence entre termes

Définitions:

Dans ce qui suit :

σ1 = (R1, 0, 0, ε1,X 1) est un data assertion quelconque

σ2 = (R2, 1, 0, ε2,X 2) est un trigger assertion quelconque

σ3 = (R3, 0, 1, ε3,X 3) est un data reqûete quelconque

σ4 = (R4, 1, 1, ε4,X 4) est un trigger reqûete quelconque

σ5 = (R5, 0, 1, 0,X 5) est un data reqûete ŕeel

On dit qu’un data assertioninfluenceun trigger assertion,

a1 = (σ1, L1) /: a2 = (σ2, L2) ssi :
∃ k — R2 = R1|k

∃ σ0 = (R1, 0, 0, ε0,X j0)

∣∣∣∣∣ σ0 � σ1

(R1|k, 0, 0, ε0,X j0|k) � σ2

On dit qu’un data reqûeteinfluenceun trigger reqûete,

r3 = (σ3, L3) /:. r4 = (σ4, L4) ssi :
R3 = R4

∃ σ0 = (R3, 0, 1, ε0,X j0)

∣∣∣∣∣ σ0 � σ3

X j0 ⊆ (X 3 ∩ X 4)

On dit qu’un data assertioninfluenceun data reqûete,

a1 = (σ1, L1) /: r5 = (σ5, L5) ssi :
∃ k — R5 = R1|k

∃ σ0 = (R1, 0, 0, ε0,X j0)

∣∣∣∣∣ σ0 � σ1

(R1|k, 0, 0, ε0,X j0|k) � σ5

non-propríet́e :

Les relations ”influence” ne sont pas transitives ; cela est du au fait que ”Xi∩Xj 6=
∅” ne définit pas une relation transitive entre domaines.

Le lemme 0 va utiliser la relation ”influence” pour nous fournir une nouvelle
repŕesentation syntaxique desévénements de calcul.
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Lemme 0:

1.


a1 /: a2

a1 = (R1, 0, 0, ε1,X 1)
a2 = (R2, 1, 0, ε2,X 2)

 ⇔ un terme influence une réécriture par assertion

⇔ (Assert{Ri1 , ∗X j1} /: Assert{Ri2 , ∗X j2})

2.


r3 /:. r4

r3 = (R3, 0, 1, ε3,X 3)
r4 = (R4, 1, 1, ε4,X 4)

 ⇔ un terme influence une réécriture par reqûete

⇔ (Req{Ri, X j3} /:. Req{Ri, X j4})

3.


r5 ∈ RReal

a1 /: r5

a1 = (R1, 0, 0, ε1,X 1)
r5 = (R5, 0, 1, ε5,X 5)

 ⇔ une assertion influence une requête

⇒ (Assert{Ri1 , X j1} /:: Req{Ri5 , X j5})

4.


a1 ∈ AReal

a1 /: a2

a1 = (R1, 0, 0, ε1,X 1)
a2 = (R2, 1, 0, ε2,X 2)

 ⇔ une assertion d́eclenche une réécriture

⇔ (Assert{Ri1 , X j1} ≤ Assert{Ri2 , ∗X j2})

5.


r3 ∈ RReal

r3 /:. r4

r3 = (R3, 0, 1, ε3,X 3)
r4 = (R4, 1, 1, ε4,X 4)

 ⇔ une reqûete d́eclenche une réécriture

⇒ (Req{Ri, X j3} � Req{Ri, X j4})

6.



a1 ∈ AReal

r5 ∈ RReal

a1 /: r5

a1 = (R1, 0, 0, ε1,X 1)
r5 = (R5, 0, 1, ε5,X 5)


⇔ une assertion ŕepondà une reqûete

⇒ (Assert{Ri1 , X j5} / Req{Ri2 , X j5})

démonstration de ”Lemme 0”:

Les⇒ qui ne sont pas des⇔ proviennent du fait que la nuance ”requête ŕeelle” aét́e introduite.
1 : σ0 = (Ri, 0, 0, ε0,X j0) dans 2.2.2 correspondàAssert{Ri1 , ∗Xj0} dans 3.1.4

2 : σ0 = (Ri, 0, 1, ε0,X j0) dans 2.2.2 correspondàReq{Ri1 , Xj0} dans 3.1.4

3 : σ0 = (Ri, 0, 0, 0,X j0) dans 2.2.2 correspondàAssert{Ri1 , Xj0} dans 3.1.4

4 : a1 ∈ AReal contraintj0 = 1, le reste d́ecoule de 1.
5 : r3 ∈ RReal contraintj0 = 3, le reste d́ecoule de 2.
6 : a1 ∈ AReal contraintj0 = 1, le reste d́ecoule de 3.

Le lemme suivant sera très utile dans la d́emonstration des propriét́es du calcul,
il exprime le fait que la ŕeduction ne cŕee pas de nouvelles ”influences”, c’est-à-
dire que les ”zones du graphe de calcul” influençant les déclencheurs et les requêtes
vont évoluer de façon sympathique au fil du calcul.
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Lemme 1:

Soient les termes :

x1 = (σ1, L1)
x2 = (σ2, L2)
x10 = (σ10, L10)
x20 = (σ20, L20)

L’implication suivante est toujours vraie :{
σ1 � σ10

σ2 � σ20

}
⇒

{
(x1 /:. x2) ⇒ (x10 /:. x20)
(x1 /: x2) ⇒ (x10 /: x20)

}

démonstration de ”Lemme 1”:

Cas de la relation/:

σ1 = (R1, δ, α, εi,X 1)
σ2 = (R2, δ, α, ε2,X 2)

σ10 = (R1, δ, α, ε10,X 10)
σ20 = (R2, δ, α, ε20,X 20)

σ1 � σ10

σ2 � σ20

(x1 /: x2)


⇒ ∃ σ0, ∃ k


R2 = R1|k

σ0 = (Ri1 , 0, 0, ε0,X j0)
σ0 � σ1 � σ10

(R1|k, 0, 0, ε0,X j0|k) � σ2 � σ20

Cas de la relation/:.

σ1 = (R1, δ, α, εi,X 1)
σ2 = (R1, δ, α, ε2,X 2)

σ10 = (R1, δ, α, ε10,X 10)
σ20 = (R1, δ, α, ε20,X 20)

σ1 � σ10

σ2 � σ20

(x1 /:. x2)


⇒ ∃ σ0, ∃ k

{
σ0 = (R1, 0, 0, ε0,X j0)
σ0 � σ1 � σ10

X j0 ⊆ (X 1 ∩ X 2) ⊆ (X 10 ∩ X 20)

3.1.5 d́ebut de formalisation du jeu de cartes

Reprenons l’exemple du jeu de cartes du point de vue du joueur Henri :
– à chaque tour, Henri regarde son jeu issu du tour préćedent,
– puis il cherche qui a d́ejà joúe (joueurs de position inférieure),
– puis il regarde ce qui áet́e joúe par ces joueurs,
– enfin il joue.

Nous allons formaliser le jeùa partir des notations suivantes :

DX est l’ensemble des valeurs possibles pour la variablex =joueur
DY est l’ensemble des valeurs possibles pour la variabley =carte
DZ est l’ensemble des valeurs possibles pour la variablez =tour
DT est l’ensemble des valeurs possibles la variablet = position
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XHenri = {Henri} ⊆ DX

X 6=Henri = {6= Henri} ⊆ DX

Zt−1 = {tourt−1} ⊆ DZ

Zt = {tourt} ⊆ DZ

T <Henri = {< position(Henri)} ⊆ DT

R1
DX×DY ×DZ

est d́efinie par :R1(x, y, z) ⇔ ”x joue y au tour z”
R2

DX×DY ×DZ
est d́efinie par :R2(x, y, z) ⇔ ”x a le jeu y au tour z”

R3
DX×DT

est d́efinie par :R3(x, t) ⇔ ”x a la position t”
R4

DZ
est d́efinie par :R4(z) ⇔ ”tour z”

Henri reçoit à un momment du jeu l’informationtour t qui correspond au data
assertion ŕeel :

σ1 = (R4, 0, 0, 0,Zt)
Il émet alors les data question réelsQuels sont les joueurs placés avant moi ?et
Quel est mon jeùa l’issue du tourt− 1 ? :

σ21 = (R3, 0, 1, 0,X 6=Henri × T <Henri)
σ22 = (R2, 0, 1, 0,XHenri ×DY ×Zt−1)

Supposons que la réponseà la premìere question est queJulie et Paulette sont
placées avant Henri:

σ211 = (R3, 0, 0, 0,X Julie × T position1)
σ212 = (R3, 0, 0, 0,XPaulette × T position2)

Henri émet les data question réelsQu’a joué Julie au tourt ? ; Qu’a joué Paulette
au tourt ? :

σ31 = (R1, 0, 1, 0,X Julie ×DY ×Zt)
σ32 = (R1, 0, 1, 0,XPaulette ×DY ×Zt)

Lorsqu’il a la ŕeponse ces deux questions, il met en oeuvre sa stratégie personnelle
et joueHenri joue ces cartes au tourt ? :

σ4 = (R1, 0, 0, 0,XHenri × Ythis ×Zt)

Notons44Henri le module de ŕeécriture repŕesentant Henri ;44Henri aura pour
déclencheur :

σ10 = (R4, 1, 0, 1,DZ)
44Henri émettra des ŕeductions des data virtuels :

σ210 = (R3, 0, 1, 1,X 6=Henri × T <Henri)
σ220 = (R2, 0, 1, 1,XHenri ×DY ×DZ)
σ30 = (R1, 0, 1, 1,X 6=Henri ×DY ×DZ)
σ40 = (R1, 0, 0, 1,XHenri ×DY ×DZ)

Les relations suivantes apparaissent :

1. σ1 ∈ AReal σ1 /: σ10

2. σ21 � σ210

3. σ211 ∈ AReal σ211 /: σ21

4. σ4 ∈ AReal σ4 � σ40
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1. exprime queσ1 déclenche44Henri

2. exprime queσ21 est une ŕeduction deσ210

3. exprime queσ211 répondàσ21

4. exprime queσ4 est une ŕeduction deσ40

Pour compĺeter la formalisation du jeu de cartes, il suffit de créer les modules
assocíes aux autres joueurs, puis de créer un module ”mâıtre du jeu” qui donne
les impulsions ”tourt” et redistribue les cartes posées sur la table lorsque tout le
monde a joúe ; nous nous en acquitterons ultérieurement.

3.2 réécriture des termes

La situation initiale d’un calcul sera la donnée d’un ensemble de termes et d’un
ensemble de modules de réécriture, appelés ”pentomin̂os”. Au cours du calcul, les
pentomin̂os ajouteront et retireront des termes ;à chaque instant, l’état du graphe
de calcul d́eterminera le d́eclenchement ou l’inactivation des pentominôs.

Les pentomin̂os sont des algorithmes de réécriture qui fonctionnent paŕetapes,
en ŕeduisant̀a chaquéetape les termes du graphe de calcul.

Nous allons d’abord d́efinir les ḿecanismes de cette réduction, gr̂aceà la notion
de ŕeducteur.

Ensuite nous d́efinirons les pentomin̂os qui sont les modules autonomes de
réécriture.

Ensuite nous d́efinirons les primitives de la réécriture.
Puis nous d́efinirons la notion de graphe de calcul et montrerons comment le

calcul est pilot́e par deśevénements du graphe de calcul.
Enfin nous assemblerons tous ceséléments pour d́ecrire le fonctionnement des

pentomin̂os.

3.2.1 la notion de ŕeducteur

Les ŕeducteurs sont des algorithmes de réécriture particuliers : ils ŕeduisent
des assertions et des requêtes, en fonction de paramètres qui sont eux m̂emes des
termes du graphe de calcul. Deux cas seront mis en pratique :

– la ŕeduction d’un ensemble initial de data, en fonction d’un unique data réel ;
la donńee den data ŕeels produiran réductions des data exécut́ees en pa-
rallèle. On parlera donc deréduction parall̀ele.

– la ŕeduction d’un ensemble de data, en fonction d’un ensemble d’assertions
réelles ; la donńee den assertions ŕeelles produira une unique réduction glo-
bale des data, destinéeà s’inscrire dans une séquence de réduction succes-
sives. On parlera alors deréduction śequentielle.
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Dans les deux cas, les data réduits, de m̂eme que les data paramètres de la ŕeduction,
interviendront uniquement̀a travers la structure relationnelle des syntagmes as-
socíes ; ce qui fait qu’un ŕeducteur sera d́efini ”à une ŕeduction pr̀es” et pourra
intervenir en cascade au cours du calcul.

r éduction parallèle

Reprenons l’exemple de Henri : il reçoità un momment du jeu l’informationtour
t :

σ1 = (R4, 0, 0, 0,Zt) /: σ10

Il émet alors les data question réelsQuels sont les joueurs placés avant moi ?et
Quel est mon jeu placésà l’issue du tourt− 1 ? :

σ21 = (R3, 0, 1, 0,X 6=Henri × T <Henri) � σ210

σ22 = (R2, 0, 1, 0,XHenri ×DY ×Zt−1) � σ220

La donńee d’une assertion réelle a provoqúe la ŕeduction de deux questions vir-
tuelles. Durant cette transformation, c’est la valeur deσ1 qui a joúe le r̂ole d’input
et qui a d́etermińe les valeurs deσ21 (inchanǵee : la seule transformation pour la
reqûete est le passage de virtuelà ŕeel) etσ22 (la reqûete porte sur le tourt − 1).
L’opérateur qui a permis cette transformation des valeurs se définit à partir des
structures relationnelles en jeu :R4 pour la variable input ,R3 et R2 pour les
variables output. Nous pouvons donner une définition ǵeńerale pour ce type de
tranformation :
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Parali0, I

Soient :
une structure relationnelle inputRi0

un ensemble de structures relationnelles output{Ri}i∈I

On appelle réducteur parall̀ele et on note Parali0, I une fonction fRi0 , {Ri}
vérifiant :

∀ J ensemble d’indices ;
∀ Y = {(Ri0 , val(σj))}j∈J ensemble de syntagmes ;
∀K ensemble d’indices ;
∀ Y1 = {(Ri, val(σi

k))}i∈I; k∈K ensemble de syntagmes :

(Y, Y1)
fRi0 , {Ri}−→ {Y j

2 = f(val(σj), {val(σi
k)}i∈I; k∈K)}j∈J

avec :

Y j
2 ensemble fini de syntagmes{σj

2 — ∃ σi
k ∈ Y1 tel que :σj

2 � σi
k}

r éduction śequentielle

Lorsque Henri reçoit̀a un momment du jeu l’informationJulie et Paulette sont
placées avant Henri:

σ211 = (R3, 0, 0, 0,X Julie × T position1) � σ210

σ212 = (R3, 0, 0, 0,XPaulette × T position2) � σ210

Il émet les data question réelsQu’a joué Julie au tourt ? ; Qu’a joué Paulette au
tour t ? :

σ31 = (R1, 0, 1, 0,X Julie ×DY ×Zt) � σ30

σ32 = (R1, 0, 1, 0,XPaulette ×DY ×Zt) � σ30

La donńee d’un ensemble d’assertion réelles a provoqúe la ŕeduction d’une ques-
tion virtuelle. Durant cette transformation, ce sont les valeurs deσ211 et σ212 qui
ont joúe le r̂ole d’input et qui ont d́etermińe les valeurs deσ31 (Julie ,tour t) et
σ220 (Paulette ,tour t). L’oṕerateur qui a permis cette transformation des valeurs se
définit à partir des structures relationnelles en jeuR3 etR1. Nous pouvons donner
une d́efinition ǵeńerale pour ce type de tranformation :
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SeqJ, I

Soient :
un ensemble de structures relationnelles input{Rj}j∈J

un ensemble de structures relationnelles output{Ri}i∈I

On appelleréducteur śequentiel et on note SeqJ, I une fonction f{Rj}, {Ri}
vérifiant :

∀K, ∀ L ensembles d’indices ;
∀ Y = {(Rj , val(σj

k))}j∈J ; k∈K ensemble de syntagmes ;
∀ Y1 = {(Ri, val(σi

l))}i∈I; l∈L ensemble de syntagmes :

(Y, Y1)
f{Rj}, {Ri}−→ Y2 = f(∪j; k{val(σj

k)},∪i; l{val(σi
l)})

avec :

Y2 ensemble fini de syntagmes{σm
2 — ∃ σi

l ∈ Y1 tel que :σm
2 � σi

l}

libert é de ŕeduction

Les ŕeducteurs ainsi d́efinis permettent d’accueillir une large famille d’algo-
rithmes :

Les ŕeducteurs parallèles pourront impĺementer toutes formes de règles ”si ...
alors” ;

Les ŕeducteurs śequentiels pourront les compléter pour impĺementer des algo-
rithmesà étapes, comme celui qui permetà un joueur de jouer un coup après avoir
conduit une analyse ;

Il deviendra alors possible d’implémenter par exemple des règles du type ”si
A et non B, alors ...”, au moyen d’un réducteur parallèle d́eclench́e par ”A” et qui
pose la reqûete ”B”.

3.2.2 d́efinition des pentomin̂os

Nous disposons maintenant de tous leséléments pour d́efinir les ”modules au-
tonomes de ŕeécriture”.
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Définition :

Un pentomin̂o44i = (δi, Y
0
i , (fn

i )n∈Ni) est d́efini par :

un ensemble de structures relationnelles{Rj}j∈Ji

un ensembleY 0
i de syntagmes comportant :

un triggerdéclencheurδi = (Rj0 , 1, αj0 , εj0 ,X j0)
des dataeffecteurs(Rj , 0, αj, k, εj, k,X j, k) avecj ∈ Ji; k ∈ Ki

une suite de ŕeducteurs(fn)n∈Ni telle que :

f0 est un ŕeducteur parallèle Parali0, I

∀ n > 0, fn est un ŕeducteur śequentiel SeqXn, Ji
où Xn ⊆ Ji

Ji, Ki, Ni sont des ensembles d’indices

3.2.3 primitives de la ŕeécriture

Au cours du calcul, chaque pentominô va agir sur les termes en s’ajoutant
et en se retirant des listes associées aux syntagmes ; précisons ces ḿecanismes
élémentaires :

44i ENTER (S1)

Pour chaque syntagmeσj =∈ S1 :

• si le graphe de calcul ne contient aucun terme identifié par le syn-
tagmeσj , le terme(σj , Lj = ∅) est cŕeé.

• si le pentomin̂o 44i n’est pas pŕesent dans la listeLj du terme
(σj , Lj), il s’ajoute.

44i EXIT (S1)

Pour chaque syntagmeNON RÉEL σj =∈ S1 :

• le pentomin̂o44i est retiŕe de la listeLj du terme(σj , Lj).
• si Lj = ∅, le terme(σj , Lj) est retiŕe du graphe de calcul.
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3.3 graphe de calcul et pilotage de la ŕeécriture

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux réécritures successives d’un
ensemble de termes initiaux par un ensemble de pentominôs.

3.3.1 d́efinition du graphe de calcul

Ceci nous permet de prendre la définition suivante :

Définition :

On appellecalcul la donńee d’un ensemble fini de pentominôs{44I}i∈I contenant
un pentomin̂o particulier sans d́eclencheur440 = ( , Y 0

0 ∈ Real, ).
On appellegraphe de calculle graphe orient́e dont les sommets sont les termes du
calcul à un moment quelconque du processus de réécriture, et dont les arcs sont
donńes par la relation ”influence”.

Gt
I = étatt du graphe de calcul lié à{44I}i∈I

On appelleG0
I l’ état du graphe de calcul lorsque chaque pentominô44i a effectúe

l’ écriture initiale de ses effecteurs :44i ENTER (Y 0
i )

G0
I est le point de d́epart du processus de réécriture.

Les r̀egles de ŕeécriture seront toutes du type ”si le graphe de calcul présente
la propríet́ep, alors il est transforḿe par l’application d’un ou plusieurs réducteurs
fn

i ”. Nous parlerons donc deprémisses graphiquespour les pŕemisses des règles
de ŕeécriture, et d’́ev́enements de réécriturepour leurs conclusions. Le calcul en-
châınera automatiquement des règles comme un système expert : les prémisses
graphiqueśetant test́ees apr̀es chaquéevénement de réécriture.

pr émisses graphiques

Voici les trois types de ”formes locales” du graphe qui seront testées apr̀es
chaquéevénement de réécriture pour d́eclencheŕeventuellement d’autresévénements
d’écriture :

1. un ensemble de data réels influence un trigger.

2. un ensemble de requêtes a une ŕeponse ŕeelle (est tel que les assertions qui l’in-
fluencent sont toutes réelles).

3. un trigger est ŕealiśe (est tel que les termes qui l’influencent sont tous réels).

Nous donnerons̀a chacune de ces prémisses graphiques une définition pŕecise au
paragraphe ”zones influentes”, et montrerons qu’elles correspondent toutesà des
changements irréversibles du graphe de calcul, ce qui va permettre de distinguer
une chronologie dans lesétats successifs du graphe de calcul.
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événements de ŕeécriture

A chacune des prémisses list́ees ci-dessus correspondra unévénement de réécriture :

1. le(s) pentomin̂o(s)44i assocíe(s) au trigger d́eclenche(nt) leur réducteur pa-
rallèle.

2. le(s) ŕeducteur(s) śequentiel(s) associé(s)à l’ensemble de requêtes se d́eclenche(nt).

3. le(s) pentomin̂o(s)44i assocíe(s) au trigger se retire(nt) du calcul.

Nous allons d́ecrire plus en d́etail ce fonctionnement au paragraphe suivant ; mais
il nous faut d’abord pŕeciser la notion de ”zone influente” pour un syntagme.

zones influentes

Nous allons nous intéresser̀a des ”zones” du graphe de calcul capables d’in-
fluencer des assertions ou des requêtes ; pour cela, nous allons considérer deux
applicationsΦ etΨ :
Φ est d́efinie de façon diff́erente sur les assertions et sur les requêtes :

Définition deΦ :

Soit{44I}i∈I un calcul, etGt
I l’ état du graphe de calculà un momentt :

si a0 est une assertion :Φ(a0,Gt
I) = { a ∈ A ∩ Gt

I — a /: a0 }
On noteraΦReal(a0,Gt

I) = Φ(a0,Gt
I) ∩Real

si r0 est une reqûete :Φ(r0,Gt
I) = { r ∈ R ∩ Gt

I — r /:. r0 }

Ψ est d́efinie sur les seules requêtes, et leur associe les assertions du graphe de
calcul qui les influencent :

Définition deΨ :

Soit{44I}i∈I un calcul, etGt
I l’ état du graphe de calculà un momentt :

si r0 est une reqûete :Ψ(r0,Gt
I) = { a ∈ A ∩ Gt

I — a /: r0 }
si R0 est un ensemble de requêtes :Ψ(R0) = ∪r∈R0Ψ(r,Gt

I)
On noteraΨReal(R0,Gt

I) = Ψ(R0,Gt
I) ∩Real

En d́ebut de calcul, un certain nombre (fini) de termes sont présents, qui par
réécritures successives vontêtre remplaćes par d’autres (aux syntagmes réduits par
rapport aux premiers). Une conséquence importante du Lemme 1est que les zones
de calculΦ(xi) ou Ψ(ri) évolueront de façon agréable au fil des réécritures suc-
cessives : le calcul ne produira pas de nouvelles influences et la réduction progres-
sive des termes conduira (peut-être)à des termes réels ; ceci nous am̀eneà poser
quelques nouvelles définitions :
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formalisation des pŕemisses graphiques:

Soitx un terme etδ0 un d́eclencheur,X réaliseδ0

si et seulement si :
xεΦReal(δ0,Gt

I)

Par ailleurs, ”les termes influençantδ0 sont tous ŕeels” s’́ecrit :

ΦReal(δ0,Gt
I) = Φ(δ0,Gt

I)

Enfin, siA1 est un ensemble d’assertions etR1 un ensemble de requêtes,
A1 résoudR1 si et seulement si :

A1 = ΨReal(R1,Gt
I) = Ψ(R1,Gt

I)

Lemme 2:

Au cours d’un calcul{44I}i∈I dont les seulśevénements de réécriture sont :

44i ENTER (Y ) avec :Y ⊆ {� Gt
I}

44i EXIT (Z)

les pŕemisses graphiques qui apparaissent sont conservées par les ŕeécritures suc-
cessives.

démonstration de ”Lemme 2”:

xεΦReal(δ0,Gt
I) est conserv́ee car les termes réels ne sont jamais effacés.

ΦReal(δ0,Gt
I) = Φ(δ0,Gt

I) est conserv́ee car d’apr̀es Lemme 1, il ne peut pas apparaı̂tre de terme
non ŕeel dansΦ(δ0,Gt2

I ) s’il n’y en avait pas dansΦ(δ0,Gt1
I ); t1 < t2

en combinant les deux raisons préćedentes,A1 = ΨReal(R1,Gt
I) = Ψ(R1,Gt

I) est également
conserv́ee.

3.3.2 fonctionnement du pentomin̂o

Soit{44I}i∈I un calcul, avecG0
I l’ état initial du graphe de calcul.

Soit44i = (δi, Y
0
i , (fn

i )n∈Ni) un pentomin̂o du calcul :

Avant le d́ebut du calcul :44i ENTER (Y 0
i )

A un moment du calcul, l’́evénement graphique ”{xj}j∈J ∈ Real∩Φ(δi)” apparâıt
, le réducteurf0

i est appliqúe en parall̀ele pour chaquexj :

(xj , Y
0
i )

f0
i7−→ Y 1

i (xj) , et le graphe de calcul est transformé par :

44i ENTER (Y 1
i (xj))
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On parlera alors d’(invocations) en parallèle du pentomin̂o44i. En particulier, l’in-
vocation d́eclench́ee parxj a produit l’ensemble de requêtes ŕeellesR1

i (xj).

Lorsque l’́evénement graphique ”Ψ(R1
i (xj)) ⊆ Real” apparâıt, le réducteurf1

i

est alors appliqúe aux assertionsΨReal(R1
i (xj),Gt

I) répondant aux requêtes et aux
Y 1

i (xj) :

(ΨReal(R1
i (xj),Gt

I), Y
1
i (xj))

f1
i7−→ (Y 2

i (xj)), et le graphe de calcul est transformé
par :

44i EXIT (Y 1
i (xj)) 44i ENTER (Y 2

i (xj))

...

Lorsque l’́evénement graphique ”Ψ(Rk
i (xj)) ⊆ Real” apparâıt, le r éducteurfk

i

est appliqúe :

(ΨReal(Rk
i (xj),Gt

I), Y
k
i (xj))

fk
i7−→ (Y k+1

i (xj)), et le graphe de calcul est trans-
formé par :

44i EXIT (Y k
i (xj)) 44i ENTER (Y k+1

i (xj))

...

Lorsque l’́evénement graphique ”Ψ(Rn
i (xj)) ⊆ Real” apparâıt, le réducteurfn

i

est appliqúe :

(ΨReal(Rn
i (xj),Gt

I), Y
n
i (xj))

fn
i7−→ (Y n+1

i (xj)), et le graphe de calcul est trans-
formé par :

44i EXIT (Y n
i (xj)) 44i ENTER (Y n+1

i (xj))

Enfin, à un moment du calcul, l’événement graphiqueφ(δi) ∈ Real peut appa-
raitre, ce qui signifie que tous les termes qui influencent le déclencheur de44j sont
réels44i est alors d́esactiv́e :

44i EXIT (Y 0
i )

3.3.3 les r̀egles de ŕeécriture

Soit un calcul{44I}i∈I , de graphe ”instantané” Gt
I , et dont les pentomin̂os44i =

(δi, Y
0
i , (fn

i )n∈Ni) sont d́efinis par :
– un ensemble de structures relationnelles{Rj}j∈Ji

– un ensembleY 0
i de syntagmes comportant :

un triggerdéclencheurδi = (Rj0 , 1, αj0 , εj0 ,X j0)
des dataeffecteurs

– une suite de réducteurs(fn)n∈Ni telle que :

f0 est un ŕeducteur parallèle Parali0, I

∀ n > 0, fn est un ŕeducteur śequentiel SeqXn, Ji
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Alors lesév́enements du calculsont les applications des trois règles qui suivent :

RÈGLE START : [xj ε ΦReal(δi,Gt
I)] ⇒ [start (44i, 0, xj)]

Lorsqu’un terme ŕeelxj réalise le d́eclencheurδi

du pentomin̂o44i = (δi, Y
0
i , (fn

i )n∈Ni), cela produit l’́evénement de réécriture :

start (44i, 0, xj) : 44i ENTER (Y 1
i (xj) = f0

i (xj , Y
0
i ))

la transformation ŕesultante pourGt
I est fonction uniquement des données initiales

{44I}i∈I et dexj

RÈGLE STEP: [ΨReal(Rk
1(xj),Gt

I) = Ψ(Rk
1(xj),Gt

I)] ⇒ [step (44i, k, xj)]

Lorsque l’ensemble des requêtes émises44k
i (j) est ŕesolu, cela produit les

événements de réécriture :

step (44i, k, xj) : 44i ENTER (Y k+1
i (xj) = fk

i (ΨReal(Rk
i (xj),Gt

I), Y
k
i (xj)))

44i EXIT (Y k
i (xj))

RÈGLE STOP: [ΦReal(δi,Gt
I) = Φ(δi,Gt

I)] ⇒ [stop (44i)]

Lorsque les termes influençant le triggerδi

du pentomin̂o44i = (δi, Y
0
i , (fn

i )n∈Ni) sont tous ŕeels, cela produit l’́evénement
de ŕeécriture :

stop (44i) : 44i EXIT (Y 0
i )

la transformation ŕesultante pourGt
I est fonction uniquement des données initiales

{44I}i∈I
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Chapitre 4

propri étés du calcul

4.1 terminaison du calcul

4.1.1 une condition suffisante de terminaison

Définition :

Soient441 = (δ1, Y
0
1 , (fn

1 )n∈N1) et442 = (δ2, Y
0
2 , (fn

2 )n∈N2) deux pentomin̂os ;
on dira que441 commande442 si et seulement si :

Y 0
1 ∩ Φ(δ2) 6= ∅

Théor̀eme 1:

Soit un calcul ”{44I}i∈I ”, soit GCommande le graphe obtenùa partir de l’ensemble
des pentomin̂os du calcul muni de la relation ”commande”.
Si GCommande est sans circuit, le calcul s’arrête en un nombre de réécritures fini.
On note alorsG∞I l’ état final du graphe de calcul.
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démonstration de ”Th́eor̀eme 1”:

Si le graphe de commande est sans circuit, nous pouvons attribuerà chaque pentominô un ” rang ”
de telle sorte qu’un pentominô ne commande que des pentominôs de rang strictement supérieur.
Auront le rang ”0” 440 ainsi que les pentominôs qui ne sont pas commandés. , ... auront le rang ”k”
les pentomin̂os command́ees par des pentominôs de rang ”< k” au maximum.
Si p est le nombre total de pentominôs, le rang maximal estp.

Par ŕecurrence sur ”n” : [ le nombre de d́eclenchements de pentominôs de rang ”n” est fini].

La propríet́e est vraie au rang ”0” car les pentomin̂os de rang ”0” ne seront jamais d́eclench́es ; en
effet :
– 440 = ( , Y 0

0 ∈ Real, ) ne sera jamais d́eclench́e par d́efinition
– soit44i0 = (δi0 , Y 0

i0 , (fn
i0)n∈Ni0

) un autre pentomino de rang ”0”
– soity1 un terme v́erifianty1 ∈ ΦReal(δi0 ,Gt

I) produit lors du calcul

– alors∃j,∃y2 ∈ G0
I —

{
y2 ∈ Y 0

j

y1 � y2

– d’apr̀es Lemme 1 :y2 ∈ Φδi0

– et donc44j commande44i0 .

Supposons la propriét́e vraie au rang ”n”. Soit xj un terme ńecessaire pour déclencher un pentominô
44i = (δi, Y

0
i , (fn

i )n∈Ni) de rang ”n + 1” :

xj ∈ ΦReal(δi,Gt
I)

– sixj ∈ G0
I , il est à prendre dans un ensemble fini

– sinon,xj a ét́e produit par un pentominô44j mais le raisonnement préćedent prouve alors que
44j commande44i et donc44i est de rang ”≤ n” ; xj ∈ G0

I est donc̀a prendre dans un ensemble
fini.

4.1.2 un cas de non terminaison

L’exemple qui suit montre que dans certains cas, une boucle dans le graphe de
commande engendre un calcul qui ne s’arrête jamais.

PrenonsS = P(N). Les deux ordres sont identiques : il s’agit de l’inclusion. Leséléments terminaux
sont les entiers naturels considéŕes comme ensemblesà unélément Soit l’assertiona = (α, N) dont
les ŕealisations sont de la formeai = (α, ni). Consid́erons le pentomin̂o défini par :

déclencheur :(α, N)

Y 0 = {(α, N)} : l’unique élément est le d́eclencheur

f0 défini par(ai, Y
0)

f0

7−→ (Y 1) avecY 1 = {(α, N), ai}
la suite de ŕeducteurs śequentiels est vide

Si le terme ŕeela0 est pŕesent au d́epart du calcul, alorsa0 déclenche une invocation qui produita1,

qui déclenche une invocation qui produita2 ...

4.2 confluence du calcul

Dans cette section, nous allons montrer une propriét́e essentielle du calcul :
lorsqu’un calcul{44I}i∈I s’arr̂ete, l’état finalG∞I du graphe de calcul ne dépend
que de sońetat initialG0

I .
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Définitions:

Soit un calcul{44I}i∈I , nous appelleronstransitionune transformation du graphe
de calculGt

I identifiée par :
– une r̀egle :START, STEPou STOP

– son contexte d’application forḿe d’un pentomin̂o et des param̀etreséventuelsxj

etk

Bien que les r̀egles ne soient pas ”consommatrices” des termes du graphe de calcul
qui les d́eclenchent, chaque transition aura lieu une seule fois, lorsqu’un change-
ment d’́etat du graphe de calcul fait apparaı̂tre une pŕemisse graphique pour le
couple (r̀egle, contexte).

D’après Lemme 2, ces prémisses sont conservées une fois qu’elles apparaissent ;
nous n’avons donc pasà imposer a priori un ordre pour les transitions.

Nous reprendrons pour les transitions les notations utilisées pŕećedemment :
– start (44i, 0, xj)
– step (44i, k, xj)
– stop (44i)

Une transition fait passer le graphe de calcul d’unétatGavant
I à l’étatGaprès

I .

Nous noteronsstep (44i, k, xj) = Gt1→t2
I pour exprimer que l’application de la

règleSTEPau pentomin̂o44i pour l’étapek de son invocation duèaxj fait passer
le graphe de calcul de l’étatGt1

I à l’étatGt2
I .

Un calcul{44I}i∈I qui s’arr̂ete a pourjournal une suite finie de transitions reliant
G0

I àG∞I .

Par d́efinition des ḿecanismes de réécriture, les transitions de typeSTART ou
STEPrelativesà une m̂eme invocation de pentominô sont naturellement ordonnées
chronologiquement par l’exposant du réducteur qui est appliqué ; par contre ces
mécanismes ne disent rien a priori sur l’ordre d’apparition de transitions corres-
pondant̀a des invocations différentes. Nous allons pourtant dégager des ”points de
rendez-vous” obliǵes qui vont garantir la confluence du calcul.

Dans la suite de ce paragraphe, nous prenons les notations suivantes :
– ∀i : 44i = (δi, Y

0
i , (fn

i )n∈Ni)
– start (44i, 0, xj) = Gt1→t2

I produit44i ENTER (Y 1
i (xj)) qui contient les

reqûetes ŕeellesR1
i (xj) ; cette transition est d́eclench́ee parxj ∈ ΦReal(δi,Gt1

I )
– step (44i, k, xj) = Gt1→t2

I produit44i ENTER (Y k+1
i (xj)) qui contient

les reqûetes ŕeellesRk+1
i (xj) et 44i EXIT (Y k

i (xj)) ; cette transition est
déclench́ee parΨReal(Rk

i (xj),Gt1
I ) = Ψ(Rk

i (xj),Gt1
I )

– stop(44i) = Gt1→t2
I produit44i EXIT (Y 0

i ) ; cette transition est d́eclench́ee
parΦReal(δi,Gt1

I ) = Φ(δi,Gt1
I )
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Lemme 3:

Soit{44I}i∈I un calcul d’́etat initialG0
I qui s’ach̀eve sur l’́etat finalG∞I .

Il est possible d’attribuer un rang aux différentes transitions présentes dans le jour-
nal de ce calcul en procédant de la façon suivante :
– les transitionsstart (44i, 0, xj) telles quexj ∈ G0

I ont le rang ”0”
– les transitionsstop (44i) telles queΦ(δi,G0

I ) ∩ V irtual = ∅ ont le rang ”0”
– lesstart (44i, 0, xj) dont la pŕemisse graphique est apparue au rang ”0” ont le

rang ”1”
– les stop (44i) et lesstep (44i, j, xk) dont la pŕemisse graphique est réaliśee

lorsque toutes les transitions de rang ”0” ont eu lieu, tout eńetantnécessairement
post́erieureà l’une d’entre elles au moins, ont le rang ”1”

– ...
– lesstart (44i, 0, xj) dont la pŕemisse graphique est apparue au rang ”k” ont le

rang ”k + 1”
– les stop (44i) et lesstep (44i, j, xk) dont la pŕemisse graphique est réaliśee

lorsque toutes les transitions de rang ”k” ont eu lieu, tout eńetantnécessairement
post́erieureà l’une d’entre elles au moins, ont le rang ”k + 1”

– ...a

De plus chaque transition ainsi classée applique son réducteur̀a des syntagmes tous
issus de transitions de rang inférieur.

ail est sous-entendu que deuxétapes correspondantà deux ŕeductions successives au sein d’un
même pentomin̂o auront des rangs différents ; en effet la prémisse de la seconde n’existe qu’à partir
du moment òu la premìere est achev́ee.
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démonstration de ”Lemme 3”:

La relationnécessairement postérieurea une d́efinition syntaxique sur la base suivante :

soitGt1→t2
I = stop (44i1) , stop (44i2) etstep (44i3 , k, xj) : k > 0 trois transitions :

stop(44i2) estnécessairement postérieureàstop(44i1) si et seulement si il existe un syntagme non
réelσ2 dansΦ(δi,Gt1

I )∩Y 0
i1 ; en effet44i1 EXIT (σ2) devra ńecessairement préćederstop (44i2)

pour que la pŕemisseΦReal(δi,Gt
I) = Φ(δi,Gt

I) apparaisse.

step (44i3 , k, xj) estnécessairement postérieureà stop (44i1) si et seulement si il existe un syn-
tagme non ŕeelσ3 dansΨ(Rk−1

i3
(xj),Gt1

I ) ∩ Y 0
i1 ; en effet44i1 EXIT (σ3) devra ńecessairement

préćederstep (44i3 , k, xj) pour que la pŕemisseΨReal(R
k
i3(xj),Gt

I) = Ψ(Rk
i3(xj),Gt

I) appa-
raisse.

Soit Gt1→t2
I = step (44i1 , k1, xj1); k1 > 0 , stop (44i2) et step (44i3 , k3, xj3) : k3 > 0 trois

transitions :

stop (44i2) estnécessairement postérieure à step (44i1 , j1, xk1) si et seulement si il existe un
syntagme non ŕeel σ2 dansΨ(δi,Gt1

I ) ∩ Y k1
i1

; en effet44i1 EXIT (σ2) devra ńecessairement
préćederstop (44i2) pour que la pŕemisseΦReal(δi,Gt

I) = Φ(δi,Gt
I) apparaisse.

step (44i3 , k3, xj3) est nécessairement postérieure à step (44i1 , k1, xj1) si et seulement si il
existe un syntagme non réel σ3 dansΨ(Rk−1

i3
(xj3),G

t1
I ) ∩ Y k1

i1
; en effet44i1 EXIT (σ3) de-

vra ńecessairement préćederstep (44i3 , k3, xj3) pour que la pŕemisseΨReal(R
k3
i3

(xj3),Gt
I) =

Ψ(Rk3
i3

(xj3),Gt
I) apparaisse.

Examinons maintenant le fonctionnement des réducteurs :

dans le cas d’une transitionstart (44i, 0, xj), la d́efinition des rangs impose quexj ait ét́e
produit par une transition de rang inférieur (peut importe que d’autres transitions le produisent
ultérieurement)

dans le cas d’une transitionstep (44i, k, xj); k > 0, dont la pŕemisse graphique est
ΨReal(R

k
i (xj),Gt

I) = Ψ(Rk
i (xj),Gt

I) ; prenons une assertion réelle quelconqueα dans
ΨReal(R

k
i (xj),Gt

I) et supposons que toutes les transitions productrices deα soient de rang ¿=
”p”, alors il y avaità l’issue du rang ”p− 1” un syntagme non réelα0 qui a produitα par ŕeduction,
et qui emp̂echait la ŕealisation de la prémisse ; le rang destep (44i, k, xj); k > 0 est donc ¿ ”p”.

Théor̀eme 2:

Soit un calcul{44I}i∈I qui s’arr̂ete, l’état finalG∞I est fonction du seuĺetat initial
G0

I .
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démonstration de ”Th́eor̀eme 2”:

Supposons qu’un m̂eme calcul{44I}i∈I puisse produire deux journaux finis différents, l’un conte-

nant lesG
tai

→taj

I , l’autre contenant lesG
tbi

→tbj

I . Et appliquons̀a chaque journal le classement des
transitions par rang ; nous allons montrer par récurrence sur ”n” : [ les transitions de rang ”<= n”
sont les m̂emes dans les deux journaux. ]

La propríet́e estévidente au rang ”0”.

Supposons la propriét́e vraie au rang ”n” et soit une transitionG
tai

→taj

I de rang ”n+1”, appartenant
au premier journal.

S’il s’agit d’unestart (44i, 0, xj), xj a ét́e produit par une transition de rang ”n” dans les deux
journaux, et doncstart (44i, 0, xj) estégalement de rang ”n + 1” dans le second journal.

S’il s’agit d’unestop (44i), la pŕemisse (ind́ependante du journal) áet́e ŕealiśee lorsque toutes les
transitions de rang ”n” ont eu lieu, tout eńetant ńecessairement postérieureà l’une d’entre elles ; et
ceci est vrai dans les deux journaux.

S’il s’agit d’unestep (44i, j, xk), la pŕemisse est issue d’une transition de rang inférieur ; elle est
donc identique dans les deux journaux. Par ailleurs le réducteur s’appliquèa des syntagmes issus de
transitions de rang ”<= n” qui sont les m̂emes dans les deux journaux.
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