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Les histogrammes quasi-continus

Olivier Strauss, Frédéric Comby

LIRMM, Université Montpellier 11, 161, rue Ada,
34392 Montpellier Cedex 5, France
e-mail : strauss @lirmm.fr, comby @lirmm.fr

RESUME : Nous présentons, dans cet article, un outil permettant d’estimer la probabilité impré-
cise d’un événement réel imprécis basé sur I’accumulation d’événements réels imprécis.

ABSTRACT: This paper describes a new method, called rough histograms, that performs an im-
precise estimation of the probability of an imprecise event based on imprecise real data.

MoTs CLES : histogramme, probabilité imprécise, possibilité, ensembles flous grossiers.
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1. Introduction.

Le concept de densité de probabilité est fondamental en statistique. Lorsqu’on con-
nait la densité de probabilité f(x) d’un événement réel X, il est possible de calculer la
probabilité de n’importe quel événement imprécis donné sous forme d’intervalle :
la,b] grace a: P([a, b]) = f’ £(x).dx..

Lorsque cette densité est inconnue, il est possible d’en faire une estimation en uti-
lisant un échantillon de n observations réelles (x;...x,). L’approche paramétrique sup-
pose connue la forme de la densité de probabilité et consiste a en estimer les
parametres. Depuis les travaux de Parzen (Parzen, 1979), la communauté scientifique
s’intéresse de plus en plus aux estimateurs non-paramétriques. La démarche non-pa-
ramétrique est moins rigide. Elle suppose bien slir qu’il existe une densité de probabi-
lité sous-jacente mais laisse les données s’exprimer plutot que de les contraindre a

adopter une forme paramétrique pré-déterminée.

Lorsque les données réelles permettant I’estimation de la densité de probabilité
sont imprécises, cette imprécision devrait se répercuter sur la densité de probabilité es-
timée pour donner une sorte de “densité imprécise de probabilit¢” (Walley, 1991). A
notre connaissance, aucune méthode d’estimation de densité ne prend en compte la
précision des données d’apprentissage.

Nous proposons, dans cet article, une nouvelle technique permettant d’estimer une
probabilité imprécise a partir d’un échantillon d’événements imprécis en substituant a
la notion de densité de probabilité, celle d’histogramme quasi-continu.

2.  Les histogramme quasi-continus.

La théorie des histogrammes quasi-continus (HQC) est basée sur celle des sous en-
sembles flous grossiers (Dubois et al., 1990). Le but est de dissocier la granularité de
I’histogramme de la précision des informations que I’on en extrait.
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2.1 Partition floue de Uespace.

Pour atténuer les effets dus au caractere arbitraire du partitionnement de 1’espace,
les histogrammes quasi-continus sont construits sur une partition floue de I’espace réel
(Bezdec 1981). Une partition binaire, de granularité A, d’un intervalle W de ’'univers
du discours Q est un ensemble d’intervalles disjoints de largeur A recouvrant . Une
partition floue de W ayant la méme granularité est un ensemble d’intervalles flous Cy
de fonction d’appartenance w,(x) dont la largeur ( f u,(x)dx) est égale a A.

2.2 Accumulation de données précises.

Soit (x;...X,), un échantillon de n données. L’accumulation dans I’histogramme
quasi-continu défini par la partition des p intervalles flous (C;.. .Cp) est donnée par :

n

Acc; = E we(x;) (1]

i=1

ol Accy, I’accumulateur associé a la cellule Cy, représente le nombre des données de
I’échantillon compatibles avec I’intervalle C; de fonction d’appartenance .

2.3 Accumulation de données imprécises.

Un échantillon de données imprécises peut étre aisément représenté par un ensem-
ble d’intervalles ordinaires ou flous (Xj...X,). On doit alors remplacer I’accumulateur
précis de la formule [1] par un accumulateur imprécis dont les bornes supérieures
(Accy) et inférieures (Accy) sont estimées comme suit :

Accy =y T(CX;)  Ace, =3 N(CiX)) 2]

i=1 i=1

ou IT(C;:X;) (rsp. N(C:X;)) est la possibilité (rsp. la nécessité) de la donnée X; res-
treinte a la cellule Cy. Cette imprécision de 1’accumulateur caractérise I’adéquation
entre la granularité de la partition sur laquelle est construit I’histogramme et la préci-
sion des données accumulées.

3.  Probabilité d’un événement.

3.1 Probabilité précise.

Soit (X;...X,), un échantillon de n données issues d’une distribution de probabilité
de densité p(x), et Wr=[m-I'/2,m+I/2] un intervalle de granularité I'. Il existe entre
P(Wr) et p(x) la relation suivante :
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m+T/2

PWr)= [ plx)dx) = lim
m-1/2

Nb(Wri(x;)) 3]
n

ou Nb(Wrs;(x;)) est le nombre de données de (x;) appartenant a I’intervalle W et
P(Wr) la probabilité d’avoir un élément de la distribution (x;) dans I’intervalle Wr. La
densité de probabilité en m (centre de I’intervalle W) peut &tre vue comme une limite
de P(Wp) lorsque I' tend vers 0. Le cardinal de I’échantillon considéré étant fini, on
peut considérer que la distribution est uniforme dans I’intervalle (Silvermann 1998) et
I’on affecte au centre de I’intervalle la densité empirique de probabilité p(m).

Nb(Wri(x;))

A 1
p(m) = g—— [4]

Lorsque I’échantillon des données est fini, la notion générale de densité de proba-
bilité doit etre remplacée par celle de densité de probabilité a granularité I" pour pren-
dre en compte 1’effet de la densité locale des données sur 1’estimation.

3.2 Probabilité imprécise.

Lorsque les données sont imprécises, I’estimation de la probabilité est imprécise.
Soit (X;...X,,) un échantillon de n données imprécises, et ’ensemble Wt de granula-
rité I'. A la notion de dénombrement des données appartenant a I’intervalle Wt on doit
substituer celle de nombre supérieur et inférieur de données compatibles avec W :

n n

]W?(Wr;(xi)) =E H(Wr§Xi) et Ilb(Wr;(xi)) =E N(WF;X[) [5]
i=1 i=1

On représente alors la probabilité empirique P(Wp) par ses valeurs extrémes :

B(W,) = Nb(Wrs(x;)) P(W Nb(Wri(x,))

— = — [6]
Nb(Wpi(x) + Nb(Wes(x))  Nb(Wpi(x,)) + Nb(Wi(x,))

avec W complémentaire de Wy.. Il est facile de vérifier que P(Wy.) et P(W) sont
bien les bornes supérieure et inférieure de toutes les probabilités que I’on peut cons-
truire sur des dénombrements batis sur I’échantillon imprécis (X;...X).

4. Estimation de la probabilité imprécise d’un événement imprécis.

La manipulation des formules [5] et [6] est particulierement malaisée dans le cas
de calculs récursifs ou itératifs (e.g. recherche de fractile ou de modes imprécis). Ce-
pendant, si on connait la valeur des accumulateurs d’un HQC de granularité A sur un
support W, il est possible de faire une estimation du nombre de données X; compati-
bles avec tout ensemble de granularité I'>A dont le support est inclus dans W. Les don-
nées étant imprécises, les estimations de ces nombres sont imprécises.
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Nous ne donnons ici que les formules dans le cas imprécis. Le cas précis peut &tre
facilement déduit du cas imprécis en posant Acc, = Acc, = Acc.

Le pire cas est obtenu en utilisant un transfert possibiliste des accumulateurs :
P o P
Nb(Wri(x;)) = E Ace, JI(C;Wr) et Nb(Wri(x;)) = E Ace N(C;Wr) (7]
k=0 k=0

Le cas “le plus probable” est obtenu en utilisant une technique inspirée du transfert
pignistique de croyance suggéré par Philippe Smets (Smets, 1994) :

8]
|Cil

Nb(Wri(x;)) = EAcck c, N E et Nb(Wpi(x,)) = EAcck

On utilise alors les formules [3], [4] et [6] pour retrouver la probabilité de Wr.

5. Conclusion et discussion.

Nous avons montré, dans cet article, qu’il était possible d’utiliser un histogramme
quasi-continu pour estimer la probabilité imprécise d’un événement de type intervalle
a partir d’un échantillon de données imprécises. Cet outil est simple a utiliser. Dans
d’autres articles nous avons montré qu’il permettait de réaliser des statistiques d’ordre
(Strauss et al., 1999), des statistiques modales uni- et multivariées (Strauss et al.,
2000) et nous I’avons appliqué a I’estimation du mouvement dominant dans une sé-
quence d’images (Comby et al., 2001).
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