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R ésum é

Les probl èmes sur-contrain ts ont été largement étudi és dans les années 90, et
notamment les algorithmes de résolution de Max-CSP [Freuder et Wallace, 1992;
Wallace, 1994; Verfaillie et al., 1996; Affane et Bennaceur, 1998; Larrosa et al.,
1999]. Le princip e commun à cesalgorithmes est de calculer une borne inf érieure du
nombre de contrain tes viol ées. Ils n’exploiten t pas de mécanisme de propagation.
Aussi, afin d’améliorer la résolution, des travaux récents visent à pallier ce défaut.
Les algorithmes de ”Soft Arc-Consistency” propagent descompteurs d’inconsistance
[Larrosa, 2002; Schiex, 2000; 2002]. Une autre technique consiste à utiliser les algo-
rithmes de filtrage des contrain tes et la propagation afin d’identifier des ensembles
de contrain tes en conflit, appeĺes conflict-sets, qui sont disjoints les uns des autres
[Régin et al., 2001] ; le nombre de conflict-sets extraits est une borne inf érieure.
Dans cet article, nous plaçons cette technique dans un cadre plus géńeral. Nous
montrons qu’elle correspond à un caspolynomial d’un probl èmeNP-Complet (Hit-
ting Set ). Nous présentons un deuxièmecaspolynomial où les conflict-sets peuvent
avoir des contrain tes en commun, et un troisi ème casqui n’est pas polynomial mais
tel que l’on puisse approximer le résultat polynomialement. Dans chaque cas nous
fournissons l’algorithme de calcul de la borne inf érieure et un schéma pour géńerer
incrémentalement la collection de conflict-sets. Nous discutons des extensions de ce
travail aux probl èmatiques où l’on doit maintenir une borne inf érieure calculée à
partir de donnéesnon disjointes.
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1 In tro duction

Un réseaude contrain tesR est un triplet (X ,D,C) où X est un ensemble de variables
et D est un ensemble de domaines tel qu’un domaine D (x) soit associé avec chaque
x ∈ X . D (x) définit les valeurs qui peuvent être affect éesà x. C est un ensemble de
contrain tes. Chaque contrain te exprime une propri été devant être vérifiée par un sous
ensemble de variables.Le problèmedesatisfaction de contrain tes(CSP) consisteà trouv er
une affectation de valeurs à l’ensemble desvariables du réseau(appeĺeeinstanciation des
variables) telle que toutes les contrain tes soient satisfaites.

Cependant, il arriv e souvent qu’un CSP n’ait pas de solution. Dans ce cason cherche
un compromis, en tol érant que certaines contrain tes soient viol éespar la solution. Le
problème Max-CSP [Freuder et Wallace, 1992] consisteà trouv er une instanciation mi-
nimisant le nombre de contrain tes viol ées, appeĺees violations. La formulation de ce
problème en logique propositionnelle est Max-SAT [Garey et Johnson, 1979]. Bien que
ce paradigme soit tr èssimple, au moins deux arguments justifient l’ étude d’algorithmes
de résolution de Max-CSP : 1. la fr équencede sous-probl̀emescorrepondant à desMax-
CSP dans les applications réelles.2. la possibilit é d’encapsulercessous-probl̀emesdans
descotnraintes globalesdans lesquellesles algorithles de résolution sont int égŕessousla
forme d’algorithmes de filtrage [Régin et al., 2000;Lemâıtre et al., 2001].

Lesalgorithmes de résolution de Max-CSP sont géńeralement formuléspour suivre un
schémaderecherchedetypeBranch and Bound. En rálit éon peut adapter cesalgorithmes
à n’imp orte quelle strat égiede recherche [Régin et al., 2001], mais leur présentation est
plus abordable souscette forme.

Une exploration ”en profondeur d’abord” de l’arbre de recherche est effectu ée. Les
nœudsinternesreprésentent desinstanciations partielles. Une feuille terminant unebranche
de profondeur |X | correspond à une instanciation compl̀ete. A chaque nœud, P (past)
est l’ensemble desvariables déjà instanciées,et F (future) est l’ensemble compĺementaire
X \ P . On appelle distance le nombre de contrain tes telles que toutes les variables im-
pliquéesappartiennent à P et qui sont viol ées.Le but est alors de minimiser un objectif
UB , correspondant au nombre de violations de la meilleure solution trouv éejusqu’alors.
Si un nœud est tel que distance ≥ UB alors il n’est plus utile de poursuivre la recherche
au dessousde cenœud.Aucune instanciation compl̀ete obtenue à partir de l’instanciation
partielle courante ne pourra améliorer l’ob jectif.

Cette condition est amélioréepar le calcul de borne inférieureLB (lower bound) de la
distanceminimale n’imp orte quelle feuille de profondeur |X | situéesousle nœudcourant.
PAr définition, LB ≥ distance car distance est le nombre exact de contrain tes viol ées
qui impliquent desvariables instanciées.Si LB ≥ UB alors il n’est pasutile de pousuivre
la recherche sousle nœud courant car on n’améliorera pas la meilleure solution trouv ée
jusqu’alors. On notera que LB peut aussi être exploit éedans les algorithmes de filtrage
descontrain tes 1 [Larrosa et al., 1999].

Les travaux récents visent à utiliser la propagation pour aḿliorer la valeur de la
borne inférieure LB . On peut citer les algorithmes de ”Soft Arc-Consistency” ([Larrosa,
2002; Schiex, 2000; 2002], initialement intro duits dans [Bistarelli et al., 1999]), ou les
algorithmes baśessur la dt́ection de conflict-sets [Régin et al., 2001]. Cesméthodessont
capables de détecter des violations qui étaient ignoréespar l’algorithme de réf́erence

1On définit ici un algorithme de filtrage comme un algorithme qui supprime desdomaines desvariables
futures les valeurs ne pouvant appartenir à une solution.
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PFC-MRDAC [Larrosa et al., 1999]. Une technique combinant la borne inférieure baśee
sur le calcul de conflict-sets et celle de PFC-MRDAC a également été présent ée dans
[Régin et al., 2001].

Dans ce papier, nous proposonsde nouveaux algorithmes baśes qur l’extraction de
conflict-sets. Tout d’abord, nous rappelons quelquesdéfinitions. Nous montrons que la
technique présent ée dans [Régin et al., 2001] est un cas particulier (polynomial) d’un
problèmeNP-Complet. Nous présentons alors un deuxìemecaspolynomial dont on peut
déduire une borne inférieure du nombre de violations, calcuĺee à partir d’un algorithme
de couplagede graphes.Nous proposonsun troisèmealgorithme pour un cas non poly-
nomial mais tel que l’on puisseapproximer le résultat. Nous montrons comment géńerer
incrémentalement lesdiff érentes collectionsde conflict-sets.Enfin, nousdiscutonsdesex-
tensions possiblede ce travail à d’autres problématiquesoù l’on doit calculer une borne
inférieureen sommant desdonnéesnon disjointes, commepar exemplel’algorithme PFC-
MRDAC [Larrosa et al., 1999], ainsi qu’aux weighted CSPs.

2 D étection de Conflict-sets

Un conflict-set est un ensemble de contrain tes amenant à une contradiction [Jussien
et Lhomme, 2001]. Aucune solution satisfaisant l’ensemble descontrain tes ne contient un
conflict-set. Dans cet article nousconsid́eronsla classepareticuli èredesconflict-setspou-
vant être identifi ésen propageant les contrain tes. Pour plus de clart é, nous supposerons
que les algorithmes de filtrage descotnraintes maintiennent la fermeture arc-consistante.
Dans les th éor̀emeset définitions suivantes nous consid́erons un réseaude contrain tes
R = (X ,D,C).

Notation 1 Soit K ⊆ C. X [K ] le sous-ensemblede variablesdeX apparâıssant au moins
dansune contrainte deK . L’ensembldedesdomainesdesvariablesdeX [K ] est notéD[K ].

Notation 2 D ′ v D signifie que ∀ x i k ∈ X , D ′ (x i k ) ∈ D ′ vérifie D ′ (x i k ) ⊆ D (x i k ).

D éfinition 1 Soit C ∈ C défini sur les variables var (C) = { x i 1 , . . . , x i k } . Un éĺement
de D (x i 1 ) × . . .× D (x i k ) est un tuple de var (C). La valeur v pour la variable x est notée
(x, v). Un tuple τ de var (C) est valide si ∀ (x, v) ∈ τ, v ∈ D (x). La valeur v ∈ D (x) est
consistante avec une contrainte C ssi x 6∈ var (C) ou ∃ τ valide tel que (x, v) ∈ τ . v est
arc-consistante ssi ∀ C ∈ C, v est consistanteavec C. Un domaine D (x) est arc-consistant
ssi D (x) 6= ∅ et toutes les valeurs de D (x) sont arc-consistantes. On dit alors que x est
arc-consistante.R est arc-consistante ssi toutes les variablesdeX sont arc-consistantes.
R est arc-inconsistant ssi ∀ D ′ v D, R ′ = (X ,D ′ ,C) n’est pas arc-consistant.

D éfinition 2 Soit K ⊆ C. K est un conflict-set deC ssi R [K ] = (X [K ],D[K ],K ) n’a pas
de solution.

Nous géǹereronsdesconflict-sets à partir d’un ensemble de contrain tes en propageant les
contrain tes jusqu’à vider un domaine (fail).

D éfinition 3 Soit K ⊆ C. K est un AC-Conflict-set de C ssi R [K ] = (X [K ], D[K ], K )
est arc-inconsistant.

Nous définissonsun AC-conflict-set minimal au sensde l’inclusion :
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D éfinition 4 Un minA C-Conflict-set K est un AC-Conflict-set tel que ∀ C ∈ K , (K \
{C} ) ne soit pas un AC-conflict-set.

Il est possiblede réduire polynomialement un AC-Conflict-set en un minAC-Conflict-set
[J-L. de Siqueira N. et Puget, 1988;Junker, 2001]. Le princip e est décrit en section 4.1.

3 Bornes Inf érieures pour Max-CSP

Dans cette section nous consid́eronsuniquement desminAC-Conflict-sets.

3.1 Princip e

A partir de la définition 2 il est possible de déduire que chaque minAC-conflict-set
implique au moins une violation. L’id éeintuitiv e est d’identifier plusieursminAC-conflict-
setsafin de calculer une borne inférieure de violations. Cesconflict-sets seront extraits à
partir de contrain tes impliquant des variables futures (pour les contrain tes dont toutes
les variables sont instanciéeson sait si elles sont satisfaites ou non, et cette donnée est
prise en compte par la distance).

Il n’est pas correct de consid́erer la cardinalit é d’un ensemble de minAC-conflict-sets
comme une borne inférieure à causedes contrain tes communes à plusieurs conflict-sets.
Consid́eronsl’exemple suivant :

Exemple 1 Soit D (x1) = D (x2) = D (x3) = D (x4) = { 0, 1, 2, 3} . C = {C1, C2, C3,
C4, C5} où : C1 = [x1 < x2], C2 = [x2 < x3], C3 = [x3 < x1], C4 = [x3 < x4],
C5 = [x4 < x2].

C5 = [x4 < x2]

x3

x4

x2

x1

C1 = [x1 < x2]

C2 = [x2 < x3]

C3 = [x3 < x1]

C4 = [x3 < x4]

Deux minA C-conflict-sets ont une contrainte en commun, K1 = {C1, C2, C3} and
K2 = {C2, C4, C5} , et le CSP défini par R = (X ,D,C) admet une solution qui viole
exactementune contrainte, C2 : { (x1, 1), (x2, 2), (x3, 0), (x4, 1)} .

Dans cet exemplela condition nécessaired’existance d’une solution qui viole unique-
ment une contrain te est que C2 soit commune aux deux minAC-conflict-sets. Si une telle
solution existe alors la contrain te viol ée est nécessairement C2. Plus géńeralement, le
problèmede l’ évaluation du nombre minimal de violations LB engendŕe par un ensemble
de minAC-Conflict-sets est un problème NP-Complet. En effet, on recherche le nombre
minimum de contrain tes requisespour représenter tous les minAC-conflict-sets. Il s’agit
du problème Hitting Set [Garey et Johnson, 1979] : étant donnée une collection de
sous-ensembles d’un ensemble E , le but est de trouv er un ensemble E ′ ⊆ E de taille mi-
nimale tel que chaque sous-ensemble de la collection ait un représentant dans E ′ . Dans
notre contexte, la cardinalit é de E ′ founrit une borne inférieure.
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La complexité exponentielle du Hitting Set n’interdit pas d’utiliser des conflict-
sets pour calculer une telle borne. En effet, il est possible de géńerer des collections
particuli ères de minAC-Conflict-sets telles que le calcul de la borne soit polynomial,
ou bien puisse être approximé polynomialement de façon raisonnable. Dans la suite de
cette section nous présentons diff érentes collections et les algorithmes de calcul de borne
correspondants.

3.2 Conflict-Sets Disjoin ts

Régin et al. [Régin et al., 2000] ont propośe de garantir l’ind épendancedesviolations
comptéespour calculer la borne en consid́erant une collection Ψ de conflict-sets disjoints
les uns desautres. Puisque les conflict-sets n’ont pas de contrain te en commun, la borne
LB est égaleau nombre de conflict-sets de la collection. La propri été d’avoir desconflict-
setsminimaux n’est pas obligatoire mais elle permet d’obtenir une meilleure borne : plus
petits sont lesconflict-sets, plus grand est le nombre de contrain tes pouvant être utilis ées
pour en calculer de nouveaux.

computeLB (Ψ) {
return |Ψ| ;

}

Il a été montr é que cette technique détectedesinconsistancesignoréespar le meilleur
algorithme ”sans propagation”, PFC-MRDAC [Larrosa et al., 1999], qui fut longtemps
consid́eŕe comme l’algorithme de réf́erence.Par exemple, les cyclesd’in égalitéspouvant
apparâıtre dans les problèmesd’ordonnancement (contrain tes de préćedence)sont iden-
tifi éscommedesconflict-sets alors qu’ils étaient ignoréspar PFC-MRDAC.

x1 x2

x3

C1 = [x1 < x2]

D(x1) = D(x2) = D(x3) = {1,2,3}

 La valeur 2 de chaque domaine ne viole pas directement de

contrainte : il faut propager pour identifier l’inconsistance.

C2 = [x2 < x3]

C3 = [x3 < x1]

Une méthode de combinaison de cette borne aveccellede PFC-MRDAC est propośee
dans [Régin et al., 2001]. Elle reste valable pour les autres bornes propośes dans cet
article.
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3.3 Con train tes Comm unes à Deux Conflict-sets au Plus

Supposonsque, étant donnésdeux conflict-sets, aucunerestriction ne soit faite sur le
nombre de contrain tes qu’ils partagent, mais que l’on imposequ’aucunede cescontrain te
ne puisseappartenir à un troisi èmeconflict-set. Dans ce cas on peut représenter la col-
lection par un graphe tel que :

– Les sommetssoient les conflict-sets conflict-sets,
– Chaquearêtereprésente une contrain te ou un ensemble de contrain tespartagéespar

deux conflict-sets (les deux conflcit-sets étant donc les deux sommetsde l’ar ête).

(C8, C11)

CS1 = {C1, C2, C3}

(C1, C2)

CS2 = {C1, C2, C4, C5, C6}

CS3 = {C6, C8, C11}

(C6)

(C5)

CS5 = {C14, C16}

(C16)

CS4 = {C5, C8, C11, C16}

La borne inférieure peut alors être calcuĺee par un algorithme polynomial. En effet, on
cherche un ensemble minimal d’arêtesnécessaires̀a couvir tous lessommetsdu graphe. Il
s’agit du problèmeEdge Cover . Il est mentionné dans[Lawler, 1976;Garey et Johnson,
1979] que l’on peut résoudrece problème par des algorithmes de couplage.Nous allons
détailler cette affirmation. On appelle d(x) le nombre d’arêtes inciedentes à un sommet
x dans un graphe G (le degŕe de x).

D éfinition 5 Soit un grapheG = (X , E ). Un couplageest un sous-ensembleE ′ ⊆ E tel
qu’aucun couple d’arêtes de E ′ n’ai de sommet commun. |E ′ | est la cardinalit é du cou-
plage.Un couplagede cardinalit é maximale, ǵeńeralement notéeµ, est appeĺe un couplage
maximal.

Th éor ème 1 : Norman and Rabin, 1959 [Norman et Rabin, 1959]
Soit un graphe G = (X , E ). Soit µ la cardinalit é d’un couplagemaximal de G. |X | − µ
est la cardinalit é d’un Edge Cover minimal de G.

Nous proposonsune preuve qui donne l’id ée intuitiv e du résultat.

Pro of : soit E ′ l’ensemble d’arêtesd’un Edge Cover minimal, de cardinalit é |E ′ |. Soit (u, v) ∈
E ′ . Considérons G′ = (X , E ′ ). Soit d(u) = 1, soit d(v) = 1 dans G′ . Si ce n’était pas le cas E ′

ne serait pas minimal, puisque en supprimant (u, v) on obtiendrait une couverture des sommets
par les arêtes. Si on supprime depuis chaque sommet de degŕe > 1 toutes les arêtes incidentes
sauf une alors on obtient par construction un couplage M de cardianlit é m. Chaque arête de
ce couplage couvre deux sommets donc le couplage couvre 2 ∗ m sommets. Par définition, pour
couvrir n’imp orte quel sommet hors du couplage une arête est nécessaire; soit pour les couvrir
tous |X | − 2 ∗ m arêtes. Donc |E ′ | = m + |X | − 2 ∗ m = |X | − m. Par définition d’un couplage
maximal µ′ de G′ , on déduit m ≤ µ′ , et à fortiori m ≤ µ. En conśequence,|E ′ | ≥ |X | − µ (1).
En outre, soit M un couplage maximal de cardinalit é µ. 2 ∗ µ sommets sont couverts par M et
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|X | − 2 ∗ µ restent. Si on śelectionne une arête incidente à chaque sommet n’appartenant pas au
couplage, le deuxième sommet de chaque arête appartient au couplage. Si ce n’était pas le cas
celui-ci ne serait pas maximal puisqu’on pourait y ajouter des arêtes. En ajoutan t ces arêtes à
celle du couplageon obtient donc un ensemble d’arêtes formant un Edge Cover . Sa cardinalit é
est µ + |X | − 2 ∗ µ = |X | − µ. D’où |E ′ | ≤ |X | − µ (2). d’apr ès (1) et (2) on sait que |X | − µ est
exactement la cardinalit é d’un Edge Cover minimal.

L’algorithme suivant est issu de ce th éor̀eme. Ψ = {K 1, . . . ,K |Ψ| } est un ensemble de
conflict-sets et E l’ensemble d’arêtes, chacune représentant une intersection non vide
entre deux conflict-sets. Si le graphe a des sommets isoĺes on ajoute leur nombre à la
borne (conflict-sets disjoints).

computeLB (G = (Ψ, E )) {
LB ← 0
for each x ∈ Ψ s.t. d(x) = 0 do

LB ← LB + 1;
Ψ← Ψ \ { x} ;

µ ← cardinalit y of a maximum matching in G ;
LB ← LB + |Ψ| − µ ;
return LB ;

}

N’imp orte quel nombre de contrain tes peut être partagé par deux conflict-sets (en violer
uneestsuffisan t pour couvrir lesdeux conflcit-sets). Cette propri étérenforcel’in t ér̂et d’un
tel calcul. La complexité pour trouv er la cadinalit é d’un couplagemaximal de G = (Ψ, E )
est O(|E | ∗

√
|Ψ|) [Ahuja et al., 1993]. Lorsque les contrain tes sont communesà plus de

deux conflict-sets le problèmen’est plus polynomial.

3.4 In tersections Unaires entre Paires de Conflict-Sets

Le Hitting Set reste un problème NP-Complet même lorsque les sous-ensembles
consid́eŕes sont de taille au plus 2 [Garey et Johnson, 1979]. On en déduit que, plus
généeralement, même lorsque l’in tersection entre deux conflict-sets est de au plus une
contrain te, calculer une borne inférieure demeureun problèmeexponentiel. On propose
donc une approximation, consistant à sous-estimerle nombre de contrain tes requisespour
prendre en compte tous les conflict-sets.

Soit G = ((C, Ψ), E ) le graphe biparti 2 tel que une arête soit définie entre une
contrain te C et un conflict-set K ∈ Ψ ssi C ∈ K . On ordonne les contrain tes par
degŕe décroissant dans G. Consid́erons le sous-ensemble C′ des premières contrain tes
selon l’ordre telles que :

– La sommedesdegŕesdescontrain tes de C′ est plus grande que |Ψ|
– ∀ C” ⊂ C′ la sommedesdegŕesest strictement inférieure à |Ψ|.
Dansun tel graphele nombre minimal possibledecontrain tesrequisespour représenter

tous les conflict-sets ne peut pas être inférieur à |C′ |. C’est pourquoi la cardinalit é de C′

est une borne inférieure. Cette technique peut être appliquée dans le cas géńeral mais

2Un graphe G = (( X , X ′ ), E ) est biparti ssi ∀ e = (u, v) ∈ E , soit u ∈ X et v ∈ X ′ soit u ∈ X ′ et
v ∈ X .
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elle fournit une borne précisesi (presque) toutes les intersectionssont vides ou unaires.

computeLB (G = ((C, Ψ), E )) {
LB ← 0;
sumD eg← 0;
L ← list of constraints ∈ C ordered by decreasingdegreein G ;
while sumD eg < |Ψ| do

pick and remove the first constraint C from L ;
sumD eg← sumD eg+ degreeof C ;
LB ← LB + 1;

return LB ;
}

Etant donné Ψ, la complexité de l’algorithme est O(|C|). Cette approximation peut être
reliéeaux travaux Beldiceanu [Beldiceanu, 2001] (minim um constraint family).

4 Génération des Collections

Dans cette section nous présntons les techniques de géńeration de l’ensemble Ψ de
min-AC-Conflict-sets utiles au calcul de la borne LB , en fonction de la propri été que l’on
veut maintenir : conflict-sets disjoints, contrain tes partagés au plus par deux conflict-
sets, intersectionsunaires. Nous proposonsun schéma incrémental baśe sur les concepts
présent ésdans [Régin et al., 2002] pour des conflict-sets disjoints. Deux ensembles sont
maintenus :

– A ⊆ C l’ensemble descontrain tesdisponiblespour géńererde nouveauxconflict-sets
– Ψ la collection courante de conflict-sets.

Initialement, quand la recherche débute, Ψ = ∅ et A = C. La première fonction utile à
tous les algorithmes que nous présentons est celle qui permet de maintenir des conflict-
setsminimaux au sensde l’inclusion.

4.1 Minimisation d’A C-Confllict-sets

Notation 3 Etant donńes un ensemblede contraintes A et un ordre total σ sur ces
contraintes, on note Aσ l’ensemblecontenant toutes les contraintes de A ordonńeespar
σ.

La fonction computeA C-Conflict-Set( Aσ ) retourne l’ensemble K des k premières
contrain tes de Aσ telles que le réseauR [Kσ ] soit arc-inconsistant et que le réseauque
l’on obtient en consid́erant Kσ sauf sa dernièrecontrain te Clast soit arc-consistant (cette
fonction sera décrite dans la section 4.2.2 car elle est dépendante de la collection). K
forme un conflict-set mais il n’est pas nécessairement minimal. On sait seulement que
Clast appartient au conflict-set minimal que l’on extraiera au final de K .

Aussi, le schéma suivant est réṕeté successivement : on consid̀ere un nouvel ordre σ′

sur le constraintes, déduit du préćedent en plaçant la dernière contrain te du conflict-set
en premièreposition. K est affect é avecle résultat de computeA C-Conflict-Set (Kσ ′ ).
Le nouveauconflict-set peut contenir moins de contrain tesquele préćedent si un domaine
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a été vidé en propageant un plus petit nombre de contrain tes, à causedu changment de
l’ordre où on les propage.

Le schéma s’arrête quand la dernière contrain te dans le conflict-set est à nouveau
Clast . Un tour complet a été réaliśe et par construction le dernier AC-Conflict-set géńeŕe
ne peut pas être réduit davantage. C’est un minAC-Conflict-set.

4.2 Génération Incr émentale

A chaquenœud,on supprime tout d’abord descontrain tes de Ψ pour lesajouter dans
A . Cette étape est nécessairesi on souhaite maintenir des conflict-sets minimaux. Le
princip e est expliqué ci-dessous.

4.2.1 4.2.1 Suppression des Con train tes de la Collection Ψ

Quand un minAC-Conflict-set K est géńeŕe et ajout é à Ψ, il est tel que ∀ C ∈ K ,
(K − {C} ) n’est pas un AC-conflict-set. Cependant, lorsqu’on poursuit la recherche, les
domainesdesvariablespeuvent être réduits. LesAC-Conflict-sets restent desAC-conflict-
setsmais ils ne sont pas nécessairement minimaux. A partir de cesdeux propri étésil est
possiblede mettre à jour l’ensemble Ψ au lieu de le recalculer syst́ematiquement. Dans
cette sectionnousnousint éressonsaux contrain tes qui peuvent être suppriméesde Ψ afin
d’être replaḉeesdans A . La section suivante présentera les techniques de géńeration de
nouveaux conflict-sets à partir de l’ensemble A qui a été mis à jour. On consid̀ere qu’il
est nécessairede toujours maintenir desminAC-Conflict-sets.

A. Schéma G énéral Nous décrivons tout d’abord un algorithme géńeral commun à
toutes les collections. Les parties sṕecifiquesseront décrites par la suite pour chaquecol-
lection. Ainsi, l’algorithme appelle la proćedure updateCtD at a, utile à la mise à jour
des donnéesnécessairesau maintien des propri étés requise par chaque collection (voir
les paragraphes B., C., D.). L’algorithme appelle aussi la fonction computeMinA C-
Conflict-Set définie en section 4.1.

updateD at a(Ψ, A ) {
for each K ∈ Ψ do
K ′ ← computeMinA C-Conflict-Set (K ) ;
Ψ← (Ψ \ {K } ) ∪ {K ′ } ;
for each C ∈ K \ K ′ such that C /∈ A do
A ← A ∪ {C} ;
updateCtD at a(K , K ′ ) ;

return (Ψ, A ) ;
}

La complexité de cet algorithme est |C|2 fois le coût de propagation d’une contrain te
(dans le pire des cas, lorsque la taille de A est négligeablepar rapport à celle de Ψ).
En effet, comme nous allons le voir, le coût de la proćedure updateCtD at a n’influe
pas sur la complexité globale. On notera que dans le casde conflict-sets disjoints il n’est
pas absolument nécessairede les maintenir minimaux au sensde l’inclusion. On peut
ainsi remplacer l’appel à la fonction computeMinA C-Conflict-Set (K ) par un ap-
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pel à computeA C-Conflict-Set (K , σ) avec un ordre σ arbitraire. A présent, nous
définissonsla proćedure updateCtD at a en fonction de chaque collection.

B. Conflict-sets Disjoin ts Dans ce cas il n’est pas nécessairede stocker quoi que ce
soit concernant les contrain tes.

updateCtD at a(K , K ′ ) { }

C. Con train tes Partag ées au plus une fois Dans ce cason maintient pour chaque
C ∈ A le nombre de conflict-sets où elle apparâıt. Pour plus de clart é on consid̀ere une
structure de donnéesglobale telle que pour chaque contrain te C ∈ C la valeur #CS (C)
soit le nombre de conflict-setsK ∈ Ψ tels que C ∈ K .

updateCtD at a(K , K ′ ) {
for each C ∈ K \ K ′ do

#CS (C) ← #CS (C) − 1;
}

D. In tersections unaires entre paires de Conflict-sets Dans ce cason maintient
le graphe biparti G = ((C, Ψ), E ) tel qu’une arête soit définie entre une contrain te C
et un conflict-set K ∈ Ψ ssi C ∈ K . En supprimant les arêteson maintient la propri été
d’avoir desintersectionsau plus unaires.Pour desraisonsde clart éon consid̀erecegraphe
commeune structure globale.

updateCtD at a(K , K ′ ) {
remove vertex K from G and all its incident edges;
add a new vertex K ′ to G ;
for each C ∈ K ′ do

add (C,K ′ ) in E ;
}

4.2.2 4.2.2 G énération de Conflict-sets à partir de l’ensem ble A

Dans cette section nous dćrivons comment augmenter la taille de la collection Ψ à
partir de l’ensemble de contrain tes A .

A. Schéma G énéral L’algorithme utilise une routine qui teste si un ensemble de
contrain tes K est un AC-Conflict-set (par arc-consistance).Cette routine est appeĺee
isA C-Conflict-set . Chaque conflict-set détect́e dansA est ajout é à Ψ, et A et even-
tuellement les structures globalessont mises à jour. La fonction d’extraction d’un AC-
Conflict-set en respectant la propri été requisepar la collection est appeĺeecomputeA C-
Conflict-Set . La fonction demiseà jour deA et desdonnéesglobalesestappeĺeeupda-
teAfterGenera te . Elle admetA et le conflict-set extrait K commeargument. Cesdeux
fonctions sont sṕecifiquesaux collections et elles seront décrites plus loin. Auparavant,
nous décrivons la partie commune, l’algorithme computeCollection de géńeration
d’une collection de min-AC-Conflict-sets. L’ordre σ sur les contrain tes est arbitraire, on
le conserve ici afin d’avoir une unique définition de computeA C-Conflict-Set dans
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l’article (voir section 4.1).

computeCollection (Aσ , Ψ) {
K ← computeA C-Conflict-Set (Aσ ) ;
while K 6= ∅ do
K ← computeMinA C-Conflict-Set (K ) ;
Ψ← Ψ ∪ {K } ;
Aσ ← updateAfterGenera te (Aσ , K ) ;
K ← computeA C-Conflict-Set (Aσ ) ;

return (Aσ , Ψ) ;
}

B. Conflict-sets Disjoin ts Les contrain tes deAσ sont successivement propaǵeesjus-
qu’à ce qu’un domaine soit vidé.

computeA C-Conflict-Set (Aσ ) {
K ← { first constraint C in Aσ }
Aσ ← Aσ \ {C}
while ¬ isA C-Conflict-Set (K ) ∧ A 6= ∅ do
K ← K ∪ { first constraint C in Aσ }
Aσ ← Aσ \ {C}

if ¬ isA C-Conflict-Set (K ) then return ∅ ;
return K ;

}

Toutes les contrain tes du minAC-Conflict-set K sont suppriméesde A .

updateAfterGenera te (Aσ , K ) {
Aσ ← Aσ \ K ;
return Aσ ;

}

La complexité de l’algorithme computeCollection est |A σ |2 fois le coût de propa-
gation d’une contrain te.

C. Con train tes Partag ées au plus une fois La fonction computeA C-Conflict-
Set (A , σ) est identique à la préćedente. La condition de suppresssionde C deA dépend
de la valeur #CS (C), qui donne le nombre de conflict-sets K ∈ Ψ tels que C ∈ K .
#CS (C) (voir section 4.2.1).

updateAfterGenera te (Aσ , K ) {
for each C ∈ K do

#CS (C) ← #CS (C) + 1 ;
if #CS (C) = 2 then Aσ ← Aσ \ {C} ;

return Aσ ;
}
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L’ordre de complexité est identique au casdisjoint.

D. In tersections unaires entre paires de Conflict-sets On utilise le graphebiparti
G = ((C, Ψ), E ) tel qu’une arête soit définie entre une contrain te C et un conflict-set K
∈ Ψ ssi C ∈ K (structure globale).

computeA C-Conflict-Set (Aσ ) {
K ← ∅ ;
C ← first constraint C in Aσ

Aσ ← Aσ \ {C}
add← true ;
while ¬ isA C-Conflict-Set (K ) ∧ Aσ 6= ∅ do

for each C ′ ∈ K s.t. C ′ 6= C do
if ∃ K ′ ∈ Ψ : C, C ′ ∈ K ′ then

add← false ;
if add then K ← K ∪ {C} ;
C ← { first constraint C in Aσ }
Aσ ← Aσ \ {C}
add← true ;

if ¬ isA C-Conflict-Set (K ) then return ∅ ;
return K ;

}

La fonction updateAfterGenera te met à jour G en fonction de chaque nouveau
conflict-set. Initialement, G contient toutes les contrain tes commedessommetsisoĺes.

updateAfterGenera te (Aσ , K ) {
add a new vertex K to G ;
for each C ∈ Kdo

add (C,K ) in E ;
return Aσ ;

}

La complexité de l’algorithme computeCollection est |A| 2 le coût de propagation
d’une contrain te.

5 Persp ectiv es

5.1 Un Schéma Général

Les techniques présent éesdans cet article pour traiter des conflict-sets peuvent être
géńeraliśeesà d’autres algorithmes où une borne inférieure est calcuĺee en effectuant
une somme de donnéesnon indépendantes. Par exemple l’algorithme de résolution de
Max-CSP PFC-MRDAC [Larrosa et al., 1999] maintient d’une borne inférieure baśee
sur l’ évaluation des violations directes de contrain tes par des valeurs. Une valeur viole
directement unecontrain te ssiellen’est pasconsistante aveccette contrain te. Pour chaque
variable future (i.e., non instanciée), le princip e est de compter pour chaquevaleur de son
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domaine le nombre de violations directes dans un sousensemble de contrain tes deC. Les
contrain tesde cesous-ensemble seront exclusivement prisesen compte pour cette variable
et ignoréespour toutes lesautres. On prend alors le plus petit nombre de violations trouv é
dans le domaine. On sommecesminima sur l’ensemble desvariables, ce qui fournit une
borne inférieure. La partition des contrain tes (sous-ensembles disjoints de C) garantit
qu’aucuneviolation ne soit comptéeplus d’une fois. Lesprincip esde cet article pouraient
être adaptésafin de traiter dessous-ensembles partageant descontrain tes.

5.2 W eighted CSP

Le problème Weighted CSP [Freuder et Wallace, 1992] consiste à associer à chaque
contrain te un poids, et à chercher une solution minimisant la somme des poids des
contrain tesviol ées.Le but est de distinguer diff érents degŕesd’imp ortance descontrain tes
et de favoriser la satisfaction desplus importantes. Afin d’adapter la technique baśeesur
desconflict-sets disjoints les uns desautres, il suffit de compter le poids de la contrain te
de poids minimal danschaqueconflict-set3. Quand lescontrain tespeuvent être partagées,
les algorithmes peuvent également être adaptés. Consid́erons deux minAC-Conflict-sets
partageant au moins une contrain te. Afin d’effectuer la somme des poids, il n’est pas
juste de consid́erer uniquement les contrain tes communes à ces deux conflict-sets. En
effet, il peut exister deux contrain tes qui n’appartiennent pas à l’in tersection dont la
sommedes poids est inférieure au plus petit poids d’une contrain te appartenant à l’in-
tersection. Ainsi la contribution de cesdeux conflict-sets serala valeur minimale obtenue
en comparant le poids minimal d’une contrain te partagéeavec la sommedesdeux poids
minimaux de contrain tes danschaqueconflict-sets.Commenousconnaissonsuniquement
la cardinalit é d’un Edge Cover , on cosid̀erera la valeur minimale par rapport à toutes
les intersections. On peut ainsi obtenir une borne inférieure desviolations.

6 Conclusion

Nousavonspropośeun schémagéńeral de maintien incrémental d’une borne inférieure
du nombre de violations pour le problèmeMax-CSP, baśe sur la géńeration de conflict-
sets.Cestechniquescomportent l’avantage d’exploiter desmécanismesde propagation, et
étend les algorithmes propośesdans [Régin et al., 2001]. Nous discutons des extensions
de ce travail à des algorithmes où l’on calcule une borne en effectuant une somme de
donnéesnon indépendantes lesunesdesautres. Nous montrons l’extension aux Weighted
CSP.
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