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La mv-décomposition : un nouvel algorithme
pour la diffusion dans un réseau radio
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Nous présentons un nouvel oultil, la mv-décomposition&itlons quelques-unes de ses propriétés algoritiesiq
Nous utilisons cette mv-décomposition pour proposer ahatisn enO((logn)?) étapes avec un algorithme de com-
plexite O(m(logn)?) au probléme de diffusion & distance 2 dans un réseau nadli>-sauts synchrone avec présence
d’interférences.
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1 Introduction

Dans un réseau sans-fil multi-sauts, les nceuds adjacamismiecommuniquer entre eux grace a des
émissions radio. L'utilisation d’un tel média comme sagple la communication implique certaines con-
traintes et propriétés. Lorsqu’un nceud émet, 'ensendiek nceuds présents dans sa zone d’émission est
susceptible de capter latransmission. Les messagesieigest étre relayés pour atteindre les nosuds situés
a plus d’'un saut de la source du message. Puisque tous l&s paatagent le méme canal d’émission, des
collisions peuvent apparaitre : pour un nceud donné,hangssion simultanée de deux ou plusieurs noeuds
adjacents empéche une réception correcte du message.

Nous étudions dans cet article le probleme de la diffugijoinconsiste a envoyer un message depuis un
nceud source vers I'ensemble des autres noeuds du réseaucdhsidérons le modéle de communication
simplifié qui est utilisé entre autres dans [CK85, CW91,NiB91] : les nceuds envoient des messages
pendant des étapes synchrones; a chaque étape, un naut@ate soit comme un transmetteur, soit
comme un récepteur. Un nceud agissant comme récepteunt dune étape donnée peut recevoir un mes-
sage si et seulement si un de ses voisins transmet a capie &e plus, nous supposons que la topologie
est connue par un superviseur. Ce modele simplifié aaggemnent considéré dans la littérature pour ana-
lyser la complexité du probléme de diffusion. Deux pagtm@s importants sont couramment étudiés dans
I'évaluation des performances d’'un schéma de diffusimmnombre d’étapes requis pour informer tous
les noeuds du réseau, et le nombre d’émissions réaliséeauteurs de [CK85] ont montré que trouver un
schéma avec un nombre minimum d’étapes était un prabNRdifficile. Un premier algorithme, réalisant
une diffusion erD(D(logn)?) étapes, a été proposé dans [CW91] avec une compl@gité(logn)?, ouD
est I'excentricité de la source. Les auteurs de [ABNLP91t]roontré I'existence d’une famille de graphes
de diametre 2 pour lesquels une diffusion requiert n@iessentQ((logn)?) étapes, confirmant l'intérét
du résultat de [CW91]. D’autres travaux [KP04, GM95, KEBB} proposé des stratégies de diffusion avec
de meilleurs résultats lorsque I'excentricité du gragsieimportante.

Le travail que nous présentons s’'organise comme suit : Bassction 2 nous présentons un nouvel
outil : la mv-décomposition, et détaillons quelques pigjgs. Dans la section 3, nous utilisons la mv-
décomposition pour proposer des solutions avec garaatEdormances au probleme de diffusion a dis-
tance 2 : ce probleme est la version restreinte du probtbengiffusion dans laquelle I'objectif est d'in-
former les nceuds situés a distance 2 de la source. Nousgmog notamment un algorithme qui construit
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une diffusion a distance 2 eB(logn)?) étapes pour une complexité en tempsQien(logn)?). Pour des
raisons de place, nous ne mentionnerons pas les preuvespeies et des théoremes de ce travail, qui
sont toutefois disponibles dans [Dar07].

2 Un nouvel outil, la mv-décomposition

Soit G = (X,Y,E) un graphe biparti. Uneouverture dansG d’'un sous-ensembl¢’ C Y est un sous-
ensembleX’ C X tel queY’ C Ng(X'), ouNg(X') désigne I'ensemble des voisins des sommets’déans
G. On dit queX’ est unecouverture minimale (au sens de l'inclusion) d¥’ dansG lorsqueX’ est une
couverture d&/ mais qu’aucun de ses sous-ensembles stricts n’en est unetd® ensemble&X’ C X,
on notemys(X’) ("mono-voisinage” deX’ dansG) I'ensemble des voisins d¢’ qui ne sont voisins que
d’'un seul sommet dX’. Clairement, sX’ est une couverture minimale dealors on amws(X’)| > |X'|.
Appelons enfim(G) = maxcx |[mvs(X’)| la réceptivite de G. Si G représente un réseau radio dans un
modele de communication avec interférences, I'emissimultanée des nceudsXeentraine une réception
correcte pour les nceuds deg(X’). La réceptivité est alors le nombre maximum de nceudsé gee I'on
peut espérer informer en une étape.

SoitG = (X,Y,E) un graphe biparti tel qu¥ couvreY. Une collection(X;)ic| de parties d&X satureY
dansG lorsqueY = [J;¢; mvig (X).

Dans la suite, nous posoig = X etYy =Y. Unemv-décompositionde G consiste en la donnée d’'un
entierK, d’'une collection(X)1<i<k de K parties deX qui satureY dansG, et deux autres collections
(Yi)1<i<k et(Z)i<i<k, telles que tout avecX; défini et nonvideona:

— Xit+1 C X est une couverture minimale g

— Z; est défini de sorte que le sous-graphé&daduit parX; U Z; est un couplage parfait.

- Yi1=Yi—Z1.

Par la suite, nous désignons une mv-décomposition coraroellection(X)i<i<k deK parties deX, les
deux autres collection®)1<i<k et (Z)i<i<k se déduisant logiquement de celle-ci. r@fondeur de la
mv-décomposition est I'entid€, pour lequelx = 0.

La figure 1 présente une mv-décomposition de profondelue8 arétes foncées désignent les couplages
réalisés pour détermingr depuisX;. Si G est un réseau radio, 'émission simultanée des somradtau;
avec|X;| = | entraine une réception correcte pourlleesmmets d&;, ainsi que pout sommets de chaque
ensembl&; avec 1< j <i. Tous les sommets d¢ regoivent le message avec des interférences.

FiG. 1: Construction d’'une mv-décomposition

Propriété 1 : Pour toute mv-@composition d’un biparti G= (X,Y,E) tel que X couvreY,ona:

1. {X}o<i<k et {Yi}o<i<k sont deux suites embeds pour l'inclusion, avec X+ 0 et Yx = 0. Par
ailleurs X couvre Ypour0<i <K.
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2. {Z;}i<j<k est une partition de;Y1. En particulier{Z }1<j<k partitionne..
3. pourtoutitel quel <i <K, onalz|=|X|#0, etz C my(X).

4. Pour tout i tel quel <i < K, tout sommet x dej¥os®de, pour tout j tel qué < j <i, exactement
un voisin dans Zqui n’est voisin d’aucun autre sommet de X

Pour toute mv-décomposition d&de profondeuK, on aK < Ag(X), en notanfdg(X) le degré maxi-
mum dansG d’'un sommet dé&X. Nous avons proposeé dans [Dar07] un algorithpermettant de calculer
une mv-décomposition avec une complexitéien).

3 Application au probléme de diffusion a distance 2

Nous utilisons la mv-décomposition pour établir une oluavec garantie de performances au probléeme
de la diffusion a distance 2 dans les réseaux radios sgnelr Dans ce cas particulier du probléme de dif-
fusion, au terme de la premiére étape d’'une diffusiors tes nceuds adjacents a la source ont connaissance
du message a diffuser; il convient alors d’organiser I€@msssions pour informer les nceuds situés a deux
sauts de la source en un nombre minimum d’étapes. Une apprécursive de ce procédé en fonction de
la distance des nceuds par rapport a la source permet dedtliffers la totalité des nceuds.

La donnée peut se restreindre & un graphe bi@asti(X,Y,E) ot X est 'ensemble des nceuds a distance
1 (ont connaissance du messagey etlui des nceuds a distance 2 (nceuds a informer).

Propri été 2 Soit G= (X,Y,E) un graphe biparti tel que X couvre Y. Alors, laceptivie p(G) veérifie
I'in équation suivante :

P(G) > max|me(X)| > max(Ag(X), %(L))

En corollaire immédiat a la propriété 2, on a d@{&) > +/|Y|. En fait nous avons affiné cette borne
et montré quep(G) > u‘an‘m La preuve de ce résultat utilise le fait que pour toute rageanposition

{xi}1<i<|< deG, onavi|l <i<K,|mv(X)| > i x |X]|. Nous proposons le theoreme suivant :

Theoreme 1 Soit G= (X, Y, E) un graphe biparti. Alors pour toute m&domposition de G, ona:

A Y
p(G) > gagﬁlmv(;(x)l > He 1

ol Hy est le nombre harmoniquepH= 1+ 3 + 3+ + 1.

Le théoreme 1 annonce que pour toute mv-décompositi@®) dexiste un indice tel que I'émission des
noeuds de; garantit une réception a une quantité suffisamment grdechceuds dé. PuisqueK < Ag(X)
et queH, est une fonction strictement croissante qui satisfait 1+ Inn, nous obtenons :

p(G) > max Imvs(X) M

>
T 1<i<K 1= 1+1InAg(X) )

Nous proposons l'algorithm®aturationdont les grandes lignes sont décrites ci-dessous :

T Cet algorithme consiste a calculer des couvertures miesrsaiccessives, et utilise des matrices a trous pour risigina complexité.
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Algorithme 1 : Saturation

Données: Un graphe bipartG = (X,Y,E) tel queX couvreY

Résultat: Un ensemblgW }1<t<| qui satureY dansG

R=Y;t=0;

tant que R # 0 faire

t=t+1,

Calculer une mv-décomposition de G[X,R];

SoitK; sa profondeur, et so(X{ ) ,_; ., la suite décomposaixt

choisiri dans{1,...,K;} de sorte quenvg, (X!) soit de cardinal maximum;
R=R- mvg,
W =X,

X,R];

fin
L=t
RetournefW }1<t<L ;

Clairement{W }1<t<. est un ensemble de sous-ensembleX dmturanty. Une stratégie de diffusion
valide se déduit alors en faisant émettre les sommety dd’'étapei. Le nombre d’étapes de cette stratégie
est le nombre d’itérations de I'algorithme.

Theoréme 2 L'algorithme Saturation s’écute en Q(In|Y|)?) itérations, c’est@a-dire que toute strégie
de diffusion construité partir de I'ensemblg\W }1<t<| s'exécute en @(In|Y|)?) étapes.
Sa complexé en temps est de I'ordre dg@(In|Y|)?).

La qualité de la solution retournée par notre algorithistedenc la méme que celle de I'algorithme de
[CW91], mais nous améliorons la complexité d’un facteur

4 Conclusion

Nous avons proposé la mv-décomposition comme un nouvittlegorique avec des propriétés algorith-
miques intéressantes. Ces propriétés ont été emesoyour élaborer un algorithme de diffusion a distance
2 enO((In]Y|)?) étapes pour une complexitée &m(logn)?), ce qui améliore le résultat de [CW91]. La
mv-décomposition peut également étre utilisée loedtpn recherche une solution de diffusion a distance
2 avec un nombre d’émissions minimal. Une perspectiwr@ssante serait d’adapter la mv-décomposition
pour le probleme de diffusion a distance 3, notamment jpidifigation d’'une version pondérée sur les
elements d&, et de généraliser cette approche pour le probleme flesitif dans un graphe quelconque.
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