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Résumeé:

Dans cet article, nous proposons une adaptation de
I’estimateur de densité de probabilité de Parzen Rosen-
blatt utilisant des noyaux maxitifs. Le résultat de cet es-
timateur, en chaque point du domaine de la densité a es-
timer, est un intervalle au lieu d’une valeur ponctuelle.
Notre approche est cohérente avec I’estimation de Parzen
Rosenblatt, car sous certaines conditions explicitées dans
cet article, notre estimateur contient cette estimation.
Mots-clés:

Parzen Rosenblatt, densité de probabilité, noyau maxi-
tif, estimation imprécise.

Abstract:

In this paper, we propose an adaptation of the Parzen
Rosenblatt density estimator that uses maxitive kernels.
The result of this estimator, on every point of the do-
main of the density to be estimated, is interval valued.
We prove the consistency of our approach with the Par-
zen Rosenblatt estimator, since, according to conditions
exposed in this paper, our estimate contains this estima-
tion.

Keywords:

Parzen Rosenblatt, probability density function, maxi-
tive kernel, imprecise estimation.

1 Introduction.

La plupart des outils d’analyse, de filtrage,
d’agrégation et de tests statistiques s’appuient
sur une connaissance plus ou moins exacte de
la densité de probabilité sous-jacente a un en-
semble d’observations. L’estimation de la den-
sité de probabilité est donc un probleme fon-
damental qui a fait I’objet d’une trés vaste
littérature [3, 4]. Cette estimation s’appuie
généralement sur un ensemble fini d’obser-
vations (xi,...,z,) de n variables aléatoires
indépendantes et identiqguement distribuées
(X1,...,X,) de loi f & estimer. Cependant,
ce type d’estimation n’est fiable que dans des

conditions asymptotiques, c.a.d. avec nombre
infini d’observations. Vouloir obtenir une esti-
mation précise de la densité de probabilité pa-
rait optimiste au vue de I’incomplétude des ob-
servations ou du manque d’information. Une
estimation imprécise de cette densité de proba-
bilité, plus robuste vis a vis de I’incomplétude
des données, apparait alors plus judicieuse.
Nous nous intéressons dans cet article a I’es-
timateur & noyau de Parzen Rosenblatt [1, 2]
donné en tout point = de €2 par :

n

f@) =2 ka—m), @

n -
=1

ou « est un noyau sommatif [5]. De méme qu’un
noyau sommatif est un voisinage pondéré pro-
babiliste, de méme un noyau maxitif est un voi-
sinage pondéré possibiliste. Un noyau maxitif
est équivalent a une famille de noyaux somma-
tifs, notée core(m) [5]. Dans un précédent ar-
ticle [6], nous avons proposé une méthode d’es-
timation imprécise cohérente de la fonction de
répartition £, utilisant un noyau maxitif 7. Cet
estimateur est cohérent car I’intervalle obtenu
avec 7, F_(v) = [EF_(z), F(x)], contient les
estimations de Parzen Rosenblatt £ (z) obte-
nus avec tous les noyaux sommatifs contenus
dans core(r). Cette approche prend en compte
les défauts de modélisation de I’estimateur de
Parzen Rosenblatt en rendant “plus souple” le
choix du noyau. On montre dans cet article
qu’une adaptation directe de la méthode pro-
posée dans [6] pour une estimation imprécise



de la densité de probabilité est impossible. En
s’appuyant sur le fait que f est la dérivée de la
fonction de répartition £, nous proposons une
adaptation détournée de la méthode de [6], qui
consiste a réaliser une estimation imprécise de
la dérivée de la fonction de répartition. On ob-
tient ainsi un intervalle d’estimation f () =

[f (x), f,(x)] cohérent par rapport aux estima-

teurs de Parzen Rosenblatt f,{(x) obtenus avec
des noyaux de la famille représentée par .

L article est organisé comme suit. Dans la sec-
tion 2, nous rappelons certains concepts sur les
distributions, I’estimateur de Parzen Rosenblatt
et les noyaux maxitifs. L’estimation imprécise
de la densité de probabilité est donnée dans
la section 3. La section 4 est dédiée aux
expérimentations. La section 5 conclut I’article.

2 Notionspréiminaires.
2.1 Rappelssur lesdistributions.

Soit € un sous-ensemble ouvert de IR . Soit s
une application L de 2 dans IR associée a une
distribution (au sens de Schwartz [7]) et x une
fonction a support compact de 2 dans IR . On
appelle produit de convolution de s et  la fonc-
tion 5, (x)de 2 dans IR telle que :

Se(z) = / s(w)k(z — w)dw. (2)

Q
En notant «,, , la fonction translatée de x en x :
Vw € Q, ki (w) = k(x — w), (3)

ce produit de convolution peut étre noté :

Se(T) = (8, kg) = /Qs(w)/ix(w)dw, 4)

ou (.,.) est le produit scalaire défini pour les
fonctions L;.

Si k est une fois différentiable, alors un coro-
laire simple de la dérivation au sens des distri-
bution nous permet de relier ds, la dérivée de s
au sens des distributions, a dx , la dérivée de
au sens des fonctions par :

(ds, ky) = — (S, dky) . (5)

2.2 Rappe sur I'estimateur de Parzen Ro-
senblatt.

La méthode de Parzen Rosenblatt [1] consiste
a réaliser une estimation non paramétrique de
la densité de probabilité sous-jacente a un en-
semble de n observations (z1, ..., x,) de n va-
riables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées (X1,..., X,,) de loi f & esti-
mer. La réalisation de cette estimation, en tout
point de €2 , nécessite la définition d’un voisi-
nage pondéré sous la forme d’une fonctionnelle
intégrable a 1 que nous appelons noyaux som-
matif. Un noyau sommatif est une fonction ~ a
valeur dans IR* définie sur Q vérifiant la pro-
priété de sommativité :

/in(w)dw = 1. (6)

Pour un noyau sommatif donné « , I’estimation
de f.. est donnée en tout point x € €2 par :

n

felx) = % Z K(x — ;). (7
=1

La plupart des noyaux sommatifs couramment
utilisés en estimation fonctionnelle sont mono-
modaux, symétriques et centrés (c’est a dire
définissant un voisinage autour de I’origine).
Grace a I’expression (3), on peut réécrire la for-
mule (7) comme suit :

P =13 m@). ®

L’estimation f,. en chaque point x € €2 peut étre
réécrite comme le produit de scalaire du noyau
K. avec la mesure empirique e,, :

~

fn(x) = <en7 Kﬂ?) ’ (9)

avec

1 n
== E _ 1



ou d,, est I’'impulsion de Dirac translatée en z;
En effet,

(€n, ) :/Q%Z(Sxi(w)/ﬁx(w)dw
:%Z/ﬂém(w)/@x(w)dw
=) (@) = o)

Un noyau sommatif peut étre vu comme une
distribution de probabilité, induisant une me-
sure de confiance P, définie par :

VACQ, Pi(A) = /Am(w)dw. (11)

L’estimation fn en chaque point x € () peut
alors étre interprétée comme I’espérance de la
mesure empirique e,, dans le voisinage probabi-
liste défini par le noyau «,, :

Fo(@) =B, (en) = len, ko). (12)

De la méme fagcon, on peut réaliser, pour un
noyau sommatif » donné, une estimation de la
fonction de répartition par :

Fy(2) = By, (B,) = (Bayma), - (13)
E, étant la fonction de répartition empirique
définie par :
1 n
B z)==) H(z—ux; 14
n(7) nZ (x =), (14)

ou H est I’échelon d’Heaviside défini par :

H(z) =

{152’1’20 (15)

0 sinon

En remarquant que e,, n’est autre que la dérivée
au sens des distributions de E,, , et en utili-
sant I’expression (5), on peut récrire I’expres-
sion (12) sous la forme :

Fo@) = (dE,, ky) = (En, —dr,) . (16)

2.3 Rappelssur les noyaus maxitifs.

Un noyau maxitif est une fonction permettant
de définir un autre type de voisinage pondéré
autour de chaque point de €2 . Un noyau maxitif
7 est une application & valeur dans [0, 1] définie
sur Q vérifiant la propriété de maxitivité :
sup{m(z)} = 1. (17)
e
Nous nous intéressons, dans cet article, aux
noyaux maxitifs monomodaux. De méme qu’un
noyau sommatif définit une mesure de probabi-
lité, de méme un noyau maxitif définit une me-
sure de possibilité [8, 9, 10], notée II, définie
par :

VA C QI (A) = sup {n(2)}.  (18)
T€EA

La mesure de possibilité étant non-additive, le

noyau maxitif 7 définit une mesure de confiance

duale a la mesure de possibilité, appelée mesure

de nécessité, notée N, définie par :

VA C Q Ny(A) =1-T1I,(A°),  (19)

Ac étant le complémentaire de A dans (2.

D{ a la non-addivité des mesures de possibi-
lité et de nécessité, I’opérateur espérance, uti-
lisé avec des mesures de probabilités, doit étre
remplacé par sa généralisation qu’est I’intégrale
de Choquet.

On dit qu’un noyau maxitif = domine un noyau
sommatif x, si la mesure de possibilité II,. do-
mine la mesure de probabilité P,, c’est a dire :

VA C Q,P.(A) <IIL.(A).  (20)

En ce sens, un noyau maxitif définit I’ensemble
des noyaux sommatifs qu’il domine. Cet en-
semble est noté core(n).

Une propriété fondamentale des noyaux maxi-
tif, découlant des travaux de Schmeidler [11]
et Denneberg [12], permet de répercuter la pro-
priété de domination des noyaux sur les estima-
tions. En effet, si s est une fonction bornée de
Q, m un noyau maxitif et x un noyau sommatif
dominé par 7, on a la relation suivante :

Cn.(5) S Ex(s) <Cun.(s),  (21)



ou Cry (s) (rsp. Cn,(s)) est I’intégrale de Cho-
quet de la fonction s par raport a la mesure
de confiance IL, (rsp. N,). Plus précisément,
Cr,(s) (rsp. Cn,(s)) est la borne supérieure
(rsp. inférieure) de I’ensemble des espérances
E.(s) avec k € core(r). En notant E,(s) (rsp.
E_(s)) la borne supérieure (rsp. inférieure) de
ces espérances, on obtient un opérateur d’esti-
mation intervalliste de s dans le voisinage défini
par le noyau maxitif 7 de la forme :

E.(s) = [Er(s),Ex(s)] , (22)
tel que :
VS € E_(s), 3k € core(n)/Ex(s) = S. (23)

Cet estimateur intervalliste représente I’en-
semble des valeurs E,(s) obtenues pour tous les
noyaux sommatifs « € core(r).

2.4 Choix du noyau maxitif.

En statistiques non paramétriques précises, la
question du choix du noyau est généralement
écartée par les utilisateurs de I’estimateur de
Parzen Rozenblatt [1, 2]. En effet, I’étude du
comportement asymptotique des estimateurs de
densité (quand n — +o00) montre que la conver-
gence de f,i(x) vers la vraie densité f dépend
plus de la largeur de bande du noyau que de sa
forme. Dans ce contexte, le noyau d’Epanechni-
kov est généralement choisi car étant celui qui
minimise le critére M ISE! [3, 4].

Cependant, la condition asymptotique est
irréalisable techniquement, car le nombre d’ob-
servations reste fini. En condition non asympto-
tique, I’estimation f,.(z) dépend a la fois de la
largeur de bande et de la forme du noyau. Dans
le cas d’estimations imprécises avec noyaux
maxitifs, I’impact de I’a priori sur le choix du
noyau maxitif est moindre que dans le cas som-
matif. En effet, choisir un noyau maxitif, c’est
faire le choix d’une famille de noyau somma-
tifs avec des caractéristiques communes. Illus-
trons cela sur un exemple. Si I’utilisateur pense

!Mean Integrated Squared Error : distance entre I’es-
timateur et la densité f

pOoUVOIr S’appuyer sur un noyau sommatif parti-
culier, par exemple celui d’Epanechnikov, pour
lequel il peut spécifier la largeur de bande maxi-
male A,,.., alors I’utilisation de la transforma-
tion probabilité possibilité [13, 14], dite objec-
tive, permet de définir le noyau maxitif le plus
spécifiqgue dominant tous les noyaux ayant la
forme désirée et de largeur de bande inférieure
ou égale a A,,... L’intervalle d’estimation ob-
tenu en utilisant I’expression (22) est alors I’in-
tervalle le plus spécifique contenant I’ensemble
des estimations qu’on aurait obtenues avec des
noyaux sommatifs dominés par ce noyau maxi-
tif. Dans le cas ou I'utilisateur doute de son
propre jugement, il souhaitera une estimation
intervalliste prenant en compte plus de noyaux
sommatifs. Il peut alors utiliser la transforma-
tion dite subjective (moins spécifique) de Du-
bois et Prade [13, 14] et obtenir un intervalle
d’estimation contenant celui obtenu avec la
transformation dite objective. Enfin, s’il ne peut
rien spécifier d’autre que le support (ou largeur
de bande) maximal du noyau sommatif a utiliser
et le fait que ce noyau est symétrique et mono-
modal, il est alors possible d’utiliser le noyau
maxitif linéaire (triangulaire) puisqu’il domine
tout noyau sommatif monomodal symétrique
borné ayant une largeur de bande inférieure a
la largeur de bande spécifiée [13].

3 Estimation imprécise de la den-
sité de probabilité.

3.1 Position du probleme.

L’estimateur de Parzen Rosenblatt de la fonc-
tion de repartition peut s’ecrire F,(r) =
E,. (E,). Dans un article précédent [6], nous
avons utilisé I’expression (22) pour réaliser
une estimation imprécise de la fonction de
répartition d’une variable aléatoire, via un
noyau maxitif =, vérifiant n € core(r), a par-
tir d’un échantillon d’observations de cette va-
riable. Cette estimation est obtenue simplement



[F (x)vﬁﬁ(xﬂ =E (En)

=T

= [Enm (En)>Eﬂm(En)} )
ou 7, est le noyau maxitif translaté de = en x :
Vw € Q, 7 (w) = m(x — w).

D0 a la propriété de domination des noyaux
maxitifs, cet intervalle est le plus spécifique
contenant I’ensemble des valeurs d’estimation
F,(x) obtenues par la méthode de Parzen Ro-
senblatt pour tout noyau » dominé par le noyau
.

Une interprétation simpliste de cet opérateur
d’estimation laisserait a penser que I’on peut fa-
cilement obtenir une estimation imprécise de f,
la densité de probabilité, sous la forme

(). F.(@)] =E,(e)
- [Em(en)>Eﬂx(€n)} . (29)

Cependant, I’estimation imprécise (22) fait
intervenir une intégrale de Choquet, nécessitant
le fait que la fonction & intégrer soit bornée. e,,
étant une combinaison linéaire d’impulsions de
Dirac, cette propriété n’est pas vérifiée, et donc
I’expression (24) n’a pas de sens.

Nous proposons, dans cet article, de contourner
en partie cette difficulté en s’appuyant sur la
relation (16).

3.2 Estimation imprécise def.

La dérivée d’un noyau sommatif x peut s’écrire
comme la combinaison linéaire de deux noyaux
sommatifs :

—drk = ATt — A"y, (25)
En effet,

—drk =dr™ —dk™,

ol det(z) = max(0,—dr(x)) et de=(z) =
max (0, dr(x)). Si I’on pose :

A+:/d/€+(w)dw et A” :/dm_(w)dw
Q Q

kT (w k™ (w
() = 20 2 ()

I’expression (25) est vérifiée et ™ et = sont
sommatifs.

et 7 (w)=

Théoremel Soit « un noyau sommatif.
Soient 7 et 7~ deux noyaux maxitifs tels que
nt € core(nt) et n~ € core(n™)

alorspour tout = € € :

fu(@) € A'E 4 (E,) © AE,_(Ey),

ou & est I'extention de la soustraction aux in-
tervalles.

Preuve D’aprés (16) et (25), en s’appuyant sur
la linéarité du produit scalaire, on a :

Fulw) = AT (Eo,nf) — A (Enny ) .
D’aprés (13) ona que :
fulz) = AYE, (z) — AF, (x).

En s’appuyant sur les résultats de [6] présentés
dans la section 3.1, on a que :

pour n* € core(n), Fi(z)e E (E,),

pour =~ € core(m), ﬁn‘ (z) € E, - (En),
d’ou

fa(@) € AT E(Bn)o A E_(E).
Le calcul des bornes inférieures et supérieures
de I’estimation maxitive de F,, via un noyau w

fait intervenir deux intégrales de Choquet. Nous
en donnons les expressions :

n

1

Cn, (Bn) = — Z (m (i) H (z; — ) + H(z — 3:))
Cr(Ba) = = 3 (= 7la) Hi — 2).

Pour plus de détails sur le calcul des bornes
voir [6].



4 Expérimentations.

Nous proposons, dans cette section, deux
expérimentations afin d’illustrer tant les qua-
lités que les défauts de la méthode d’estima-
tion que nous proposons. Nous basons nos
expérimentations sur des observations simulées
d’une variable aléatoire dont la densité de pro-
babilité est une distribution bimodale obtenue
en contaminant une loi normale de variance 4
centrée en 8 par une loi normale de variance
unitaire et centrée en 3. Nous avons choisi d’uti-
liser, comme noyau sommatif de référence, le
noyau d’Epanechnikov car c’est le plus utilisé
en estimation de Parzen Rosenblatt d’une part,
et c’est aussi celui qui a le comportement le plus
singulier dans I’approche que nous proposons.
Dans la premiére expérience, nous avons Si-
mulé 1000 observations (z1, ..., Z1000) - Nous
avons réalisé I’estimation de Parzen-Rosenblatt
précise en utilisant un noyau d’Epanechni-
kov dont la largeur de bande est optimale
(c’est a dire minimise la distance MISE). Nous
avons d’autre part réalisé I’estimation imprécise
de cette distribution en dominant le noyau
dérivé, comme indiqué par les hypotheses du
théoreme 1 grace aux transformations proba-
bilite-possibilité objective (la plus spécifique)
d’une part (Figure 2) et subjective d’autre part
(Figure 1). Nous avons reporté sur chaque fi-
gure la courbe de la densité simulée.

On peut voir, sur la Figure 2, que I'utilisa-
tion de la domination la plus spécifique conduit
a une estimation inférieure égale a I’estima-
tion par noyau sommatif. Cette propriété est
une des particularités du noyau d’Epanech-
nikov. Par contre, I’examen de la Figure 1
montre qu’une domination moins spécifique
des noyaux de dérivation conduit & une esti-
mation précise qui semble a mi-chemin des
bornes de I’estimation imprécise. La seconde
expérience tend a mettre en valeur la robus-
tesse induite par I’utilisation d’un estimation
imprécise. Nous proposons de caractériser cette
robustesse par deux types d’indice. Le premier
montre la corrélation entre I’écart (f, (z) —
f_(x)) d’une part et la variance d’estimation
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Figure 1 — estimation précise et imprécise, do-
mination avec la transformation subjective.
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de ﬁ(m) d’autre part. Le second montre I’ap-
titude de I’estimation imprécise [Lr(x),f,r(x)]
obtenue avec une seule expérience a contenir la
vraie densité f(x).

035

03} estimations
supérieures
025}

estimations
sommatives

0.15F

densité
01k simulée
estimations
inférieures
0.05

0 I
-10 -5 0 5 10 15 20

Figure 3 — Superposition des 100 estimations
pour une largeur de bande de 0.8.

L’expérience se déroule de la maniere sui-
vante. On effectue 500000 tirages indépendants
issus de la loi bimodale simulée. On di-
vise I’ensemble de ces observations en 100
échantillons de 5000 observations. Pour chacun
des 100 échantillons, on dispose d’une estima-
tion précise f,. et d’une estimation imprécise
[fﬂ,fﬂ]. Ces estimations sont évaluées en

100 points d’échantillonnage de la droite réelle
sur I’intervalle [—10,20]. En chaque point
d’échantillonnage w, on calcule la variance
vz (w) de PPestimation f, (w) d’une part et, pour
chaque groupe d’observation, I’ecart (f, (w) —
f_(w)). Nous calculons ensuite les indices de
corrélations de Pearson, Kendal et Spearman
entre ces deux séries de valeurs pour des lar-
geurs de bandes variant entre 0.2 et 1.6. Notons
qu’une étude du comportement de I’estimateur
nous a permis de déterminer que la largeur de
bande optimale, c’est a dire celle minimisant la
distance MISE pour 5000 observations, est de
0.8.

A titre indicatif, la Figure 3 montre la super-

position des estimations précises et imprécises
obtenues avec les 100 échantillons d’observa-
tions pour une largeur de bande de 0.8 et pour
une transformation probabilité-possibilité sub-
jective.

D’autre part, nous nous intéressons a I’apti-

tude de I’intervalle [Lr(w),ﬁr(w)] a conte-

nir la vraie distribution f(w). Pour caractériser
cette aptitude, nous calculons, en chaque point,
le nombre d’intervalles, obtenu grdce a un
échantillon, contenant la vraie valeur de f(w).
Ce nombre est rapporté au nombre de va-
leurs testées pour obtenir le taux d’intervalle de
prédiction correctes.

La Figure 4 montre I’évolution de ces quatre

1r
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largeur de bande

Figure 4 — Courbes de performance de I’estima-
teur imprécis en fonction de la largeur de bande.

indices pour différentes largeurs de bande.
Concernant les indices de corrélation, on peut
constater une tres forte corrélation entre la
variance d’estimation précise de la densité
et I’imprécision de I’estimation imprécise de
la densité. Cette corrélation décroit lorsqu’on
s’écarte de la largeur de bande optimale, mais
reste cependant trés élevée (supérieure a 0.8
dans la pratique). De méme, on peut constater,
via I’indice de cohérence, la trés bonne aptitude
de I’estimation intervalliste a prédire la vraie
densité, méme lorsque la largeur de bande n’est
pas optimale.



On peut cependant déplorer que ces trés bons
résultats soient contrebalancés par le manque
de spécificité de I’estimation (comme I’illustre
la Figure 3). Ce manque de spécificité est di
au fait que les estimations E_+ (E,,) etE_ (E,)
sont considérées comme indépendantes dans la
méthode proposée, alors qu’elles ne le sont pas.
Il serait donc maintenant interessant de trouver
le couple de noyaux maxitifs (7, 7 ") permet-
tant une domination de la dérivée du noyau
aboutissant a une estimation plus spécifique de
f, ou encore de modifier I’extention choisie de
I’opération de soustraction de fagon a prendre
en compte cette dépendance.

5 Concluson.

Dans cet article, nous avons proposé un es-
timateur de densité de probabilité s’appuyant
sur une représentation du voisinage par noyau
maxitif. Cet estimateur s’apparente tres for-
tement & celui de Parzen Rosenblatt, avec,
comme principale différence, le fait que I’es-
timation produite en chaque point de la droite
réelle est disponible sous forme d’intervalle en
lieu et place d’une valeur précise. Un utilisa-
teur d’estimateur de densité pourrait s’interro-
ger sur les raisons qui pourraient I’amener a
passer d’un estimateur précis a un estimateur
imprécis. Nous avons deux arguments princi-
paux. Premier argument : I’utilisation d’un voi-
sinage maxitif permet de représenter une mau-
vaise connaissance du noyau optimal & utili-
ser. Ce défaut de connaissance est directement
impacté sur I’imprécision de I’estimation. Se-
cond argument : I’écart de I’intervalle d’estima-
tion de densité obtenu avec un noyau maxitif
est tres fortement corrélé avec la variance des
estimations qui auraient été obtenues avec un
noyau sommatif et difféerents échantillons. On
dispose alors d’une mesure objective de I’erreur
d’estimation. Un des points clef de notre travail
est I’utilisation de la relation entre densité de
probabilité et fonction de répartition d’une va-
riable aléatoire (I’une est la dérivée de I’autre).
Ce constat nous a permis de transformer I’es-
timation ponctuelle de la densité de probabilité

avec un voisinage sommatif en une différence
d’estimation imprécise de la densité cumulée.
On doit cependant noter que I’estimation obte-
nue n’est pour I’instant pas assez spécifique. Ce
mangue de spécificité est principalement du au
fait que la différence de Minkowski utilisée ne
permet pas de prendre en compte la dépendance
des noyaux sommatifs dominés. En modifiant
I’opérateur de différence de Minkowski, il de-
vrait étre possible de recouvrer cette spécificité.

Références
[1] E. Parzen. On estimation of a probability density

function and mode. The Annals of Mathematical
Satistics, 33 : 1065-1076, 1962.

[2] M. Rosenblatt. Remarks on some nonparametric es-
timates of a density function. The Annals of Mathe-
matical Satistics, 27 : 832-837, 1956.

[3] J.S. Simonoff. Smoothing Methods in Statistics.
Springer-Verlag, 1996.

[4] D.W. Scott. Multivariate Density Estimation. Wiley
Interscience, 1992.

[5] K. Loquin, O. Strauss. On the granularity of sum-
mative kernels. Fuzzy Sets and Systems, manuscrit
accepté.

[6] K. Loquin, O. Strauss. Imprecise functional estima-
tion : the cumulative distribution case. Soft Methods
in Probability and Satistic (SMPS), 2008, accepté.

[7] L. Schwartz. Théorie des distributions. Hermann,
Paris, 1950.

[8] D. Dubois, H. Prade. Théorie des possibilités : Ap-
plications & la représentation des connaissances en
informatique. Masson, 1988.

[9] D. Dubois, H. Prade. When upper probabilities are
possibility measures. Fuzzy Sets and Systems, 49 :
65-74, 1992.

[10] G. de Cooman. Possibility theory. Part | : Measure-
and integral-theoretic groundwork ; Part Il : Condi-
tional possibility; Part 11l : Possibilistic indepen-
dence. Int. J. of General Systems, 25 : 291-371,
1997.

[11] D. Schmeidler. Integral representation without ad-
ditivity. Proceedings of the American Mathematical
Society, 97 : 255-261, 1986.

[12] D. Denneberg. Non Additive Measure and Integral.
Kluwer Academic Publishers, 1994.

[13] D. Dubois, H. Prade, L. Foulloy, G. Mauris.
Probability-Possibility Transformations, Triangular
Fuzzy Sets, and Probabilistic Inequalities. Reliable
Computing, 10 : 273-297, 2004.

[14] D. Dubois, H. Prade, S. Sandri. On possibi-
lity/probability transformations. Fuzzy Logic. State
of the Art, pp. 103-112, Kuwer Acad. Publ., S. Lo-
wen, R. and Roubens, M. (ed.) 1993.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


