
HAL Id: lirmm-00378944
https://hal-lirmm.ccsd.cnrs.fr/lirmm-00378944

Submitted on 11 Oct 2019

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Algorithmes Optimaux et Sous-optimaux de Singleton
Consistance d’Arc

Christian Bessiere, Romuald Debruyne

To cite this version:
Christian Bessiere, Romuald Debruyne. Algorithmes Optimaux et Sous-optimaux de Singleton Con-
sistance d’Arc. 1ères Journées Francophones de Programmation par Contraintes (JFPC 2005), CRIL
- CNRS FRE 2499, Jun 2005, Lens, France. pp.277-286. �lirmm-00378944�

https://hal-lirmm.ccsd.cnrs.fr/lirmm-00378944
https://hal.archives-ouvertes.fr


Ates JFPC 2005Algorithmes Optimaux et Sous-optimaux deSingleton Consistane d'ArChristian Bessiere1 Romuald Debruyne2

1 LIRMM (CNRS/Université de Montpellier),161 Rue Ada, 34392 Montpellier Cedex 5, Frane.
2 Éole des Mines de Nantes, LINA/FRE CNRS 2729,4 rue Alfred Kastler, 44307 Nantes Cedex 3, Franebessiere�lirmm.fr romuald.debruyne�emn.frRésuméLa singleton onsistane d'ar (SAC) permet de �l-trer bien plus que la onsistane d'ar en s'assurantqu'auune a�etation ne puisse rendre le réseau deontraintes ar inonsistant. Des algorithmes ont étéproposés pour réaliser la fermeture par singleton onsis-tane d'ar mais ave des omplexités temporelles laire-ment non optimales. Dans et artile, nous donnons uneborne inférieure de la omplexité temporelle dans le piredes as des algorithmes de singleton onsistane d'ar.Nous proposons un algorithme possédant ette bornepour omplexité temporelle. Cet algorithme optimal estependant oûteux en espae. C'est pourquoi nous pro-posons également un algorithme troquant l'optimalitétemporelle pour une meilleure omplexité spatiale. Bienque non optimal, e dernier possède une omplexité tem-porelle dans le pire des as inférieure à elle de tous lesalgorithmes de singleton onsistane d'ar déjà publiés.Une étude expérimentale met en valeur les bonnes per-formanes des algorithmes proposés.AbstratSingleton ar onsisteny (SAC) enhanes the pru-ning apability of ar onsisteny by ensuring that thenetwork annot beome ar inonsistent after the assi-gnment of a value to a variable. Algorithms have alreadybeen proposed to enfore SAC, but they are far from op-timal time omplexity. We give a lower bound to the timeomplexity of enforing SAC, and we propose an algo-rithm that ahieves this omplexity, thus being optimal.However, it an be ostly in spae on large problems.We then propose another SAC algorithm that tradestime optimality for a better spae omplexity. Never-theless, this last algorithm has a better worst-ase timeomplexity than previously published SAC algorithms.An experimental study shows the good performane ofthe new algorithms.

1 IntrodutionS'assurer qu'une ertaine onsistane loale ne vapas onduire à un éhe si on la véri�e après l'a�eta-tion d'une variable est une idée diversement utilisée enraisonnement à base de ontraintes. Elle a été utilisée(parfois sous le nom de 'shaving') dans les réseaux deontraintes à domaines ontinus en réduisant les a�e-tations aux bornes des domaines et en s'assurant quela onsistane de borne ne détete pas l'inonsistanedu problème [13℄. Dans le adre du problème SATelle a été employée omme un moyen d'obtenir desheuristiques mieux informées pour l'algorithme DPLL[10, 14, 1℄. En�n, dans les problèmes de satisfationde ontraintes à domaines disrets (CSPs) elle a étéintroduite sous le nom de singleton onsistane d'ar(SAC) dans [8℄ puis a été davantage étudiée, à la foisde façon théorique et expérimentale, dans [19, 9℄.Quelques bonnes propriétés onfèrent à la SAC unréel avantage sur les autres onsistanes loales amé-liorant l'inontournable onsistane d'ar. Sa dé�ni-tion est plus simple que elles des autres onsistanesloales exotiques omme la onsistane de hemin res-treinte (RPC, [4℄) ou la max-onsistane de heminrestreinte (Max-RPC, [7℄). Sa sémantique opération-nelle peut être omprise par un non-expert du do-maine. De plus, réaliser la SAC ne supprime que desvaleurs des domaines, et ne hange don pas la stru-ture du problème, par opposition entre autres à laonsistane de hemin (PC, [17℄) et aux niveaux plusélevés de k-onsistane [11℄. En�n, la SAC peut êtreimplémentée en s'appuyant sur n'importe quel algo-rithme de onsistane d'ar.Des algorithmes de SAC ont déjà été proposés1



(SAC1 [8℄ et SAC2 [3℄) mais leur omplexité tempo-relle est loin d'être optimale. Une étude de la om-plexité de la SAC fait d'ailleurs défaut. Dans et ar-tile, nous étudions la omplexité de la SAC (setion3) et nous proposons un algorithme de SAC, SAC-Opt, dont la omplexité temporelle est optimale (se-tion 4). Cependant, l'optimalité temporelle est atteinteau prix d'une importante omplexité spatiale qui peutempêher l'utilisation de SAC-Opt sur les problèmesde grande taille. C'est pourquoi nous proposons SAC-SDS, un algorithme de SAC moins oûteux en espae,en setion 5. La omplexité temporelle de et algo-rithme n'est pas optimale mais elle demeure meilleureque elle des algorithmes de SAC préédemment pro-posés. L'étude expérimentale présentée en setion 6montre les bonnes performanes à la fois de SAC-Optet de SAC-SDS omparées à elles des préédents al-gorithmes de SAC.2 Dé�nitionsUn réseau de ontraintes P = (X,D,C) onsisteen un ensemble �ni de n variables X = {i, j, . . .}, unensemble de domaines D = {D(i),D(j), . . .}, où ledomaine D(i) est l'ensemble �ni d'au plus d valeursque la variable i peut prendre, et un ensemble de eontraintes C = {c1, . . . , ce}. Chaque ontrainte ck estdé�nie par l'ensemble ordonné var(ck) des variablessur lesquelles elle porte et par l'ensemble sol(ck) desombinaisons de valeurs qui la véri�ent. Une solu-tion d'un réseau de ontraintes est une a�etationd'une valeur de son domaine à haque variable telleque toutes les ontraintes du réseau soient satisfaites.Quand var(c) = (i, j), la ontrainte est dite binaire eton désigne sol(c) par cij .Une valeur a dans le domaine d'une variable i (no-tée (i, a)) est ar onsistante pour la ontrainte ck ssi ilexiste un support pour (i, a) sur ck, 'est-à-dire une ins-taniation des autres variables de var(ck) à des valeursde leurs domaines respetifs telle que prises onjointe-ment, ette instaniation et l'a�etation de a à i sa-tisfassent ck. Dans le as ontraire, (i, a) est dite arinonsistante. Un réseau de ontraintes P = (X,D,C)est ar onsistant ssi D ne ontient auun domainevide et auune valeur de D n'est ar inonsistante.On désigne par AC(P ) le réseau obtenu par suppres-sion dans P de toutes les valeurs ar inonsistantes.Si AC(P ) omporte un domaine vide, P est dit arinonsistant.Dé�nition 1 (Singleton onsistane d'ar) Unréseau de ontraintes P = (X,D,C) est singletonar onsistant ssi ∀i ∈ X,∀a ∈ D(i), le réseau
P |i=a = (X,D|i=a, C), obtenu en remplaçant D(i) par

le singleton {a}, n'est pas ar inonsistant. Si P |i=aest ar inonsistant, (i, a) est dite SAC inonsistante.3 Complexité de la SACSAC1 [8℄ et SAC2 [3℄ ont tous deux une omplexitétemporelle dans le pire des as en O(en2d4) sur lesréseaux de ontraintes binaires. Mais ette omplexitén'est pas optimale.Theorème 1 La meilleure omplexité temporellequ'on puisse espérer pour un algorithme réalisant laSAC sur des réseaux de ontraintes binaires est en
O(end3).Preuve. D'après [16℄, nous savons que déterminer siune valeur (i, a) est telle que l'AC ne vide pas de do-maines dans P |i=a revient à véri�er si dans haquedomaine D(j) il existe au moins une valeur b telleque ((i, a), (j, b)) soit �hemin onsistante sur (i, a)�(une paire de valeurs ((i, a), (j, b)) est hemin onsis-tante sur (i, a) ssi elle n'est pas supprimée lors de laréalisation de la hemin onsistane sur les paires im-pliquant (i, a)). Pour haque variable j, nous devonstrouver une valeur b ∈ D(j) telle que ((i, a), (j, b))soit hemin onsistante sur (i, a). Dans le pire des as,toutes les valeurs b de D(j) doivent être onsidérées.Par onséquent, il peut être néessaire de véri�er lahemin onsistane de haque paire ((i, a), (j, b)) en re-herhant une valeur (k, c) dans le domaine de haquetroisième variable k qui soit ompatible à la fois ave
(i, a) et (j, b). Cependant, il est inutile de onsidérerles variables k qui ne sont pas reliées à j puisque dansette forme partielle de hemin onsistane seules lespaires impliquant (i, a) peuvent être supprimées. Enutilisant un algorithme de hemin onsistane opti-mal (mémorisant les supports), nous sommes assu-rés de ne onsidérer haque valeur (k, c) qu'au plusune fois lors des di�érentes reherhes d'une valeurompatible ave ((i, a), (j, b)) dans D(k). Prouver quela hemin onsistane sur (i, a) ne onduit pas à unéhe a don une omplexité dans le pire des as en
Σb∈D(j)Σckj∈CΣc∈D(k)1 = ed2. De plus, réaliser lahemin onsistane sur (i, a) est omplètement indé-pendant de la réalisation de la hemin onsistane surune autre valeur (j, b). En e�et, une paire ((i, a), (j, b))peut être hemin onsistante sur (i, a) mais devenirhemin inonsistante suite à la suppression de er-taines paires ((k, c), (j, b)) et don être hemin inon-sistante sur (j, b). Par onséquent, la omplexité dansle pire des as d'un algorithme de SAC est au moinsen O(Σ(i,a)∈Ded2) = O(end3). 2



4 Un Algorithme de SAC Optimal enTempsSAC1 n'utilise auune struture de données per-mettant de mémoriser quelles valeurs peuvent devenirSAC inonsistantes suite à la suppression d'une er-taine valeur. En as de suppression d'une valeur, SAC1doit par onséquent véri�er à nouveau la SAC onsis-tane de toutes les valeurs enore présentes. SAC2 alui des strutures de données qui utilisent le fait quesi l'AC ne vide auun domaine de P |i=a alors la SAConsistane de (i, a) est assurée tant que toutes lesvaleurs de AC(P |i=a) demeurent présentes. Après lasuppression d'une valeur (j, b), SAC2 teste à nouveaula SAC onsistane de toutes les valeurs (i, a) tellesque (j, b) �gurait dans AC(P |i=a). Cei onduit à unemeilleure omplexité temporelle que elle de SAC1mais les strutures de données de SAC2 ne sont passu�santes pour atteindre l'optimalité puisque SAC2peut perdre du temps à réaliser plusieurs fois l'ACdans un sous-problème P |i=a en redémarrant de zéro.L'algorithme 1, appelé SAC-Opt, est un algorithmequi réalise la singleton onsistane d'ar en O(end3), lameilleure omplexité temporelle qu'on puisse espérerpour un tel algorithme (f. Théorème 1).L'idée prinipale de et algorithme optimal est quenous ne voulons pas faire et refaire en démarrant dezéro (potentiellement nd fois) la onsistane d'ar danshaque sous-problème P |j=b haque fois qu'on détetela SAC inonsistane d'une valeur (i, a) (e qui re-présente n2d2 réalisations de l'AC potentielles). Pouréviter es oûteuses répétitions lors des appels sues-sifs de l'algorithme d'AC, on duplique le problème ndfois, réant les strutures de données pour haque sous-problème P |i=a, de telle sorte qu'on puisse béné�ierde l'inrémentalité de l'algorithme d'AC sur haquesous-problème. Tous les algorithmes d'AC sont inré-mentaux, en d'autres termes, leur omplexité sur unproblème P est la même qu'on ne fasse qu'un seul ap-pel ou jusqu'à nd appels où deux appels onséutifs nedi�èrent que par la suppression d'un ertain nombrede valeurs dans P .Dans e qui suit, Pia est le sous-problème dans lequelSAC-Opt mémorise le domaine ourant (noté Dia) etla struture de données orrespondant à la réalisationde l'AC dans P |i=a. propagAC(P,Q) désigne la fon-tion qui propage inrémentalement la suppression del'ensemble Q de valeurs dans le problème P alors qu'unappel initial à l'algorithme d'AC a déjà eu lieu, initia-lisant la struture de données de l'algorithme d'ACutilisé. Elle retourne faux ssi P est ar inonsistant.SAC-Opt proède en deux étapes prinipales. Aprèsavoir rendu le problème ar onsistant (ligne 1), laboule de la ligne 2 rée le problème Pia pour haque

Algorithm 1: L'algorithme optimal desingleton ar onsistanefuntion SAC-Opt(inout P : Problem) : Boolean;/* init phase */;1 if AC(P ) then PendingList ← ∅ else return false;2 foreah (i, a) ∈ D do3 Pia ← P /* opy only domains and datastrutures */;4 Dia(i) ← {a} ; Qia ← D(i) \ {a};5 if ¬propagAC(Pia, Qia) then6 D ← D \ {(i, a)};7 if propagAC(P, {(i, a)}) then8 foreah Pjb suh that (i, a) ∈ Djb do9 Qjb ← Qjb ∪ {(i, a)};10 PendingList ← PendingList ∪ {(j, b)};11 else return false;/* propag phase */;12 while PendingList 6= ∅ do13 pop (i, a) from PendingList;14 if propagAC(Pia, Qia) then Qia ← ∅;15 else16 D ← D \ {(i, a)};17 if D(i) = ∅ then return false;18 foreah (j, b) ∈ D suh that (i, a) ∈ Djb do19 Djb(i) ← Djb(i) \ {a} ;
Qjb ← Qjb ∪ {(i, a)};20 PendingList ← PendingList ∪ {(j, b)};21 return true;valeur a de haque domaine D(i) omme étant uneopie de l'état ourant de P . Puis, à la ligne 5, lasuppression de haque valeur di�érente de a pour iest propagée dans P |i=a. Si un sous-problème Pia estar inonsistant, (i, a) est éliminée du problème �prin-ipal� P et ette suppression est propagée dans P(ligne 7). L'avantage de propager immédiatement dansle problème prinipal la SAC inonsistane de valeurstrouvée en ligne 5 est double. Premièrement, le sous-problème Pkc d'une valeur (k, c) retirée en ligne 7 avantsa séletion en ligne 2 ne sera jamais réé. Deuxième-ment, les sous-problèmes Pjb réés après la suppressionde (k, c) béné�ieront de ette propagation puisqu'ilssont réés par dupliation de P (ligne 3). Pour haquesous-problème Pjb déjà réé ave a ∈ Djb(i), (i, a) estplaée dans Qjb et Pjb est plaé dans PendingList pourune future propagation (lignes 9�10).Une fois la phase d'initialisation terminée, nous sa-vons que PendingList ontient toutes les valeurs (i, a)pour lesquelles des suppressions de valeurs SAC in-onsistantes (mémorisées dans Qia) n'ont pas enoreété propagées dans Pia. La boule de la ligne 12 pro-page es suppressions (ligne 14). Quand la propagationéhoue, ela signi�e que (i, a) est elle-même SAC in-onsistante. Elle est alors retirée du domaineD du pro-blème prinipal à la ligne 16 et haque sous-problème



Pjb ontenant (i, a) est mis à jour ainsi que sa liste depropagation Qjb pour une future propagation (lignes18�20).Une fois PendingList vidée, toutes les suppressionsont été propagées dans les sous-problèmes . Toutes lesvaleurs de D sont dès lors SAC onsistantes.Theorème 2 SAC-Opt est un algorithme de sin-gleton ar onsistane ayant sur les réseaux deontraintes binaires une omplexité temporelle op-timale en O(end3) et une omplexité spatiale en
O(end2).Preuve. Corretion. Supposons qu'une valeur a ait étéinjustement retirée de D(i). (i, a) a été retirée soit enligne 6 soit en ligne 16 pare que l'ar inonsistanede Pia a été trouvée. Si Pia a été identi�é omme arinonsistant pendant la phase d'initialisation (ligne 5)nous pouvons onlure immédiatement à la SAC in-onsistane de (i, a). Proédons par indution pourl'autre as. Supposons que toutes les valeurs préé-demment supprimées en ligne 16 étaient SAC inon-sistantes. Si l'ar inonsistane de Pia est détetée enligne 14 ela signi�e que Pia ne peut pas être renduar onsistant sans la présene de ertaines valeursSAC inonsistantes dans son domaine. Par onséquent,
(i, a) est SAC inonsistante et SAC-Opt est orret.Complétude. Grâe à la façon dont sont mises àjour PendingList et Qia aux lignes 8�10 et 18�20,nous savons qu'à la �n de l'algorithme, tous les sous-problèmes Pia sont ar onsistants. Par onséquent,pour toute valeur (i, a) restant dans P à la �n de SAC-Opt, P |i=a n'est pas ar inonsistant et (i, a) est donSAC onsistante.Complexité. L'étude de omplexité porte sur des ré-seaux de ontraintes binaires puisque la preuve d'opti-malité a été donnée uniquement pour es réseaux (maisSAC-Opt peut être employé quelle que soit l'arité desontraintes). Puisque n'importe quel algorithme deonsistane d'ar peut être utilisé dans l'implémenta-tion de notre algorithme de SAC, les omplexités tem-porelles et spatiales vont bien évidemment dépendrede e hoix. Traitons d'abord le as où un algorithmeoptimal en temps, omme AC-6 [5℄ ou AC2001 [6, 20℄est utilisé. La ligne 3 nous indique que la omplexitéspatiale sera nd fois elle de l'algorithme d'AC, 'est-à-dire O(end2). En e qui onerne la omplexité tem-porelle, la première boule opie les strutures de don-nées et propage la onsistane d'ar dans haque sous-problème (ligne 5), deux tâhes qui sont respetive-ment en nd ·ed et nd ·ed2. Dans la boule while (ligne12), la propagation de la onsistane d'ar peut êtreappelée nd fois pour haun des nd sous-problème. Ce-pendant, AC-6 et AC2001 étant tous deux inrémen-taux, la omplexité des nd restritions sur le même

problème est en ed2 et non en nd · ed2. Le oût to-tal de la propagation de la onsistane d'ar sur les
nd sous-problèmes est don en nd · ed2. Nous devonsajouter à ela la mise à jour des listes en lignes 8 et18. Dans le pire des as, les valeurs sont retirées une àune, et don nd valeurs sont plaées dans les nd listes
Q, onduisant à une mise à jour de PendingList en
n2d2. Si n < e, la omplexité temporelle totale est en
O(end3), e qui est optimal. 2Remarques. Nous avons hoisi de présenter les listes
Qia omme des listes de valeurs dont la suppressiondoit être propagée pare que l'algorithme d'ar onsis-tane utilisé n'est pas spéi�é ii et pare qu'une sup-pression de valeur est l'information la plus �ne quenous puissions avoir. Si un algorithme d'AC à grain�n est utilisé, omme AC-6, les listes seront utiliséesomme indiqué. Si 'est un algorithme à gros grainqui est utilisé, omme AC-3 [15℄ ou AC2001, seule estutile la onnaissane des variables dont le domaine aété modi�é. L'adaptation est immédiate.Nous devons souligner que si AC-3 est utilisé,la omplexité spatiale diminue à O(n2d2), mais laomplexité temporelle est quant à elle augmentée à
O(end4) du fait de la non optimalité d'AC-3.5 Optimalité Temporelle ontre Com-plexité SpatialeSAC-Opt ne peut pas être utilisé sur des réseaux deontraintes de grande taille du fait de sa omplexitéspatiale en O(end2). Il semble de plus di�ile d'at-teindre l'optimalité temporelle ave une omplexitéspatiale moindre. Un algorithme de SAC doit mainte-nir l'AC sur nd sous-problèmes P |i=a, et pour garan-tir une omplexité temporelle en O(ed2) sur es sous-problèmes nous devons reourir à un algorithme d'aronsistane optimal. Or, il n'existe pas d'algorithmed'AC optimal requiérant moins de O(ed) en espae, equi onduit à un espae en nd ·ed pour réaliser la SAC.Nous proposons dans ette setion d'abandonnerl'optimalité temporelle a�n d'obtenir un ompromissatisfaisant entre l'espae requis et la omplexité tem-porelle. A�n de ne pas disuter en des termes tropgénéraux, nous présentons ette idée sur une implé-mentation basée sur AC2001 et destinée aux réseauxde ontraintes binaires. Cette idée peut ependant êtreimplémentée en utilisant n'importe quel algorithmeoptimal d'AC, omme AC-6, et ave des ontraintesd'arité quelonque. L'algorithme SAC-SDS (SharingData Strutures) tente d'utiliser autant que possiblel'inrémentalité des algorithmes d'AC a�n d'éviter untravail redondant, mais sans reourir à la dupliationpour haque sous-problème P |i=a des strutures de



données requises par l'algorithme d'AC utilisé. Cet al-gorithme requiert don moins d'espae que SAC-Optmais n'est pas optimal en temps.Comme dans SAC-Opt, SAC-SDS mémorise pourhaque valeur (i, a) le domaine loal Dia du sous-problème P |i=a ainsi que sa liste de propagation Qia.Notons que ette présentation faisant l'hypothèse del'emploi de l'algorithme AC2001, Qia est une liste devariables j dont le domaine a été modi�é (dans SAC-Opt il s'agit d'une liste de valeurs (j, b) suppriméesde Dia). Comme dans SAC-Opt, grâe aux domainesloaux Dia nous savons quelles valeurs (i, a) peuventne plus être SAC onsistantes suite à la suppressiond'une valeur (j, b) : il s'agit des valeurs (i, a) tellesque (j, b) était dans Dia. Ces domaines loaux sontégalement utilisés pour éviter de reommener à zérohaque nouvelle phase de propagation d'AC dans lessous-problèmes. En e�et, Dia est exatement le do-maine à partir duquel il onvient de poursuivre la réa-lisation de l'AC suite à la suppression d'une valeur. Atitre de omparaison, haque nouvelle phase de pro-pagation de la onsistane d'ar dans SAC1 et SAC2reommene sur le domaine de P (refaisant un tra-vail prohe de elui réalisé lors de préédentes propa-gations) ar ils ne mémorisent pas les domaines desdi�érents sous-problèmes.Mais l'idée prinipale de SAC-SDS onsiste en eque ontrairement à SAC-Opt, il n'y a pas duplia-tion pour haque sous-problème Pia des strutures dedonnées utilisées par l'algorithme optimal d'AC. Lastruture de données n'existe qu'au niveau du pro-blème prinipal P . Dans le as d'AC2001, la struture
Last qui mémorise dans Last(i, a, j) la plus petite va-leur de D(j) ompatible ave (i, a) sur cij est réée etmise à jour uniquement dans P . Cependant, elle estutilisée par tous les sous-problèmes Pia pour éviter derefaire des tests de onsistane déjà réalisés dans P .SAC-SDS (Algorithme 2) opère ainsi : aprèsquelques initialisations (lignes 1�4), et tant quePendingList n'est pas vide, SAC-SDS retire une valeur
(i, a) de PendingList et propage la onsistane d'ardans Pia (lignes 6�9). Notons que �Dia=nil� signi�equ'il s'agit de la première réalisation de l'AC dans Pia,et Dia doit don être initialisé (ligne 8). Si Pia est arinonsistant, (i, a) est SAC inonsistante. Elle est paronséquent retirée de D (ligne 11) et ette suppressionest propagée dans le problème prinipal P au moyende la fontion propagMainAC (ligne 12). Chaque va-leur (i, a) supprimée de P est plaée dans l'ensembleDeleted (lignes 11 et 24). Cet ensemble est utilisé par
updateSubProblems (ligne 13) pour que les valeurs re-tirées de P soient supprimées des sous-problèmes, etpour mettre à jour les listes Qjb et PendingList pourune future propagation dans les sous-problèmes modi-

Algorithm 2: L'algorithme SAC-SDSfuntion SAC-SDS-2001 (inout P : problem) :Boolean;1 if AC2001(P ) then PendingList ← ∅ else returnfalse;2 foreah (i, a) ∈ D do3 Dia ← nil ; Qia ← {i};4 PendingList ← PendingList ∪ {(i, a)};5 while PendingList 6= ∅ do6 pop (i, a) from PendingList ;7 if a ∈ D(i) then8 if Dia = nil then
Dia ← (D \ D(i)) ∪ {(i, a)};9 if propagSubAC(Dia, Qia) then Qia ← ∅;10 else11 D(i) ← D(i) \ {a} ; Deleted ← {(i, a)} ;12 if propagMainAC(D, {i},Deleted) then13 updateSubProblems(Deleted)14 else return false;15 return true;funtion Propag Main/Sub AC(inout D : domain ; in

Q : set ; inout Deleted : set ) : Boolean;16 while Q 6= ∅ do17 pop j from Q ;18 foreah i ∈ X suh that ∃cij ∈ C do19 foreah a ∈ D(i) suh that
Last(i, a, j) 6∈ D(j) do20 if ∃b ∈ D(j), b > Last(i, a, j) ∧ cij(a, b)then21 Last(i, a, j) ← b22 else23 D(i) ← D(i) \ {a} ; Q ← Q ∪ {i} ;24 Deleted ← Deleted ∪ {(i, a)} ;25 if D(i) = ∅ then return false;26 return true;/* · · · in propagMainAC but not in propagSubAC */;proedure updateSubProblems(in Deleted : set);27 foreah (j, b) ∈ D | Djb ∩Deleted 6= ∅ do28 Qjb ← Qjb ∪ {i ∈ X | Djb(i) ∩Deleted 6= ∅} ;29 Djb ← Djb \Deleted;30 PendingList ← PendingList ∪ {(j, b)} ;�és.Il nous faut à présent insister sur la di�éreneentre propagMainAC, qui propage les suppressionsdans le problème prinipal P , et propagSubAC, quipropage les suppressions dans les sous-problèmes Pia.Les parties plaées dans des boites apparaissent dans

propagMainAC mais pas dans propagSubAC. La fon-tion propagSubAC, utilisée pour propager la onsis-tane d'ar dans les sous-problèmes, suit le même prin-ipe que l'algorithme de onsistane d'ar. La seuledi�érene tient au fait que la struture de données



de l'algorithme d'AC n'est pas modi�ée. Si on utiliseAC2001, ela signi�e que Last n'est pas mise à jouren ligne 21. En e�et, ette struture de données estutile pour réaliser l'AC plus rapidement dans les sous-problèmes (lignes 19�20) puisque nous savons qu'il n'ya pas de support pour (i, a) sur cij plus petit que
Last(i, a, j) dans P , et dans les sous-problèmes éga-lement par onséquent. Cependant, ette struture estpartagée par l'ensemble des sous-problèmes. Elle nedoit don pas être mise à jour par propagSubAC, si-non nous n'aurions plus la garantie que Last(i, a, j)soit enore le plus petit support dans les autres sous-problèmes et dans P . La struture Last est par ontremise à jour lors de la réalisation de l'AC dans Ppar propagMainAC. La ligne 24, qui permet de mé-moriser les valeurs retirées de D dans Deleted, estla seule di�érene ave AC2001. Ces suppressions ef-fetuées dans P peuvent diretement être réperu-tées dans les sous-problèmes au moyen de la fon-tion updateSubProblems sans qu'il ne soit utile dedéterminer à nouveau leur inonsistane dans les sous-problèmes.Theorème 3 SAC-SDS est un algorithme de SACayant une omplexité temporelle en O(end4) et uneomplexité spatiale en O(n2d2) sur les réseaux deontraintes binaires.Preuve. Corretion. Notons tout d'abord que la stru-ture Last n'est mise à jour que lors de la réalisation del'AC dans P de telle sorte que tout support de (i, a)dans D(j) soit plus grand ou égal à Last(i, a, j). Lesdomaines des sous-problèmes étant des sous-domainesde D, tout support d'une valeur (i, a) sur cij dansun sous-problème est également plus grand ou égal à
Last(i, a, j). Cei justi�e que propagSubAC puisse uti-liser la struture Last sans rainte de rater un sup-port (lignes 19�20). Une fois ette onstatation faite,la orretion déoule des mêmes raisons que pour l'al-gorithme SAC-Opt.Complétude. La omplétude tient au fait que toutesles suppressions sont propagées. Après l'initialisation(lignes 2-4), PendingList = D et par onséquent laboule prinipale de SAC-SDS va traiter haque sous-problème P |i=a au moins une fois. Chaque fois qu'unevaleur (i, a) est trouvée SAC inonsistante dans Pà ause de l'ar inonsistane de P |i=a (ligne 9) oupare que la suppression de valeurs SAC inonsis-tantes rend (i, a) ar inonsistante dans P (ligne 23de propagMainAC appelée en ligne 12), (i, a) est re-tirée des sous-problèmes (line 29), et PendingList etles listes de propagation loales sont mises à jour pourune future propagation (lignes 28 and 30). A la �n dela boule prinipale, PendingList est vide. Toutes lessuppressions ont don été propagées et pour haque

Nom de Complexité Complexitél'algorithme temporelle spatialeSAC1 O(en2d4) O(ed)SAC2 O(en2d4) O(n2d2)SAC-Opt O(end3) O(end2)SAC-SDS O(end4) O(n2d2)Tab. 1 � Les omplexités dans le pire as des algo-rithmes de SAC sur des ontraintes binaires.valeur (i, a) ∈ D, Dia est un sous-domaine ar onsis-tant non vide de P |i=a.Complexité. La struture Last demande un espaeen O(ed). Chaun des nd domaines Dia peut ontenir
nd valeurs et il y a au plus n variables dans les ndliste de propagation loales Qia. Puisque e < n2, laomplexité spatiale de SAC-SDS-2001 est en O(n2d2).Par onséquent, en termes d'espae requis, SAC-SDS-2001 est omparable à SAC2.Considérons à présent la omplexité temporelle.SAC-SDS-2001 ommene par dupliquer les domaineset par propager la onsistane d'ar dans haque sous-problème (lignes 8 et 9), deux tâhes qui sont respe-tivement en nd ·nd et en nd · ed2. Chaque suppressionde valeur est propagée à l'ensemble des sous-problèmes
P |i=a au moyen d'une mise à jour de PendingList, Qiaet Dia (lignes 27�30). Cei rélame nd ·nd opérations.La propagation de la onsistane d'ar peut être appe-lée au plus nd fois dans haun des nd sous-problèmes.Les domaines de haque sous-problème sont mémori-sés de façon à e que la propagation de l'AC dans lessous-problèmes ommene toujours ave des domainesdans l'état où ils étaient à la �n de la préédente pro-pagation. Ainsi, bien qu'il y ait plusieurs propagationsd'AC sur un même sous-problème, une valeur ne seratoujours supprimée qu'au plus une fois, et grâe à l'in-rémentalité de la onsistane d'ar, la propagationde es nd suppressions est en O(ed3) (La omplexitéoptimale en ed2 pour la onsistane d'ar sur es sous-problèmes ne peut pas être atteinte pare que la stru-ture néessaire pour garantir ette optimalité n'est pasdupliquée). Par onséquent, le oût total de la propa-gation de la onsistane d'ar est en nd ·ed3 et la om-plexité temporelle de SAC-SDS-2001 est en O(end4).

2Tout omme SAC2, SAC-SDS améliore la propa-gation de SAC1 puisque après la suppression d'unevaleur (i, a) de D, SAC-SDS ne teste la onsistaned'ar que des sous-problèmes P |j=b ayant (i, a) dansleurs domaines (et non tous les sous-problèmes ommele fait SAC1 ). Cette amélioration n'est ependant passu�sante pour avoir une meilleure omplexité tempo-relle que SAC1. SAC2 a d'ailleurs la même omplexité
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Fig. 1 � Temps pu sur des problèmes ave n = 100, d = 20, et densité= .05.temporelle en O(en2d4) que SAC1. SAC-SDS amélioreette omplexité pare qu'il mémorise le domaine ou-rant de haque sous-problème et peut ainsi ommenerhaque propagation ave des domaines dans le mêmeétat qu'à la �n de la propagation préédente1. De plus,nous pouvons espérer une amélioration de la om-plexité temporelle en moyenne puisque la struture
Last partagée permet de réduire le nombre de tests deontraintes requis, bien qu'elle ne su�se pas à obtenirune omplexité temporelle dans le pire as optimale.Ce gain potentiel ne peut être évalué qu'au moyend'une omparaison expérimentale des di�érents algo-rithmes de SAC. En�n, dans SAC1 et SAC2 haqueréalisation de l'AC dans un sous-problème doit êtreréalisée sur une nouvelle opie de D réalisée durantl'exéution (potentiellement nd · nd fois) alors qu'unetelle dupliation n'est réalisée qu'une seule fois pourhaque valeur dans SAC-SDS (en réant les sous-domaines Dia).Le tableau 1 réapitule les omplexités des algo-rithmes de SAC en supposant qu'ils s'appuient sur unalgorithme d'ar onsistane optimal.1Cei est indépendant de l'algorithme d'AC utilisé et une ver-sion basée sur AC-3 onserverait ette omplexité en O(end4).

6 Résultats ExpérimentauxNous avons omparé les performanes de algo-rithmes de SAC sur des réseaux de ontraintes binairesgénérés aléatoirement à l'aide du générateur de [12℄, le-quel produit des instanes du modèle B [18℄. Tous lesalgorithmes ont été implémentés en C++ et exéutéssur un Pentium IV-1600 MHz disposant de 512 Mo demémoire et ayant Windows XP pour OS. Di�érentsalgorithmes de onsistane d'ar ont été utilisés. Danse qui suit, nous notons SAC-1-X, SAC-2-X et SAC-Opt-X les versions de SAC1, SAC2 et SAC-Opt baséessur AC-X. L'implémentation de la liste de propagationde SAC2 a été réalisée en tenant ompte des reom-mandations faites dans [2℄. Pour haque ombinaisonde paramètres utilisée, 50 instanes ont été générées etnous mentionnons ii la moyenne des temps pu obte-nus sur es instanes.6.1 Réseaux de ontraintes peu densesLa �gure 1 montre les performanes sur des ré-seaux de ontraintes ayant 100 variables, des domainesomportant haun 20 valeurs et une densité de 5%(248 ontraintes). Ces réseaux sont relativement peudenses puisque les variables on haune inq voisins en
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Fig. 2 � Temps pu sur des problèmes ave n = 100, d = 20, et densité= 1.moyenne.Sur les problèmes dont la dureté ne dépasse pas 55%toutes les valeurs sont singleton ar onsistantes. Sures réseaux sous-ontraints les algorithmes de SAC vé-ri�ent la onsistane d'ar de haque sous-problème auplus une fois. Mémoriser des listes de supports (ommedans SAC2 ) ou des sous-domaines loaux (ommedans SAC-Opt et SAC-SDS ) est inutile. Un algorithmebrutal omme SAC1 est su�sant et 'est SAC-1-2001qui montre les meilleures performanes.Sur des problèmes ayant des ontraintes plus dures,quelques valeurs SAC inonsistantes sont supprimées.On peut observer un pi de omplexité pour une du-reté de 72%. Cependant, omme indiqué dans [2℄, lapropagation améliorée de SAC2 est inutile sur desréseaux de ontraintes peu denses et SAC2-X (aveX∈ {4, 6, 2001}) est toujours moins performant queSAC1-X sur les problèmes générés. Autour du pi deomplexité, SAC-SDS -2001 est lairement le plus per-formant. SAC-Opt-2001 et SAC1-2001 sont environ1,7 fois moins rapides, et les autres algorithmes sontentre 2,1 et 10 fois plus lents.

6.2 Réseaux de ontraintes densesLa �gure 2 montre les performanes sur des réseauxde ontraintes binaires omplets de 100 variables dontles domaines omportent haun 20 valeurs.SAC1 et SAC2 ont des performanes très prohes.Quand toutes les valeurs sont SAC onsistantes (du-reté inférieure à 37%) la struture de données supplé-mentaire de SAC2 est inutile puisqu'il n'y a auunepropagation. Cependant le oût de réation de ettestruture n'est pas important omparé au temps globalet SAC2 rélame don à peu près le même temps queSAC1. Autour du pi de omplexité, SAC2-X (aveX∈ {4, 6, 2001}) est un peu plus rapide que SAC1.SAC2 doit re-véri�er la onsistane d'ar dans moinsde sous-problèmes que SAC1 mais haune de es vé-ri�ation rélame autant de temps qu'ave SAC1. Surdes ontraintes très dures, SAC1 est plus rapide queSAC2 puisque l'inonsistane du problème est trou-vée ave très peu de propagation et la réation de lastruture de données de SAC2 est inutile.Contrairement à e qui est supposé dans [3℄, iln'est pas préférable d'utiliser AC-4 dans SAC1 (oudans SAC2 ) plut�t que AC-6 ou AC2001. L'intuitiononsistait à penser que puisque la struture de don-nées d'AC-4 n'a pas à être mise à jour, le oût de sa



réation serait faible omparé au pro�t qu'on pouvaiten espérer. On peut ependant onstater que SAC1 -4et SAC2 -4 sont bien plus oûteux que leurs versionsbasées sur AC-6 ou AC2001.Les meilleurs résultats sont obtenus en utilisantSAC-Opt-2001 et SAC-SDS-2001 qui sont entre 2,6et 17 fois plus rapides que les autres algorithmes auniveau du pi. Ces deux algorithmes ont une meilleurepropagation que SAC1 mais ils évitent également er-taines tâhes redondantes et réduisent ainsi le travailaompli sur haque sous-problème.7 ConlusionNous avons présenté SAC-Opt, le premier algo-rithme de SAC optimal en temps. Cependant, l'im-portante omplexité spatiale de et algorithme le rendinutilisable sur de grands réseaux de ontraintes. C'estpourquoi nous avons proposé SAC-SDS, un algorithmede SAC dont la omplexité temporelle n'est pas opti-male, mais qui requiert moins d'espae que SAC-Opt.Une évaluation expérimentale montre les bonnes per-formanes de es nouveaux algorithmes omparées àelles des algorithmes préédemment proposés. Ceionduit à envisager à nouveau l'utilisation de la SAComme une alternative à la onsistane d'ar pour �l-trer les valeurs des réseaux de ontraintes, ou du moinsà l'utiliser dans les parties les plus �prometteuses� duréseau. La singleton onsistane d'ar peut égalementêtre utilisée pour obtenir des heuristiques e�aes dehoix des variables à instanier, de manière similaireà e qui a été fait ave suès pour le problème SAT[1, 14℄.Référenes[1℄ Anbulagan. Extending unit propagation look-ahead of DPLL proedure. In Proeedings PRI-CAI'04, pages 173�182, Aukland, New Zealand,2004.[2℄ R. Barták and R. Erben. Singleton ar onsis-teny revised. In ITI Series 2003-153, Prague,2003.[3℄ R. Barták and R. Erben. A new algorithmfor singleton ar onsisteny. In ProeedingsFLAIRS'04, Miami Beah FL, 2004. AAAI Press.[4℄ P. Berlandier. Improving domain �ltering usingrestrited path onsisteny. In Proeedings IEEE-CAIA'95, 1995.[5℄ C. Bessière. Ar-onsisteny and ar-onsistenyagain. Arti�ial Intelligene, 65 :179�190, 1994.
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