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❆❜str❛❝t

❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ❞♦♠❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡❞✐✲
❝❛t❡❞ t♦ t✐♠❡❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❣❡♥ts✳ ❚✐♠❡❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
❞❡❧✐✈❡r t❤❡ ♠♦st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ t❤✐s r❡s♣♦♥s❡ ❤❛s
t♦ ❜❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❛t t❤❡ r✐❣❤t t✐♠❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s ✐❣♥♦r❡❞✳ ❚❤✐s ♠♦❞✐✜❡s
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ ♠♦st ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❛❣❡♥t ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞♦♠❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡
❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛♥ ❛❣❡♥t ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s✳
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✲
❞❡❧✐❜❡r❛t✐♦♥✲✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝②❝❧❡s ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛❣❡♥t✿ ✭✐✮ ❣❡ts ✐ts ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ✭t❤❛t
r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝②❝❧❡✮ ✭✐✐✮ ❡✈❛❧✉❛t❡s ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦rs t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
❛ s❡t ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡s❀ ✭✐✐✐✮ ❝♦♠♠✐ts ❛❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛t ♦♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ❛r❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞
❛♥❞ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛ ❝②❝❧❡✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt②
♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡
✉s✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ❙✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❢❡❛t✉r❡s ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❚♦ ♠❡❡t t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ②❡t ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥s♣✐r❡❞
❢r♦♠ ❘❊❙❚ ✭❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❙t❛t❡ ❚r❛♥s❢❡r✮ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❡♥t ❛❝t✐♦♥s ❛s
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ✇✐t❤✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ s❡t ♦❢
♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ✐ts ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣r❡❤❡♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ str❛✐❣❤t❢♦r✲
✇❛r❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ ♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧ ❤❛s ❤❡❧♣❡❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛
s❡r✐♦✉s ❣❛♠❡ ❢♦r ✉♣♣❡r ❧✐♠❜ r❡❤❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼❛♥② ❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ♠❛❞❡ ✇✐t❤✐♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ✭▼❆❙✮ ❝♦♠✲
♠✉♥✐t② t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s♦❢t✇❛r❡ s②st❡♠s ✉s✐♥❣ ❛❣❡♥ts
❛s ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ✽✵✬s ▼❆❙

✶



❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞
❞❛t❛ ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ▼❆❙ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
②❡t ❛s ❛ ♠❛✐♥str❡❛♠ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❢♦r s♦❢t✇❛r❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦
s♣❡❝✐❢② ❛♥ ❛❣❡♥t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡
s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

• ❊①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ♣r❛❣♠❛t✐s♠✿ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦s ♦♥ ❛❣❡♥t ♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ❛r❡ ♠♦st❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡s❡ ✇♦r❦s ♦✛❡r s♦❧✐❞ t❤❡♦r❡t✐✲
❝❛❧ ❜❛s✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡♦r✐❡s ❛❜♦✉t ❛❣❡♥ts ❛♥❞ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝✉❧t✉r❡ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐s ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s
❛❞♦♣t✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ❜❛s❡❞ ❛❣❡♥t✲♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❞✐✣❝✉❧t✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤②❜r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ ❧♦❣✐❝ t♦ ❡①♣r❡ss st❛t❡s ♦❢ ❛✛❛✐r
❛♥❞ ❧❡t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡❧②✳

• ❚❛r❣❡t r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✿ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❞②♥❛♠✐❝ ❛❣❡♥ts ❛r❡
t✐♠❡❧② ❜♦✉♥❞❡❞ t♦ r❡❛❝t ❛t ❛ ♣r♦♣❡r t✐♠❡✳ ❋❡✇ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ t❛❝❦❧❡❞ t❤✐s
✐ss✉❡ ❛♥❞ ❞❡❧✐❜❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✳
❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦ ♣r♦❣r❛♠
❛❣❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ s❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❆❣❡♥t✲❘❊❙❚
❢r❛♠❡✇♦r❦ ✉s❡❞ t♦ ✉♥✐❢② ❛❣❡♥t ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐t❤ ❘❊❙❚❀ s❡❝t✐♦♥ ✸♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢♦r♠❛❧
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡❀ s❡❝t✐♦♥ ✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛❣❡♥t ✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❱▼✮❀ s❡❝t✐♦♥ ✺ ♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♠♣❧❡ t❡st ❝❛s❡ ❛♥❞ ❛
❜❡♥❝❤♠❛r❦❀ s❡❝t✐♦♥ ✻♣r❡s❡♥ts r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s❀ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② s❡❝t✐♦♥ ✼❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡
♣❛♣❡r ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

✷ ❆❣❡♥t✲❘❡st ❋r❛♠❡✇♦r❦

❘❊❙❚ ✭❘❊♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t❡ ❚r❛♥s❢❡r✮ ✐s ❛♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ st②❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
❚✳ ❋✐❡❧❞✐♥❣ ❬✻❪ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ ❘❊❙❚ ✐s r❡s♦✉r❝❡✿ ❛ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ r❡s♦✉r❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs
✭✉r✐✮ ❬✷✷❪ ❛♥❞ ♦✇♥s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡✳ ❆❝❝❡ss t♦ ❛ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
❍❚❚P ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

• ❵♣✉t✬ ❛♥❞ ✬❞❡❧❡t❡✬ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st♦r❡ ❛♥❞ ❞❡❧❡t❡ r❡s♦✉r❝❡s

• ❵♣♦st✬ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ r❡s♦✉r❝❡

• ❵❣❡t✬ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡tr❡✐✈❡ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡✬s st❛t❡

❘❊❙❚ ❤❛s ❣❛✐♥❡❞ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛ ❞❡ ❢❛❝t♦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ st②❧❡ ♦❢
■♥t❡r♥❡❞ ❜❛s❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
❡✣❝✐❡♥❝② ♦✛❡r❡❞ ❜② ❘❊❙❚ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❡♥❝❛♣s✉✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s ✇✐t❤✐♥ r❡s♦✉r❝❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ♣r♦❝❡s❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ✉s❡ ❝♦❤❡r❡♥t❧② ♠✉❧t✐♣❧❡ st❛t❡❧❡ss t❤r❡❛❞s t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ r❡q✉❡sts✳ ❚❤❡
♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❘❊❙❚ ✐s ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✳ ❋r♦♠ ❛ s♦❢t✇❛r❡

✷



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ ❆❣❡♥t✲❘❊❙❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞✐♠✐♥✐s❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❡❛s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s✳

❲✐t❤✐♥ ▼❆❙ s♦♠❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ st②❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣
s♦❢t✇❛r❡ s②st❡♠s ❬✸✱ ✶✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❛r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛❣❡♥t ♦r ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ♣❡rs✐st❡♥❝② ❛♥❞ ❞❛t❛
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❆❣❡♥t✲❘❊❙❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✮ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s ❜♦t❤ ❘❊❙❚
❛♥❞ ▼❆❙ ❝♦♥❝❡♣ts ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

• ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♥t❛✐♥❡r ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞
❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❤❛♥❞❧❡s ❛❣❡♥ts✬ ❝♦♠♠❛♥❞s ✭♦r ✐♥✢✉❡♥❝❡s✮ t♦
❡✐t❤❡r ♠♦❞✐❢② r❡s♦✉r❝❡s✬ st❛t❡ ♦r r❡❛❞ t❤❡✐r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② ✬♣♦st✬ ❛♥❞ ✬❣❡t✬ ❝♦♠♠❛♥❞s

• ❘❡s♦✉r❝❡✿ ❛ r❡s♦✉r❝❡ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❛
✉r✐

• ❆❣❡♥t✿ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s ❛♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♣r♦❝❡ss t❤❛t r❡❛❞s r❡s♦✉r❝❡ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥s ❛s ✐♥♣✉ts ❛♥❞ s✉❜♠✐t ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

• ■♥✢✉❡♥❝❡✿ t❤❡ t❡r♠ ❵✐♥✢✉❡♥❝❡✬ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❵❝♦♠♠❛♥❞✬ ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ❛❣❡♥t
❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② ❞✐r❡❝t❧② ❛ r❡s♦✉r❝❡✬s st❛t❡✳ ❚❤✉s✱ ❛ r❡s♦✉r❝❡ st❛t❡ ♠♦❞✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥ ❛tt❡♠♣t t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

• ❘❡s♦✉r❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✿ ❛s s❛✐❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❛ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥
❛♥❞ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss ♦♥❧② t♦ t❤❡✐r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❘❡s♦✉r❝❡ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛s ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ✇✐❤t✐♥ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ❞❡❧✐❜❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

✸ ❆❣❡♥t ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡

✸✳✶ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

■♥✢✉❡♥❝❡s ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s s②♥t❛①✐❝ t❡r♠s ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ▲❡t N ❜❡ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ♥❛♠❡s ❛♥❞ V ❛ ❝♦✉t❛❜❧❡ s❡t ♦❢
✈❛❧✉❡s✳

❲❡ ❜✉✐❧❞ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❡r♠s S■♥✢✉❡♥❝❡ ❛s ❛ s②♥t❛①✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r
N ❛♥❞ V ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭✇✐t❤ n ∈ N, v ∈ V ✮✿

✸



S■♥✢✉❡♥❝❡ ::= ❣❡t n

♣♦st n v

♥❡✇ n

❞❡❧❡t❡ n

✵

❚❡r♠s ❢♦r r❡s♦✉r❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❜✉✐❧t s②♥t❛①✐❝❛❧❧② ♦✈❡r N ❛♥❞V ❛s
❢♦❧❧♦✇s ✭✇✐t❤ n ∈ N, v ∈ V ✮✿

S❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ::= r❡♣r n v

✵

✸✳✷ ❇❡❤❛✈✐♦r str✉❝t✉r❡

❈✉rr❡♥t ✇♦r❦s ♦♥ ❛❣❡♥t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢t❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s
♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✿ ✭✐✮ ❛♥ ❛❣❡♥t ❧❡✈❡❧ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ ❛♥ ❛❣❡♥t
❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ❡✈♦❧✈❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ❧❡✈❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥❛❧
♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♠♣r❡❤❡♥❞ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥❝❡r♥s ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❖✉r ♣r♦♣♦s❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s ❛♠♦♥❣
t❤❡s❡ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s✳
❙t✐❧❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ str✉❝t✉r❡ t♦ r❡✐❢② ❛❣❡♥ts✬ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t t❤❡✐r
♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ▲❡t C ❜❡ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ C ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✇❡r s❡t P(C) ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ s❡t ✉♥✐♦♥ ❛s
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛✇✳ ❆s ❛ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ str✉❝t✉r❡ (P(C),∪) ❛s (C,+)

▲❡♠♠❛ ✸✳✶ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ (C,+) ✐s ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠♦♥♦✐❞ ✇✐t❤ ✰ ❜❡✐♥❣ ✐❞❡♠✲
♣♦t❡♥t✳

❊①❛♠♣❧❡ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧
❛❣❡♥t✲♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❬✷✶❪✳ ▲❡t s✉♣♣♦s❡ ❛ t✉rt❧❡ ❛❣❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✿

C = {↑, ↓,→,←,penup,pendown, canMove}

❚❤❡s❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛ t✉rt❧❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠♦✈❡ ✐♥ ❢♦✉r
❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭✉♣✱ ❞♦✇♥✱ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t✮❀ ♣✉t ❞♦✇♥ ❛ ♣❡♥ t♦ st❛rt ❞r❛✇✐♥❣✱ t❛❦❡
♦✛ t❤❡ ♣❡♥ t♦ st♦♣ ❞r❛✇✐♥❣✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ✭❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ t❤❡ t✉rt❧❡ ❤❛s ❡♥♦✉❣❤ ❡♥❡r❣②✮

❋r♦♠ t❤✐s s❡t ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛✇✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ (→ +pendown) ∈ (C,+) ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ t✉r♥ r✐❣❤t ❛♥❞
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣✉tt✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ♣❡♥✳

✹



❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛✇ ✰ ✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r❞❡r ♦❢ t❛s❦s ❛r❡ ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t t + t = t ❛♥❞ u + v = v + u ❚❤✐s ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡①♣r❡ss ❜❡❤❛✈✐♦rs t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s❡✈❡r❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② (C,+, .) t❤❡ ❢r❡❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠♦♥♦✐❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛s
❣❡♥❡r❛t♦r t❤❡ s❡t (T, +)❀ ✳ ✭❞♦t✮ ✐s t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛✇✳

❊①❛♠♣❧❡ ❇② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✳ ✭❞♦t✮ ❧❛✇✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss ❛ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧
♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦
❡①♣r❡ss ❣✉❛r❞s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❢♦r♠❛❧❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✿
canMove.(→ +pendown) ∈ (T, +, .) t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✬❝❛♥▼♦✈❡✬ ♠✉st
s✉❝❝❡❡❞ ❜❡❢♦r❡ t✉r♥✐♥❣ r✐❣❤t ❛♥❞ st❛rt✐♥❣ t❤❡ ❞r❛✇ ♠♦❞❡✳

✸✳✸ ❈❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs

▼♦❞✉❧❛r✐t② ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ r❡✲✉s❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ s♦❢t✇❛r❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❚❤❡s❡
♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛r❡ ❛❜♦✉t ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠ ❛s s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ❡❛s✐❧② r❡✉s❡❞✱ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛♥❞ ❛ss❡♠❜❧❡❞✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r str✉❝t✉r❡ ❝❛♣t✉r❡s ♥❛t✉r❛❧❧② t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r✐t②✳
■♥ ❢❛❝t✱ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ✰ ♦r ✳ ✭❞♦t✮
❧❛✇s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ r❡✲✉s❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✜rst ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝✉st♦♠✐③❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤
❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ❆ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❢r♦♠ s❡t X t♦ Y ✱σ : X −→ Y ✐s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ σ : (X, +, .) → (Y,+, .) ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❳ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
❨ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✱ c✱ ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡✐r ✐♠❛❣❡ σ(c)

Xσ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❢r♦♠ X ✇✐t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦rs Cat(❜❡❤) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❖❜❥❡❝ts ❛r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r str✉❝t✉r❡s (C,+, .)

• ▼♦r♣❤✐s♠s ❛r❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✿f : (X, +, .)→ (Y,+, .)

• ■❞❡♥t✐t② ♠♦r♣❤✐s♠ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

• ▼♦r♣❤✐s♠ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐❢ s✐♠♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✿ f.g = f ◦ g

❈❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❧❡✈❡❧ ♦❢
❜❡❤❛✈✐♦r ❝✉st♦♠✐③❛t✐♦♥ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ s♦♠❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤ ♦t❤❡rs✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤✐s ✐s s✐♠♣❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❡r♠ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤✐s ✐s ❛♥
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❛♠♦♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ■♥
❢❛❝t✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥♦t❤❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜②
❝❤❛♥❣✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ♦✈❡rr✐❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳

✺



❊①❛♠♣❧❡ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ♠✐rr♦r t✉rt❧❡ ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐s
s✐♠♣❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✿

σ1(→) =←;σ1(←) =→;σ1(↓) =↑;σ1(↓) =↑ ❀

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ σ1 ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤✐s ❣✐✈❡s✿

x = ❝❛♥▼♦✈❡.(→ +♣❡♥❞♦✇♥) ✭✶✮

σ1(x) = ❝❛♥▼♦✈❡.(← +♣❡♥❞♦✇♥)

❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❜❛s❡ t✉rt❧❡ ✇❛♥ts t♦ ❣♦ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡✇ t✉rt❧❡ ❣♦❡s ✐♥ t❤❡
♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s❛❢❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♥▼♦✈❡
❝❛♣❛❜✐❧✐t②✿

σ2(❝❛♥▼♦✈❡) = ❙❛❢❡r❈❛♥▼♦✈❡
❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜✉✐❧❞s ❛ ❝❛t❡❣♦r② ❬✷❪ Cat(❜❡❤) s✐♠♣❧②

s❛②s t❤❛t s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠✐rr♦r t✉rt❧❡
✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝❛♥▼♦✈❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ❜② t❛❦✐♥❣ σ1 ◦ σ2 ❛s s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳
❙♦ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✶✮ ❜❡❝♦♠❡s✿

σ1 ◦ σ2(x) = ❙❛❢❡r❝❛♥▼♦✈❡.(← +♣❡♥❞♦✇♥)

✸✳✹ ❚❛s❦❣r❛♠ str✉❝t✉r❡

❚♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ♥❡❡❞s ✐♥♣✉t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛❣❡♥t✬s ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s✳ ❚♦
r❡♣r❡s❡♥t t❤✐s ✉♥✐t ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡t ♦❢
♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❛s❦❣r❛♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻ ❆ t❛s❦❣r❛♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❝♦✉♣❧❡ (t, i) ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ (B,+, .) ×
P(SPerception) ✇❤❡r❡ t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ i ✐s ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳

✸✳✹✳✶ ❚❛s❦❣r❛♠ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❆s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✉♥✐t ❛ t❛s❦❣r❛♠ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞❡✈✐❝❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼ ❆♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ M ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❜❧❛❝❦✲❜♦① ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ t❛s❦❣r❛♠ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡s✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤✐s
❞❡✈✐❝❡ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

M : (B,+, .)× P(SPerception) → P(SInfluence)

(t, i) 7→ M(t, i)

✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✻



M({l}, i) = evalM (l, i) ✭✷✮

M(∅, i) = ∅ ✭✸✮

M(u + v, i) = M(u, i) ∪M(v, i) ✭✹✮

M(u.v, i) =

{

M(u, i) ∪M(v, i) ✐✛ M(u, i) 6= ∅

∅ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
✭✺✮

▲❡♠♠❛ ✸✳✷ M ✐s ❛ ♠♦♥♦✐❞ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ (B,+) t♦ P(SInfluence)

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛♥② s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ❧❛❜❡❧ ✐s
❞✐r❡❝t❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✈✐❝❡❀ ✭✹✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s
❧✐♥❡❛r ♦♥ ✰ ❧❛✇✳ ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r♦✈❡ ❧❡♠♠❛ ✸✳✷✳ ✭✺✮ ❞❡✜♥❡s
❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ u.v✿ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst
♦♣❡r❛♥❞ ✐s ❛♥ ❡♠♣t②✲s❡t t❤❡♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ❛♥ ❡♠♣t②✲s❡t✳
❚❤✐s ♠♦❞❡❧s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ v ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ u✳

✸✳✹✳✷ ❚✐♠❡❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡
t♦ ♠❛♣ ❛♥② t❛s❦❣r❛♠ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s r❛✐s❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✿ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉ts✱ ❞♦❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛s❦❣r❛♠
t❡r♠✐♥❛t❡❄

❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ✉s✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡s ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡♦✉t✳
❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ t✐♠❡♦✉t ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ r❡t✉r♥s ❛♥ ❡♠♣t②✲s❡t
❛s r❡s✉❧t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✽ ❆ t✐♠❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ Mδ ✇✐t❤ ❛
t✐♠❡♦✉t δ ∈ N s✉❝❤ t❤❛t✿

Mδ(t, i) =

{

M(t, i) ✱ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t✐♠❡ ≤ δ

∅ ✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❲✐t❤✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✱ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛t t❤❡
r✐❣❤t t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡✐r s✉rr♦✉♥❞✲
✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❬✶✽❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥② ❞❡❧✐❜❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❤❛s t♦ ❜❡ t✐♠❡❧②
❜♦✉♥❞❡❞✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ t✐♠❡♦✉t ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞ t❤❡ ❞❡❧✐❜❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❤❛❧t❡❞
❛♥❞ ❛♥ ❡♠♣t②✲s❡t ✐s r❡t✉r♥❡❞ ❛s r❡s✉❧t✳

❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t ❧❡♥❣t❤② ❞❡❧✐❜❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ■♥
❢❛❝t✱ s❡✈❡r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s s✉❝❤ ❛s ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ st②❧❡ ♣❛ss✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❤❛❧t
t❤❡ ❞❡❧✐❜❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ st♦r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ❜❡❢♦r❡ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡♦✉t✱
r❡st♦r❡ t❤❡ st♦r❡❞ st❛t❡ t♦ r❡s✉♠❡ t❤❡ ❞❡❧✐❜❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ❝②❝❧❡ ✐s
st❛rt❡❞✳

✼



✸✳✺ ❋❧✉❡♥ts

❋❧✉❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② s✐t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✢✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❢❛❝ts
❛❜♦✉t s✐t✉❛t✐♦♥s ❬✽❪✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✢✉❡♥ts t♦ ❡①♣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
t❤❛t tr✐❣❣❡r ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ♦♥ r❡s♦✉r❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
✉s✐♥❣ s❡❧❡❝t♦rs✳ ❆ s❡❧❡❝t♦r ✐s ❛ ♣❛tt❡r♥ ✉s❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ s♦♠❡ ✉r✐ ❛♥❞ s❡❧❡❝t t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡✳ ❋♦r ❝♦♥❝✐s❡♥❡ss✱ t❤❡ ❢✉❧❧ s②♥t❛① ♦❢ ✢✉❡♥ts ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞❀
♦♥❧② ♥♦t❛t✐♦♥s ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡② ❛r❡ ❡①♣r❡ss ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾ ❋❧✉❡♥ts ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ s②♥t❛❝t✐❝ ❝♦♥str✉❝ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
P ::= exp

| ρi (P, ...)
︸ ︷︷ ︸

i ❡❧❡♠❡♥ts

exp ::= uri❴selector
| Ωi (exp, ...)

︸ ︷︷ ︸

i ❡❧❡♠❡♥ts

❲✐t❤ ρi ❜❡✐♥❣ ✉s✉❛❧ ❧♦❣✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✿ {⊤,⊥,¬,∧,∨} ❛♥❞ Ωi st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs s✉❝❤ ❛s =, 6=,≤, . . .

❊①❛♠♣❧❡ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t✉rt❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ s❡t✿
✉r✐ ❛ttr✐❜✉t❡s

❣r✐❞✿✴✴t✉rt❧❡s✴t✉rt❧❡★✶✵ ✭❝♦❧♦r✱r❡❞✮
❛❣❡♥t✿✴✴s❡❧❢ ✭❝♦❧♦r✱❜❧✉❡✮❀✭♠♦❞❡✱♣❡❛❝❡✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✢✉❡♥t ❝❤❡❝❦s t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t✉rt❧❡ ✐s ♥♦t ❛♥ ❡♥❡♠②✿

✭❣r✐❞✿✴✴t✉rt❧❡s✴④①⑥❬❝♦❧♦r❪ ✦❂ ❛❣❡♥t✿✴✴s❡❧❢❬❝♦❧♦r❪✮

∧✭❛❣❡♥t✿✴✴s❡❧❢❬♠♦❞❡❪❂✇❛r✮

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✢✉❡♥t ✐s ❢❛❧s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♥t❡①t
♠❛❦✐♥❣ t❤✐s ✢✉❡♥t tr✉❡ ❛rr✐✈❡s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭✢❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮ ❝❛♥ ❜❡
tr✐❣❣❡❞✳

✸✳✻ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦❧❧♦✇s ✐❞❡❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✾❪ t♦ ❡①♣♦s❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts
❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛s ❛ ✜rst✲❝❧❛ss ❡♥t✐t② ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠✳ ❋r♦♠ ❛♥ ❛❣❡♥t
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥t❛✐♥❡r ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❣❡♥ts ❤♦❧❞s t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♠♦♥ r❡s♦✉r❝❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡
❞❛t❛ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s✐♠♣❧② ♣♦st ❛♥❞ ❣❡t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❝♦♠♠♦♥ r❡✲
s♦✉r❝❡s s❤❛r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✉r✐✳ ❚❤✐s ✉♥✐✜❡s s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s s✉❝❤ ❛s
❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♠❡ss❛❣❡s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬✼❪

■♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❜❧❛❝❦✲❜♦① ✇✐t❤
t✇♦ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t♦✿ ✭✐✮ s❡♥❞ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t♦ ❛ r❡s♦✉r❝❡✱ ✭✐✐✮ ❛♥❞ ❣❡t ❛ r❡s♦✉r❝❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇✿ E(r) ❛♥❞
E ← p ✇❤❡r❡ r r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t②♣❡ ✬❣❡t✬ ❛♥❞ p ❛ r❡q✉❡st ♦❢ t②♣❡
✬♣♦st✬✳

✽



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❆❣❡♥t ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❤❛s❡s

✸✳✼ ❆❣❡♥t ❆❜str❛❝t ▼❛❝❤✐♥❡

✸✳✼✳✶ ❆❣❡♥t str✉❝t✉r❡

❆♥ ❛❣❡♥t ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs❀ ❛ s❡t ♦❢ ✢✉❡♥ts ❛♥❞
❛ s❡t ♦❢ tr✐❣❣❡rs t❤❛t r❡❧❛t❡ ✢✉❡♥ts t♦ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ ▲❡t C ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s❀ ❛♥ C✲❛❣❡♥t ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
❛ ✸✲✉♣❧❡ts (B,F,G) ✇❤❡r❡✿

• B : {bi ∈ (C,+, .)} ✐s ❛ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs

• F : {fi ∈ F} ✐s ❛ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✢✉❡♥ts

• G ⊆ F ×B ✐s ❛ tr✐❣❣❡r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✢✉❡♥ts ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs

✸✳✼✳✷ ❆❣❡♥t ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② s✉❣❣❡sts t♦ s♣❡❝✐❢② ❢♦r♠❛❧❧② ❛❧❧ st❛t❡s
♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤✐s ♠❛❝❤✐♥❡s ✐s
t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ r✉❧❡s ❧✐♥❦✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✶ ❆ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
✺✲✉♣❧❡t (s, b, i, o, n) ✇❤❡r❡✿

• s ∈ Z/5Z r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡❀ ✺ st❛❣❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝②❝❧❡✳

• b ⊆ B r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs

• i ∈ P(SPerception) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ❝✉rr❡♥t ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s

• o ∈ P(SInfluence) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ❝✉rr❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡s

• n ∈ N r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝②❝❧❡ ♥✉♠❜❡r✳

✾



✸✳✼✳✸ ❆❣❡♥t ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ❞②♥❛♠✐❝s

❚❤❡ ❛❣❡♥t ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✜✈❡ st❛❣❡s ✿

✶✳ ●❡t ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ♣❤❛s❡✿ t❤✐s ✐s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥t✬s
♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ❜② r❡tr✐❡✈✐♥❣ r❡q✉❡st❡❞ r❡s♦✉r❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

✷✳ ❊✈❛❧✉❛t❡ ✢✉❡♥ts ♣❤❛s❡✿ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❤❛s❡ ❛❧❧ ✢✉❡♥ts ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t♦ ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r tr✉t❤ ✈❛❧✉❡s

✸✳ ❙❡❧❡❝t ❜❡❤❛✈✐♦rs ♣❤❛s❡✿ t❤❡ ❧❛st ♣❤❛s❡ ❤❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ tr✉t❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢
✢✉❡♥ts ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐t t♦ s❡❧❡❝t tr✐❣❣❡r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs

✹✳ ❊✈❛❧✉❛t❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♣❤❛s❡✿ ❛❧❧ tr✐❣❣❡r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s
❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❛s❦❣r❛♠ t❤❛t ❛r❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡

✺✳ ❈♦♠♠✐t ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♣❤❛s❡✿ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦❣r❛♠s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s❡t ♦❢
✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❡♥❞s t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❝②❝❧❡ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❝②❝❧❡ ✐s st❛rt❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❤❡❛rt❜❡❛t s✐❣♥❛❧ ✐s r❡❝❡✐✈❡❞✳

❚❤❡s❡ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❜② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ r✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r✳
E ❛♥❞ Mδ r❡♣r❡s❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡✳

❣❡t ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s r✉❧❡

i′ = E(πget(o))

(0, b, i, o, n)→ (1, b, i′, o, n)
✭✻✮

❚❤✐s r✉❧❡ st❛t❡s t❤❛t ❛ ♥❡✇ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ s❡t✱ i′✱ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ♦♥❧②
✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ t②♣❡ ✬❣❡t✬ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
πget ❚❤❡s❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛r❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❛t r❡♣❧✐❡s ✇✐t❤ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✳

✢✉❡♥ts ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r✉❧❡

b′ = {t ∈ B| (f, t) ∈ G ∧ Hold(f)}

(1, b, i, o, n)→ (2, b′, i, o, n)
✭✼✮

❚❤✐s r✉❧❡ ❝♦♥str✉❝ts ❛ ♥❡✇ s❡t✱ b′✱ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ tr✐❣❣❡r❡❞ ❜②
❤♦❧❞✐♥❣ ✢✉❡♥ts✳

❜❡❤❛✈✐♦rs ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r✉❧❡

o′ =
⋃

x∈b Mδ(x, i)

(2, b, i, o, n)→ (3, b, i, o′, n)
✭✽✮

❇❡❤❛✈✐♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❛❦❣r❛♠s ✉s✐♥❣ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t✳
❚❤❡s❡ t❛s❦❣r❛♠s ❛r❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s✳
■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛r❡ r❡t✉r♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦t❡rt② t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ❡♥❛❜❧❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✉s✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞❡✈✐❝❡✳

✶✵



s✉❜♠✐t ✐♥✢✉❡♥❝❡s r✉❧❡

E ← π♣♦st✱♥❡✇✱❞❡❧❡t❡(o)

(3, b, i, o, n)→ (4, b, i, o, n + 1)
✭✾✮

❚❤✐s r✉❧❡s s✉❜♠✐t ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ t②♣❡ ✬♣♦st✬✱ ✬♥❡✇✬ ❛♥❞ ✬❞❡❧❡t❡✬ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛r❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ❝②❝❧❡
♥✉♠❜❡r ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳

r❡st❛rt ❝②❝❧❡ r✉❧❡
s✐❣♥❛❧✭❤❡❛rt❜❡❛t✮

(4, b, i, o, n)→ (0, b, i, o, n)
✭✶✵✮

❚❤✐s r✉❧❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡st❛rt ❛ ♥❡✇ ❝②❝❧❡ ❢♦r ❛♥ ❛❣❡♥t ✇❤❡♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ❤❡❛rt✲
❜❡❛t s✐❣♥❛❧✳

✸✳✽ ❋r♦♠ ❛❣❡♥ts t♦ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts s②st❡♠

❆ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ✐s ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❣❡♥ts t❤❛t ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧②
❜❡❤❛✈❡ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ❛♥❞ ❝r❡❛t❡ s②st❡♠ ❧❡✈❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❆❙ ❞♦❡s ♥♦t s♣❡❝✐❢② t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ♦✉r ❛❣❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s✉❣❣❡st t✇♦
s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts✿ ✭✐✮ ❤♦❧♦♥✐❝ s❡♠❛♥t✐❝s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs
❛ ▼❆❙ ❛s ❛ ❜✐❣❣❡r ❛❣❡♥t✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ r❡❞✉❝t✐♦♥✐st s❡♠❛♥t✐❝s t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜✲s②st❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts✳

✸✳✽✳✶ ❍♦❧♦♥✐❝ ▼❆❙

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✷ ▲❡t Ai : (Bi, Fi, Gi) ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② s❡t ♦❢ ❛❣❡♥t str✉❝t✉r❡s❀ ❆♥
❤♦❧♦♥✐❝ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠ ❜✉✐❧t ♦♥ Ai ✐s ❛♥ ❛❣❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

HAi
= (

⋃

Bi,
⋃

Fi,
⋃

Gi)

❚❤❡ s②st❡♠ HAi
✐s st✐❧❧ ❛♥ ❛❣❡♥t ❜✉✐❧t ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱

✢✉❡♥ts✱ ❛♥❞ tr✐❣❣❡rs✳

✸✳✽✳✷ ❘❡❞✉❝t✐♦♥✐st✐❝ ▼❆❙

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✸ ▲❡t Ai : (Bi, Fi, Gi) ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② s❡t ♦❢ ❛❣❡♥t str✉❝t✉r❡s❀ ❆♥ r❡✲
❞✉❝t✐♦♥✐st✐❝ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠ RAi

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤r❡❡ s❡t ✭❇✱❋✱●✮ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥s ♦❢ ❛❣❡♥ts✿

RAi
= (⊕Bi,⊕Fi,⊕Gi)

❙✐♥❝❡✱ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ✐s ❞✐s❥♦✐♥t ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❡❛❝❤ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ πi(R) t♦ ✐s♦❧❛t❡s t❤❡ i✲t❤ ❛❣❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ R✳

✶✶



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❤♦❧♦♥✐❝ ▼❆❙ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ t✉rt❧❡ ❛❣❡♥ts ✭✇❤✐❧❡ ❛♥❞
❣r❡②✮✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛s s②st❡♠ ✐s ❛t♦♠✐❝ ❢r♦♠ ❝②❝❧❡ n t♦ n + 1✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥✐st✐❝ ▼❆❙ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ t✉rt❧❡ ❛❣❡♥ts✳ ❊❛❝❤
❛❣❡♥t ❤❛s ✐ts ❝②❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❛❣❡♥ts✳

✸✳✽✳✸ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❤♦❧♦♥✐❝ ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥✐st✐❝ ▼❆❙

❆s ❛ ❤♦❧✐st✐❝ ▼❆❙ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t ✇❤✐❝❤ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦❧❧♦✇s
✇❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ➓✸✳✼✳✸✳

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥✐st✐❝ ▼❆❙ R ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐ts
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❣❡♥ts✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t πi(R) ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ➓✸✳✼✳✸✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❣❡♥ts ♦❢ ❛ ❤♦❧✐st✐❝ s②st❡♠ ❛r❡ ❛❧✇❛②s s②♥❝❤r♦♥✐s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r
❝②❝❧❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❇② ❝♦♥tr❛st ❛❣❡♥ts ♦❢ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥✐st✐❝ ▼❆❙ ❡✈♦❧✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
❛♥❞ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ♦✇♥s ✐ts ♦✇♥ ❝②❝❧❡ ♥✉♠❜❡r✳

❊①❛♠♣❧❡ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ t✉rt❧❡ ❛❣❡♥ts a1, a2 ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✿ ❛t
❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ t❤❡② ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❝❡❧❧✳

❲❤❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❤♦❧♦♥✐❝ ▼❆❙ H{a1,a2}t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✸ ✐❧❧✉str❛t❡s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ❜② ♠♦✈✐♥❣ ❜♦t❤
t✉rt❧❡s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛t♦♠✐❝ ❝②❝❧❡✳

❇② ❝♦♥tr❛st✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥✐st✐❝ ▼❆❙ R{a1,a2} ❦❡❡♣s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❡❛❝❤
❛❣❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣❡r ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡❛❝❤
❛❣❡♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❜② s❤♦✇✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s t♦
r❡❛❝❤ t❤❡ ✜♥❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ t✉rt❧❡s ❤❛✈❡ ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❝❡❧❧✳

✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡

❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ✐♥ ❬✶❪ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❉❙▲
❜② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ✭❢r♦♥t✲❡♥❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✲❡♥❞✮ ❛♥❞ ❡st❛❜✲
❧✐s❤✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭■❘✮✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥t ■❘ s♣❡❝✐✜❡s ❛♥ ❛❣❡♥t
♣r♦❣r❛♠ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ ✢✉❡♥ts ❛♥❞ tr✐❣❣❡rs✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❢r♦♥t✲❡♥❞s ❝❛♥ ❜❡

✶✷



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▼❆❙ ✐♥t❡r♣r❡t❡r

✉s❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛❣❡♥t ■❘s t❤❛t ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞
❜② t❤❡ ❛❣❡♥t ✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▼❆❙ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ✐s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ❛♥❞ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡
❢♦r✿ ✭✐✮ ✉♣❞❛t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ st❛t❡s ✇❤❡♥ ❣❡tt✐♥❣ ♥❡✇✱ ❞❡❧❡t❡ ❛♥❞ ♣♦st ✐♥✢✉❡♥❝❡s
❛♥❞ ✭✐✐✮ r❡tr✐❡✈✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❣❡t ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥t
✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❛❜str❛❝t ❛❣❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ➓✸✳✼✳✸✳
❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❛s❦❣r❛♠s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✐♦♥ ♦❢ ▼❆❙ ✐♥t❡r♣r❡t❡r t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢r♦♠
t❛s❦❣r❛♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❬✶✼❪✱
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ t♦ ❛ st❛t✐❝ ❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ t❤❛t ❛✈♦✐❞ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts
❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞✳ ❚❛s❦❣r❛♠s ❡①❤✐❜✐t s✉❝❤ ♣r♦♣❡rt② s♦ ❛ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞❡❞
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

✺ ❚❡st ❝❛s❡✿ ❆❣❡♥t ❙❡r✐♦✉s ●❛♠❡

❚♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧✲
♦♣❡❞ ✇❤✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❤❡❛❧t❤ ♦r✐❡♥t❡❞ s❡r✐♦✉s ❣❛♠❡ ♣r♦❥❡❝t ❢♦r ✉♣♣❡r
❧✐♠❜ r❡❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✭t❤❡ ♥❛♠❡ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞ t♦
❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧✐♥❞ r❡✈✐❡✇ ♣r♦❝❡ss✮ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ ♣❛t✐❡♥ts ♣❧❛② ♠♦✈❡✲
♠❡♥t ❜❛s❡❞ ❣❛♠❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r ❣❡st✉r❡✳ ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❣❛♠❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦
❜❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❞❥✉st ❣❛♠❡♣❧❛② t♦ ♣❛t✐❡♥t✬s s❦✐❧❧s✳ ▼♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡
❝❛♣t✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣❛♠❡ s②st❡♠ ♠✉st r❡❛❝t ❛t r❡❛❧✲
t✐♠❡✳ ❚♦ ❞❡✈❡❧♦♣ s✉❝❤ ✢❡①✐❜❧❡ s❡r✐♦✉s ❣❛♠❡s✱ t✐♠❡❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞
t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❧ ❣❛♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭s♣r✐t❡s ❛♥❞ ♥♦♥ ♣❧❛②✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡rs✮ ❆❧t❤♦✉❣❤ s❡✈✲
❡r❛❧ ❣❛♠❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❣❛♠❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ♣r❡②✲♣r❡❞❛t♦r ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ t❤✐s ❣❛♠❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t
❝♦♥tr♦❧s ❛ ♣r❡❞❛t♦r ❛♥❞ ✇❛♥ts t♦ ❝❛t❝❤ s❡✈❡r❛❧ ♠♦✈✐♥❣ ♣r❡②s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② s♦❢t✲
✇❛r❡ ❛❣❡♥ts✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❣❛♠❡ ❤❛s t♦ ♣❛② ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ♣❧❛②❡r✬s ❢r✉str❛t✐♦♥ ❜②
❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❝❛t❝❤✐♥❣ ♣r❡②s✳ ❚❤✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♣r❡②
❛❣❡♥ts✬ ❝②❝❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ t❤✐s ❝②❝❧❡ ✐s ❧♦♥❣✱ t❤❡ s❧♦✇❡r ♣r❡② ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧
r❡❛❝t ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❜② t❤❡ ✇❛② t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣❧❛②❡r st❛rts
s✉❝❝❡❡❞✐♥❣ ✐♥ ❝❛t❝❤✐♥❣ ♣r❡②s t❤❡ ❝②❝❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛❣❡♥ts
♠♦r❡ r❡❛❝t✐✈❡ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❧❛②❡r ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛❜❧❡ t♦
♠❛❦❡ ❝❛t❝❤❡s✳ ❆❣❛✐♥ t❤❡ ❛❣❡♥ts✬ ❝②❝❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣❛♠❡ ❤❛s

✶✸



❡①❝❡❡❞❡❞ ♣❛t✐❡♥t✬s s❦✐❧❧s✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ s✉❜s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤✐s ❣❛♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥
♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥❡❞✳

✺✳✶ ❘❡s♦✉r❝❡s

❚❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❛♠❡✿
❘❡s♦✉r❝❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❯❘■

❆r❡♥❛

❚❤✐s ✐s ❛ ✷❉ ❣r✐❞ ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♦❢ ❝❡❧❧s✳ ❊❛❝❤ ❝❡❧❧
❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭①✱②✮ ❛♥❞
❝❛♥ ❤♦❧❞ ❛♥ ❛❣❡♥t

✴❛r❡♥❛✴❝❡❧❧

Pr❡②
❘❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣r❡② ❛❣❡♥t✳
❆ttr✐❜✉t❡s ❛r❡✿ ❧♦❝❛t✐♦♥✱
✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❝②❧❡✳

✴♣r❡②

Pr❡❞❛t♦r
❘❡♣r❡s❡♥ts ♠♦✉s❡ ♣♦✐♥t❡r
❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❆ttr✐❜✉t❡s ❛r❡✿
❧♦❝❛t✐♦♥✳

✴♣r❡❞❛t♦r

✺✳✷ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r❡② ❛❣❡♥ts

✺✳✷✳✶ ❈❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✿

• ♠♦✈❡❴s❛❢❡ ✿ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧✱ ♠♦✈❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t

• ♠♦✈❡❴✉♥s❛❢❡ ✿ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❡r② ♥❡❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡
❛♥❞ ♠♦✈❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t

• r❡st♦r❡ ✿ ♥♦ ♣r❡❞❛t♦r ✐♥ s✐❣❤t✱ ❞♦♥✬t ♠♦✈❡ ❛♥❞ r❡st♦r❡ ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ t✐r❡❞

• ❞♦❴♥♦t❤✐♥❣

✺✳✷✳✷ ❋❧✉❡♥ts✿

• ♣r❡❞❛t♦r♥❡❛r ✿ t❤❡ ♣r❡❞❛t♦r ✐s ♥❡❛r

• ♣r❡❞❛t♦r✈❡r②♥❡❛r ✿ t❤❡ ♣r❡❞❛t♦r ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❝❤ r❛♥❣❡

• ✇❛❧❧♥❡❛r ✿ ❛ ✇❛❧❧ ✐s ✐♥ t❤❡ ♠♦✈❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤ ♦❜❥❡❝t

• t✐r❡❞ ✿ t❤❡ ♣r❡② ❛❣❡♥t ✐s t✐r❡❞✱ ❛♥❞ ❤✐s ✈❡❧♦❝✐t② ✐s♥✬t ✐♥ ❤✐s ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✇❡r

• ❛❞r❡♥❛❧✐♥❡ ✿ ❛❞r❡♥❛❧✐♥❡ ❝♦♦❧❞♦✇♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❜r✐❡❢
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳

✺✳✷✳✸ ❚r✐❣❣❡rs

ballnear ∧ ¬wallnear ∧ ¬ballverynear =⇒ movesafe

ballverynear ∧ ¬wallnear ∧ adrenaline =⇒ moveunsafe

✶✹



★❛❣❡♥ts❭★✐t❡r❛t✐♦♥ ✶✵✵ ✺✵✵ ✶✵✵✵

✶✵✵ ✵✱✵✾✼ s ✵✱✸✶✶ s ✵✱✺✹✾ s
✺✵✵ ✵✱✷✼✷ s ✶✱✹✾✶ s ✷✱✽✶✼ s
✶✵✵✵ ✵✱✺✻✺ s ✷✱✹✵✼ s ✺✱✶✼✾ s
✺✵✵✵ ✷✱✺✻✺ s ✶✷✱✽✷✽ s ✸✹✱✵✷✷ s

❋✐❣✉r❡ ✻✿ Pr❡②✲Pr❡❞❛t♦r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ r❡s✉❧ts ✭❨ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ❳ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts✮

★❛❣❡♥ts❭★✐t❡r❛t✐♦♥ ✶✵✵ ✺✵✵ ✶✵✵✵

✶✵✵ ✵✱✵✵✵✾✼ ✵✱✵✵✵✻✷ ✵✱✵✵✵✺✺
✺✵✵ ✵✱✵✵✷✼✷ ✵✱✵✵✷✾✽ ✵✱✵✵✷✽✷
✶✵✵✵ ✵✱✵✵✺✻✺ ✵✱✵✵✹✽✶ ✵✱✵✵✺✶✽
✺✵✵✵ ✵✱✵✷✺✻✺ ✵✱✵✷✺✻✻ ✵✱✵✸✹✵✷

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ t✐♠❡✴♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s

ballverynear ∧ ¬wallnear ∧ ¬adrenaline =⇒ movesafe

¬ballnear ∧ tired =⇒ restore

¬ballnear ∧ ¬tired =⇒ donothing

✺✳✷✳✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡

❚❤✐s ❝❛s❡ st✉❞② ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛❝❦❧❡ss ♣②t❤♦♥✳ ❙t❛❝❦✲
❧❡ss P②t❤♦♥ ✐s ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P②t❤♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■t
❛❧❧♦✇s ♣r♦❣r❛♠♠❡rs t♦ r❡❛♣ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤r❡❛❞✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t❤r❡❛❞s✳
❚❤❡ ♠✐❝r♦t❤r❡❛❞s t❤❛t ❙t❛❝❦❧❡ss ❛❞❞s t♦ P②t❤♦♥ ❛r❡ ❛ ❝❤❡❛♣ ❛♥❞ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t
❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✳ ❙♦♠❡ ✉s❡❢✉❧❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐t② ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❧✐❦❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❛s❦ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ❋♦r t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❛❝❦❧❡ss
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ❛s ❛ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡✳

✺✳✸ ❇❡♥❝❤♠❛r❦s

✶✺



❚❤❡ ❣❛♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
t♦ t❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❱▼✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❛❧②❡r ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②
❛ r❛♥❞♦♠ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞❛t♦r✳ ❘❡s✉❧ts✶ ♦❢ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✉s❡❞✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✿ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ t✐♠❡
♣r♦❣r❡ss❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣r❡tt② ❜❡❤❛✈✐♦✉r t❤❛t
❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤✐s
✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ st❛❝❦❧❡ss P②t❤♦♥ ❧✐❜r❛r② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❛s❦❣r❛♠s✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s❤♦✇s ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t✿ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛ st❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✴♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts✳
❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ▼❆❙ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ❛ st❡❛❞② r❡❣✐♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❞❡❧✐❜❡r❛t✐♥❣ ✐s st❛❜❧❡✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛s t❛s❦❣r❛♠s ❛♥❞ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ st❛❜❧❡ ♠✉❧t✐t❤r❡❛❞✐♥❣ ❧✐❜r❛r②✳

✻ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

❙✐♥❝❡ ❨✳ ❙❤♦❤❛♠ ❬✶✾❪ ❤❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❣❡♥t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ♠❛♥② ✇♦r❦s
❤❛✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥ ❛❣❡♥t st②❧❡ ♦❢ t❤✐♥❦✐♥❣✱ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ s②st❡♠s✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❬✹❪ ✇♦r❦s ♦♥ ❛❣❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✜ts
✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❜❡✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❞❡❝❧❛r❛✲
t✐✈❡ ♦r ✐♠♣❡r❛t✐✈❡✳ ❉❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❛✣❧✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❆■ ❤❡r✐t❛❣❡ ♦❢
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❛r❡❛ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✜♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s
❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ Pr♦❧♦❣ ❛♥❞ ❇❉■✱ ❧✐❦❡ ❆❣❡♥t❙♣❡❛❦ ❬✶✺❪ ♦r ✸❆P▲ ❬✶✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣r❡❛t
t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢r♦♠ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❜② ✉s✐♥❣ ♣r❡❞✐✜♥❡❞ r✉❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢t❡♥ s✉✛❡r ❢r♦♠ ♣r❛❝t✐❝❡s ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❛t ♦♥❝❡ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r
❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ st②❧❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❡♥t✐♦♥ ✇♦r❦s ❧✐❦❡ ❏❛❝❦ ♦r
❈▲❆■▼❙ ❬✺❪ t♦ ♠♦❞❡❧ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ✇♦r❦s ❜❡❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛
tr❛❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② ❘✳ ▼✐❧♥❡r ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✽✵✬s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ♣✉r❡❧② s②♥t❛❝t✐❝ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s r❡✇r✐t✐♥❣ r✉❧❡s✳ ❆s
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s ❛ ❜✐❣ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t
❡❛s② t♦ ❝♦♠♣r❡❤❡♥❞✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s❡♠❛♥t✐❝s
❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✉s❡s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ str✉❝✲
t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ♠♦r❡ r❡❛❞❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐ts ❞②♥❛♠✐❝s ❡❛s② t♦ ❡①♣r❡ss
❛♥❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥❞✳ P❡t❡r ◆♦✈❛❦ ❤❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❇❡❤❛✈✐♦✉r ❙t❛t❡ ▼❛❝❤✐♥❡ ❬✶✹❪
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
❑❘ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ ❘❊❙❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇✐t❤✐♥ r❡s♦✉r❝❡s✳

▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ r❡❛❧t✐♠❡ ❛❣❡♥ts ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇♦r❦s
♦♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝✉❧❝✉❧✉s ❬✶✸❪✱ ❡✈❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ❬✶✻❪✱ ■▼P❆❈❚ ❬✷✵❪ ❛♥❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❆❣❡♥t
❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❬✶✷❪✱ ❝♦♥s✐❞❡r t✐♠❡ ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠
❜✉t ❛r❡ ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞ t♦ ✐t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛❣❡♥t t♦ ♠❛❦❡

✶❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✿ ■♥t❡❧✭❘✮ ❈♦r❡✭❚▼✮✷ ❉✉♦ ❈P❯ ❊✼✸✵✵ ❅ ✷✳✻✻●❍③
r✉♥♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ▲✐♥✉① ❯❜✉♥t✉ ✾✳✵✹

✶✻



✐♥❢❡r❡♥❝❡s ✉s✐♥❣ Pr♦❧♦❣ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ❛❜♦✉t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧t✐♠❡ s②st❡♠s ❜✉t ♥♦t
s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❛❝t✉❛❧❧② r✉♥ r❡❛❧t✐♠❡ s②st❡♠s s✐♥❝❡ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜♦✉♥❞ t♦ ✇❛❧❧
❝❧♦❝❦✳

❖✉r ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡s ❢♦r♠❛❧❧② ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s t♦ r✉♥ t✐♠❡❧② ❜♦✉♥❞❡❞
❛❣❡♥ts ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ t✐♠❡❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦❣r❛♠s✳ ❇② s❛②✐♥❣ t❤❛t
✇❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣❛r❛❞✐❣♠ s❤✐❢t ✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛❣❡♥t✲❜❛s❡❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✳ ■♥
❢❛❝t✱ s✐♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ✜♥✐t❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❢❛❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦❣r❛♠s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✇❤❛t ♠❛tt❡rs ✐♥ ❛♥ ❛❣❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❛❧✲
t✐♠❡ s②st❡♠s ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❞❡✜♥✐♥❣ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs ❜✉t ❛ str❛t❡❣② t♦ ❛❞♦♣t
t♦ ❡①❡❝✉t❡ s♦♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✇❤✐❧❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ♦r ❝❛♥❝❡❧❧✐♥❣ ♦t❤❡rs✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♠♦st
❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❧❡ss ✐❢ ✐t ❣❡t ❞❡❧❛②❡❞ ❜② ♦t❤❡r
❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❢❛✐❧s ✐♥ ♠❡❡t✐♥❣ ✐ts t✐♠❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❞❡✜♥❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❜✉t ②❡t ♣♦✇❡r❢✉❧ ✇❛②
t♦ ♣r♦❣r❛♠ ❛❣❡♥t ♦r✐❡♥t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖✉r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ ❘❊❙❚ ❛r❝❤✐✲
t❡❝t✉r❡ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❛t
❣✉❛r❛♥t❡❡s ♠❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❆❖P ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❧✐❦❡ ❛❣❡♥t ❛✉t♦♥✲
♦♠② ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ❡♥t✐t② t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ r❡s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ❡①♣r❡ss❡s
❛ ✇❡❧❧ s♣❡❝✐✜❡s ❛❣❡♥t✬s ❝②❝❧❡✱ ✇✐t❤ ❝❧❡❛r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ st❡♣ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ❡♥s✉r❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ t✐♠❡❧②✲❜♦✉♥❞❡❞
♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✐♥ ❛ r❡❛❧ t❡st ❝❛s❡✱
❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ s❤♦✇s s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❋✉t✉r❡
✇♦r❦s ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❞❡s✐❣♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠
✐♥ t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ s❡r✐♦✉s ❣❛♠✐♥❣ t♦ ❞❡✜♥❡ r❡❛❧✲
t✐♠❡ ❣❛♠❡s ✉s❡❞ ✐♥ r❡❡❞✉❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♣♣❡r ❧✐♠❜✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞
s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s
❛❜♦✉t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧ ❡✈❡♥ts s✉❝❤ t♦ ♥♦t✐❢② ✉r❣❡♥❝② ❛♥❞ ❝❛♥❝❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡✲
❤❛✈✐♦rs ❞✉r✐♥❣ ❛ ❝②❝❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✇♦r❧❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✲
❞❡❧✐❜❡r❛t✐♦♥✲✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s t♦
❤❛♥❞❧❡ ✉r❣❡♥❝② ❛♥❞ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts✳ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝②❝❧❡s ✐s
❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆✳ ❱✳ ❆❤♦✱ ▼✳ ❙✳ ▲❛♠✱ ❘✳ ❙❡t❤✐✱ ❛♥❞ ❏✳ ❉✳ ❯❧❧♠❛♥✳ ❈♦♠♣✐❧❡rs✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡s✱
❚❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛♥❞ ❚♦♦❧s ✭✷♥❞ ❊❞✐t✐♦♥✮✳ ❆❞❞✐s♦♥ ❲❡s❧❡②✱ ✷ ❡❞✐t✐♦♥✱ ❆✉❣✉st
✷✵✵✻✳
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❬✷❪ ▼✳ ❇❛rr ❛♥❞ ❈✳ ❲❡❧❧s✳ ❈❛t❡❣♦r② ❚❤❡♦r② ❢♦r ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡✳ ❈❡♥tr❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ▼♦♥tr❡❛❧✱ ❈❛♥❛❞❛✱ t❤✐r❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ❆✉❣✉st ✶✾✾✾✳

❬✸❪ ❋✳ ▲✳ ❇❡❧❧✐❢❡♠✐♥❡✱ ●✳ ❈❛✐r❡✱ ❛♥❞ ❉✳ ●r❡❡♥✇♦♦❞✳ ❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t
❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❏❆❉❊✳ ❲✐❧❡②✱ ✷✵✵✼✳

❬✹❪ ❘✳ ❍✳ ❇♦r❞✐♥✐✱ ▼✳ ❉❛st❛♥✐✱ ❏✳ ❉✐①✱ ❛♥❞ ❆✳ ❊✳ ❋✳ ❙❡❣❤r♦✉❝❤♥✐✳ ▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t
Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✿ ▲❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❚♦♦❧s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙♣r✐♥❣❡r P✉❜❧✐s❤✐♥❣
❈♦♠♣❛♥②✱ ■♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✱ ✷✵✵✾✳

❬✺❪ ❆✳ ❊✳ ❋❛❧❧❛❤✲❙❡❣❤r♦✉❝❤♥✐ ❛♥❞ ❆✳ ❙✉♥❛✳ ❈❧❛✐♠ ❛♥❞ s②♠♣❛✿ ❆ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❛♥❞ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts✳ ■♥ ▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t Pr♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✾✺✕✶✷✷✳ ✷✵✵✺✳

❬✻❪ ❘✳ ❚✳ ❋✐❡❧❞✐♥❣✳ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❙t②❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ◆❡t✇♦r❦✲❜❛s❡❞ ❙♦❢t✲
✇❛r❡ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱ ✷✵✵✵✳

❬✼❪ ❉✳ ●❡❧❡r♥t❡r✳ ●❡♥❡r❛t✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❞❛✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s✳ Pr♦❣r❛♠✳
▲❛♥❣✳ ❙②st✳✱ ✼✭✶✮✿✽✵✕✶✶✷✱ ✶✾✽✺✳

❬✽❪ ●✳ ❉✳ ●✐❛❝♦♠♦ ❛♥❞ ❍✳ ❏✳ ▲❡✈❡sq✉❡✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❢♦r ❤✐❣❤✲
❧❡✈❡❧ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ s❡♥s✐♥❣✳ ■♥ ❍✳ ❏✳ ▲❡✈❡sq✉❡ ❛♥❞ ❋✳ P✐rr✐✱ ❡❞✐t♦rs✱ ▲♦❣✐✲
❝❛❧ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❛❣❡♥ts✿ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ❤♦♥♦r ♦❢ ❘❛② ❘❡✐t❡r✱
♣❛❣❡s ✽✻✕✶✵✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✾✾✳

❬✾❪ ❆✳ ●♦✉❛ï❝❤ ❛♥❞ ❋✳ ▼✐❝❤❡❧✳ ❚♦✇❛r❞s ❛ ✉♥✐✜❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✭s✮
✇✐t❤✐♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s✳ ■♥❢♦r♠❛t✐❝❛ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✷✾✭✹✮✿✹✷✸✕
✹✸✷✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✵❪ ❖✳ ●✉t❦♥❡❝❤t ❛♥❞ ❏✳ ❋❡r❜❡r✳ ❚❤❡ ♠❛❞❦✐t ❛❣❡♥t ♣❧❛t❢♦r♠ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳
■♥ ❘❡✈✐s❡❞ P❛♣❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❢♦r
▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❙②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✹✽✕✺✺✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ❯❑✱ ✷✵✵✶✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳

❬✶✶❪ ❑✳ ❱✳ ❍✐♥❞r✐❦s ❛♥❞ ❋✳ ❙✳ ❉✳ ❇♦❡r✳ ❆❣❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ ✸❛♣❧✳ ❆❆▼❆❙
❏♦✉r♥❛❧✱ ✷✿✸✺✼✕✹✵✶✱ ✶✾✾✾✳

❬✶✷❪ ❙✳ ❑✳ ❏✉r❣❡♥ ❉✐① ❛♥❞ ❱✳ ❙✉❜r❛❤♠❛♥✐❛♥✳ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❛❣❡♥t r❡❛s♦♥✐♥❣✳
✶✷✼✭✶✮✿✽✼✲✶✸✺✱ ✷✵✵✶✳

❬✶✸❪ ❏✳ ▼❝❈❛rt❤② ❛♥❞ P✳ ❏✳ ❍❛②❡s✳ ❙♦♠❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞✲
♣♦✐♥t ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✳ ■♥ ❇✳ ▼❡❧t③❡r ❛♥❞ ❉✳ ▼✐❝❤✐❡✱ ❡❞✐t♦rs✱▼❛❝❤✐♥❡
■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✹✱ ♣❛❣❡s ✹✻✸✕✺✵✷✳ ❊❞✐♥❜✉r❣❤ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✻✾✳ r❡♣r✐♥t❡❞
✐♥ ▼❝❈✾✵✳

❬✶✹❪ P✳ ◆♦✈á❦✳ ❚❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✿ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛r ❛❣❡♥ts✳ P❛✲
♣❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❆❆❆■ ❙♣r✐♥❣ ❙②♠♣♦s✐✉♠✱ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ❙❙✲✵✽✲✵✷✿ ❆r❝❤✐✲
t❡❝t✉r❡s ❢♦r ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❚❤❡♦r②✲❇❛s❡❞ ❆❣❡♥ts✱ ❆■❚❆✬✵✽✱❆❆❆■ Pr❡ss✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✺❪ ❆✳ ❙✳ ❘❛♦✳ ❆❣❡♥ts♣❡❛❦✭❧✮✿ ❇❞✐ ❛❣❡♥ts s♣❡❛❦ ♦✉t ✐♥ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡
❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ♣❛❣❡s ✹✷✕✺✺✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✾✻✳
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❬✶✻❪ ▼✳ ❙✳ ❘✳❑♦✇❛❧s❦✐✳ ❆ ❧♦❣✐❝✲❜❛s❡❞ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❡✈❡♥ts✳ ✻✼✾✺✱ ✶✾✽✻✳

❬✶✼❪ P✳ ❘♦❡✳ P❛r❛❧❧❡❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▲❛♥❣✉❛❣❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱
●❧❛s❣♦✇ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✶✾✾✶✳

❬✶✽❪ ❙✳ ❘✉ss❡❧❧ ❛♥❞ P✳ ◆♦r✈✐❣✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✿ ❆ ▼♦❞❡r♥ ❆♣♣r♦❛❝❤✳
Pr❡♥t✐❝❡✲❍❛❧❧✱ ❊♥❣❧❡✇♦♦❞ ❈❧✐✛s✱ ◆❏✱ ✷♥❞ ❡❞✐t✐♦♥ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✾❪ ❨✳ ❙❤♦❤❛♠✳ ❆❣❡♥t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✻✵✿✺✶✕✾✷✱
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