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✇❛st❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛✉t❤♦r✐t②✱ ❡t❝✳✮✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✉s❡r ♣r❡❢❡r✲
❡♥❝❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♦♥t♦❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ st❛❦❡✲
❤♦❧❞❡rs ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡✐r ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❡①♣❡rt✐s❡✳ ❙✐♥❝❡ s❡✈❡r❛❧ ❛s✲
♣❡❝ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❈❖✷ ❛♥❞ ❖✷ ♣❡r♠❡❛♥❝❡✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✱ s❛♥✐t❛r②✱ ❝♦st✱ ❡♥❞ ♦❢ ❧✐❢❡✱ ❡t❝✳✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❧❡❝t ♦❜❥❡❝ts✱
❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss✴r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦r ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡♥ ✐♥ t❤✐s
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✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s ✜♥❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss ❛♥❞✴♦r ❡♥r✐❝❤ ❛
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str✉❝t✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦♦❞ ✐♥❞✉str②✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t
❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❙✉♣♣♦rt ❙②st❡♠ ✭❉❙❙✮ ❢♦r ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ s❡❧❡❝✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❉❙❙ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐st ♦❢ t✇♦ st❡♣s✿ ✭✶✮ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧② ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣
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♥❡❡❞s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♣❛rt✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✭✷✮
q✉❡r②✐♥❣ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣s ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
❛t ♣♦✐♥t ✭✶✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❛❝❦ ❝❤❡❡s❡✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
♣❡r♠❡❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡✐r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t✿ ✏❛ ✇❤❡❛t ❣❧✉t❡♥ ❜❛s❡❞ ♠❛✲
t❡r✐❛❧ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝❤❡❡s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♦✛❡rs ❛ ❣♦♦❞ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❝♦♥✲
tr♦❧✧✱ ❛♥❞ ❝❤❡❡s❡ ♣r♦❞✉❝❡rs ❝❛♥ r❡t♦rt ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r✲❛r❣✉♠❡♥t
✏❛ ❣❧✉t❡♥ ❧❛②❡r ❝❛♥♥♦t ♣✉t ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❝❤❡❡s❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝t❡r✐❛ ✐♥ t❤❡
❝r✉st ✇♦✉❧❞ ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣✧✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
♣❛❝❦❡❞ ❢♦♦❞ ❛s♣❡❝t✳ ■♥ t❤✐s r❡❛❧ ❝❛s❡✱ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦r ❝r✐t❡r✐❛ ✭♣❡r♠❡❛♥❝❡✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛❝❦❡❞ ❢♦♦❞✱
❡♥❞ ♦❢ ❧✐❢❡✱ ❡t❝✳✮✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss❡❞ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs✬ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❚❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✻❪✿ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡①♣❡rts ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❥✉st✐❢②
✇❤② ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ✭♦r s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣s✮ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❆r❣✉✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❬✶✸✱ ✹✱ ✷✵❪ ✐s ❛❝t✐✈❡❧② ♣✉rs✉❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱
s♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡✈❡♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐ ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡❝✐s✐♦♥
♠❛❦✐♥❣ ❬✷❪✳

❚❤❡s❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s②❧❧♦❣✐s♠ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥
t❤❛t ❛❧❧ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ✇❡❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡✱ ❛♥❞
s✐♥❝❡ ✇❤❡❛t ❣❧✉t❡♥ ❜❛s❡❞ ♠❛t❡r✐❡❧ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛t♠♦s♣❤❡r❡
♣❛❝❦❛❣✐♥❣✱ t❤❡♥ ✐t ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦♦✳ ❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ r❡❛s♦♥✲
✐♥❣✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ str✉❝t✉r❡❞ ❢♦r♠❛t ❢♦r ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❡①♣r❡ss t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ r✉❧❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡
t❡①t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ r❡❧② ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ♦♥ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡❞ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥
s②st❡♠ ❬✶✱ ✶✾✱ ✶✼❪ s✐♥❝❡ ✐t ✭✐✮ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s
❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝ts ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✱ ✭✐✐✮ ❞❡✜♥❡s ❛tt❛❝❦s ❛♥❞ ❞❡❢❡❛t
r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥✢✐❝t ♥♦t✐♦♥✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦
❛ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❡t✲❜❛s❡❞ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❝♦♥s✐❞❡r ❝❡rt❛✐♥ s✉❜s❡ts ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❣✐❝s t♦ ❞❡✜♥❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ r✉❧❡s
❢♦r♠✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❢♦r t❤❡✐r ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ tr❛❞❡ ♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❣♦♦❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢
❡①♣r❡ss✐✈✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ✉s❡
t❤❡ ❉▲❘✲▲✐t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❣✐❝ ❬✶✶✱ ✼❪ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
t♦ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛ ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ t❛❜❧❡s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢
q✉❡r②✐♥❣✳ ❈♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② m✲❛r② r❡❧❛t✐♦♥s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ s❡ts ♦❢ t✉♣❧❡s
❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ♥❛t✉r❛❧ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♥❝❡♣ts✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥

✷



♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❤❛r♥❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❡r②✐♥❣ ♣❤❛s❡✳
❙t❛❦❡❤♦❧❞❡r✬s s❡t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts i ✐s t❤❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❢❛❝ts ❛♥❞

r✉❧❡s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡s KIi
✳ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② st❛❦❡❤♦❧❞❡r

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ K =
⋃

i=1,...,n KIi
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ ❆❙P■❈❬✶❪ ❛r✲

❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❆❙P■❈ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡q✉✐♣♣❡❞
✇✐t❤ ❛ ❝♦♥tr❛r✐♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❡rt❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥❢❡r✲
❡♥❝❡ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❛tt❛❝❦ ❛♥❞ ❞❡❢❡❛t r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s
❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣♦st✉❧❛t❡s ✭❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✉♥❞❡r ❝❧♦s✉r❡ ♦❢
str✐❝t r✉❧❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t✳
❆❙P■❈✰ ❬✶✾✱ ✶✼❪ ❡①t❡♥❞s ❆❙P■❈ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②s ❜✉t t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s
❛r❡ ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❧♦❣✐❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ✐♥ t❤✐s r❡♣♦rt✳ ❚❤❡
❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈✐t②✮ t❤✉s t❤❡ ❆❙P■❈ ❞❡✜♥❡❞
❛r❣✉♠❡♥t ❛♥❞ ❛tt❛❝❦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡♣♦rt ✐s t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝r✐t❡r✐♦♥✱
❝❛❧❧❡❞ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♦r ❛s♣❡❝t✱ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠ t♦ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t ❛r❣✉✲
♠❡♥ts s♦❧❡❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ♦♥ ✐t✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ q✉❡r② ♦♥
t❤❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡♣♦rt ✐s t♦ ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ✐♥❞✉str✐❛❧ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❊❝♦❇✐♦❈❛♣ ♣r♦❥❡❝t✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ❆❙P■❈ ✇✐t❤ t❤❡
❉▲❘✲▲✐t❡ ❧♦❣✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡①♣❡rt ♦♥t♦❧♦❣✐❡s ✐♥ t❤✐s r❡❛❧ ✇♦r❧❞ s❝❡♥❛r✐♦✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❉❙❙ ❢♦r t❤❡ ❊❝♦❜✐♦❝❛♣
♣r♦❥❡❝t✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❉▲❘✲▲✐t❡ ❜❛s❡❞ ❛r✲
❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❆❙P■❈✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❡①t ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t ✐ts
❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts
t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❡st ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ s✉♠s ✉♣ s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞
✇♦r❦s✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡
s♦♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

✷ ❆ ❉❙❙ ❢♦r t❤❡ ❊❝♦❜✐♦❈❛♣ ♣r♦❥❡❝t

❚❤❡ ❊❝♦❜✐♦❝❛♣ ✇♦r❦✢♦✇ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✼ ✇♦r❦ ♣❛❝❦❛❣❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❲P ✐♥
✜❣✉r❡ ✶✳ ❆s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❲P✶✱ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧
❝♦♥❝❡r♥s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ s✉♣♣♦rt s②st❡♠ ✭❉❙❙✮
❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉s❡rs t♦ s❡❧❡❝t ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✉❝❤ ❛s♣❡❝ts✳ ❚❤❡
❉❙❙ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✿ ✭✐✮ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ q✉❡r②✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ ❊❝♦❇✐♦❈❛♣ ✇♦r❦✢♦✇✳

❛ ❜✐♣♦❧❛r q✉❡r②✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✶✷❪ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ❞❛t❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦♦❞ ♣r♦❞✉❝t t♦ ♣❛❝❦ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
♣❡r♠❡❛♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣✱ ✐ts s❤❛♣❡✱ ❡t❝✳✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❛♥ ❛r✲
❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s s✐♠♣❧❡ t❡①t ❛r❣✉♠❡♥ts✱ t♦ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ q✉❡r②✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❜②
st❛❦❡❤♦❧❞❡rs✬ ❥✉st✐✜❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥✲
t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡s♣✐r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡❞ ❢♦♦❞✱ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ❞❛t❛❜❛s❡
st♦r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭O2 ❛♥❞ CO2 ♣❡r♠❡❛♥❝❡✱
❜✐♦❞❡❣r❛❞❛❜✐❧✐t②✱ tr❛♥s♣❛r❡♥❝②✱ ❡t❝✳✮✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ s♣❡❝✐❢② s♦♠❡ ♣r❡❢❡r✲
❡♥❝❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ st♦r❛❣❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣✱
❡t❝✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ♦r ♦♣t✐♦♥❛❧✳ ❚❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❡s t❤❡s❡ ✐♥♣✉ts t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡r♠❡❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t✐❡s t❤❡
❜❡st s❤❡❧❢ ❧✐❢❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛❝❦❡❞ ❢♦♦❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡r♠❡❛♥❝❡ ❛r❡ ♠✐①❡❞
✇✐t❤ ♦t❤❡r ✉s❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❢♦r♠ ❛ ❜✐♣♦❧❛r q✉❡r② ❛❞❞r❡ss❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣
❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ r❡t✉r♥❡❞ ❧✐st ♦❢ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ✐s r❛♥❦❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st t♦ t❤❡ ❧❡❛st
r❡❧❡✈❛♥t ♦♥❡ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❚♦ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ✉s❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❞✐✛❡r❡♥t s✉r✈❡②s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t

✹



❛♠♦♥❣ t❤❡ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣✿ r❡s❡❛r❝❤❡s✱ ♣❛❝❦✲
❛❣✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❡s✱ ❢♦♦❞ ♣r♦❞✉❝❡rs✱ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ❛s❦❡❞ q✉❡st✐♦♥s ❛r❡
❛❜♦✉t ❝♦st✱ ❡♥❞ ♦❢ ❧✐❢❡✱ ❜✐♦❞❡❣r❛❞❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥❛♥♦✲♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡
♣❛❝❦❛❣✐♥❣✱ ❡t❝✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ s✉r✈❡②s✱ t❤❡ st❛❦❡❤♦❧❞✲
❡rs ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛s♦♥s
t❤❛t ❥✉st✐❢② t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣❡r♠✐ts t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♣r✐♦r✐t② t♦ ❝r✐✲
t❡r✐❛ ♦✈❡r ♦t❤❡rs✱ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜✐♣♦❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠❛♥❞❛t♦r② ❛♥❞
♦♣t✐♦♥❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s❛♥✐t❛r② ❝r✐t❡r✐❛ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡❞ ❢♦♦❞ ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ t❤❡ ❝♦❧♦r ♦r t❤❡
tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
✉s❡❞ ❛s ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❜✐♣♦❧❛r q✉❡r②✳ ❇✉t✱ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❙❙✱
t❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s q✉❡r②✐♥❣
♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡s❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ s❡❡♥ ✐♥ t❤✐s r❡♣♦rt ❛s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣r♦s
♦r ❝♦♥s s♦♠❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦r ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❥✉st✐❢② ✇❤② ❛ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ✐s ❜❡tt❡r
t❤❛♥ ❛♥♦t❤❡r ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ ❜✐♣♦❧❛r q✉❡r②✐♥❣ s②st❡♠✳ ❙♦✱
✇❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ❤♦✇ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛
str✉❝t✉r❡❞ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❥✉st✐✜❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❡r②✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

✸ ❖♥t♦❧♦❣②✲❜❛s❡❞ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r②

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ♦✉r ❆❙P■❈ ❛r❣✉♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ s②st❡♠ AS ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉▲❘✲▲✐t❡ ♦♥t♦❧♦❣② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐♦♥✳

✸✳✶ ▲❛♥❣✉❛❣❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s r❡♣♦rt✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝r✐s♣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉③③② ❉▲❘✲▲✐t❡
❬✶✶✱ ✽❪ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡✳

✸✳✶✳✶ ❆ r❡♠✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❉▲❘✲▲✐t❡

❆ ❉▲❘✲▲✐t❡ ✐s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉③③② ❉▲❘✲▲✐t❡ ❬✶✶✱ ✽❪ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ t♦
❝r✐s♣ ❢❛❝ts✱ r✉❧❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❆ ❉▲❘✲▲✐t❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❢❛❝ts ✭F✮ ❡①tr❛❝t❡❞
❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛❜str❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✭Abs✮ ❛♥❞ ❛♥ ♦♥t♦❧♦❣② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭O✮✳

❚❤❡ ❢❛❝ts ❝♦♠♣♦♥❡♥t F ❝♦♥t❛✐♥s t✉♣❧❡s ❢r♦♠ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ t❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
R(c1, ..., cm)✱ ✇❤❡r❡ R ✐s ❛♥ m✲❛r② r❡❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♦♥t♦❧♦❣② ❝♦♠♣♦♥❡♥t O ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛①✐♦♠s✳
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■♥❝❧✉s✐♦♥ ❛①✐♦♠s ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠ (R1 ⊓ R2 ⊓ ... ⊓ Rl ⊑ Rl′)✱ ✇❤❡r❡ l ≥ 1✱
Ri,i=1,...,l ❛♥❞ Ri′ ❛r❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛r✐t②✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡s ❛
s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❜✉✐❧t ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
m✲❛r② r❡❧❛t✐♦♥s Ri,i=1,...,l ❛♥❞ t❤❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ Ri′ ✳

Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❛①✐♦♠s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣ts ❜② ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥s
❢r♦♠ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ t❛❜❧❡s✳ ❙✐♠♣❧❡ ❛♥❞ r❡str✐❝t❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡
❢♦r♠❡r ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ∃[i1, ..., ik]R✱ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥ R
♦♥ ❝♦❧✉♠♥s i1, ..., ik✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ∃[i1, ..., ik]R.
(Cond1⊓...⊓Condh)✱ ❛♥❞ r❡str✐❝ts t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ R ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
Condi,i=1...h ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ([i]θv)✱ s✉❝❤ t❤❛t θ ∈ {<,≤,=, 6=, >,≥} ❛♥❞ v ✐s ❛
✈❛❧✉❡✳

❚❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Abs ❞❡✜♥❡s st❛t❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss r❡❧❛✲
t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♥t♦❧♦❣② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ t✉♣❧❡s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝ts ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❙✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✲
✜♥❡❞✳ ❙✐♠♣❧❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ st❛t❡♠❡♥t ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ R1 7−→ R2(c1[t1], ..., ck[tk])✱
✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t k✲❛r② r❡❧❛t✐♦♥ R1 ∈ O ✐s ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥
❝♦❧✉♠♥s ci ♦❢ t②♣❡ ti, i = 1, ..., k ♦❢ t❤❡ m✲❛r② t❛❜❧❡ R2✱ s✉❝❤ t❤❛t k ≤ m✳
❈♦♠♣❧❡① ❛❜str❛❝t✐♦♥ st❛t❡♠❡♥t ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ R1 7−→ (t1, ..., tk).sql✱ ✇❤❡r❡ R1

✐s ❛ k✲❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ O ❛♥❞ sql ✐s ❛♥ ❙◗▲ q✉❡r② ✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥s k✲❛r② t✉♣❧❡s
〈t1, ..., tk〉✳

✸✳✶✳✷ ❉▲❘✲▲✐t❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✿ t❤❡ s②♥t❛①

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭m✲❛r② r❡❧❛t✐♦♥s R✮✳ ❆♥ m✲❛r② r❡❧❛t✐♦♥
ρ(a1, ..., am) ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❝❡♣t ♠❛❞❡ ♦❢ m ❛ttr✐❜✉t❡s a1, ..., am ❢r♦♠ ❛
❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛✳ ❊❛❝❤ ❛ttr✐❜✉t❡ ai ❞❡✜♥❡s ❛ ❞❛t❛ ♣r♦♣❡rt② ✇❤✐❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡s
❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ρ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ai✳ ❚❤❡ ❝❛rt❡✲
s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ a1, ..., am ❢♦r♠s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ρ✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ m✲❛r② r❡❧❛t✐♦♥s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ℜ✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛❜♦✉t ♣❛❝❦❛❣✐♥❣s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
m✲❛r② r❡❧❛t✐♦♥ P❛❝❦❛❣✐♥❣ ✭✐❞✱ ❝♦❧♦r✱ s❤❡❧✢✐❢❡✱ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣❚②♣❡✱ ♠❛t❡✲
r✐❛❧✱ ❝♦st✮ ♦❢ ❛r✐t② 7✳

❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭π✮✱ r❡str✐❝t✐♦♥ ✭σ✮✱ ❛❜✲
str❛❝t✐♦♥ ✭α✮✱ ❛♥❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✭⊓✮ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉▲❘✲▲✐t❡✳ ■t ✐s ❛❧s♦
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳

✻



✸✳✶✳✸ ❉▲❘✲▲✐t❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✿ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s

■♥ ♦♥t♦❧♦❣✐❡s✱ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ r♦❧❡s ✐s s❡t✲❜❛s❡❞✱ ❛♥❞
❡❛❝❤ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡ts ♦❢ ♦❜✲
❥❡❝ts✳ ❆♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛✐r (∆I , .I) ✇❤❡r❡ ∆I ✐s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡t ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ .I ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝♦♥str✉❝t♦rs ✐♥t♦ s✉❜s❡ts ♦❢ ∆I ✇❤❡r❡✿

• ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥✲
t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❙◗▲ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡✱

• ❆♥ m✲❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts r❡❧❛t✐♦♥❛❧ t❛❜❧❡✳

✸✳✶✳✹ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r

❚❤❡ s❡t✲❜❛s❡❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❝r✐s♣ ❉▲ ✐s (¬A)I =
∆I −AI ✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r ❛♥ ♦♥t♦❧♦❣②✲❜❛s❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡
q✉❡r②✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ s❡t ♣r♦♣❡rt②✿ ✐❢
A ⊆ B t❤❡♥ ¬̃B ⊆ ¬̃A✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✇✳r✳t✳ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❛♥❞
t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣♦st✉❧❛t❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ✉♥❞❡r str✐❝t r✉❧❡s ✭st✉❞✐❡❞
❜❡❧♦✇✮ ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠✳

❙♦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ♥❡❣❛t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ¬̃✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✿

(¬̃A)I = GI

A − AI = GI

A ∩ ĀI ✭✶✮

✇❤❡r❡ GI

A ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ A ✭❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇✮✱ ❛♥❞ ĀI ✐s t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡♠❡♥t ♦❢ AI ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❈♦♥❝❡♣t ❣❡♥❡r❛t♦r GA✮✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ❛♥ ♦♥t♦❧♦❣②
❤✐❡r❛r❝❤②✳ ■ts ❝♦♥❝❡♣t ❣❡♥❡r❛t♦r GA ✐s t❤❡ ❛❜str❛❝t ❝♦♥❝❡♣t Thing ✐❢ Thing
✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❝❡st♦r ♦❢ A✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ GA ✐s t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❝❡st♦r ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ A ❤❛✈✐♥❣ Thing ❛s ❞✐r❡❝t ❛♥❝❡st♦r✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝♦♥❝❡♣t
❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♥❝❡♣t A ✐s s✉❜s✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♥t♦❧♦❣②
❜② s❡✈❡r❛❧ s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ t❤❡✐r t✉r♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st ❛❜✲
str❛❝t ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ♦♥t♦❧♦❣② ✭Thing ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦♥t♦❧♦❣✐❡s✮✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ GA ✐s t❤❡♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣ts t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t A ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠✳

✼



❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦♥❝❡♣t ❣❡♥❡r❛t♦r✮✳ ▲❡t A ❛♥❞ SA = {A1, ..., An}
❜❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❢r♦♠ ❛♥ ♦♥t♦❧♦❣② ❤✐❡r❛r❝❤② ✐ts ❛♥❝❡st♦rs ❞✐r❡❝t❧②
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ Thing✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ A ✐s t❤❡♥ GA =

⋃
i=1,...,n(Ai)✳

❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡♥✿

(¬̃A)I = (
⋃

i=1,...,n

(AI

i ))− AI = (
⋃

i=1,...,n

(AI

i )) ∩ ĀI ✭✷✮

❘❡♠❛r❦ ✶ ■❢ SA = {A1} t❤❡♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✷✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✶✮✳

✸✳✷ ❉▲❘✲▲✐t❡ ❜❛s❡❞ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦

✸✳✷✳✶ ❉✉♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s

❉✉♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭AF ✮ ❬✶✸❪ ✐s ❛ t✉♣❧❡ (A, C)✱ ✇❤❡r❡ C ⊆ A×A
✐s ❛ ❜✐♥❛r② ❛tt❛❝❦ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts A✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛r❣✉♠❡♥t
X ∈ A✱ X ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✇✳r✳t✳ ❛ s❡t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts S ⊆ A ✐✛ ❛♥② ❛r❣✉♠❡♥t
❛tt❛❝❦✐♥❣ X✱ ✐s ❛tt❛❝❦❡❞ ❜② ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ S✳ ❆ s❡t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts S ⊆ A ✐s
❝♦♥✢✐❝t ❢r❡❡ ✐✛ ∀X, Y ∈ S, (X, Y ) /∈ C✳ ❋♦r ❛♥② ❝♦♥✢✐❝t ❢r❡❡ s❡t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts
S✱ S ✐s ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐✛ X ∈ S ✐♠♣❧✐❡s X ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✇✳r✳t✳ S❀ S
✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐✛ X ∈ S ✇❤❡♥❡✈❡r X ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✇✳r✳t✳ S❀ S ✐s ❛
♣r❡❢❡rr❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐✛ ✐t ✐s ❛ s❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥❀ S ✐s
t❤❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐✛ ✐t ✐s t❤❡ s❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥❀
S ✐s ❛ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐✛ ✐t ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛♥❞ ∀Y /∈ S, ∃X ∈ S s✉❝❤ t❤❛t
(X, Y ) ∈ C✳

❋♦r T ∈ {❝♦♠♣❧❡t❡✱ ♣r❡❢❡rr❡❞✱ ❣r♦✉♥❞❡❞✱ st❛❜❧❡}✱ X ✐s s❦❡♣t✐❝❛❧❧② ✭r❡s♣✳
❝r❡❞✉❧♦✉s❧②✮ ❥✉st✐✜❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ T s❡♠❛♥t✐❝s ✐❢ X ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛❧❧ ✭r❡s♣✳ ❛t ❧❡❛st
♦♥❡✮ T ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❖✉t♣✉t ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ E ✐s Concs(E) = {Conc(A), A ∈
E}✱ ✇❤❡r❡ Conc(A) ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t A✳ ❚❤❡ s❦❡♣t✐❝❛❧ ♦✉t♣✉t ♦❢
AF ✐s Output(AF ) =

⋂
i=1,...,n Concs(Ei) s✉❝❤ t❤❛t Ei ❛r❡ ✐ts T ❡①t❡♥s✐♦♥s✳

✸✳✷✳✷ ❆❙P■❈ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ❛♥❞ ❛r❣✉♠❡♥ts

■♥ t❤✐s r❡♣♦rt ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠♣❧❡r ❆❙P■❈ ❛r❣✉♠❡♥t str✉❝t✉r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✾❪ ✳ ❚❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❆❙P■❈✰ ✇❡ ✉s❡ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❆❙P■❈ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❞❡♥♦t❡❞
AS = (L, cf,R,≥)✱ ✇❤❡r❡✿

• L ✐s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱

✽



• cf ✐s ❛ ❝♦♥tr❛r✐♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ ❡❛❝❤ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ L ❛
s❡t ♦❢ ✐ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✭✐♥ 2L✮✱

• R = Rs∪Rd ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ str✐❝t ✭Rs✮ ❛♥❞ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ✭Rd✮ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ϕ1, ..., ϕm → ϕ ❛♥❞ ϕ1, ..., ϕm ⇒ ϕ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ ϕi, ϕ
❛r❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ L✱ ❛♥❞ Rs ∩Rd = ∅✱

• ≥ ✐s ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r✉❧❡s✳

❆ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ✐♥ ❛♥ AS = (L, cf,R,≥) ✐s K ⊆ L s✉❝❤ t❤❛t K =
Ka ∪ Kp ❛♥❞ Ka ∩ Kp = ∅✱ Ka ❝♦♥t❛✐♥s ❛①✐♦♠s ❛♥❞ Kp ❝♦♥t❛✐♥s ♦r❞✐♥❛r②
♣r❡♠✐s❡s✳

✸✳✷✳✸ ❚❤❡ ❝♦♥tr❛r✐♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ L

❚❤❡ ❝♦♥tr❛r✐♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ cf : L′ −→ 2L
′

✱ ✇❤❡r❡ L′ = L\{π, σ, α}✱ ❤❛s t♦
s♣❡❝✐❢② t♦ ❡❛❝❤ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ L′ ❛t ❧❡❛st ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ❢♦r♠✉❧❛✳ ❲❡ ❞✐s❝❛r❞
❢r♦♠ L ♦♣❡r❛t♦rs {π, σ, α} s✐♥❝❡ t❤❡② r❡❢❡r t♦ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡
❢❛❝ts ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ■♥
♦✉r ❝❛s❡✱ cf = ¬̃ ✇✐t❤✿ cf(A) = {¬̃A}✱ cf(¬̃A) = {A}✱ ❛♥❞ cf(A1 ⊓ A2) =
{¬̃(A1 ⊓ A2)}✳

❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉▲❘✲▲✐t❡✳ ❲❡ ❝❛♥
♦❜t❛✐♥ ✐t ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳

✸✳✷✳✹ ■♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s R

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿

• ❙tr✐❝t✴❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥✿ ❛ str✐❝t s✉❜s✉♠♣t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ⊏✱ ❡①✲
♣r❡ss❡s ♥❛t✉r❛❧ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛s ✑●❧✉t❡♥P❛❝❦❛❣✐♥❣ ✐s ❛ P❛❝❦✲
❛❣✐♥❣✑✳ ❆ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ⋐✱ ❡①♣r❡ss❡s ❛♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ✉s❡r ❝❤♦✐❝❡✱ ❛s ✑●❧✉t❡♥P❛❝❦❛❣✐♥❣ ✐s ❛ s✉✐t❡❞ P❛❝❦❛❣✐♥❣✑✳
❙♦✱ R1 ⊏ / ⋐ R2 ✇✐t❤ R1, R2 ❛r❡ t✇♦ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛r✐t②✱ ♠❡❛♥s
t❤❛t ∀x ∈ R1 t❤❡♥ x ∈ R2✱

• ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥✿ ❧❡t R1, ..., Rn ❛♥❞ Rn′ ❜❡ m✲❛r② r❡❧❛t✐♦♥s ✭♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❛r✐t②✮✳ ❚❤❡ r✉❧❡ R1⊓R2⊓...⊓Rn ⊏ / ⋐ Rn′ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ x ∈ Rk,k=1,...,n✱
t❤❡♥ x ∈ Rn′ ✳ ❚❤✐s r✉❧❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ s✐♠♣❧② ❜② R1, ..., Rn ⊏ / ⋐ Rn′ ✱

• ❚r❛♥s✐t✐✈✐t②✿ ❧❡t R1, R2, R3 ❜❡ t❤r❡❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛r✐t②✳ ■❢
(R1 ⊏ / ⋐ R2) ∧ (R2 ⊏ / ⋐ R3)✱ t❤❡♥ R1 ⊏ / ⋐ R3✱

✾



• ❈♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✿ ✐❢ (r1 ⊏ / ⋐ r2) t❤❡♥ ¬̃r2 ⊏ / ⋐ ¬̃r1✳

✸✳✷✳✺ ❉▲❘✲▲✐t❡ ❜❛s❡❞ ❆❙P■❈ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠

■♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛s❡✿

• Ka ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ Kp ❝♦♥t❛✐♥s
✉s❡r ❝❤♦✐❝❡s✱

• L ✐s t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱

• cf ✐s t❤❡ ❝♦♥tr❛r✐♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ¬̃✱

• R = Rs ∪Rd✱ ✇❤❡r❡ Rs ✴ Rd ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ str✐❝t ✴ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ s✉❜s✉♠♣✲
t✐♦♥s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✱

• ≥ ✐s ❛ ♣r❡♦r❞❡r ♦♥ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r✉❧❡s✱ ♥♦t ❞❡✜♥❡❞✳

❆ ❉▲❘✲▲✐t❡ ❆❙P■❈ ❛r❣✉♠❡♥t A ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠s✿

✶✳ ∅ ⊏ / ⋐ c ✇✐t❤ c ∈ Ka/Kp s✉❝❤ t❤❛t Prem(A) = ∅✱ Conc(A) = c✱
❙✉❜(A) = {A}✱ Rules(A) = ∅✱
❚♦♣❘✉❧❡(A) = undefined ✇✐t❤ Prem r❡t✉r♥s ♣r❡♠✐ss❡s ♦❢ A✱ Conc
r❡t✉r♥s ✐ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❙✉❜ r❡t✉r♥s ✐ts s✉❜✲❛r❣✉♠❡♥ts✱ Rules r❡t✉r♥s
r✉❧❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ A✱ ❚♦♣❘✉❧❡ r❡t✉r♥s t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱

✷✳ A1, ..., Am ⊏ / ⋐ c✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ str✐❝t ✴ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r✉❧❡ ✐♥
Rs/Rd ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
Conc(A1)⊓ ...⊓Conc(Am) ⊏ / ⋐ c✱ ❛♥❞ Prem(A) = Prem(A1)∪ ...∪
Prem(Am)✱ Conc(A) = c✱ ❙✉❜(A) = ❙✉❜(A1) ∪ ... ∪ ❙✉❜(Am) ∪ {A}✱
Rules(A) = Rules(A1)∪ ...∪Rules(Am)∪{Conc(A1), ..., Conc(Am) ⊏
/ ⋐ c}✱ ❚♦♣❘✉❧❡ (A) = Conc(A1), ..., Conc(Am) ⊏ / ⋐ c✳

❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ✜♥✐t❡✳ ❆♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s s❛✐❞ str✐❝t ✐✛ ✐t ❞♦❡s ♥♦t
✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥② ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r✉❧❡s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ str✐❝t r✉❧❡s Rs ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✐✛ ∄A,B s✉❝❤ t❤❛t A,B ❛r❡ str✐❝t
❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ Conc(A) = ¬̃Conc(B)✳
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❘❡♠❛r❦ ✷ ✭◆♦t❛t✐♦♥✮✳ ❆♥ ❆❙P■❈ ❛r❣✉♠❡♥t ❤❛s ❛ ♥❡st❡❞ ❢♦r♠✳ ❆ s✉❜❛r❣✉✲
♠❡♥t ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✱ ❜② ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱
✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ❛r❣✉♠❡♥t ❛ ❧❛❜❡❧ ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡r ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛
s✉❜s❝r✐♣t ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t t♦ r❡❢❡r t♦ ✐ts
s✉❜❛r❣✉♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❛ ❧❛❜❡❧ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❝♦❧♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❛r❣✉♠❡♥t✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷ ▲❡t AS ❜❡ ❛♥ ❆❙P■❈ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s
Rs = {a ⊓ b ⊏ c} ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♣r❡♠✐s❡s Kp = {a, b}✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛r❣✉♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t✿

• A1 : ∅ ⋐ a • A2 : ∅ ⋐ b • A3 : A1, A2 ⊏ c✳

✸✳✷✳✻ ❉▲❘✲▲✐t❡ ❜❛s❡❞ ❆❙P■❈ ❛tt❛❝❦s ❛♥❞ ❞❡❢❡❛t

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❜✉tt✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥❞❡r❝✉tt✐♥❣ ❛tt❛❝❦s✳ ❆r❣✉♠❡♥t A r❡❜✉ts ❛r✲
❣✉♠❡♥t B ✐✛ ∃A′ ∈ ❙✉❜(A) : Conc(A′) = ϕ ❛♥❞ B′ ∈ ❙✉❜(B) s✉❝❤ t❤❛t B′

✐s ♦❢ ❢♦r♠ B′

1
, ..., B′

m ⋐ ¬̃ϕ✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ r❡str✐❝t❡❞ r❡❜✉t ❛tt❛❝❦ ❬✾❪ t♦
s❛t✐s❢② r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣♦st✉❧❛t❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✾❪✳

❚❤❡ ✉♥❞❡r♠✐♥✐♥❣ ❛tt❛❝❦ ❬✶✾❪ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❜✉tt✐♥❣ ❛tt❛❝❦
✭A ✉♥❞❡r♠✐♥❡s B ♦♥ B′ = ϕ ✐✛ Conc(A) ∈ ϕ̄ ❛♥❞ ϕ ∈ Premp(B)✮✳ ❆♥
♦r❞✐♥❛r② ♣r❡♠✐s❡ ✐s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ❢♦r♠ ∅ ⋐ C✱ C ∈ Kp✳

❆r❣✉♠❡♥t A ✉♥❞❡r❝✉ts ❛r❣✉♠❡♥t B ✐✛ ∃B′ ∈ ❙✉❜(B) ♦❢ ❢♦r♠ B′

1
, ..., B′

m ⊑
ϕ ❛♥❞ ∃A′ ∈ ❙✉❜(A) : Conc(A′) = ¬ ⌈Conc(B′′

1
), ..., Conc(B′′

n) ⋐ ϕ⌉✱ s✳t✳
♦♣❡r❛t♦r ⌈.⌉ ❝♦♥✈❡rts ❛ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r✉❧❡ ✐♥t♦ ❛ ❧✐t❡r❛❧✳

❚❤❡♥✱ A ❞❡❢❡❛t B ✐❢ A r❡❜✉ts ♦r ✉♥❞❡r❝✉ts B✳

✸✳✷✳✼ ❘❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣♦st✉❧❛t❡s

■♥ ❬✾❪✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ✉♥❞❡r tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢
str✐❝t r✉❧❡s ✭❞❡♥♦t❡❞ Cltp✮ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ ❛♥❞ Rs ♠✉st
❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ✐ts ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
c✲❝♦♥s✐st❡♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✼❪✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ s❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❆❙ s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t②
♣♦st✉❧❛t❡s ✭❝❧♦s✉r❡✱ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ❝♦♥s✐st❡♥❝②✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ ❬✶✾✱ ✾❪✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❡ ♣♦st✉❧❛t❡s ❜❡❧♦✇✳

▲❡t AS ❜❡ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❛♥❞ E1, ..., En ✐s ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥s ✉♥❞❡r
♦♥❡ ❉✉♥❣✬s s❡♠❛♥t✐❝s✱ ❛♥❞ ✐ts Output =

⋂
i=1,...,n Concs(Ei) ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✾❪✱

❜❡❝❛✉s❡ ❝r❡❞✉❧♦✉s ❛tt✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✮✳
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• AS ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r s✉❜✲❛r❣✉♠❡♥ts ✐✛
∀A ∈ Ei✱ ❙✉❜(A) ∈ Ei ❬✶✾❪✱

• AS ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r str✐❝t r✉❧❡s ✐✛
✭✐✮ ∀Ei,i=1,...,n, Concs(Ei) = ClRs

(Concs(Ei)) ❛♥❞
✭✐✐✮ Output = ClRs

(Output)✳
• ❆s ✐♥ ❬✾❪✱ AS ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✐✛

∀Ei,i=1,...,n, Concs(Ei) ❛♥❞ Output ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✱
•AS ✐s ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✐✛ ∀Ei,i=1,...,n, ClRs

(Concs(Ei)) ❛♥❞ ClRs
(Output)

❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✳

Pr♦♣❡rt② ✶ ❉▲❘✲▲✐t❡ ❜❛s❡❞ ❆❙P■❈ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r
s✉❜✲❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r str✐❝t r✉❧❡s✱ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ❝♦♥s✐st❡♥t✳

✹ ▼♦❞❡❧✐♥❣ r✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❉▲❘✲▲✐t❡ ❜❛s❡❞ ❛r❣✉✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r✉❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r✲
❣✉♠❡♥ts✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r str✐❝t ♦r ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡✳ ■t ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥t♦❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s s✉❝❤ ❛s ❛ ✇❤❡❛t ❣❧✉t❡♥ ❜❛s❡❞ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ✐s ❛ ♣❛❝❦✲
❛❣✐♥❣ ♦r ❛ ✇❤❡❛t ❣❧✉t❡♥ ❜❛s❡❞ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ✐s ❛ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞
❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛s str✐❝t r✉❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t r❡❛❧ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢❛❝ts✱
❛♥❞ r✉❧❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✉s❡r ♣r❡❢❡rs ✇❤❡❛t ❣❧✉t❡♥ ❜❛s❡❞ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ♦r ♣❛❝❦❛❣✐♥❣
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ❛s ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡
t❤❡② ❡①♣r❡ss ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ ✉s❡r ❝❤♦✐❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥
s❤♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤
❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ st❛♥❞♣♦✐♥t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ♦♥
t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝ts ❜✉t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛❜♦✉t ♣❛❝❦❛❣✐♥❣s ❛♥❞ t✇♦ st❛❦❡❤♦❧❞✲
❡rs✿ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛♥❞ ❝❤❡❡s❡ ♣r♦❞✉❝❡rs ❛r❣✉✐♥❣ ❛❜♦✉t ❝❤❡❡s❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣s✳ ❘❡✲
s❡❛r❝❤❡rs s❛②✿ ✧✇❤❡❛t ❣❧✉t❡♥ ❜❛s❡❞ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣s ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ✇❤❡❛t
❣❧✉t❡♥ ❧❛②❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❝♦♥tr♦❧✧✱ ❛♥❞ ❝❤❡❡s❡ ♣r♦❞✉❝❡rs s❛②✿
✧❣❧✉t❡♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣✉t ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❝❤❡❡s❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❛❝t❡r✐❛ ✐♥ t❤❡
❝r✉st ✇♦✉❧❞ ❡❛t t❤❡ ❣❧✉t❡♥✱ ❞❡❣r❛❞✐♥❣ t❤❡♥ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ❧❛②❡r✧✳

❘❡s❡❛r❝❤❡rs ♦♥t♦❧♦❣② ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✿

• AtmControlPack✱ ❞❡♥♦t❡❞ ACP ✿ ✐s ❛ ❝♦♥❝❡♣t r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣s
t❤❛t ❡♥s✉r❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❝♦♥tr♦❧✱
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• SuitedPack✱ ❞❡♥♦t❡❞ SP ✿ ❛ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡
♣❛❝❦❛❣✐♥❣s✱

• ACP ⋐ SP ✿ ❛ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r✉❧❡ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❛t ❛♥② ✇❡❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛t♠♦✲
s♣❤❡r❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ✐s ❛ s✉✐t❡❞ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣✱

• GlutenPack✱ ❞❡♥♦t❡❞ GP ✿ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ P❛❝❦❛❣✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛tP❛❝❦ = ✬❲●❧✉t❡♥✬✳ ❆s
✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✉s❡r ❝❤♦✐❝❡ t❤❡♥ GP ∈ Kp✱

• GP ⊏ ACP ✿ ❛ str✐❝t r✉❧❡ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡❧❛t✐♥❣
t❤❡ ✇❤❡❛t ❣❧✉t❡♥ ❜❛s❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ♣❡r♠❡❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✳

❈❤❡❡s❡ ♣r♦❞✉❝❡rs ♦♥t♦❧♦❣② ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✿

• SuitedPack ❛♥❞ GlutenPack ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ t❤❡ r❡✲
s❡❛r❝❤❡rs ♦♥t♦❧♦❣②✱

• DestructivePack✱ ❞❡♥♦t❡❞ DP ✿ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t r❡❢❡rs t♦ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ♣❛❝❦✲
❛❣✐♥❣s✱

• DP ⋐ ¬̃SP ✿ ❛ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r✉❧❡ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❛t ❛♥② ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❜❛s❡❞
♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡✱

• GP ⊏ DP ✿ t❤✐s str✐❝t r✉❧❡ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣
♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛❝❦❡❞ ❢♦♦❞✳

❚❤❡s❡ ♦♥t♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡
✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ ❉▲❘✲▲✐t❡ ❜❛s❡❞ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠ AS = (L,R, ¬̃,≥) s✉❝❤
t❤❛t✿

• ❙tr✐❝t r✉❧❡s Rs = Cltp{GP ⊏ ACP,GP ⊏ DP} =

{GP ⊏ ACP, ¬̃ACP ⊏ ¬̃GP,GP ⊏ DP ✱

¬̃DP ⊏ ¬̃GP}

• ❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ r✉❧❡s Rd = {ACP ⋐ SP,DP ⋐ ¬̃SP}

• Ka = {Packaging} ❛♥❞ Kp = {GP}✳

❘❡s❡❛r❝❤❡rs ❛♥❞ ❈❤❡❡s❡ ♣r♦❞✉❝❡r✬s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡♥✿
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• A0 : ∅ ⋐ GP

• A1 : A0 ⊏ ACP

• A2 : A1 ⋐ SP

• A3 : A0 ⊏ DP

• A4 : A3 ⋐ ¬̃SP

❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠✉t✉❛❧ ❛tt❛❝❦ ❜❡t✇❡❡♥ A2 ❛♥❞ A4✳ ❲❡ ❣❡t t❤❡♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
t✇♦ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s✿

• E1 = {A0, A1, A2, A3} ❛♥❞

Output(E1) = {GP,ACP,DP, SP}✳

• E2 = {A0, A1, A3, A4} ❛♥❞

Output(E2) = {GP,ACP,DP, ¬̃SP}✳

❚❤❡ s❦❡♣t✐❝❛❧ ♦✉t♣✉t ✭t❤✐s ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✾❪✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❝r❡❞✉✲
❧♦✉s ❛tt✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s t❤❡♥
Output = {GP,ACP,DP}✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❞❡❧✐✈❡rs ♥♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡✲
❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ❞❡❧✐✈❡r❡❞
❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ r❡❝♦♠♠❡♥❞s t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡
r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♣t✐♦♥ ✭GP ✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t
✐t ✭{GP,ACP,AP,DP}✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s✉❣❣❡st t♦ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧ t❤❡ r✉❧❡s ❛s ❞❡❢❡❛s✐✲
❜❧❡ ❜✉t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✐♥❛s♠✉❝❤ ❛s t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡
❛♥❞ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✸ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❝❛t❝❤ t❤❛t ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ r❡❥❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚♦
♠❛❦❡ t❤❡ s②st❡♠ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s ✇❛② ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ r✉❧❡s ❢r♦♠ ❝r✐t❡r✐❛ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛♣♣❧✐❡s
t❤❡ r✉❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✐t ♠✉st ❞✐s❝❛r❞ ❛❧❧ t❤❡ r✉❧❡s ✭❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞
str✐❝t r✉❧❡s✮ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡♥✱ ✇❤❡♥ ❛♥ ❛❣❡♥t ❡①♣r❡ss❡s ❛♥
❛r❣✉♠❡♥t ♦✈❡r ♦♥❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮✱ ❤❡✴s❤❡ ❞♦❡s ♥♦t
♣r❡s✉♠❡ ❛♥② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❛ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❛ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❉▲❘✲▲✐t❡ ❜❛s❡❞ ❛r❣✉✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ r✉❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝r✐t❡r✐♦♥
✭❛ttr✐❜✉t❡✮ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

✶✹



❞❡✜♥❡❞ ♥❡①t ✐s s✐♠✐❧❛r ✐♥ s♣✐r✐t t♦ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
♦❢ ❬✷❪✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✉s❡❞ ✭❬✷❪ ✉s❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♣♦rt✳

✺ ❱✐❡✇♣♦✐♥ts ❉▲❘✲▲✐t❡ ❜❛s❡❞ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥

s②st❡♠

❘❛t❤❡r t❤❛♥ ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♣❛rt ✐♥ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✱ ❤❡r❡ ✇❡ s♣❧✐t r✉❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s♣❡❝ts✳ ❲❡ t❤❡♥
✐♥st❛♥t✐❛t❡ ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜s❡t ♦❢ r✉❧❡s t❤❡ ❉▲❘✲▲✐t❡ ❜❛s❡❞ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳ ❋r♦♠ t❤❡
r❡s❡❛r❝❤❡rs✬ st❛♥❞♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭❞❡♥♦t❡❞ atm✮ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ❝❤❡❡s❡ ♠❛❦❡rs ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❞❡♥♦t❡❞ int✮✳
❘❡s❡❛r❝❤❡rs✬ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈✐❡✇♣♦✐♥t v1 = vatm✿

• Rv1 = (Rsv1 , Rdv1)✱ ✇✐t❤ Rsv1 = {GP ⊏ ACP,
¬̃ACP ⊏ ¬̃GP} ❛♥❞ Rdv1 = {ACP ⋐ SP}

❈❤❡❡s❡ ♠❛❦❡rs✬ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈✐❡✇♣♦✐♥t v2 = vint✿

• Rsv2 = (Rsv2 ,Rdv2) ✇✐t❤ Rsv2 = { GP ⊏ DP ✱
¬̃DP ⊏ ¬̃GP} ❛♥❞ Rdv2 = {DP ⋐ ¬̃SP}✳

❘❡s❡❛r❝❤❡rs✬ ❛r❣✉♠❡♥ts ✉♥❞❡r Rsv1 ❛♥❞ Rdv1 ❛r❡✿
• A1 : ∅ ⋐ GP • A2 : A1 ⊏ ACP • A3 : A2 ⋐ SP

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts a = {A1, A2, A3} ❢♦r♠s t❤❡ ♦♥❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ✈✐❡✇ vatm✱ ❛♥❞
Output(vatm) = Concs(a) = {GP,ACP, SP}✳

❚❤❡ ❝❤❡❡s❡ ♠❛❦❡rs✬ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡✿
• B1 : ∅ ⋐ GP • B2 : B1 ⊏ DP • B3 : B2 ⋐ ¬̃SP

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts b = {B1, B2, B3} ❢♦r♠s t❤❡ ♦♥❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥
✈✐❡✇ vsan✱ ❛♥❞
Output(vsan) = Concs(b) = {GP,DP, ¬̃SP}✳

✶✺



❲❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✹ t✇♦ ✈✐❡✇s vatm ❛♥❞ vint ♠❛❞❡ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts
{A1, A2, A3} ❛♥❞ {B1, B2, B3} r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❛tt❛❝❦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛tt❛❝❦s✮✱ ❜✉t t❤❡✐r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝✲
t♦r②✳

❲❡ ❝❛♥ ❣❛t❤❡r ✈✐❡✇s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❣♦❛❧s t♦ ❢♦r♠ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ s✉♣✲
♣♦rt✴♦♣♣♦s❡ t❤❡♠✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺ ■♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✹✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r♠ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s CSP = {vatm} ❛♥❞ C¬̃SP =
{vint} ♦♥ ❣♦❛❧s {SP, ¬̃SP}✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ✭✐♥✮❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r
❣❧✉t❡♥ ❜❛s❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣s s❡❧❡❝t✐♦♥✳

✺✳✶ ❘❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣♦st✉❧❛t❡s ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥

❊❛❝❤ ✈✐❡✇♣♦✐♥t s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣♦st✉❧❛t❡s s✐♥❝❡ ✐t ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❉▲❘✲▲✐t❡ ❜❛s❡❞ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t t❤❡ ❞❡✲
❧✐✈❡r❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ str✐❝t r✉❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ t❤❡♠ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ▲❡t Cg =
{v1, ..., vm′} ❜❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ m′ ✈✐❡✇s ♦♥ ❣♦❛❧ g✳ ❚❤❡ str✐❝t r✉❧❡s ♦❢ Cg ✐s
RsCg

=
⋃

i=1,...,m′ Rsvi ✳ Cg ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡rRsCg
✐✛Output(Cg) = ClRsC

(Output(Cg))✳

Pr♦♣❡rt② ✷ Cg ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r RsCg
✳

Pr♦♣❡rt② ✸ ■❢ RsCg
✐s ❝♦♥s✐st❡♥t t❤❡♥ ✐ts ♦✉t♣✉t ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐st❡♥t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❧✐♠✐ts t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦♥t❛♠✲
✐♥❛t✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❬✶✵❪✱ s✐♥❝❡ ✐❧❧✲❢♦r♠❡❞ r✉❧❡s ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡ ♦t❤❡r s②♥✲
t❛❝t✐❝❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐s❝❛r❞ ❛♥ ✐❧❧✲❢♦r♠❡❞ r✉❧❡
❢r♦♠ ❛ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❛s ✐♥ ❬✷✹❪ t♦ ♣r❡✈❡♥t ✐ts ❝r❛s❤✳

✺✳✷ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡ q✉❡r②✐♥❣

❚❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✇r✐t❡ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉❛❧
q✉❡r② ❡♥❝♦♠♣❛ss✐♥❣ ❥✉st✐✜❡❞ ✭❜② ❛r❣✉♠❡♥ts✮ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs✬ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞
♥❡❡❞s✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s✉❝❤ q✉❡r✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s
t❤❡ ✉s❡rs ❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛rr② ♦✉t
❛♥ ❛♥❛❧♦❣✐❝❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❜② ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♣♦♥ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉❣❤t ♦❜❥❡❝ts
❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs✬ ♥❡❡❞s ❛♥❞ t❤❡♥ t♦
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ♣r♦s ❛♥❞ ❝♦♥s✱ ❛ q✉❡r② r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡
✇❛② ♦❜❥❡❝ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡✳

✶✻



❊①❛♠♣❧❡ ✻ ■♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✹ ❛❜♦✉t ❣❧✉t❡♥ ❜❛s❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣s✱ t❤❡ s②st❡♠
❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣s ❛r❡ t❤♦s❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❛t♠♦s♣❤❡r❡
❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ r✐s❦② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛❝❦❡❞ ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞
♣❛❝❦❛❣✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❛s s❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤❡
❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

✻ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡sts

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡
❊❝♦❇✐♦❈❛♣ ❉❙❙✳ ❆ ❥❛✈❛ ●❳❚✴●❲❚ ✇❡❜ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❛
♦♣❡♥ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♦♥ ♣✢✳❣r✐❣♥♦♥✳✐♥r❛✳❢r✿✺✽✽✵✴❊❝♦❇✐♦❈❛♣Pr♦❞✉❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✇❡r❡ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❡①t ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥t♦
❉▲❘✲▲✐t❡ ❢♦r♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈❡rs✐♦♥✱ st❛❦❡❤♦❧❞❡r✬
❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s ❛ ♠❛♥✉❛❧❧② ❜✉✐❧t ❳▼▲ ✜❧❡ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts
❛♥❞ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ ❛tt❛❝❦s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s
t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✭st❛❜❧❡✱ ♣r❡❢❡rr❡❞✱ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ❣r♦✉♥❞❡❞✱ ♥❛✐✈❡✱ ❡t❝✳ s❡♠❛♥✲
t✐❝s✮ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✳ ❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ r✉❧❡s ❢♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ❛❜♦✉t
t❤❡ ❛s♣❡❝t ❡♥❞ ♦❢ ❧✐❢❡ ♦❢ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣s✳ ❙t❛❦❡❤♦❧❞❡rs ❛r❣✉❡❞ ❛❜♦✉t ❜✐♦❞❡❣r❛❞✲
❛❜✐❧✐t②✱ r❡❝②❝❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣♦st❛❜✐❧✐t② ✭t❤❡ t❡st ❳▼▲ ✜❧❡ ✐s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♦♥
❤tt♣s✿✴✴❞♦❝s✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠✴✜❧❡✴❞✴✵❇✵❉P❣❏❉❘◆✇❜
▲❘✷❘❥❲❲❤✇▼❥❣✇❱❊❯✴❡❞✐t❄✉s♣❂s❤❛r✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡①t ❛r❣✉♠❡♥ts
❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❧✐❢❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r✈✐❡✇ ✇✐t❤ ❡①♣❡rts ✐♥
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✇❛st❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✿
• P❛❝❦❛❣✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭❜✐♦❞❡❣r❛❞❛❜❧❡✱ ❝♦♠♣♦st❛❜❧❡✱ r❡❝②❝❧❛❜❧❡✮ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❡♥✲
✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❛❝t ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✱
• ▲✐❢❡ ❈②❝❧❡ ❆♥❛❧②s✐s ✭▲❈❆✮ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❜✐♦❞❡❣r❛❞❛❜❧❡ ❛♥❞
❝♦♠♣♦st❛❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱
• ❈♦♥s✉♠❡rs ❛r❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❜✐♦❞❡❣r❛❞❛❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❤❡❧♣ t♦
♣r♦t❡❝t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱
• ❇✐♦❞❡❣r❛❞❛❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦✉❧❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ♣❡♦♣❧❡ t♦ t❤r♦✇ t❤❡✐r ♣❛❝❦❛❣✐♥❣
✐♥ ♥❛t✉r❡✱ ❝❛✉s✐♥❣ ✈✐s✉❛❧ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳

❋r♦♠ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✮✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ r❡❛s♦♥s ✇❤②
r❡❝②❝❧❛❜❧❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣s ❛r❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛♥❞ ✇❤② ❜✐♦❞❡❣r❛❞❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠✲
♣♦st❛❜❧❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣s ❛r❡ ♥♦t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❡r②✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ t❤❡ q✉❡r② t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✏r❡❝②❝❧❡ ❂ tr✉❡✧ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ r❡❝②✲
❝❧❛❜❧❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

✶✼



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❡♥❞ ♦❢ ❧✐❢❡✳

✶✽



✼ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ♦♥t♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳
❲❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s②st❡♠s r❡❧✐❡❞ ♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❉▲ ♦♥t♦❧♦❣✐❡s ✐♥t♦
❉❡▲P ♣r♦❣r❛♠ ❬✶✹❪ ❛s ✐♥ ❬✷✷✱ ✷✶✱ ✸✱ ✶✺✱ ✷✸❪✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥s st❛❜❧❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❉▲ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s②s✲
t❡♠✮ ❛♥❞ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❡①❝❡♣t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ s②st❡♠ r❡❧② ♦♥
❤❛✈✐♥❣ ❛ ❣♦❛❧✱ ♦r q✉❡r② t♦ ❛♥s✇❡r✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts s✉♣♣♦rt✐♥❣
✐t ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❜❛❝❦✇❛r❞s ❝❤❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡ s✉❝❤ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s t❤❡ ❣♦❛❧s ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❛♣r✐♦r✐✲ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ❛❧❧♦✇s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡♠✳ ■♥ ❬✸❪✱ ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥ r✉❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡
r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ s✉♣❡r✐♦r✐t② r❡❧❛t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ r✉❧❡s✳ ■♥ ❬✶✻❪✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧✲
♦♣❡❞ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✉s❡s t❤❡ ❉❡❢❡❛s✐❜❧❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝ ✭❉❉▲✮ ❛s
❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❙❡❝✉r✐t② P♦❧✐❝② ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✭❙❙P▲✮✳
■t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛tt❛❝❦s ♥♦t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ ♦♥❧② ❝♦♥✢✐❝ts ❝❛♥
❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳ ■♥ ❬✷✸❪ ❛✉t❤♦rs ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t✇♦
❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ♦r ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ ❡♥t❛✐❧s t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡
♠✉t✉❛❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝t✳ ◆♦ ❛tt❛❝❦s ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡
r✉❧❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ r❡s♦❧✈❡ ❝♦♥✢✐❝ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❛t❡rs✳ ■♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝❛t❡❣♦r②✱ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❣✐❝s✳ ■♥ ❬✶✽❪✱ ❛♥
❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡st♦r❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❛♥ ♦♥t♦❧♦❣② ✭ALC
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✮✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❝❝❡♣t❛❜✐❧✐t② s❡♠❛♥t✐❝s✳ ■♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡
♦♥t♦❧♦❣② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛tt❛❝❦s ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✳ ❚♦
r❡s♦❧✈❡ ❝♦♥✢✐❝ts t❤❡ ✉s❡r ❤❛s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ❛r❣✉♠❡♥t
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛t✲
t❛❝❦ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
♣r✐♦r✐t②✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts✳
■♥ ❬✺❪✱ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❧♦❣✐❝✲❜❛s❡❞ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦♥t♦❧♦❣✐❡s
✈✐❛ ❞✐❛❧♦❣✉❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
❝♦♥t❛✐♥s ❢♦r♠✉❧❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✳ ❆r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡♥ ❧♦❣✲
✐❝❛❧❧② str✉❝t✉r❡❞ ❜✉t t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② s✐♥❝❡ ♥♦ ♥♦t✐♦♥
♦❢ str✐❝t♥❡ss ❛♥❞ ❞❡❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ▲❡t ✉s ❤✐❣❤✲
❧✐❣❤t t❤❛t ❜♦t❤ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣♦st✉❧❛t❡s ❬✾❪✱
✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✳

✶✾



✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡♣♦rt ♦♥ ❛ r❡❛❧ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✉str② ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❆❙P■❈ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠
✇✐t❤ ❛ ❉▲❘✲▲✐t❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇✐♥❣ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡✐r ♣r❡❢✲
❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ st❛❜❧❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥s ♦❢
❛ ❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❤❡r❡ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs ❡①♣r❡ss
t❤❡✐r ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ♥❡❡❞s ❛s ❛r❣✉♠❡♥ts ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ s②st❡♠ ❝❛♥ r❡t✉r♥s ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✈✐❡✇♣♦✐♥t
✐♥ ✇❤✐❝❤ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs ❡①♣r❡ss t❤❡✐r ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ✇❛②✳ ❚❤❡ s❡t
♦❢ ♥♦♥ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❛r❡ t❤❡♥ ❣❛t❤❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ❣♦❛❧s✱ t♦ ❢♦r♠ ❝♦♥✲
s✐st❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ s✉♣♣♦rt✴♦♣♣♦s❡ t❤❡♠✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐❝ tr❛♥s❧❛✲
t✐♦♥ ❢r♦♠ t❡①t ❢♦r♠❛t t♦ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ r✉❧❡s ✐s ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✳ ❆s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱
✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❡r② ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝♦❧❧❡❝✲
t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣❧❛♥ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢✉③③② ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥
❝♦♥t❡①t t♦ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✈❛❣✉❡ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞
r✉❧❡s ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❢✉③③② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉③③② ❉▲❘✲▲✐t❡✳ ❆♥♦t❤❡r
❧✐♥❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❜✐♣♦❧❛r✐t② ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥✲
t❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt✴♦♣♣♦s❡ ❣♦❛❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛
❜✐♣♦❧❛r r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ▲✳ ❆♠❣♦✉❞✱ ▲✳ ❇♦❞❡♥st❛✛✱ ▼✳ ❈❛♠✐♥❛❞❛✱ P✳ ▼❝❇✉r♥❡②✱ ❙✳ P❛rs♦♥s✱
❍✳ Pr❛❦❦❡♥✱ ❏✳ ❱❡❡♥❡♥✱ ❛♥❞ ●✳ ❱r❡❡s✇✐❥❦✳ ❋✐♥❛❧ r❡✈✐❡✇ ❛♥❞ r❡♣♦rt ♦♥
❢♦r♠❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠✳❞❡❧✐✈❡r❛❜❧❡ ❞✷✳✻ ❛s♣✐❝✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱
✷✵✵✻✳

❬✷❪ ▲✳ ❆♠❣♦✉❞ ❛♥❞ ❍✳ Pr❛❞❡✳ ❯s✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✶✼✸✭✸✲✹✮✿✹✶✸✕✹✸✻✱ ✷✵✵✾✳

❬✸❪ ●✳ ❆♥t♦♥✐♦✉ ❛♥❞ ❆✳ ❇✐❦❛❦✐s✳ ❉r✲♣r♦❧♦❣✿ ❛ s②st❡♠ ❢♦r ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣
✇✐t❤ r✉❧❡s ❛♥❞ ♦♥t♦❧♦❣✐❡s ♦♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ✇❡❜✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥
❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❉❛t❛ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✾✭✷✮✿✷✸✸✕✷✹✺✱ ✷✵✵✼✳
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❬✹❪ P✳ ❇❡s♥❛r❞ ❛♥❞ ❆✳ ❍✉♥t❡r✳ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❆r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ▼■❚ Pr❡ss✱
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