♦❢ q✉❡r✐❡s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ❛ st♦r❛❣❡ s♣❛❝❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦sts t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇s ✐♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ❜❛s❡ r❡•❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡•②✱ t❤❡ ✈✐❡✇ s❡•❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜•❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦••♦✇s✿ •✐✈❡♥ ❛ q✉❡r② ✇♦r❦•♦❛❞ Q = {q 1 , q 2 , ..., q q } ❛♥❞ t❤❡✐r q✉❡r② ❢r❡q✉❡♥❝② f Q = {f q1 , f q2 , ..., f qq } ♦✈❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭♦r ❞❛t❛ ✇❛r❡❤♦✉s❡✮ s❝❤❡♠❛ R = {r 1 , r 2 , ..., r r }✱ ❛ s❡t ♦❢ ✉♣❞❛t❡s U = {u 1 , u 2 , ..., u u } ♦♥ ❜❛s❡ r❡•❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ✉♣❞❛t❡ ❢r❡q✉❡♥❝② f U = {f u r1 , f u r2 , ..., f u rr } ❛♥❞ ❛ •✐♠✐t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡✱ ❡✳❣✳✱ st♦r❛❣❡ s♣❛❝❡ 

Sp max ❛♥❞ ✈✐❡✇ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st •✐♠✐t U max ✱ t❤❡ ♣r♦❜•❡♠ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ✈✐❡✇s t♦ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡ M V = {v 1 , v 2 , ..., v v } s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡✈❛•✉❛t✐♥❣ t❤❡ q✉❡r② ✇♦r❦•♦❛❞ ✐s ♠✐♥✐♠❛•✳ ❈♦st ▼♦❞❡• ❚❤❡ ❝♦st ♠♦❞❡• ❛ss✐❣♥s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦st ❡✳❣✳✱ q✉❡r② ❝♦st ♦r ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st t♦ ❛♥② ✈✐❡✇ ✭♦r q✉❡r②✮ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳ ■♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❝♦st ♠♦❞❡• s✐♠✐•❛r t♦ ❬✻✱✷✵(✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ q✉❡r② ❛♥❞ ✈✐❡✇ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦sts ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❈P❯ ❛♥❞ ■❖ ❝♦sts✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s❡•❡❝t✐♦♥✲♣r♦•❡❝t✐♦♥✲•♦✐♥ ✭❙P❏✮ q✉❡r✐❡s t❤❛t ♠❛② ✐♥✈♦•✈❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❣r♦✉♣ ❜② ❝•❛✉s❡ ❛s ✇❡••✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉•❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦st ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜❡•♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿ ✕ ❋♦r♠✉•❛s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❡✈❡r② r❡•❛t✐♦♥❛• ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐ts ✐♠♣•❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s❡q✉❡♥t✐❛• s❝❛♥s ❛♥❞ ♥❡st❡❞ •♦♦♣ •♦✐♥s✳ ✕ ❚❤❡ ❈P❯ ❝♦
•② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✉♣•❡s ♦❢ t❤❡ •❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♦♣❡r❛♥❞s ✭t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r llength ❛♥❞ rlength✮✳ ❋✐❣✳ ✶✿ ❙❡❛r❝❤ tr❡❡ ✉s✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✸✳✷ ❈♦♥str❛✐♥t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ◆♦t✐♦♥s ❈♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉••② ❛♣♣•✐❡❞ ✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s ❝♦♠❜✐♥❛✲ t♦r✐❛• s❡❛r❝❤ ♣r♦❜•❡♠s ❬✷✻( s✉❝❤ ❛s s❝❤❡❞✉•✐♥❣ ❛♥❞ t✐♠❡t❛❜•✐♥❣✳ ❈♦♥str❛✐♥t ♣r♦✲ ❣r❛♠♠✐♥❣ ❛••♦✇s t♦ s♦•✈❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛• ♣r♦❜•❡♠s ♠♦❞❡•❡❞ ❛s ❛ ❈♦♥str❛✐♥t ❙❛t✐s✲ ❢❛❝t✐♦♥ Pr♦❜•❡♠ ✭❈❙P✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣•❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐s t♦ s♦•✈❡ ♣r♦❜•❡♠s ❜② st❛t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ s♦•✉t✐♦♥✳ ❋♦r♠❛••②✱ ❛ ❈❙P ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ tr✐♣•❡t ✭❱❆|❀❉❖▼❀❈❙❚✮✿ ✕ ❱❛r✐❛❜•❡s✳ V AR = {var 1 , var 2 , ..., var n } ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜•❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜•❡♠✳ ✕ ❉♦♠❛✐♥s✳ DOM = {d var1 , d var2 , ..., d varn } ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜•❡ ✈❛•✉❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜•❡ var i ✳ ✕ ❈♦♥str❛✐♥ts✳ CST = {c 1 , c 2 , ..., c n } ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡•❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜s❡ts ♦❢ ✈❛r✐❛❜•❡s✳ ❋♦r♠❛••②✱ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t C ijk ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜•❡s var i , var j , var k ✐s ❛♥② s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜•❡ ❝♦♠❜✐✲ ♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛•✉❡s ♦❢ var i , var j , var k ✱ ✐✳❡✳✱ C ijk ⊂ d vari × d varj × d var k ✳ ❚❤❡ s✉❜s❡t s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛•✉❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❛••♦✇s✳ ❆ ❢❡❛s✐❜•❡ s♦•✉t✐♦♥ t♦ ❛ ❈❙P ✐s ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ✈❛•✉❡ ❢r♦♠ ✐ts ❞♦♠❛✐♥ t♦ ❡✈❡r② ✈❛r✐❛❜•❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜•❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❋♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡ s♦♠❡ ❝♦st ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜•❡s t❛❦❡s ❛ ♠❛①✐♠❛• ♦r ♠✐♥✐♠❛• ✈❛•✉❡✳ ▼♦st ❛•❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s♦•✈✐♥❣ ❈❙Ps ✉s✉❛••② ✉s❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦ r❡✲ ❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ t♦ ❜❡ ❡①♣•♦r❡❞ ❬✶✺(✳ ❲❤❡♥ ❛ ✈❛•✉❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜•❡ ✐s ✜①❡❞✱ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣•✐❡❞ t♦ r❡str✐❝t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜•❡s ✇❤♦s❡ ✈❛•✉❡s ❛r❡ ♥♦t ❝✉rr❡♥t•② ✜①❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ ✈❛•✉❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛❜•❡✱ ❛♥② ✈❛•✉❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ ❢✉t✉r❡ ✈❛r✐❛❜•❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✢✐❝ts ✇✐t❤ t❤✐s ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ✐••✉str❛t❡ t❤✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✈✐❡✇ s❡•❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜•❡♠✳ ❋✐❣✲ ✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ✈❛r✐❛❜•❡s M at v1 ✱ M at v2 ✱ M at v3 ❛♥❞ M at v4 ✇❤❡r❡ M at vi ❞❡♥♦t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ v i ✐❢ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ♦r ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞✳ ■t ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜•❡✱ d M atv i ❂④✵✱✶⑥ ✭✵✿ v i ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞✱ ✶✿ v i ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜•❡♠ ✐s t♦ s❡•❡❝t ❛ s❡t ♦❢ ✈✐❡✇s t♦ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡ s✉❜•❡❝t t♦ ❛ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ t♦t❛• s♣❛❝❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛•✲ ✐③❡❞ ✈✐❡✇s ✐s •❡ss t❤❛♥ Sp max ✳ ▲❡t ❛s ❛ss✉♠❡ t❤❛t Sp max ❂✸▼❇✱ size(v 1 )❂✹▼❇✱ size(v 2 )❂✷▼❇✱ size(v 3 )❂✶▼❇ ❛♥❞ size(v 4 )❂✶▼❇❀ ✇❤❡r❡ size(v i ) ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇ v i ✳ ❲❤✐•❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ❝♦♥str❛✐♥t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇s ✐s •❡ss t❤❛♥ U max ✳ ◆♦t❡ t❤❛t U max = 3sec✱ M c(v 1 )❂✶s❡❝✱ M c(v 2 )❂✷s❡❝✱ M c(v 3 )❂✷s❡❝ ❛♥❞ M c(v 4 )❂✺s❡❝❀ ✇❤❡r❡ M c(v i ) ❞❡✲ ♥♦t❡s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈✐❡✇ v i ✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• ✈❛r✐❛❜•❡ ❞♦♠❛✐♥s✱ d M atv 1 ❂d M atv 2 ❂d M atv 3 ❂d M atv 4 ❂④✵✱✶⑥✱ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❢♦✉r ❝♦•✉♠♥s ♦❢ ✇❤✐t❡ sq✉❛r❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t M at v1 ❛♥❞ M at v4 ❝❛♥♥♦t t❛❦❡ t❤❡ ✈❛•✉❡ ✶ ❜❡❝❛✉s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ t♦t❛• s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♠❛✲ t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇s ✇✐•• ❜❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡•② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ Sp max ❛♥❞ U max ✳ ■♥ t❤❡ st❛❣❡ ✭✶✮✱ red M atv 1 size(v1)>Spmax ❛♥❞ red M atv 4 M c(v4)>Umax ✜•t❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡•② t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛•✉❡ ✶ ❢r♦♠ d M atv 1 ❛♥❞ d M atv 4 ✳ ❚❤❡ ❞❡•❡t❡❞ ✈❛•✉❡s ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜•❛❝❦ sq✉❛r❡✳ ❆❢t❡r t❤✐s st❛❣❡ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜•❡ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ♥♦t r❡❞✉❝❡❞ t♦ s✐♥❣•❡t♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s♦•✈❡r t❛❦❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜•❡s ❛♥❞ tr✐❡s t♦ ❛ss✐❣♥ t♦ ✐t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜•❡ ✈❛•✉❡s ✐♥ t✉r♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣•❡✱ ✐❢ t❤❡ s♦•✈❡r s❡•❡❝ts t❤❡ ✈✐❡✇ v 2 t♦ ❜❡ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✭Mat v2 = 1✱ s❡❡ st❛❣❡ ✭✷✮✮✱ red M atv 3 M c(v2)+M c(v3)>Umax ❡•✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ✈❛•✉❡ ✶ ❢r♦♠ d M atv 3 ✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ t❤❡ ✈✐❡✇ v 3 ✐s s❡•❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✭Mat v3 = 1✱ s❡❡ st❛❣❡ ✭✸✮✮✱ red M atv 2 M c(v2)+M c(v3)>Umax ✇✐t❤❞r❛✇s t❤❡ ✈❛•✉❡ ✶ ❢r♦♠ d M atv 2 ✳ ❚❤✐s ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ st❛❣❡ •❡❛❞s ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣•❡ t♦ t✇♦ s♦•✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ s♦•✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s q✉❛•✐t② ♦r ❝♦st✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ r✐❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t •❛♥❣✉❛❣❡ t♦ ♠♦❞❡• ❛ ♣r♦❜•❡♠ ❛s ❛ ❈❙P ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❜② ❡①❝•✉❞✐♥❣ s♦•✉t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦✲ ❣r❛♠♠✐♥❣ ♦✛❡rs ❢❛❝✐•✐t✐❡s t♦ ❝♦♥tr♦• t❤❡ s❡❛r❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t s❡❛r❝❤ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣•♦r❡ t❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ❝❤✐•❞ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ tr❡❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t•② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ✇❛②s t♦ •✐♠✐t t❤❡ tr❡❡ s❡❛r❝❤ r❡✲ ❣❛r❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✉♥t✐• r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ❢❡❛s✐❜•❡ s♦•✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛•• ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ✉♥t✐• r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ s❡❛r❝❤ t✐♠❡ •✐♠✐t ♦r ✉♥t✐• r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛• s♦•✉t✐♦♥✳ ✹ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ✈✐❡✇s ■♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❛ ✈✐❡✇ s❡•❡❝t✐♦♥ ♠♦❞✉•❡ ✐s t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ♣♦ss✐❜✐•✐t✐❡s ♦❢ s❤❛r❡❞ ✈✐❡✇s ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❛♣♣•② ❛ str❛t❡❣② t❤❛t ✉s❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❛✮ ❆◆❉ ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤ ✭❜✮ ❆◆❉✲❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤ ❋✐❣✳ ✷✿ ❉❆• r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ q✉❡r✐❡s q 1 ❛♥❞ q 2 t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✈✐❡✇s t♦ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡✳ ❚❤❡ ✜rst t❛s❦ ✐♥✈♦•✈❡s s❡tt✐♥❣ ✉♣ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜✲❡①♣r❡ss✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r✲ ❡♥t q✉❡r✐❡s ♦❢ ✇♦r❦•♦❛❞✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣•♦✐t❡❞ ❢♦r s❤❛r✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✉♣❞❛t❡s ❛♥❞ st♦r❛❣❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥•② ✉s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❙◗▲ q✉❡r✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❤✐❜✐t ❝♦♠♠♦♥ s✉❜✲❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❆◆❉ ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡ ❆◆❉✲❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦••♦✇s✱ ✇❡ st❛rt ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛• ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✭❆◆❉ ❱✐❡✇ •r❛♣❤✮ ❆♥ ❆◆❉ ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛• ❆◆❉✲❉❆• r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ q✉❡r②✳ ❆♥ ❆◆❉✲❉❆• r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ q✉❡r② ♦r ❛ ✈✐❡✇ v ✐s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❝②❝•✐❝ ❣r❛♣❤ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ r❡•❛t✐♦♥s ❛s •❡❛❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡ v ❛s ❛ r♦♦t ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♥♦❞❡s ✭❖♣✲◆♦❞❡s✮ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♥♦❞❡s ✭❊q✲◆♦❞❡s✮✳ ❚❤❡ ❖♣✲♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ♦♥•② ❊q✲♥♦❞❡s ❛s ❝❤✐•❞r❡♥ ❛♥❞ ❊q✲♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ♦♥•② ❖♣✲♥♦❞❡s ❛s ❝❤✐•❞r❡♥✳ ❊❛❝❤ ❖♣✲◆♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛•❣❡❜r❛✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❙❡•❡❝t✲Pr♦•❡❝t✲❏♦✐♥✮ ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜•❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛♥❞ ❛♥❞ ✐ts ✐♥♣✉ts✳ ❆♥ ❊q✲◆♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤✐•❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ✐ts ✐♥♣✉ts✳ ❊❛❝❤ ❊q✲◆♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✈✐❡✇ t❤❛t ❝♦✉•❞ ❜❡ s❡•❡❝t❡❞ ❢♦r ♠❛t❡r✐❛•✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛♥ ❆◆❉✲❉❆• r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ❖♣✲♥♦❞❡ op i ❤❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐t ❛♥ ❆◆❉ ❛r❝ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❞r❛✇✐♥❣ ❛ s❡♠✐❝✐r❝•❡✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡❞❣❡s ✭op i ✱v c1 ✮✱✭ op i ✱v c2 ✮✱✳✳✳✱✭op i ✱v ci ✮✳ ❚❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛•• t❤❡ ✈✐❡✇s v c1 ✱ v c2 ✱✳✳✳✱v ci t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❝❤✐•❞ ♥♦❞❡s ♦❢ op i ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈✐❡✇ v p ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣❛r❡♥t ♥♦❞❡ ♦❢ op i ✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷ ✭❆◆❉✲❖| ❱✐❡✇ •r❛♣❤✮ ❆ ❣r❛♣❤ ✐s ❝❛••❡❞ ❛♥ ❆◆❉✲❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤ ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ q✉❡r② ♦r ❛ ✈✐❡✇ v✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❆◆❉✲❖|✲❉❆• r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆•• t❤❡ ♣♦ss✐❜•❡ ❆◆❉✲❉❆• r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r v✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ❆◆❉✲❖| ❉❆• ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛•• ♣♦ss✐❜•❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣•❛♥s ❢♦r v✳ ■❢ ❛ ♣❛r❡♥t ✈✐❡✇ v p ❤❛s ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡s t♦ ❝❤✐•❞r❡♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♥♦❞❡s op 1 ✱op 1 ✱✳✳✳✱op i ✱ t❤❡♥ v p ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❝❤✐•❞r❡♥✳ ❚❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ✐♥❞✐✲ ❝❛t❡❞ ❜② ❞r❛✇✐♥❣ ❛ s❡♠✐❝✐r❝•❡✱ ❝❛••❡❞ ❛♥ ❖| ❛r❝✳ ❚❤❡ ❆◆❉✲❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ ❆◆❉✲❖| ❉❆• ❢♦r ❡❛❝❤ q✉❡r② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜✲❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥❝❡✳ ❚❤❡ ❉❆• r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❡r✐❡s q 1 ✿ P ⋊ ⋉ P❙ ⋊ ⋉ ❙ ❛♥❞ q 2 ✿ P❙ ⋊ ⋉ ❙ ⋊ ⋉ ◆✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳ ❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts P✱ P❙✱ ❙ ❛♥❞ ◆ ❞❡♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡•② t❤❡ ❜❛s❡ r❡•❛t✐♦♥s ♦❢ ❚P❈✲❍ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✿ P❛rt✱ P❛rt❙✉♣♣✱ ❙✉♣♣•✐❡r ❛♥❞ ◆❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❆◆❉ ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷❛✮✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥•② ♦♥❡ ✇❛② t♦ ❛♥s✇❡r ♦r ✉♣❞❛t❡ ❛ ✈✐❡✇ ✭♦r q✉❡r②✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✈✐❡✇s P✲P❙✲❙ ❛♥❞ P❙✲❙✲◆✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s♣❡❝✲ t✐✈❡•② t♦ t❤❡ r❡s✉•t ♦❢ t❤❡ q✉❡r② q 1 ❛♥❞ q 2 ✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦r ✉♣❞❛t❡❞ ♦♥ ♦♥•② ♦♥❡ ✇❛② ✭✐t ❝♦♥s✐❞❡r ♦♣t✐♠❛• q✉❡r② ♣•❛♥s✮✿ q 1 ✿✭✭P ⋊ ⋉ P❙✮ ⋊ ⋉ ❙✮ q 2 ✿✭✭P❙ ⋊ ⋉ ❙✮ ⋊ ⋉ ◆✮ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛•• ♣♦ss✐❜•❡ ✇❛②s ❢♦r ❡✈❛•✉❛t✐♥❣ t❤❡ q✉❡r✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆◆❉✲❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷❜✮✳ ❋♦r s✐♠♣•✐❝✐t②✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ♦♥•② t✇♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣•❛♥s ❢♦r t❤❡ ✈✐❡✇ P✲P❙✲❙ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ q✉❡r② r❡s✉•t ♦❢ q 1 ❛♥❞ ♦♥❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣•❛♥ ❢♦r t❤❡ ✈✐❡✇ P❙✲❙✲◆ t❤❛t ✐s t❤❡ q✉❡r② r❡s✉•t ♦❢ q 2 ✿ q 1 ✿④✭✭P ⋊ ⋉ P❙✮ ⋊ ⋉ ❙✮✱ ✭P ⋊ ⋉ ✭P❙ ⋊ ⋉ ❙✮✮⑥ ✴✴ t✇♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣•❛♥s q 2 ✿✭✭P❙ ⋊ ⋉ ❙✮ ⋊ ⋉ ◆✮ ✴✴ ♦♥❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣•❛♥ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣•❛♥s ❛r❡ •✉st ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷❜ ❜② ❞❛s❤❡❞ •✐♥❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❆◆❉✲❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤ t♦ ❝♦♠♣❛❝t•② r❡♣r❡s❡♥t ❛•t❡r✲ ♥❛t✐✈❡ q✉❡r② ♣•❛♥s ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t ❝♦♠♠♦♥ s✉❜❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐•s ❛❜♦✉t ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❆◆❉✲❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤ ❢♦r t❤❡ q✉❡r✐❡s ♦❢ ✇♦r❦•♦❛❞✱ ✇❡ ♠❛② r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬✷✽(✳ ❖✉r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❆◆❉✲❖| r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❆◆❉ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ •❛tt❡r ♠❛❦❡s •♦❝❛• ♦♣t✐♠❛• ❝❤♦✐❝❡s✱ ❛♥❞ ♠❛② ♠✐ss ❣•♦❜❛• ♦♣t✐♠❛• ♣•❛♥s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇s ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❝♦♥•✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣•❛♥s ❢♦r q✉❡r✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ♣•❛♥ t❤❛t s❡❡♠s q✉✐t❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❝♦✉•❞ ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ❜❡st ♣•❛♥ ✐❢ s♦♠❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉•t ♦❢ t❤❡ ♣•❛♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣•❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ✐t✳ ❊①❛♠♣•❡✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈✐❡✇s P✲P❙✲❙ ❛♥❞ P❙✲❙✲◆ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡s♣❡❝✲ t✐✈❡•② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣•❛♥ ✭✭P ⋊ ⋉ P❙✮ ⋊ ⋉ ❙✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣•❛♥ ✭✭P❙ ⋊ ⋉ ❙✮ ⋊ ⋉ ◆✮✱ ❛s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷❛✳ ❚❤❡s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣•❛♥s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦♣t✐♠❛• ♣•❛♥s ❢♦r q 1 ❛♥❞ q 2 ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❛•t❡r♥❛t✐✈❡ ♣•❛♥ ✭P ⋊ ⋉ ✭P❙ ⋊ ⋉ ❙✮✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈✐❡✇ P✲P❙✲❙✱ t❤❡ ✈✐❡✇ P❙✲❙ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷❜✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❝❡ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ q✉❡r✐❡s q 1 ❛♥❞ q 2 ✳ ❚❤✐s ❛•t❡r♥❛t✐✈❡ ✇✐t❤ s❤❛r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇ P❙✲❙ ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❣•♦❜❛• ♦♣t✐♠❛• ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✈✐❡✇ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✱ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜✲❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣•♦✐t❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♣•❛♥ ❢♦r ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✈✐❡✇s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✈✐❡✇ P✲P❙✲ ❙ ♠❛② ❛•s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r s❤❛r✐♥❣ ✉♣❞❛t❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✈✐❡✇ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❆◆❉✲❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤✱ ❡❛❝❤ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♥♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣✲ r❡s❡♥ts ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✈✐❡✇ v i t♦ ♠❛t❡r✐❛•✐③❛t✐♦♥✱ ❤❛s t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐t✿ ◗✉❡r② ❝♦st Qc ✭t❤❡ ❡✈❛•✉❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❆◆❉✲❉❆• ❢♦r v i ✮✱ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st M c ✭t❤❡ ❝♦st r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✉♣✲ ❞❛t✐♥❣ v i ✇❤❡♥ t❤❡ r❡•❛t❡❞ ❜❛s❡ r❡•❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞✮✱ r❡❛❞✐♥❣ ❝♦st Rc✱ q✉❡r② ❢r❡q✉❡♥❝② f q ✭✐❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♥♦❞❡ ✐s ❛ r♦♦t ♥♦❞❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❢r❡q✉❡♥❝② f u ✭t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✉♣❞❛t✐♥❣ v i ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r•②✐♥❣ ❞❛t❛✮✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♥♦❞❡ op i ✱ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ r❡•❛t✐♦♥❛• ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛ ❝♦st ✐s ❛ss♦✲ ❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐t ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦st ✐♥❝✉rr❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♥♦❞❡ ♦❢ op i ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤✐•❞r❡♥ ♥♦❞❡s ♦❢ op i ✳ ❚❤❡ ✈✐❡✇ s❡•❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜•❡♠ ❢♦r ❆◆❉✲❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉•❛t❡❞ ❛s ❢♦••♦✇s✿ •✐✈❡♥ ❛♥ ❆◆❉✲❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤ G✱ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ st♦r❛❣❡ s♣❛❝❡ Sp max ✭❛✈❛✐•❛❜•❡ s♣❛❝❡✮✱ ❛ t♦t❛• ✈✐❡✇ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ •✐♠✐t U max ✭❛✈❛✐•❛❜•❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ t✐♠❡✮✱ t❤❡ ♣r♦❜•❡♠ ✐s t♦ s❡•❡❝t ❛ s❡t ♦❢ ✈✐❡✇s t♦ ❜❡ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ M V ✱ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♥♦❞❡s ♦❢ G✱ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ t♦t❛• q✉❡r② ❝♦st✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t t❤❡ t♦t❛• s♣❛❝❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② M V ✐s •❡ss ♦r ❡q✉❛• t❤❛♥ Sp max ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛• ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ M V ✭✐✳❡✳✱ ✈✐❡✇ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st✮ ✐s •❡ss ♦r ❡q✉❛• t❤❛♥ U max ✳ ✺ ❖✉r ✈✐❡✇ s❡•❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡• t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈✐❡✇ s❡•❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜•❡♠✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s♦•✈❡r ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✳ ✺✳✶ ▼♦❞❡•✐♥❣ ❱✐❡✇ ❙❡•❡❝t✐♦♥ Pr♦❜•❡♠ ❛s ❛ ❈♦♥str❛✐♥t ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ Pr♦❜•❡♠ ✭❈❙P✮ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t♦ ♠♦❞❡• t❤❡ ✈✐❡✇ s❡•❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜•❡♠ ❛s ❛ ❈❙P✳ ❚❤❡♥✱ ✐ts r❡s♦•✉t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛••② ❜② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s♦•✈❡r✳ ■♥ t❤❡ ❢♦••♦✇✲ ✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛•• t❤❡ s②♠❜♦•s ❛s ✇❡•• ❛s t❤❡ ✈❛r✐❛❜•❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥str❛✐♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡•✳ ✕ G✳ ❚❤❡ ❆◆❉✲❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ✕ Q(G)✳ ❚❤❡ ✈✐❡✇s ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ q✉❡r② r❡s✉•ts ✭t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❆◆❉✲❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤ G✮✳ ✕ V (G)✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈✐❡✇s ✐♥ G ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ♠❛t❡r✐❛•✐③❛t✐♦♥✳ ✕ U (v i )✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✉♣❞❛t❡s ♦♥ v i ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜❛s❡ r❡•❛t✐♦♥s✳ ✕ δ(v i , u)✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛• r❡s✉•t ♦❢ ✈✐❡✇ v i ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✉♣❞❛t❡ u✳ ✕ f q (v i )✳ ❚❤❡ ❛❝❝❡ss ❢r❡q✉❡♥❝② ♦r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈✐❡✇ ✭♦r q✉❡r②✮ v i ✳ ✕ f u (v i )✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜❛s❡ r❡•❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✈✐❡✇ v i ✳ ✕ Sp max ✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ st♦r❛❣❡ s♣❛❝❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✈✐❡✇ ♠❛t❡r✐❛•✐③❛✲ t✐♦♥✳ ✕ U max ✳ ❚❤❡ t✐♠❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛••♦tt❡❞ t♦ ❦❡❡♣ ✉♣ t♦ ❞❛t❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇s✳ ✕ size(v i )✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇ v i ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜②t❡s✳ ❈❙P ✈❛r✐❛❜•❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞♦♠❛✐♥s ✕ M at vi ✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛•✐③❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜•❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ v i ✭❡q✉✐✈✲ ❛•❡♥❝❡ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❆◆❉✲❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤ G✮✱ ✐❢ ✐t ✐s ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ♦r ♥♦t ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞✳ ■t ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜•❡✱ d M atv i ❂④✵✱✶⑥ ✭✵✿ v i ✐s ♥♦t ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞✱ ✶✿ v i ✐s ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞✮✳ ✕ Qc(v i )✳ ❚❤❡ q✉❡r② ❝♦st ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈✐❡✇ v i ✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t ♦❢ N * s✉❝❤ ❛s d Qc(vi) ⊂ N * ✳ ✕ M c(v i )✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✈✐❡✇ v i ✱ ✇❤❡r❡ d Qc(vi) ⊂ N * ✳ ❚❤❡ ✈✐❡✇ s❡•❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜•❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉•❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s❛t✲ ✐s❢❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡•✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞❡❝•❛r❛t✐✈❡ ✇❛② t❤❡ ❈❙P ✈❛r✐❛❜•❡s✱ t❤❡✐r ❞♦♠❛✐♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ♦✈❡r t❤❡♠✳ minimize vi∈Q(G) f q (v i ) * Qc(v i ) ✭✶✮ subject to vi∈V (G) M at vi * size(v i ) ≤ Sp max ✭✷✮ vi∈V (G) M at vi * f u (v i ) * M c(v i ) ≤ U max ✭✸✮ ■♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜•❡❝t✐✈❡ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛• q✉❡r② ❝♦st✳ ■t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t q✉❡r② r❡✇r✐tt❡♥ ♦✈❡r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇s✳ ❈♦♥str❛✐♥ts ✭✷✮ ❛♥❞ ✭✸✮ st❛t❡ t❤❛t t❤❡ ✈✐❡✇s ❛r❡ s❡•❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✉♥❞❡r ❛ •✐♠✐t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❈♦♥✲ str❛✐♥t ✭✷✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ t♦t❛• s♣❛❝❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇s ✐s •❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛• t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ st♦r❛❣❡ s♣❛❝❡ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❈♦♥str❛✐♥t ✭✸✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ t♦t❛• ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇s ✐s •❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛• t♦ t❤❡ t♦t❛• ✈✐❡✇ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st •✐♠✐t✳ ❚❤❡ q✉❡r② ❛♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦sts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✈✐❡✇ ❛r❡ ✐♠♣•❡♠❡♥t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛• ♦❢ t❤❡ ❆◆❉✲❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✲ s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉•❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✹✱✷✽( t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦sts✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ q✉❡r② ❛♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦sts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❜❛s❡ r❡•❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡q✉❛• t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡② ♠❛② ❜❡ ❢♦r♠✉•❛t❡❞ ❛s ❢♦••♦✇s✳ ◗✉❡r② ❝♦st Qc(v i ) = CCost(v i ) if M at vi = 0 Rc(v i ) otherwise ✭✹✮ where CCost(v i ) = min opj ∈child(vi) cost(op j ) + v k ∈child(opj ) Qc(v k ) ✭✺✮ ❈♦♥str❛✐♥t ✭✹✮ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ q✉❡r② ❝♦st ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❣✐✈❡♥ ✈✐❡✇ ✐♥ t❤❡ ❆◆❉✲❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ♣❛t❤s ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❡✇ t♦ ✐ts r❡•❛t❡❞ ❜❛s❡ r❡•❛t✐♦♥s ♦r ✈✐❡✇s✳ ❚❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ❝♦st ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐❢ t❤❡ ✈✐❡✇ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞✳ ❈♦♥str❛✐♥t ✭✺✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ♣❛t❤ ✐s s❡•❡❝t❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈✐❡✇✳ ❊❛❝❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ♣❛t❤ ✐♥❝•✉❞❡s ❛•• t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♥♦❞❡s ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❛♥❞ t❤❡ q✉❡r② ❝♦st ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡•❛t❡❞ ❜❛s❡s r❡•❛t✐♦♥s ♦r ✈✐❡✇s✳ ❱✐❡✇ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❈♦st M c(v i ) = 0 if M at vi = 0 u∈U (vi) M cost(v i , u) otherwise ✭✻✮ where M cost(v i , u) = min opj ∈child(vi)
cost(op j , u)

+ v k ∈child(opj ) U Cost(v k , u) ✭✼✮ U Cost(v k , u) = M cost(v k , u) if M at v k = 0 δ(v k , u) otherwise ✭✽✮ ❈♦♥str❛✐♥t ✭✻✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ✐❢ t❤❡ ✈✐❡✇ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ✈✐❡✇ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡ r❡•❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈✐❡✇ ✐s ✉♣❞❛t❡❞✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛• ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈✐❡✇ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛• r❡s✉•ts ♦❢ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛• ✭✉♣❞❛t❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡s r❡•❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥str❛✐♥ts ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✽✮ ✐♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡st ♣•❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✇✐•• ❜❡ s❡•❡❝t❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ✈✐❡✇ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ s✐♠✐•❛r•② t♦ t❤❡ q✉❡r② ❝♦st✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡❛❝❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❛t❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛•• t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉♣❞❛t❡s ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡•❛t❡❞ ❜❛s❡ r❡•❛t✐♦♥s ♦r ✈✐❡✇s✳ ✺✳✷ ❙❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ❆ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢ ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t s❡❛r❝❤ str❛t❡❣②✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❛♥ ❡♥✉♠❡r❛✲ t✐♦♥ tr❡❡✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ tr❡❡ ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡•② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❛♣♣•②✐♥❣ s❡r✐❡s ♦❢ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✇❛② t♦ ❜r❛♥❝❤ ❢r♦♠ ❛ tr❡❡ s❡❛r❝❤ ♥♦❞❡✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s♦•✈❡r✱ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣•✐❡❞ t♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜•❡s✳ ■♥ ♦✉r ❝♦♥str❛✐♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡•✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛•✐③❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜•❡ M at vi ✐s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜•❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇ s❡•❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜•❡♠ ✐s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ✈✐❡✇s t♦ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s♦•✈❡r ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ s❡✲ •❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛❜•❡ t♦ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛• s❡•❡❝t❡❞ ✈❛•✉❡s ✭♦♥❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤✮✳ ❱❛r✐❛❜•❡ s❡•❡❝t♦r ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✇❛② t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♥♦♥ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜•❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡①t ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇✐•• ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜•❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡ s♦•✈❡r ❤❛s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ✈❛•✉❡✳ ✺✳✷✳✶ ❚❤❡ ❞❡❢❛✉•t s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ❚❤❡ ❞❡❢❛✉•t s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ✐s ❛♣♣•✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜•❡s ♦❢ t❤❡ s♦•✈❡r ✇❤❡♥ ♥♦ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ✐s s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❢❛✉•t str❛t❡❣② s❡•❡❝ts t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜•❡s t♦ ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ❱❛r✐❛❜•❡ s❡•❡❝t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝✿ ❉♦♠❖✈❡r❲❉❡❣✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② s❡•❡❝ts t❤❡ ✈❛r✐❛❜•❡ M at vi ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛••❡st r❛t✐♦ r✿ r = dom w * deg ✇❤❡r❡ dom ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡✱ deg ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥ ✐♥st❛♥✲ t✐❛t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥✈♦•✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜•❡✱ ❛♥❞ w t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡rs ♦❢ t❤❡ ❢❛✐•✉r❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜•❡ M at(v i ) ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞✱ ❛t ❛♥② t✐♠❡ t❤❡ dom✱ deg ❛♥❞ w ✈❛•✉❡s✳ ❱❛•✉❡ s❡•❡❝t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝✿ ▼✐♥❱❛•✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜•❡ M at vi ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ✭❜② ❛♣♣•②✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜•❡ s❡•❡❝t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝✮ ✐s t❤❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❜r❛♥❝❤✱ t♦ ✐ts s♠❛••❡st ✈❛•✉❡✿ val = min(d M atv i ) ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❜r❛♥❝❤✱ t❤❡ ✈❛•✉❡ val ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛r✐❛❜•❡ ❞♦♠❛✐♥ d M atv i ✳ ✺✳✷✳✷ ❖✉r ♦✇♥ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦✲ ❣r❛♠♠✐♥❣ ♦✛❡rs ❢❛❝✐•✐t✐❡s t♦ ❝♦♥tr♦• t❤❡ s❡❛r❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❉❡✜♥✐♥❣ ♦✉r ♦✇♥ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♥❝❡ ❛ ✇❡••✲s✉✐t❡❞ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠✲ ❜❡r ♦❢ ❡①♣❛♥❞❡❞ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t t❤❡ s♦•✈❡r t❛❦❡s t♦ ✜♥❞ s♦•✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✈✐❡✇ s❡•❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜•❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜•❡ ❛♥❞ ✈❛•✉❡ s❡•❡❝t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣②✳ ❱❛r✐❛❜•❡ ❛♥❞ ✈❛•✉❡ s❡•❡❝t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ q✉❡r② ❝♦st ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ ✉♣❞❛t❡ t✐♠❡ ✭♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ❝♦♥str❛✐♥t✮ ❛♥❞ st♦r❛❣❡ s♣❛❝❡ ✭s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t✮✳ ▲♦✇ q✉❡r② ❝♦st ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛t❡r✐❛•✐③✐♥❣ ❛•• t❤❡ q✉❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦•♦❛❞ ✭♠❛t❡r✐❛•✐③✐♥❣ t❤❡ r♦♦t •❡✈❡• ✐♥ t❤❡ ❆◆❉✲❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✈✐❡✇ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ✇✐•• ❜❡ ❤✐❣❤✳ ▲♦✇ ✈✐❡✇ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② •❡❛✈✐♥❣ ❛•• t❤❡ ✈✐❡✇s ✈✐rt✉❛• ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ q✉❡r② ❝♦st ✇✐•• ❜❡ ❤✐❣❤ ✭r❡♣•✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ r❡•❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ •❡❛❢ •❡✈❡• ♦❢ t❤❡ ❆◆❉✲ ❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤✮✳ ❋♦r t❤✐s ♠❛tt❡r✱ ♦✉r str❛t❡❣② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② •❡✈❡• ❢♦r ❡❛❝❤ q✉❡r② tr❡❡ ✐♥ t❤❡ ❆◆❉✲❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤ t❤❛t ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ q✉❡r② ❝♦st ✇✐t❤♦✉t ✈✐♦•❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✉r str❛t❡❣② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ •❡✈❡• ✐♥ t❤❡ ❆◆❉✲❖| ✈✐❡✇ ❣r❛♣❤ ❬✹(✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ✭❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♥♦❞❡✮ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ •❡✈❡•✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦••♦✇s✿ level(baserelation) = 0 level(view) = max vc∈child(view) level(v c ) + 1 ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ❜❡•♦✇✱ ✇❡ ❡①♣•❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ q✉❡r② t❤❡ r❡•❛t✐✈❡ q✉❡r② ❝♦st r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t •❡✈❡•s ✐♥ t❤❡ q✉❡r② tr❡❡✳ levels = ∅ //set
of levels with their cost saving ❢♦r each q in Q(G) ❞♦ levelCS = ∅//M ap : key = level; val = cost saving // each view in the query tree is associated to a level ❢♦r each l in AllLevels(q) ❞♦

space = 0 maint = 0 ❢♦r each v in AllV iews(l) ❞♦ space = space + size(v) maint = maint + M c(v) ❡♥❞ ❢♦r ✐❢ space ≤ Sp M ax and maint ≤ U M ax t❤❡♥
LevelCostSaving(q, l) //LevelCostSaving is def ined as the relative //query cost reduction when the views associated // to level l are materialized ❡•s❡ 

LevelCostSaving(q, l) = -1 ❡♥❞ ✐❢ levelCS.put(l, LevelCostSaving) ❡♥❞ ❢♦r levels = levels ∪ {levelCS} ❡♥❞ ❢♦r ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛• s♦•✉t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜•❡ s❡•❡❝t♦r ❤❛s t♦ st❛rt ❜② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛•✐③❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜•❡s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✈✐❡✇s✳ ❚❤❡s❡ ✈✐❡✇s ❛r❡ t❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ •❡✈❡•s t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ q✉❡r② ❝♦st s✉❜•❡❝t t♦ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋♦
❢♦r each l s in LSort ❞♦ ❢♦r each v s in l s ❞♦ M V = M V ∪ {M at vs } ❡♥❞ ❢♦r ❡♥❞ ❢♦r ❋✐♥❛••②✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜•❡ s❡•❡❝t♦r ✇✐•• ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛•✐③❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜•❡s t♦ ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r t❤❡② ❛♣♣❡❛r ✐♥ M V ✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜•❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡ ✈❛•✉❡ s❡•❡❝t♦r ✇✐•• ❛ss✐❣♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛•✐③❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜•❡ t♦ ✐ts ❤✐❣❤❡st ✈❛•✉❡✿ max(d M atv i )✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜•❡ ❛♥❞ ✈❛•✉❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❞♦ ♥♦t ✐♥❤✐❜✐t t❤❡ s♦•✈❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s♦•✉t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✇✐•• st❛rt ❜② ♠❛t❡r✐❛•✐③✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r s❡t ♦❢ ✈✐❡✇s✳ ❇② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡s❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣②✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ s♦•✈❡r t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛st❡r t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛• s♦•✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ ❜r♦✇s✐♥❣ ❛ •❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❢❡r✐♦r s♦•✉t✐♦♥s✳ ✻ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❊✈❛•✉❛t✐♦♥ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡✈❛•✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤r♦✉❣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲ t❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛ ♦❢ t❤❡ ❚P❈✲❍ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❬✷(✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ s❡t ♦❢ s❡•❡❝t✐♦♥✲♣r♦•❡❝t✐♦♥✲•♦✐♥ ✭❙P❏✮ q✉❡r✐❡s t❤❛t ♠❛② ✐♥✈♦•✈❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ❜② ❝•❛✉s❡ ❛s ✇❡••✳ ❋♦r ❡❛❝❤ q✉❡r②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛•• ♣♦ss✐❜•❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣•❛♥s ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❛•• t❤❡ q✉❡r✐❡s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❣r❛♣❤ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♦✈❡r•❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❛s ♦✉t♣✉t t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇s✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❡✈❛•✉❛t❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ s♦•✉t✐♦♥ q✉❛•✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇s✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦••♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛• s❡t✉♣✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r✐❛❜•❡ ❛♥❞ ✈❛•✉❡ s❡•❡❝t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s ♦♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❡①♣•♦r❡❞ ❜② ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✱ ✇❡ ✜rst r❡♣♦rt ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛• r❡s✉•ts ✇❤❡♥ t❤❡ ✈✐❡✇ s❡•❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ✉♥❞❡r r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉•ts ♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❡r✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡✈❛•✉❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ q✉❡r✐❡s ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s ❛s ✇❡•• ❛s t❤❡ q✉❡r② ❝♦♠♣•❡①✐t② ♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ✉s✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ q✉❡r② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋✐♥❛••②✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉•ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳ ✻✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛• ❙❡t✉♣ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣•❡♠❡♥t❡❞ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐t ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐✳❡✳✱ ❣❡♥❡t✐❝ ❛•❣♦r✐t❤♠ ✳ ❚❤❡ •❛tt❡r ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛•❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ❜❛•❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✲ ✐♥❣ ❝♦sts t❤❛t ❛♥ ❛•❣♦r✐t❤♠ ✐♥❝✉rs ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇s ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥ t♦ ❜❡ r❡❛•✐③❡❞ ✐♥ q✉❡r② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❜② ♠❛t❡r✐❛•✐③✐♥❣ t❤❡s❡ ✈✐❡✇s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✮✳ ❆•• t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♠♣•❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❏❛✈❛ ❛♥❞ ❛•• t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛♥ ■♥t❡• ❈♦r❡ ✷ ❉✉♦ P✽✻✵✵ ❈P❯ ❅ ✷✳✹✵ •❍③ ♠❛❝❤✐♥❡ r✉♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ ✸•❇ ♦❢ |❆▼ ❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇s ❳P Pr♦❢❡ss✐♦♥❛• ❙P✸✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦•✈❡ t❤❡ ✈✐❡✇ s❡•❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜•❡♠ ❛s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜✲ •❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ •❛t❡st ♣♦✇❡r❢✉• ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❈❍❖❈❖ ❬✶( ✭❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s♦•✈❡rs ❛r❡ str✉❝t✉r❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛♥♥✉❛• ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥s ❬✶✼(✮✳ ❋♦r t❤❡ ❣❡✲ ♥❡t✐❝ ❛•❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣•❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✺( ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥t♦ t❤❡ ❛•❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞❛t❛ ♣•❛❝❡♠❡♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ •❡t t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛•❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✲ ✈❡r❣❡ q✉✐❝❦•②✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛• ♣♦♣✉•❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❢❛✈♦r❛❜•❡ ✈✐❡✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣•✐♥❣✳ ❋❛✈♦r❛❜•❡ ✈✐❡✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✈✐❡✇s ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ q✉❡r② ❝♦st ✇✐t❤♦✉t ✈✐♦•❛t✐♥❣ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♠♦st •✐❦❡•② s❡•❡❝t❡❞ ❢♦r ♠❛t❡r✐❛•✐③❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❡✈❛•✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✈✐❡✇ s❡•❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❢♦•✲ •♦✇✐♥❣ ♠❡tr✐❝✳ ✶✳ ❙♦•✉t✐♦♥ ◗✉❛•✐t②✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✈✐❡✇ s❡•❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❛s ❡✈❛•✲ ✉❛t❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ s♦•✉t✐♦♥ q✉❛•✐t② ✇❤✐❝❤ r❡s✉•ts ❢r♦♠ ❡✈❛•✉❛t✐♥❣ t❤❡ q✉❛•✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❡t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦st s❛✈✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛• r❡s✉•ts✱ t❤❡ s♦•✉t✐♦♥ q✉❛•✐t② ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Q s ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦••♦✇s✿ Q s = W M -vi∈Q(G) f q (v i ) * Qc(v i ) W M -ALLM ✭✾✮ ❲❤❡r❡ W M ✐s t❤❡ t♦t❛• q✉❡r② ❝♦st ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✧❲✐t❤♦✉t▼❛t✧ ❛♣✲ ♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛t❡r✐❛•✐③❡ ✈✐❡✇s ❛♥❞ ❛•✇❛②s r❡❝♦♠♣✉t❡s q✉❡r✐❡s✱ AllM ✐s t❤❡ ✧❆••▼❛t✧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡s t❤❡ r❡s✉•t ♦❢ ❡❛❝❤ q✉❡r② ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦•♦❛❞✳ ❚❤❡ ✧❲✐t❤♦✉t▼❛t✧ ❛♥❞ ✧❆••▼❛t✧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r ♦✉r ♥♦r♠❛•✐③❡❞ r❡s✉•ts✳ ❆s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ Qc(v i ) ✐s t❤❡ q✉❡r② ❝♦st ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈✐❡✇ v i ❛♥❞ f q (v i ) ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇ v i ✳ ✷✳ ❙♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈✐❡✇ s❡•❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜•❡♠ ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ✉♥❞❡r ❛ s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥

  st ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss ❡❛❝❤ t✉♣•❡ ♦❢ t❤❡ r❡•❛t✐♦♥ ❡✳❣✳✱ ❝❤❡❝❦✐♥❣ s❡•❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✕ ❚❤❡ ■❖ ❝♦st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❢❡t❝❤✐♥❣ ❡❛❝❤ t✉♣•❡ ♦❢ t❤❡ r❡•❛t✐♦♥✳ ✕ ❚❤❡ ❝♦sts ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈♦•✈❡❞ r❡•❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✐♠❡✳ ❊st✐♠❛t❡❞ ❝♦st ♦❢ r❡•❛t✐♦♥❛• ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ✕ ❊st✐♠❛t❡❞ ❝♦st ♦❢ ✉♥❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s • cost(op) = (IO * card * length) + (CP U * card * lengthP ) ✇❤❡r❡ ♦♣ ✐s ❛ s❡•❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ • cost(op) = (IO * card * log(card) * length) + (CP U * card * log(card) * lengthP ) ✇❤❡r❡ ♦♣ ✐s ❛ ♣r♦•❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ • cost(op) = (IO * card * length) + (CP U * card * lengthA) ✇❤❡r❡ ♦♣ ✐s ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✕ ❊st✐♠❛t❡❞ ❝♦st ♦❢ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s • cost(op) = (IO * lcard * rcard * (llength + rlength)) + (CP U * lcard * rcard * lengthP ) ✇❤❡r❡ ♦♣ ✐s ❛ •♦✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❲❤❡r❡ card ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✉♣•❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛♥❞✱ length ✐s t❤❡ •❡♥❣t❤ ✭✐♥ ❜②t❡s✮ ♦❢ ❛ t✉♣•❡✱ lengthP ✐s t❤❡ •❡♥❣t❤ ♦❢ ❝♦•✉♠♥s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱lengthA ✐s t❤❡ •❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t✉♣•❡s ❜❡✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞✱ lcard ❛♥❞ rcard ❛r❡ r❡s♣❡❝✲ t✐✈❡

  r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ s♦rt t❤❡ q✉❡r② •❡✈❡•s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r LevelCostSaving ✐♥ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ✭❛s ✐t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡•♦✇✮✳ ❲❡ ✐t❡r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ s♦rt❡❞ s❡t st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ •❡✈❡•s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st q✉❡r② ❝♦st r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡♥ st♦r❡ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡s❡ •❡✈❡•s ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜•❡ M V ✳ //sort the levels according to their LevelCostSaving in //descending order LSort = SortLevels(levels)

✭✶✵✮✇❤❡r❡

  Sp AllM ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦•❡ ✇♦r❦•♦❛❞ ❛♥❞ α ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈✐❡✇ s❡•❡❝t✐♦♥ ✐s st✉❞✐❡❞ ✉♥❞❡r r❡str✐❝t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡ s❡t α t♦ ✶✵✪✳ ❲❡ ❛•s♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② t✐❣❤t ❛♥❞ ❛t t❤❛t ❝❛s❡ α ✇❛s s❡t t♦ ✸✵✪✳✸✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❈♦st ❈♦♥str❛✐♥t✳ ■♥ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡•✱ t❤❡ t♦t❛• ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇s ❤❛s t♦ ❜❡ •❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛• t♦ t❤❡ t♦t❛• ✈✐❡✇ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st •✐♠✐t U max ✳ ❆s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✶✵(✱ U max ✐s ❝❛•❝✉•❛t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛• ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ✇❤❡♥ ❛•• t❤❡ q✉❡r✐❡s ❛r❡ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞✳ U max = β * M c AllM ✭✶✶✮ ✇❤❡r❡ M c AllM ✐s t❤❡ t♦t❛• ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ✇❤❡♥ t❤❡ r❡s✉•t ♦❢ ❡❛❝❤ q✉❡r② ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦•♦❛❞ ✐s ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ❛♥❞ β ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ✈❛•✉❡ ♦❢ β ✇❛s s❡t s✐♠✐•❛r t♦ α ✭s❡❡ ❛❜♦✈❡✮✳ ✹✳ |✉♥t✐♠❡✳ ❚❤❡ |✉♥t✐♠❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ ✐s t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t ▼②❙◗▲ s❡r✈❡r t❛❦❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ q✉❡r② r❡s✉•ts ✉s✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇✳ ❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ✇♦r❦•♦❛❞ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ♠❡tr✐❝ t♦ st✉❞② t❤❡ ❜❡♥❡✜t t❤❛t ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇s ❢♦✉♥❞ ❜② ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜r✐♥❣ t♦ q✉❡r② ❡✈❛•✉❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛•s♦ ❛ ❣♦♦❞ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛•❣♦r✐t❤♠✳ ✻✳✷ ■♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r✐❛❜•❡ ❛♥❞ ✈❛•✉❡ s❡•❡❝t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s ❍❡r❡✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r✐❛❜•❡ ❛♥❞ ✈❛•✉❡ s❡•❡❝t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✱ ♦♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❡①♣•♦r❡❞ ❜② ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚♦ ❡✈❛•✉❛t❡ t❤✐s✱ ✇❡ ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s♦•✉t✐♦♥ q✉❛•✐t② ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s♦•✈❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✭✐✮ t❤❡ ❞❡❢❛✉•t s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ✈❛r✐❛❜•❡ ❛♥❞ ✈❛•✉❡ s❡•❡❝t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ ❛r❡ ✐♠♣•❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣②✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s♦•✈❡r ✭❈❍❖❈❖ ❙♦•✈❡r✮ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❢❡❛s✐❜•❡ s♦•✉t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛•• t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛• s♦•✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✉s❡ t✐♠❡♦✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❡✈❛•✉❛t❡ t❤❡ q✉❛•✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦•✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ s♦•✈❡r✳ ❆ ✇♦r❦•♦❛❞ ♦❢ ✷✵ q✉❡r✐❡s s✉✣❝❡s t♦ ✐••✉str❛t❡ t❤✐s✳ α ❛♥❞ β✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡•② t❤❡ st♦r❛❣❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❡✇ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st •✐♠✐ts✱ ✇❛s s❡t t♦ ✸✵✪✳ ❚❤❡ r❡s✉•ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳ ❚❤❡ s♦•✈❡r ✐s •❡❢t t♦ r✉♥ ✉♥t✐• r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛• s♦•✉t✐♦♥✳ ❞❡❢❛✉•ts❡❛r❝❤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡❢❛✉•t s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ❋✐❣✳ ✸✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝s ♦♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✭❛✮ β❂✶✵✪ ✭❜✮ β❂✸✵✪ ✭❝✮ α❂✶✵✪ ✭❞✮ α❂✸✵✪ ❋✐❣✳ ✹✿ ❙♦•✉t✐♦♥ q✉❛•✐t② ✇❤✐•❡ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦r t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ❝♦♥✲ str❛✐♥t

  

  t✱ t❤❡ t♦t❛• s♣❛❝❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛•✐③❡❞ ✈✐❡✇s ❤❛s t♦ ❜❡ •❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛• t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ st♦r❛❣❡ s♣❛❝❡ Sp max ✳ ❙✐♠✐•❛r t♦ ❬✶✵( Sp max ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ q✉❡r② ✇♦r❦•♦❛❞✳ Sp max = α * Sp AllM