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1. ðåòåíåîîùå,÷ùòáöåîéñ,ðòéó÷áé÷áîéñ1.1. úÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÍÁÓÓÉ×Ï×1.1.1. äÁÎÙ Ä×Å �ÅÌÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ a, b. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÙ, �ÏÓÌÅ ÉÓ�ÏÌÎÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÏÍÅÎÑÌÉÓØÂÙ ÍÅÓÔÁÍÉ (ÎÏ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ a ÒÁ×ÎÏ ÓÔÁÒÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ b É ÎÁÏÂÏÒÏÔ).òÅÛÅÎÉÅ. ÷×ÅÄ£Í ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ �ÅÌÕÀ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ t.t := a;a := b;b := t; �ðÏ�ÙÔËÁ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÎÁ�ÉÓÁ×a := b;b := a;ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �ÅÌÉ (ÂÅÚ×ÏÚ×ÒÁÔÎÏ ÕÔÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �Å-ÒÅÍÅÎÎÏÊ a).1.1.2. òÅÛÉÔÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (É �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ �ÅÌÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ).òÅÛÅÎÉÅ. îÁÞÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a É b ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ a0, b0.a := a + b; {a = a0 + b0, b = b0}b := a - b; {a = a0 + b0, b = a0}a := a - b; {a = b0, b = a0} �



1.1. úÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÍÁÓÓÉ×Ï× 91.1.3. äÁÎÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ Á É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ (�ÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ)ÞÉÓÌÏ n. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ an. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÕ, �ÒÉ ÉÓ�ÏÌÎÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Á É n ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ-ÓÑ, Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÒÕÇÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, b) ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑÒÁ×ÎÙÍ an. (ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ É ÄÒÕÇÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ.)òÅÛÅÎÉÅ. ÷×ÅÄ£Í �ÅÌÕÀ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ k, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ n,�ÒÉÞ£Í �ÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: b= ak).k := 0; b := 1;{b = a × ÓÔÅ�ÅÎÉ k}while k <> n do begink := k + 1;b := b * a;end; �äÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÊ ÖÅ ÚÁÄÁÞÉ:k := n; b := 1;{a × ÓÔÅ�ÅÎÉ n = b * (a × ÓÔÅ�ÅÎÉ k)}while k <> 0 do begink := k - 1;b := b * a;end;1.1.4. òÅÛÉÔÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏÄÅÊÓÔ×ÉÊ (×Ù�ÏÌÎÑÅÍÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ) ÂÙÌÏ �ÏÒÑÄËÁ log n(ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÏ ÂÙ C log n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C; log n|ÜÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÎÕÖÎÏ ×ÏÚ×ÅÓÔÉ 2, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ n).òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÎÅÓ£Í ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ×Ï ×ÔÏÒÏÅ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÈÒÅÛÅÎÉÊ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ:k := n; b := 1; 
:=a;{a × ÓÔÅ�ÅÎÉ n = b * (
 × ÓÔÅ�ÅÎÉ k)}while k <> 0 do beginif k mod 2 = 0 then begink:= k div 2;
:= 
*
;end else begink := k - 1;b := b * 
;end;end;



10 1. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑëÁÖÄÙÊ ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚ (ÎÅ ÒÅÖÅ) ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ �ÅÒ×ÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ ×ÙÂÏÒÁ (ÅÓÌÉ k ÎÅÞ£ÔÎÏ, ÔÏ �ÏÓÌÅ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÔÁ-ÎÏ×ÉÔÓÑ Þ£ÔÎÙÍ), ÔÁË ÞÔÏ ÚÁ Ä×Á �ÉËÌÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ k ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ �ÏËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ×Ä×ÏÅ. �1.1.5. äÁÎÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Á, b. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ a · b,ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ × �ÒÏÇÒÁÍÍÅ ÌÉÛØ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ +, -, =, <>.òÅÛÅÎÉÅ.k := 0; 
 := 0;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: 
 = a * k}while k <> b do begink := k + 1;
 := 
 + a;end;{
 = a * k É k = b, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 
 = a * b} �1.1.6. äÁÎÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Á É b. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÈ ÓÕÍÍÕ Á + b.éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ ÌÉÛØ ×ÉÄÁ
〈�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ1〉 := 〈�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ2〉;
〈�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ〉 := 〈ÞÉÓÌÏ〉;
〈�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ1〉 := 〈�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ2〉+ 1:òÅÛÅÎÉÅ....{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: 
 = a + k}... �1.1.7. äÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ (�ÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ) ÞÉÓÌÏ Á É �ÅÌÏÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ d. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÞÁÓÔÎÏÅ q É ÏÓÔÁÔÏË r �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÁÎÁ d, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ div É mod.òÅÛÅÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, a= q · d+ r, 06 r< d.{a >= 0; d > 0}r := a; q := 0;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: a = q * d + r, 0 <= r}while not (r < d) do begin{r >= d}r := r - d; {r >= 0}q := q + 1;end; �



1.1. úÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÍÁÓÓÉ×Ï× 111.1.8. äÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ n! (0! = 1, n! = n · (n− 1)!). �1.1.9. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ æÉÂÏÎÁÞÞÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: a0 = 0,a1 = 1, ak = ak-1 + ak-2 �ÒÉ k> 2. äÁÎÏ n, ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ an. �1.1.10. �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÂÙÌÏ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ log n. (ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ.)[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÁÒÁ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕ-ÝÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ
∥
∥
∥
∥

1 11 0 ∥
∥
∥
∥| ÔÁË ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉ�Ù × ÓÔÅ�ÅÎØ n. üÔÏÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁ C log n ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÔÅÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÞÉ-ÓÅÌ.℄ �1.1.11. äÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ10! + 11! + : : :+ 1n! : �1.1.12. �Ï ÖÅ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁ�ÉÊ (×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÎÙÈ ËÏÍÁÎÄ �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ) ÂÙÌÏ ÂÙ �ÏÒÑÄËÁ n (ÎÅ ÂÏÌÅÅ Cn ÄÌÑ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C).òÅÛÅÎÉÅ. éÎ×ÁÒÉÁÎÔ: sum = 1=1! + : : : + 1=k!, last= 1=k! (×ÁÖÎÏ ÎÅ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÚÁÎÏ×Ï ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ k!). �1.1.13. äÁÎÙ Ä×Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ a É b, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀ ÏÄÎÏ-×ÒÅÍÅÎÎÏ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ îïä(a,b) | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ Á É b.òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 1.if a < b then begink := a;end else begink := b;end;{k = min (a,b)}{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÎÉËÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ k, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ (ÏÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a,b)}while not ((a mod k = 0) and (b mod k = 0)) do begink := k - 1;end;{k - ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÂÏÌØÛÉÅ - ÎÅÔ}



12 1. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ÷ÁÒÉÁÎÔ 2 (ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ îïä(0,0)=0.�ÏÇÄÁ îïä(a,b) = îïä(a-b,b) = îïä(a,b-a); îïä(a,0) = îïä(0,a) = aÄÌÑ ×ÓÅÈ a; b> 0.m := a; n := b;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: îïä (a,b) = îïä (m,n); m,n >= 0 }while not ((m=0) or (n=0)) do beginif m >= n then beginm := m - n;end else beginn := n - m;end;end;{m = 0 ÉÌÉ n = 0}if m = 0 then begink := n;end else begin {n = 0}k := m;end; �1.1.14. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ,ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ îïä(a,b) = îïä(a mod b, b) �ÒÉ a > b,îïä(a,b) = îïä(a, b mod a) �ÒÉ b> a. �1.1.15. äÁÎÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ a É b, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ 0 ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. îÁÊÄÉÔÅd = îïä(a,b) É ÔÁËÉÅ �ÅÌÙÅ x É y, ÞÔÏ d= a · x+ b · y.òÅÛÅÎÉÅ. äÏÂÁ×ÉÍ × ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ p, q, r, s É ×�É-ÛÅÍ × ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ m = p*a+q*b; n = r*a+s*b.m:=a; n:=b; p := 1; q := 0; r := 0; s := 1;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: îïä (a,b) = îïä (m,n); m,n >= 0m = p*a + q*b; n = r*a + s*b.}while not ((m=0) or (n=0)) do beginif m >= n then beginm := m - n; p := p - r; q := q - s;end else beginn := n - m; r := r - p; s := s - q;end;end;if m = 0 then begink :=n; x := r; y := s;end else begink := m; x := p; y := q;end; �



1.1. úÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÍÁÓÓÉ×Ï× 131.1.16. òÅÛÉÔÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ å×ËÌÉ-ÄÁ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. �1.1.17. (ü.äÅÊËÓÔÒÁ) äÏÂÁ×ÉÍ × ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ u, v, z:m := a; n := b; u := b; v := a;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: îïä (a,b) = îïä (m,n); m,n >= 0 }while not ((m=0) or (n=0)) do beginif m >= n then beginm := m - n; v := v + u;end else beginn := n - m; u := u + v;end;end;if m = 0 then beginz:= v;end else begin {n=0}z:= u;end;äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÉÓ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ z ÒÁ×ÎÏ ÕÄ×ÏÅÎ-ÎÏÍÕ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ËÒÁÔÎÏÍÕ ÞÉÓÅÌ a, b: z= 2 · îïë(a,b).òÅÛÅÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ m · u+ n · v ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ × ÈÏÄÅ ×Ù-�ÏÌÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ×ÎÁÞÁÌÅ ÏÎÁÒÁ×ÎÁ 2ab É ÞÔÏ îïä(a; b) · îïë(a;b) = ab. �1.1.18. îÁ�ÉÛÉÔÅ ×ÁÒÉÁÎÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÑ îïä(2a; 2b) = 2 · îïä(a; b);îïä(2a; b) = îïä(a; b) �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ b;ÎÅ ×ËÌÀÞÁÀÝÉÊ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ ÌÉÛØ ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ 2É �ÒÏ×ÅÒËÕ Þ£ÔÎÏÓÔÉ. (þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ �ÏÒÑÄËÁ log k ÄÌÑÉÓÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ k.)òÅÛÅÎÉÅ.m:= a; n:=b; d:=1;{îïä(a,b) = d * îïä(m,n)}while not ((m=0) or (n=0)) do beginif (m mod 2 = 0) and (n mod 2 = 0) then begind:= d*2; m:= m div 2; n:= n div 2;end else if (m mod 2 = 0) and (n mod 2 = 1) then begin



14 1. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑm:= m div 2;end else if(m mod 2 = 1) and (n mod 2 = 0) then beginn:= n div 2;end else if (m mod 2=1) and (n mod 2=1) and (m>=n) then beginm:= m-n;end else if (m mod 2=1) and (n mod 2=1) and (m<=n) then beginn:= n-m;end;end;{m=0 => ÏÔ×ÅÔ=d*n; n=0 => ÏÔ×ÅÔ=d*m}ï�ÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ: ËÁÖÄÏÅ ×ÔÏÒÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÄÅÌÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚÞÉÓÅÌ m É n �Ï�ÏÌÁÍ. �1.1.19. äÏ�ÏÌÎÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÉÓËÏÍ x É y, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ax+ by= îïä(a; b).òÅÛÅÎÉÅ. (éÄÅÑ ÓÏÏÂÝÅÎÁ ä. ú×ÏÎËÉÎÙÍ.) ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ÄÅÌÅÎÉÅ a É b �Ï�ÏÌÁÍ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÉÓËÏÍÙÈ x É y. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a É b ÎÅÞ£ÔÎÏ.(üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÓÏÈÒÁÎÑÔØÓÑ É ÄÁÌÅÅ.)�Å�ÅÒØ �Ï�ÙÔÁÅÍÓÑ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÈÒÁÎÉÔØ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ p; q; r; s, ÞÔÏm= ap+ bq;n= ar+ bs:ðÒÏÂÌÅÍÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ, ÓËÁÖÅÍ, m ÎÁ 2 ÎÁÄÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ pÉ q ÎÁ 2, É ÏÎÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÕÔ ÂÙÔØ �ÅÌÙÍÉ (Á ÓÔÁÎÕÔ Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÍÉ). ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÈÒÁÎÉÔØ × ×ÉÄÅ �ÁÒÙ
〈ÞÉÓÌÉÔÅÌØ, �ÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ä×ÏÊËÉ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ〉. ÷ ÉÔÏÇÅ ÍÙ �Ï-ÌÕÞÁÅÍ d × ×ÉÄÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ a É b Ó Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ2id= ax+ byÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÅÌÙÈ x; y É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ i. þÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ i > 1?åÓÌÉ x É y Þ£ÔÎÙ, ÔÏ ÎÁ 2 ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, �ÏÌÏÖÅÎÉÅÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÒÁ×ÉÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍx := x+ b;y := y− a(ÏÎÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ax+ by). õÂÅÄÉÍÓÑ × ÜÔÏÍ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ,ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a É b ÎÅÞ£ÔÎÏ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ a. åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ



1.1. úÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÍÁÓÓÉ×Ï× 15y Þ£ÔÎÏ, ÔÏ É x ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ Þ£ÔÎÙÍ (ÉÎÁÞÅ ax+ by ÂÕÄÅÔ ÎÅÞ£ÔÎÙÍ).á �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ y ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ÉÚ ÎÅÇÏ ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ a ÄÅÌÁÅÔ y Þ£ÔÎÙÍ. �1.1.20. óÏÓÔÁ×ØÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, �ÅÞÁÔÁÀÝÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 0 ÄÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n.òÅÛÅÎÉÅ.k:=0;writeln (k*k);{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: k<=n, ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÙ ×ÓÅË×ÁÄÒÁÔÙ ÄÏ k ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ}while not (k=n) do begink:=k+1;writeln (k*k);end; �1.1.21. �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÎÏ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÉÚ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅ-ÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÌÉÛØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ, �ÒÉÞ£Í ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ �ÏÒÑÄËÁ n.òÅÛÅÎÉÅ. ÷×ÅÄ£Í �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ k square (square| Ë×ÁÄÒÁÔ), Ó×ÑÚÁÎ-ÎÕÀ Ó k ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ k square= k2:k := 0; k_square := 0;writeln (k_square);while not (k = n) do begink := k + 1;{k_square = (k-1) * (k-1) = k*k - 2*k + 1}k_square := k_square + k + k - 1;writeln (k_square);end; �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁËÏÊ ÈÉÔ-ÒÏÓÔÉ: while not (k = n) do begink_square := k_square + k;{k_square = k*k + k}k := k + 1;{k_square = (k-1)*(k-1)+(k-1)=k*k-k}k_square := k_square + k;end;1.1.22. óÏÓÔÁ×ØÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, �ÅÞÁÔÁÀÝÕÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n> 0 (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÒÅ-ÂÕÅÔÓÑ �ÅÞÁÔÁÔØ ÔÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÙÈÞÉÓÅÌ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ n; ÅÓÌÉ n= 1, �ÅÞÁÔÁÔØ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÎÁÄÏ).



16 1. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑòÅÛÅÎÉÅ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 1.k := n;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É k ÒÁ×ÎÏn, ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÙ ÔÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ}while not (k = 1) do beginl := 2;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: k ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (1,l)}while k mod l <> 0 do beginl := l + 1;end;{l - ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ k, ÂÏÌØÛÉÊ 1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,�ÒÏÓÔÏÊ}writeln (l);k:=k div l;end;÷ÁÒÉÁÎÔ 2.k := n; l := 2;{�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ k É ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ n; ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÙÅÞÉÓÌÁ �ÒÏÓÔÙ; k ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÍÅÎØÛÉÈ l}while not (k = 1) do beginif k mod l = 0 then begin{k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ l É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ,ÍÅÎØÛÉÈ l, ÚÎÁÞÉÔ, l �ÒÏÓÔÏ}k := k div l;writeln (l);end else begin{ k ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ l }l := l+1;end;end; �1.1.23. óÏÓÔÁ×ØÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÀÝÕÀ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÑÝÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.òÅÛÅÎÉÅ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÍÅÓÔÏ l:=l+1 ÍÏÖÎÏ ÎÁ�É-ÓÁÔØ if l*l > k then beginl:=k;end else beginl:=l+1;end; �



1.1. úÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÍÁÓÓÉ×Ï× 171.1.24. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n > 1�ÒÏÓÔÙÍ. �1.1.25. (äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÏÓÎÏ×ÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ) äÁÎÏ �ÅÌÏÅ ÇÁÕÓÓÏ×ÏÞÉÓÌÏ n+ m i (�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ Z[i℄).(a) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÏ �ÒÏÓÔÙÍ (× Z[i℄).(Â) îÁ�ÅÞÁÔÁÊÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ (× Z[i℄) ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. �1.1.26. òÁÚÒÅÛÉÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ËÏÍÁÎÄÙ write(i) ÌÉÛØ �ÒÉ i = 0; 1;2; : : : ;9. óÏÓÔÁ×ØÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, �ÅÞÁÔÁÀÝÕÀ ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÚÁ�ÉÓØ ÚÁÄÁÎ-ÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n> 0. (óÌÕÞÁÊ n= 0 Ñ×ÉÌÓÑ ÂÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÉÓ-ËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÔÁË ËÁË ÏÂÙÞÎÏ ÎÕÌÉ × ÎÁÞÁÌÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅ �ÅÞÁÔÁÀÔÓÑ, Á ÄÌÑn= 0 | �ÅÞÁÔÁÀÔÓÑ.)òÅÛÅÎÉÅ.base:=1;{base - ÓÔÅ�ÅÎØ 10, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÁÑ n}while 10 * base <= n do beginbase:= base * 10;end;{base - ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ 10, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÁÑ n}k:=n;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÏÓÔÁÌÏÓØ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ k Ó ÔÅÍ ÖÅ ÞÉÓÌÏÍÚÎÁËÏ×, ÞÔÏ × base; base = 100..00}while base <> 1 do beginwrite(k div base);k:= k mod base;base:= base div 10;end;{base=1; ÏÓÔÁÌÏÓØ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k}write(k); ��É�ÉÞÎÁÑ ÏÛÉÂËÁ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ: ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÏÂÒÁÂÁÔÙ-×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ Ó ÎÕÌÑÍÉ �ÏÓÅÒÅÄÉÎÅ. ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ k< base; × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÅÞÁÔÁÎÉÅ k ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓÔÁÒ-ÛÉÈ ÎÕÌÅÊ.1.1.27. �Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÎÏ ÎÁÄÏ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÚÁ�ÉÓØ × ÏÂÒÁÔ-ÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. (äÌÑ n= 173 ÎÁÄÏ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ 371.)òÅÛÅÎÉÅ.k:= n;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÏÓÔÁÌÏÓØ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ k × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ}



18 1. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑwhile k <> 0 do beginwrite (k mod 10);k:= k div 10;end; �1.1.28. äÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n. ðÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á x2 + y2 < n × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ (ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ) ÞÉÓÌÁÈ,ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.òÅÛÅÎÉÅ.k := 0; s := 0;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: s = ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Áx*x + y*y < n 
 x < k}while k*k < n do begin...{t = ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á k*k + y*y < nÓ y>=0 (�ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ k) }k := k + 1;s := s + t;end;{k*k >= n, �ÏÜÔÏÍÕ s = ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á}úÄÅÓØ ... | �ÏËÁ ÅÝ£ ÎÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÊ ËÕÓÏË �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÙÊÂÕÄÅÔ ÔÁËÉÍ:l := 0; t := 0;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: t = ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á k*k + y*y < n 
 0<=y<l }while k*k + l*l < n do beginl := l + 1;t := t + 1;end;{k*k + l*l >= n, �ÏÜÔÏÍÕ t = ÞÉÓÌÏ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á k*k + y*y < n} �1.1.29. �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ �ÏÒÑÄËÁ√n. (÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÅÛÅÎÉÉ, ËÁË ÍÏÖÎÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ, �ÏÒÑÄËÁ n Ï�ÅÒÁ-�ÉÊ.)òÅÛÅÎÉÅ. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÔÏÞËÉ ÒÅÛ£ÔËÉ (Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ-ÍÉ) × �ÅÒ×ÏÍ Ë×ÁÄÒÁÎÔÅ, �Ï�ÁÄÁÀÝÉÅ ×ÎÕÔÒØ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ √n. éÎ-ÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÎÁÚÏ×£Í ÅÇÏ X) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ



1.1. úÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÍÁÓÓÉ×Ï× 19×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ×ÙÓÏÔÙ.
•
• • •
• • •
• • • •éÄÅÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ×ÄÏÌØ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�Ù�,Ó�ÕÓËÁÑÓØ �Ï ×ÅÒÈÎÅÍÕ ÅÇÏ ËÒÁÀ, ËÁË �Ï ÌÅÓÔÎÉ�Å. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Ä×ÉÖÕ-ÝÅÊÓÑ ÔÏÞËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ <k,l>. ÷×ÅÄ£Í ÅÝ£ ÏÄÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ s É ÂÕÄÅÍ�ÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ:<k,l> ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÒÁÚÕ ÎÁÄ k-Í ÓÔÏÌÂ�ÏÍ;s | ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ.æÏÒÍÁÌØÎÏ:

• l | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÒÅÄÉ ÔÅÈ l> 0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ <k,l> ÎÅ �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÉÔ X;
• s | ÞÉÓÌÏ �ÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ x; y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x< k É <x,y> �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ X.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÞÅÒÅÚ (é).k := 0; l := 0;while <0,l> �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ X do beginl := l + 1;end;{k = 0, l - ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÒÅÄÉ ÔÅÈ l >= 0,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ <k,l> ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ X}s := 0;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: é}while not (l = 0) do begins := s + l;{s - ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË × ÓÔÏÌÂ�ÁÈ ÄÏ k-ÇÏ ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ}k := k + 1;{ÔÏÞËÁ <k,l> ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ X, ÎÏ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Å£ ÎÁÄÏ ÓÄ×ÉÎÕÔØ×ÎÉÚ, ÞÔÏÂÙ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ é}while (l <> 0) and (<k, l-1> ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ X) do beginl := l - 1;end;end;{é, l = 0, �ÏÜÔÏÍÕ k-ÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� É ×ÓÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÕÓÔÙ, Ás ÒÁ×ÎÏ ÉÓËÏÍÏÍÕ ÞÉÓÌÕ}



20 1. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑï�ÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ Ä×ÉÖÅÍÓÑ ××ÅÒÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ ÎÁ √n ÛÁÇÏ×, Á ÚÁÔÅÍ ×ÎÉÚ É ×�ÒÁ×Ï | × ËÁÖÄÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ ÎÁ √n ÛÁÇÏ×. �1.1.30. äÁÎÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n É k, n > 1. îÁ�ÅÞÁÔÁÊÔÅ k ÄÅÓÑ-ÔÉÞÎÙÈ ÚÎÁËÏ× ÞÉÓÌÁ 1=n. (ðÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ Ä×ÕÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÏ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÅ×ÑÔËÉ × �ÅÒÉÏÄÅ.) ðÒÏ-ÇÒÁÍÍÁ ÄÏÌÖÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ �ÅÌÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ.òÅÛÅÎÉÅ. óÄ×ÉÎÕ× × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ 1=n ÚÁ�ÑÔÕÀ ÎÁ k ÍÅÓÔ×�ÒÁ×Ï, �ÏÌÕÞÉÍ ÞÉÓÌÏ 10k=n. îÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ ÅÇÏ �ÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ,ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ 10k ÎÁ n ÎÁ�ÅÌÏ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÔÒÅÂÕÅÔ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÈ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ×ÙÊÔÉ ÚÁÇÒÁÎÉ�Ù ÄÉÁ�ÁÚÏÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ÉÎÁÞÅ(ÓÌÅÄÕÑ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÍÅÔÏÄÕ �ÄÅÌÅÎÉÑ ÕÇÏÌËÏÍ�) É ÂÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ �ÏÓÔÁ-ÔÏË� r: l := 0; r := 1;{ÉÎ×.: ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÏ l ÒÁÚÒÑÄÏ× 1/n, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØk - l ÒÁÚÒÑÄÏ× ÄÒÏÂÉ r/n}while l <> k do beginwrite ( (10 * r) div n);r := (10 * r) mod n;l := l + 1;end; �1.1.31. äÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n > 1. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÄÌÉÎÕ �ÅÒÉÏÄÁÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÄÒÏÂÉ 1=n.òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒÉÏÄ ÄÒÏÂÉ ÒÁ×ÅÎ �ÅÒÉÏÄÕ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÔ-ËÏ× (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÍÅÎØÛÅ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÓÅ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ �Ï-×ÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÞÌÅÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, Á �ÒÅÄ�ÅÒÉÏÄ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n.ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ (n + 1)-Ê ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÔ-ËÏ× É ÚÁÔÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ k, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ (n+ 1+ k)-Ê ÞÌÅÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ (n+ 1)-Í.l := 0; r := 1;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: r/n = ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ l ÚÎÁËÏ× × 1/n}while l <> n+1 do beginr := (10 * r) mod n;l := l + 1;end;
 := r;



1.1. úÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÍÁÓÓÉ×Ï× 21{
 = (n+1)-ÙÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÔËÏ×}r := (10 * r) mod n;k := 1;{r = (n+k+1)-ÙÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÔËÏ×}while r <> 
 do beginr := (10 * r) mod n;k := k + 1;end; �1.1.32. (óÏÏÂÝÉÌ à.÷.íÁÔÉÑÓÅ×ÉÞ) äÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ f : {1 : : : N} →
→ {1 : : : N}. îÁÊÄÉÔÅ �ÅÒÉÏÄ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 1; f(1); f(f(1)); : : :ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÄÌÉ-ÎÅ �ÒÅÄ�ÅÒÉÏÄÁ É �ÅÒÉÏÄÁ (ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÅÎØ-ÛÅ N).òÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÕÓÏË, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �Å-ÒÉÏÄÉÞÎÁ, �ÒÉÞ£Í ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ �ÅÒÉÏÄÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.{ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f[n,1℄=f(f(...f(1)...)) (n ÒÁÚ)}k:=1; a:=f(1); b:=f(f(1));{a=f[k,1℄; b=f[2k,1℄}while a <> b do begink:=k+1; a:=f(a); b:=f(f(b));end;{a=f[k,1℄=f[2k,1℄; f[k,1℄ ×ÈÏÄÉÔ × �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÞÁÓÔØ}l:=1; b:=f(a);{b=f[k+l,1℄; f[k,1℄,...,f[k+l-1,1℄ ÒÁÚÌÉÞÎÙ}while a <> b do beginl:=l+1; b:=f(b);end;{�ÅÒÉÏÄ ÒÁ×ÅÎ l} �1.1.33. (ü.äÅÊËÓÔÒÁ) æÕÎË�ÉÑ f Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÁË: f(0) = 0, f(1) = 1, f(2n) = f(n), f(2n+ 1) == f(n) + f(n + 1). óÏÓÔÁ×ØÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ f(n) �Ï ÚÁÄÁÎÎÏ-ÍÕ n, ÔÒÅÂÕÀÝÕÀ �ÏÒÑÄËÁ log n Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.òÅÛÅÎÉÅ.k := n; a := 1; b := 0;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: 0 <= k, f (n) = a * f(k) + b * f (k+1)}while k <> 0 do beginif k mod 2 = 0 then beginl := k div 2;



22 1. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ{k=2l, f(k)=f(l), f(k+1) = f(2l+1) = f(l) + f(l+1),f (n) = a*f(k) + b*f(k+1) = (a+b)*f(l) + b*f(l+1)}a := a + b; k := l;end else beginl := k div 2;{k = 2l + 1, f(k) = f(l) + f(l+1),f(k+1) = f(2l+2) = f(l+1),f(n) = a*f(k) + b*f(k+1) = a*f(l) + (a+b)*f(l+1)}b := a + b; k := l;end;end;{k = 0, f(n) = a * f(0) + b * f(1) = b, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ} �1.1.34. �Ï ÖÅ, ÅÓÌÉ f(0) = 13, f(1) = 17, f(2) = 20, f(3) = 30, f(2n) == 43f(n) + 57f(n+ 1), f(2n+ 1) = 91 f(n) + 179 f(n+ 1) �ÒÉ n> 2.[õËÁÚÁÎÉÅ. èÒÁÎÉÔÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ f(n) ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÓÏ-ÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÌÁ.℄ �1.1.35. äÁÎÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Á É b, �ÒÉÞ£Í b> 0. îÁÊÄÉÔÅ ÞÁÓÔ-ÎÏÅ É ÏÓÔÁÔÏË �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ a ÎÁ b, Ï�ÅÒÉÒÕÑ ÌÉÛØ Ó �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉÉ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ div É mod, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 2 Þ£Ô-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ C1 log(a=b) + C2 ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ C1; C2.òÅÛÅÎÉÅ.b1 := b;while b1 <= a do beginb1 := b1 * 2;end;{b1 > a, b1 = b * (ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ 2)}q:=0; r:=a;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: q, r - ÞÁÓÔÎÏÅ É ÏÓÔÁÔÏË �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ a ÎÁ b1,b1 = b * (ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ 2)}while b1 <> b do beginb1 := b1 div 2 ; q := q * 2;{ a = b1 * q + r, 0 <= r, r < 2 * b1}if r >= b1 then beginr := r - b1;q := q + 1;end;end;{q, r - ÞÁÓÔÎÏÅ É ÏÓÔÁÔÏË �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ a ÎÁ b} �



1.2. íÁÓÓÉ×Ù 231.2. íÁÓÓÉ×Ù÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x; y; z �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÎÙ-ÍÉ ËÁË array[1..n℄ of integer (ÇÄÅ n| ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,ÂÏÌØÛÅÅ 0), ÅÓÌÉ ÉÎÏÅ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ Ñ×ÎÏ.1.2.1. úÁ�ÏÌÎÉÔÅ ÍÁÓÓÉ× x ÎÕÌÑÍÉ. (üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÓÏÓÔÁ-×ÉÔØ ÆÒÁÇÍÅÎÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, �ÏÓÌÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑx[1℄..x[n℄ ÒÁ×ÎÑÌÉÓØ ÂÙ ÎÕÌÀ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �Å-ÒÅÍÅÎÎÏÊ x.)òÅÛÅÎÉÅ.i := 0;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: �ÅÒ×ÙÅ i ÚÎÁÞÅÎÉÊ x[1℄..x[i℄ ÒÁ×ÎÙ 0}while i <> n do begini := i + 1;{x[1℄..x[i-1℄ = 0}x[i℄ := 0;end; �1.2.2. ðÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ × ÍÁÓÓÉ×Å x. (óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÆÒÁÇ-ÍÅÎÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÉÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x, �ÏÓÌÅ ÉÓ�ÏÌÎÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÅÌÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ k ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ ÂÙ ÞÉÓÌÕ ÎÕÌÅÊ ÓÒÅÄÉËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÍÁÓÓÉ×Á x.)òÅÛÅÎÉÅ....{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: k = ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ÓÒÅÄÉ x[1℄..x[i℄ }... �1.2.3. îÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ÍÁÓÓÉ×Ï×, ÓÏÓÔÁ×Ø-ÔÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ x:=y.òÅÛÅÎÉÅ.i := 0;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÚÎÁÞÅÎÉÅ y ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÏÓØ, x[l℄=y[l℄ �ÒÉ l<=i}while i <> n do begini := i + 1;x[i℄ := y[i℄;end; �1.2.4. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÚ x[1℄..x[n℄.



24 1. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑòÅÛÅÎÉÅ.i := 1; max := x[1℄;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: max = ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÚ x[1℄..x[i℄}while i <> n do begini := i + 1;{max = ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÚ x[1℄..x[i-1℄}if x[i℄ > max then beginmax := x[i℄;end;end; �1.2.5. äÁÎ ÍÁÓÓÉ× x: array[1..n℄ of integer, �ÒÉÞ£Í ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏx[1℄ 6 x[2℄ 6 : : : 6 x[n℄. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÒÅÄÉÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á.òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 1.i := 1; k := 1;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: k - ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÒÅÄÉ x[1℄..x[i℄}while i <> n do begini := i + 1;if x[i℄ <> x[i-1℄ then begink := k + 1;end;end;÷ÁÒÉÁÎÔ 2. éÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ 1 ÂÏÌØÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÅÈ ÞÉÓÅÌ i ÉÚ1..n-1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x[i℄ ÎÅ ÒÁ×ÎÏ x[i+1℄.k := 1;for i := 1 to n-1 do beginif x[i℄<> x[i+1℄ then begink := k + 1;end;end; �1.2.6. äÁÎ ÍÁÓÓÉ× x: array[1..n℄ of integer. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÒÅÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á. (þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÄÏÌ-ÖÎÏ ÂÙÔØ �ÏÒÑÄËÁ n2.) �1.2.7. �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÊÂÙÌÏ �ÏÒÑÄËÁ n log n.[õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÇÌÁ×Õ 4 (óÏÒÔÉÒÏ×ËÁ).℄ �



1.2. íÁÓÓÉ×Ù 251.2.8. �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÓÓÉ×Á |ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ k É ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ �ÏÒÑÄËÁ n+ k. �1.2.9. (óÏÏÂÝÉÌ á.ì.âÒÕÄÎÏ) ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ m× n ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁmn Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÌÅÔÏË. îÅËÏÔÏÒÙÅ ËÌÅÔËÉ �ÏËÒÁÛÅÎÙ × Þ£ÒÎÙÊ �×ÅÔ.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ Þ£ÒÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ É ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ Þ£ÒÎÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÉËÏ×. óÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ �×ÅÔÁ ËÌÅÔÏË ÄÁÎÙ × ×ÉÄÅ ÍÁÓÓÉ×Á ÔÉ�Áarray [1..m℄ of array [1..n℄ of boolean;�ÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ÞÉÓÌÏ Þ£ÒÎÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÛÌÁ ÒÅÞØ. þÉ-ÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ �ÏÒÑÄËÁ mn.òÅÛÅÎÉÅ. þÉÓÌÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÉÈ ÌÅ×ÙÈ ×ÅÒÈÎÉÈÕÇÌÏ×. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ËÌÅÔËÁ ×ÅÒÈÎÉÍ ÕÇÌÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ, �ÏÓÍÏÔÒÅ×ÎÁ Å£ �×ÅÔ, Á ÔÁËÖÅ �×ÅÔ ×ÅÒÈÎÅÇÏ É ÌÅ×ÏÇÏ ÓÏÓÅÄÅÊ. (îÅ ÚÁÂÕÄØÔÅ, ÞÔÏÉÈ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ, ÅÓÌÉ ËÌÅÔËÁ Ó ËÒÁÀ.) �1.2.10. äÁÎ ÍÁÓÓÉ× x[1℄..x[n℄ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÄÒÕÇÉÈÍÁÓÓÉ×Ï×, �ÅÒÅÓÔÁ×ØÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÓÓÉ×Á × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.òÅÛÅÎÉÅ. üÌÅÍÅÎÔÙ x[i℄ É x[n+1-i℄ ÎÕÖÎÏ �ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ÄÌÑ×ÓÅÈ i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ i < n + 1 − i, ÔÏ ÅÓÔØ 2i < n + 1 ⇔ 2i 6 n ⇔
⇔ i6 n div 2:for i := 1 to n div 2 do begin...�ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ x[i℄ É x[n+1-i℄;end; �1.2.11. (éÚ ËÎÉÇÉ ä. çÒÉÓÁ) äÁÎ ÍÁÓÓÉ× �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ x[1℄..x[m+n℄,ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ËÁË ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÅÇÏ ÏÔÒÅÚËÏ×: ÎÁÞÁÌÁ x[1℄..x[m℄ÄÌÉÎÙ m É ËÏÎ�Á x[m+1℄..x[m+n℄ ÄÌÉÎÙ n. îÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ÍÁÓÓÉ×Ï×, �ÅÒÅÓÔÁ×ØÔÅ ÎÁÞÁÌÏ É ËÏÎÅ�. (þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁm+ n.)òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 1. ðÅÒÅ×ÅÒÎ£Í (ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ)ÏÔÄÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÏ É ËÏÎÅ� ÍÁÓÓÉ×Á, Á ÚÁÔÅÍ �ÅÒÅ×ÅÒÎ£Í ×ÅÓØ ÍÁÓÓÉ× ËÁËÅÄÉÎÏÅ �ÅÌÏÅ.÷ÁÒÉÁÎÔ 2. (á. ç.ëÕÛÎÉÒÅÎËÏ) òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÍÁÓÓÉ× ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÍ �ÏËÒÕÇÕ, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ | �Ï×ÏÒÏÔ ËÒÕÇÁ. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,�Ï×ÏÒÏÔ ÅÓÔØ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Ä×ÕÈ ÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ.÷ÁÒÉÁÎÔ 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ | ÏÂÍÅÎ Ä×ÕÈ ÕÞÁÓÔ-ËÏ× ÍÁÓÓÉ×Á x[p+1℄..x[q℄ É x[q+1℄..x[r℄. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁÌÅ×ÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ (ÎÁÚÏ×£Í ÅÇÏ A) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÄÌÉÎÙ �ÒÁ×ÏÇÏ (ÎÁÚÏ×£Í



26 1. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑÅÇÏ B). ÷ÙÄÅÌÉÍ × B ÎÁÞÁÌÏ ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ, ÞÔÏ É A, ÎÁÚÏ×£Í ÅÇÏ B1,Á ÏÓÔÁÔÏË B2. (�ÁË ÞÔÏ B = B1 + B2, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÌÀÓÏÍ �ÒÉ�É-ÓÙ×ÁÎÉÅ ÍÁÓÓÉ×Ï× ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ.) îÁÍ ÎÁÄÏ ÉÚ A + B1 + B2 �ÏÌÕÞÉÔØB1 +B2 +A. íÅÎÑÑ ÍÅÓÔÁÍÉ ÕÞÁÓÔËÉ A É B1 | ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀÄÌÉÎÕ, É ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÌÅÇËÏ, | �ÏÌÕÞÁÅÍ B1 +A+B2, É ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÏÍÅ-ÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ A É B2. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ Ó×ÅÌÉ ÄÅÌÏ Ë �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ Ä×ÕÈÏÔÒÅÚËÏ× ÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ. éÔÁË, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÕÀ ÓÈÅÍÕ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ:p := 0; q := m; r := m + n;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ x[p+1..q℄, x[q+1..r℄}while (p <> q) and (q <> r) do begin{ÏÂÁ ÕÞÁÓÔËÁ ÎÅ�ÕÓÔÙ}if (q - p) <= (r - q) then begin..�ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ x[p+1℄..x[q℄ É x[q+1℄..x[q+(q-p)℄pnew := q; qnew := q + (q - p);p := pnew; q := qnew;end else begin..�ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ x[q-(r-q)+1℄..x[q℄ É x[q+1℄..x[r℄qnew := q - (r - q); rnew := q;q := qnew; r := rnew;end;end;ï�ÅÎËÁ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ: ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ ÏÓÔÁ×ÛÉÊÓÑ ÄÌÑ ÏÂÒÁÂÏÔËÉÕÞÁÓÔÏË ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ËÏÒÏÞÅ ÎÁ ÄÌÉÎÕ A; ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÔÁËÖÅ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÄÌÉÎÅ A. �1.2.12. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÌÅÖÁÔ × ÍÁÓÓÉ×Å a: array[0..n℄of integer (n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ). ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × ÔÏÞËÅ x, ÔÏ ÅÓÔØ a[n℄xn + : : : + a[1℄x ++ a[0℄.òÅÛÅÎÉÅ. (ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ çÏÒÎÅÒÁ.)k := 0; y := a[n℄;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: 0 <= k <= n,y= a[n℄*(x × ÓÔÅ�ÅÎÉ k)+...+a[n-1℄*(x × ÓÔÅ�ÅÎÉ k-1)+...++ a[n-k℄*(x × ÓÔÅ�ÅÎÉ 0)}while k<>n do begink := k + 1;y := y * x + a [n-k℄;end; �1.2.13. (äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÏÓÎÏ×ÁÍÉ ÁÎÁÌÉÚÁ; ÓÏÏÂÝÉÌ á. ç.ëÕÛÎÉ-ÒÅÎËÏ) äÏ�ÏÌÎÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × ÚÁÄÁÎ-



1.2. íÁÓÓÉ×Ù 27ÎÏÊ ÔÏÞËÅ �Ï ÓÈÅÍÅ çÏÒÎÅÒÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ× ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÅ.òÅÛÅÎÉÅ. äÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÏ×ÏÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÈÏÄÕÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ xP (x) + 
. åÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÔÏÞ-ËÅ x ÒÁ×ÎÁ xP ′(x) + P (x). (üÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÚÁÂÁ×ÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:ÎÅ ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ ÚÁÒÁÎÅÅ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. åÓÌÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÄÁ ÅÝ£ �ÒÏÓÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÎÏÊ, ÎÅ Õ�ÏÍÉÎÁÑ Ï ÓÁÍÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÔÁËÁÑ ÕÖ �ÒÏÓÔÁÑÚÁÄÁÞÁ.) �ïÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÔÁËÏ×Ï:1.2.14. (÷. âÁÕÒ, æ.ûÔÒÁÓÓÅÎ) äÁÎÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x1; : : : ; xn), ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ËÏÍÁÎÄÙ�ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ. éÈ �ÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ | ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ,ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x1; : : : ; xn É ÒÁÎÅÅ ×ÓÔÒÅÞÁ×ÛÉÅÓÑ(× ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ) �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÔÏ-ÇÏ ÖÅ ÔÉ�Á, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ ×ÓÅ n �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ �P=�x1; : : : ; �P=�xn, �ÒÉ-Þ£Í ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × C ÒÁÚ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÅ. ëÏÎ-ÓÔÁÎÔÁ C ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ n.[õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÏÍÁÎÄÁ | ÓÌÏÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈÞÉÓÅÌ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÉÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. éÓ�ÏÌØÚÕÊ-ÔÅ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï ÞÉÓÌÕ ËÏÍÁÎÄ, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅË �ÒÏÇÒÁÍÍÅ, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅÍ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÍÁÎÄÙ.℄ �1.2.15. ÷ ÍÁÓÓÉ×ÁÈ a: array[0..k℄ of integer É b: array[0..l℄ ofinteger ÈÒÁÎÑÔÓÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÅÊ k É l. ðÏ-ÍÅÓÔÉÔÅ × ÍÁÓÓÉ× 
: array[0..m℄ of integer ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÈ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. (þÉÓÌÁ k; l; m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ, m = k + l; ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÓÓÉ×ÁÓ ÉÎÄÅËÓÏÍ i ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ i.)òÅÛÅÎÉÅ.for i:=0 to m do begin
[i℄:=0;end;for i:=0 to k do beginfor j:=0 to l do begin
[i+j℄ := 
[i+j℄ + a[i℄*b[j℄;end;end; �



28 1. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ1.2.16. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×ÔÒÅÂÕÅÔ �ÏÒÑÄËÁ n2 ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÄÌÑ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ-�ÅÎÉ n. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ (ÄÌÑ ÂÏÌØÛ�ÉÈ n) ÁÌÇÏÒÉÔÍ,ËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÒÑÄËÁ nlog 4= log 3 ÄÅÊÓÔ×ÉÊ.[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ �ÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ Ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÓÔÅ�ÅÎÉ 2k. éÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅA(x)xk +B(x) É C(x)xk +D(x):ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÈ ÒÁ×ÎÏA(x)C(x)x2k + (A(x)D(x) +B(x)C(x))xk +B(x)D(x):åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ AC, AD + BC, BD ÔÒÅÂÕÅÔ ÞÅÔÙ-Ò£È ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ k, ÏÄÎÁËÏ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏÓÏËÒÁÔÉÔØ ÄÏ ÔÒ£È Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁËÏÊ ÈÉÔÒÏÓÔÉ: ×ÙÞÉÓÌÉÔØ AC, BDÉ (A+B)(C +D), Á ÚÁÔÅÍ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ AD +BC = (A+B)(C +D)−
−AC −BD.℄ �1.2.17. äÁÎÙ Ä×Á ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÍÁÓÓÉ×Á x: array[1..k℄ of integerÉ y: array[1..l℄ of integer. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×× ÜÔÉÈ ÍÁÓÓÉ×ÁÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÅÈ �ÅÌÙÈ t, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ t == x[i℄= y[j℄ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ i É j. (þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ k+ l.)òÅÛÅÎÉÅ.k1:=0; l1:=0; n:=0;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: 0<=k1<=k; 0<=l1<=l;ÉÓËÏÍÙÊ ÏÔ×ÅÔ = n + ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÂÝÉÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× × x[k1+1℄..x[k℄ É y[l1+1℄..y[l℄}while (k1 <> k) and (l1 <> l) do beginif x[k1+1℄ < y[l1+1℄ then begink1 := k1 + 1;end else if x[k1+1℄ > y[l1+1℄ then beginl1 := l1 + 1;end else begin {x[k1+1℄ = y[l1+1℄}k1 := k1 + 1;l1 := l1 + 1;n := n + 1;end;end;{k1 = k ÉÌÉ l1 = l, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×, Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÈ× ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅ, �ÕÓÔÏ, Á n ÒÁ×ÎÏ ÉÓËÏÍÏÍÕ ÏÔ×ÅÔÕ} �



1.2. íÁÓÓÉ×Ù 29úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÔÒÅÔØÅÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Å ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ Õ×ÅÌÉÞÉ-×ÁÔØ ÏÄÎÕ ÉÚ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ k1, l1; ×ÔÏÒÁÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÁ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.1.2.18. òÅÛÉÔÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÅÓÌÉ �ÒÏ ÍÁÓÓÉ×Ù ÉÚ×ÅÓÔÎÏÌÉÛØ, ÞÔÏ x[1℄ 6 : : : 6 x[k℄ É y[1℄ 6 : : : 6 y[l℄ (×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ÚÁÍÅÎÅ-ÎÏ ÎÅÕÂÙ×ÁÎÉÅÍ).òÅÛÅÎÉÅ. õÓÌÏ×ÉÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÂÙÌÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ × ÔÒÅÔØÅÊ ÁÌØÔÅÒ-ÎÁÔÉ×Å ×ÙÂÏÒÁ: ÓÄ×ÉÎÕ× k1 É l1 ÎÁ 1, ÍÙ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÍÅÎØÛÁÌÉ ÎÁ 1ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × x[k1+1℄ : : : x[k℄ É x[l1+1℄ : : : x[l℄. �Å-�ÅÒØ ÜÔÏ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ÄÅÌÁÔØ ÓÌÏÖÎÅÅ....end else begin {x[k1+1℄ = y[l1+1℄}t := x [k1+1℄;while (k1<k) and (x[k1+1℄=t) do begink1 := k1 + 1;end;while (l1<l) and (x[l1+1℄=t) do beginl1 := l1 + 1;end;n := n + 1;end; �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÉÍÅÅÔ ÄÅÆÅËÔ: �ÒÉ �ÒÏ×ÅÒËÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ(k1<k) and (x[k1+1℄=t)(ÉÌÉ ×ÔÏÒÏÇÏ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ) �ÒÉ ÌÏÖÎÏÊ �ÅÒ×ÏÊ ÓËÏÂËÅ ×ÔÏÒÁÑ ÏËÁÖÅÔ-ÓÑ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏÊ (ÉÎÄÅËÓ ×ÙÊÄÅÔ ÚÁ ÇÒÁÎÉ�Ù ÍÁÓÓÉ×Á) É ×ÏÚÎÉËÎÅÔÏÛÉÂËÁ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÒÓÉÉ �ÁÓËÁÌÑ, ×ÙÞÉÓÌÑÑ A and B, ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÞÉ-ÓÌÑÀÔ A É �ÒÉ ÌÏÖÎÏÍ A ÎÅ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔ B. (�ÁË ×ÅÄ£Ô ÓÅÂÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÓÉÓÔÅÍÁ Turbo Pas
al ×ÅÒÓÉÉ 5.0 | ÎÏ ÎÅ 3.0.) �ÏÇÄÁ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÏÛÉÂËÁÎÅ ×ÏÚÎÉËÎÅÔ.îÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÅ ÈÏÔÉÍ �ÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÊÎÁÍÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÁÓËÁÌÑ (ÎÅ �ÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ ÅÇÏ Á×ÔÏÒÏÍ î.÷ÉÒ-ÔÏÍ), ÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÕ�ÉÔØ ÔÁË. ÷×ÅÄ£Í ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀb: boolean É ÎÁ�ÉÛÅÍ:if k1 < k then b := (x[k1+1℄=t) else b:=false;{b = (k1<k) and (x[k1+1℄ = t)}while b do begink1:=k1+1;if k1 < k then b := (x[k1+1℄=t) else b:=false;end;



30 1. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑíÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÎÁÞÅ:end else begin {x[k1+1℄ = y[l1+1℄}if k1 + 1 = k then begink1 := k1 + 1;n := n + 1;end else if x[k1+1℄ = x [k1+2℄ then begink1 := k1 + 1;end else begink1 := k1 + 1;n := n + 1;end;end;�ÁË ÂÕÄÅÔ ËÏÒÏÞÅ, ÈÏÔÑ ÍÅÎÅÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ.îÁËÏÎÅ�, ÍÏÖÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÒÁÚÍÅÒ ÍÁÓÓÉ×Á × ÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÉ, ×ËÌÀÞÉ×× ÎÅÇÏ ÆÉËÔÉ×ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.1.2.19. äÁÎÙ Ä×Á ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÍÁÓÓÉ×Á x: array[1..k℄ of integerÉ y: array[1..l℄ of integer. îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÒÅ-ÄÉ x[1℄; : : : ; x[k℄; y[1℄; : : : ; y[l℄. (þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ k+ l.) �1.2.20. äÁÎÙ Ä×Á ÍÁÓÓÉ×Á x[1℄6 : : :6 x[k℄ É y[1℄6 : : :6 y[l℄. �óÏ-ÅÄÉÎÉÔÅ� ÉÈ × ÍÁÓÓÉ× z[1℄6 : : :6 z[m℄ (m= k+ l; ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÏÌ-ÖÅÎ ×ÈÏÄÉÔØ × ÍÁÓÓÉ× z ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÏÎ ×ÈÏÄÉÔ × ÏÂÝÅÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ × ÍÁÓÓÉ×Ù x É y). þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ m.òÅÛÅÎÉÅ.k1 := 0; l1 := 0;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÏÔ×ÅÔ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Ë z[1℄..z[k1+l1℄ ÄÏÂÁ×ÉÔØÓ�ÒÁ×Á ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉ×Ï× x[k1+1℄..x[k℄ É y[l1+1℄..y[l℄}while (k1 <> k) or (l1 <> l) do beginif k1 = k then begin{l1 < l}l1 := l1 + 1;z[k1+l1℄ := y[l1℄;end else if l1 = l then begin{k1 < k}k1 := k1 + 1;z[k1+l1℄ := x[k1℄;end else if x[k1+1℄ <= y[l1+1℄ then begink1 := k1 + 1;z[k1+l1℄ := x[k1℄;end else if x[k1+1℄ >= y[l1+1℄ then begin



1.2. íÁÓÓÉ×Ù 31l1 := l1 + 1;z[k1+l1℄ := y[l1℄;end else begin{ ÔÁËÏÇÏ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ }end;end;{k1 = k, l1 = l, ÍÁÓÓÉ×Ù ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ} �üÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ÍÏÖÎÏ �ÏÑÓÎÉÔØ ÔÁË. ðÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ Ä×Å ÓÔÏ�ËÉ ËÁÒ-ÔÏÞÅË, ÏÔÓÏÒÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �Ï ÁÌÆÁ×ÉÔÕ. íÙ ÓÏÅÄÉÎÑÅÍ ÉÈ × ÏÄÎÕ ÓÔÏ�-ËÕ, ×ÙÂÉÒÁÑ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÔÕ ÉÚ ×ÅÒÈÎÉÈ ËÁÒÔÏÞÅË ÏÂÅÉÈ ÓÔÏ�ÏË, ËÏÔÏÒÁÑÉÄ£Ô ÒÁÎØÛÅ × ÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. åÓÌÉ × ÏÄÎÏÊ ÓÔÏ�ËÅ ËÁÒÔÏÞËÉ ËÏÎ-ÞÉÌÉÓØ, ÂÅÒ£Í ÉÈ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏ�ËÉ.1.2.21. äÁÎÙ Ä×Á ÍÁÓÓÉ×Á x[1℄6 : : :6 x[k℄ É y[1℄6 : : :6 y[l℄. îÁÊ-ÄÉÔÅ ÉÈ ��ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ�, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÁÓÓÉ× z[1℄6 : : :6 z[m℄, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÉÈÏÂÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, �ÒÉÞ£Í ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ × ÍÁÓÓÉ×Å z ÒÁ×-ÎÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍÕ ÉÚ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ × ÍÁÓÓÉ×ÁÈ x É y. þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ�ÏÒÑÄËÁ k+ l. �1.2.22. äÁÎÙ Ä×Á ÍÁÓÓÉ×Á x[1℄6 : : :6 x[k℄ É y[1℄6 : : :6 y[l℄ É ÞÉ-ÓÌÏ q. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ×ÉÄÁ x[i℄ + y[j℄, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÞÉÓÌÕ q.(þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ k+l, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ �ÁÍÑÔØ | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÅÌÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÁÍÉ ÍÁÓÓÉ×Ù ÍÅÎÑÔØ ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ.)[õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁ-ÍÉ x[1℄6 : : :6 x[k℄ É q− y[l℄6 : : :6 q− y[1℄, ÞÔÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ× ÈÏÄÅ ÉÈ ÓÌÉÑÎÉÑ × ÏÄÉÎ (×ÏÏÂÒÁÖÁÅÍÙÊ) ÍÁÓÓÉ×.℄ �1.2.23. (éÚ ËÎÉÇÉ ä. çÒÉÓÁ) îÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÁÖ-ÄÏÍ ÉÚ ÔÒ£È �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÍÁÓÓÉ×Ï× x[1℄ 6 : : : 6 x[p℄,y[1℄6 : : :6 y[q℄, z[1℄6 : : :6 z[r℄. îÁÊÄÉÔÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ. þÉ-ÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ �ÏÒÑÄËÁ p+ q+ r.òÅÛÅÎÉÅ.p1:=1; q1=1; r1:=1;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: x[p1℄..x[p℄, y[q1℄..y[q℄, z[r1℄..z[r℄ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÂÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ}while not ((x[p1℄=y[q1℄) and (y[q1℄=z[r1℄)) do beginif x[p1℄<y[q1℄ then beginp1:=p1+1;end else if y[q1℄<z[r1℄ then beginq1:=q1+1;end else if z[r1℄<x[p1℄ then begin



32 1. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑr1:=r1+1;end else begin{ ÔÁË ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ }end;end;{x[p1℄ = y[q1℄ = z[r1℄}writeln (x[p1℄); �1.2.24. �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÔÏÌØËÏ ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÏÂÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ÔÒ£È ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÍÁÓÓÉ×ÁÈ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÜÔÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ(É ÎÁÊÔÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÅÓÔØ). �1.2.25. üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÓÓÉ×Á a[1..n℄ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÅ ÍÁÓÓÉ-×Ù [1..m℄ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ:a: array [1..n℄ of array [1..m℄ of integer;a[1℄[1℄6 : : :6 a[1℄[m℄; : : : ; a[n℄[1℄6 : : :6 a[n℄[m℄:éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ, ×ÈÏÄÑÝÅÅ ×Ï ×ÓÅ ÍÁÓÓÉ×Ù a[i℄ (ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ x, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i ÉÚ 1..n ÎÁÊÄ£ÔÓÑ j ÉÚ 1..m, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ a[i℄[j℄= x). îÁÊÄÉÔÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ È.òÅÛÅÎÉÅ. ÷×ÅÄ£Í ÍÁÓÓÉ× b[1℄ : : : b[n℄, ÏÔÍÅÞÁÀÝÉÊ ÎÁÞÁÌÏ �ÏÓÔÁÀ-ÝÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ� ÍÁÓÓÉ×Ï× a[1℄; : : : ;a[n℄.for k:=1 to n do beginb[k℄:=1;end;eq := true;for k := 2 to n do begineq := eq and (a[1℄[b[1℄℄ = a[k℄[b[k℄℄);end;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÞÁÓÔÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÅ È, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i ÉÚ [1..n℄ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ j ÉÚ [1..m℄,ÎÅ ÍÅÎØÛÅÅ b[i℄, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ a[i℄[j℄ = È; eq <=> �ÅÒ×ÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁ×ÎÙ}while not eq do begins := 1; k := 1;{a[s℄[b[s℄℄ - ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÒÅÄÉ a[1℄[b[1℄℄..a[k℄[b[k℄℄}while k <> n do begink := k + 1;if a[k℄[b[k℄℄ < a[s℄[b[s℄℄ then begins := k;end;



1.2. íÁÓÓÉ×Ù 33end;{a[s℄[b[s℄℄ - ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÒÅÄÉ a[1℄[b[1℄℄..a[n℄[b[n℄℄}b [s℄ := b [s℄ + 1;for k := 2 to n do begineq := eq and (a[1℄[b[1℄℄ = a[k℄[b[k℄℄);end;end;writeln (a[1℄[b[1℄℄); �1.2.26. ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÒÅÂÕÅÔ �ÏÒÑÄËÁmn2 ÄÅÊÓÔ×ÉÊ. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ Ó�ÏÓÏÂ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ mn.[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÄ£ÔÓÑ �ÏÖÅÒÔ×Ï×ÁÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ É ×ÙÂÒÁÔØ ÏÄÎÕ ÉÚÓÔÒÏË ÚÁ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ. ä×ÉÇÁÑÓØ �Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ, �ÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÅÍ ÔÁËÏÅÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ: ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ ÏÔÍÅÞÅÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÊ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ.℄ �1.2.27. (ä×ÏÉÞÎÙÊ �ÏÉÓË) äÁÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x[1℄6 : : :6x[n℄�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÞÉÓÌÏ a. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÌÉ a × ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ i ÉÚ 1..n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x[i℄ = a.(ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ log n.)òÅÛÅÎÉÅ. (ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ n> 0.)l := 1; r := n+1;{r > l, ÅÓÌÉ a ÅÓÔØ ×ÏÏÂÝÅ, ÔÏ ÅÓÔØ É ÓÒÅÄÉ x[l℄..x[r-1℄}while r - l <> 1 do beginm := l + (r-l) div 2 ;{l < m < r }if x[m℄ <= a then beginl := m;end else begin {x[m℄ > a}r := m;end;end;(ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ É × ÓÌÕÞÁÅ x[m℄ = a ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÎÅ ÎÁÒÕÛÁ-ÅÔÓÑ.)ëÁÖÄÙÊ ÒÁÚ r− l ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÎÏ ×Ä×ÏÅ, ÏÔËÕÄÁ É ×ÙÔÅËÁÅÔÔÒÅÂÕÅÍÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ.l+ (r-l)div 2= (2l+ (r− l)) div 2= (r+ l) div2:



34 1. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ÷ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÓÓÉ× Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ | �ÏÉÓË × ÎÅÕ�Ï-ÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÁÓÓÉ×Å ÔÒÅÂÕÅÔ ×ÒÅÍÅÎÉ, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÌÉÎÅ ÍÁÓÓÉ-×Á. (þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÔ × ÍÁÓÓÉ×Å, ÎÁÄÏ �ÒÏÓÍÏ-ÔÒÅÔØ ×ÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.)1.2.28. (éÚ ËÎÉÇÉ ä. çÒÉÓÁ) éÍÅÅÔÓÑ ÍÁÓÓÉ× x: array[1..n℄ ofarray[1..m℄ of integer, Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ É �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ:x[i℄[j℄6 x[i℄[j+1℄;x[i℄[j℄6 x[i+1℄[j℄;É ÞÉÓÌÏ a. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÌÉ a ÓÒÅÄÉ x[i℄[j℄.òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÓÅÂÅ ÍÁÓÓÉ× x ËÁË ÍÁÔÒÉ�Õ (�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË,ÚÁ�ÏÌÎÅÎÎÙÊ ÞÉÓÌÁÍÉ), ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, × ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÌØËÏÉ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ a, É ÂÕÄÅÍ ÅÇÏ ÓÕÖÁÔØ. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÜÔÏÔ ÂÕÄÅÔÓÏÄÅÒÖÁÔØ x[i℄[j℄ �ÒÉ 16 i6 l É k6 j6 m
nl1

1 k m?
(ÄÏ�ÕÓËÁÀÔÓÑ �ÕÓÔÙÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ �ÒÉ l= 0 É k= m+ 1).l:=n; k:=1;{l>=0, k<=m+1, ÅÓÌÉ a ÅÓÔØ, ÔÏ × Ï�ÉÓÁÎÎÏÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ}while (l > 0) and (k < m+1) and (x[l℄[k℄ <> a) do beginif x[l℄[k℄ < a then begink := k + 1; {ÌÅ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ a, ÕÄÁÌÑÅÍ ÅÇÏ}end else begin {x[l℄[k℄ > a}l := l - 1; {ÎÉÖÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ a, ÕÄÁÌÑÅÍ Å£}end;end;{x[l℄[k℄ = a ÉÌÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË �ÕÓÔ }answer:= (l > 0) and (k < m+1) ;úÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÄÅÓØ ÔÁ ÖÅ ÏÛÉÂËÁ: x[l℄[k℄ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅÏ�ÒÅ-ÄÅÌ£ÎÎÙÍ. (å£ ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.) �



1.2. íÁÓÓÉ×Ù 351.2.29. (íÏÓËÏ×ÓËÁÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ �Ï �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÀ) äÁÎ ÎÅÕÂÙ-×ÁÀÝÉÊ ÍÁÓÓÉ× �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a[1℄ 6 a[2℄ 6 : : : 6 a[n℄.îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÅ × ×É-ÄÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á (ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÓ-ÓÉ×Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ). þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ�ÏÒÑÄËÁ n.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙÜÌÅÍÅÎÔÏ× a[1℄; : : : ; a[k℄, ÚÁ�ÏÌÎÑÀÔ ÏÔÒÅÚÏË ÏÔ 1 ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N. åÓ-ÌÉ a[k+1℄> N+1, ÔÏ N+1 É ÂÕÄÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ× ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÓÓÉ×Á a[1℄ : : : a[n℄. åÓÌÉ ÖÅ a[k+1℄ 6 N+1,ÔÏ ÞÉÓÌÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a[1℄ : : :a[k+1℄, ÚÁ�ÏÌ-ÎÑÀÔ ÏÔÒÅÚÏË ÏÔ 1 ÄÏ N+a[k+1℄.k := 0; N := 0;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÞÉÓÌÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÍÁÓÓÉ×Á a[1℄..a[k℄, ÚÁ�ÏÌÎÑÀÔ ÏÔÒÅÚÏË 1..N}while (k <> n) and (a[k+1℄ <= N+1) do beginN := N + a[k+1℄;k := k + 1;end;{(k = n) ÉÌÉ (a[k+1℄ > N+1); × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÔ×ÅÔ N+1}writeln (N+1);(óÎÏ×Á ÔÏÔ ÖÅ ÄÅÆÅËÔ: × ÕÓÌÏ×ÉÉ �ÉËÌÁ �ÒÉ ÌÏÖÎÏÍ �ÅÒ×ÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ×ÔÏÒÏÅ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ.) �1.2.30. (äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÏÓÎÏ×ÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ) ÷ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÍ ÍÁÓ-ÓÉ×Å a[1℄ : : :a[n℄ ÈÒÁÎÉÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÞÉÓÅÌ 1 : : : n (ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ).(Á) ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ Þ£ÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ. (é × (Á), É × (Â) ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ n.)(Â) îÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÄÒÕÇÉÈ ÍÁÓÓÉ×Ï×, ÚÁÍÅÎÉÔÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÎÁ ÏÂÒÁÔ-ÎÕÀ (ÅÓÌÉ ÄÏ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ a[i℄= j, ÔÏ �ÏÓÌÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ a[j℄== i).[õËÁÚÁÎÉÅ. (Á) þ£ÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ �É-ËÌÏ×. þÔÏÂÙ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÕÖÅ �ÒÏÊÄÅÎÎÙÅ �ÉËÌÙ, Õ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÖÎÏ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÅÎÑÔØ ÚÎÁË. (Â) ïÂÒÁÝÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÍ �Ï �ÉËÌÁÍ.℄ �1.2.31. äÁÎ ÍÁÓÓÉ× a[1..n℄ É ÞÉÓÌÏ b. ðÅÒÅÓÔÁ×ØÔÅ ÞÉÓÌÁ × ÍÁÓÓÉ×ÅÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÌÅ×Á ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÁÎÉ�Ù ÓÔÏÑÌÉ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØ-ÛÉÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÙÅ b, Á Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù | Â�ÏÌØÛÉÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÙÅ b. þÉÓÌÏÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ n.



36 1. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑòÅÛÅÎÉÅ.l:=0; r:=n;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: a[1℄..a[l℄<=b; a[r+1℄..a[n℄>=b}while l <> r do beginif a[l+1℄ <= b then beginl:=l+1;end else if a[r℄ >=b then beginr:=r-1;end else begin {a[l+1℄>b; a[r℄<b}..�ÏÍÅÎÑÔØ a[l+1℄ É a[r℄l:=l+1; r:=r-1;end;end; �1.2.32. �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÎÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÛÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ,ÍÅÎØÛÉÅ b, ÚÁÔÅÍ ÒÁ×ÎÙÅ b, Á ÌÉÛØ ÚÁÔÅÍ Â�ÏÌØÛÉÅ b.òÅÛÅÎÉÅ. �Å�ÅÒØ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÔÒÉ ÇÒÁÎÉ�Ù: ÄÏ �ÅÒ×ÏÊ ÂÕÄÕÔ ÉÄÔÉÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÍÅÎØÛÉÅ b, ÏÔ �ÅÒ×ÏÊ ÄÏ ×ÔÏÒÏÊ | ÒÁ×ÎÙÅ b, ÚÁÔÅÍ ÎÅÉÚ-×ÅÓÔÎÏ ËÁËÉÅ ÄÏ ÔÒÅÔØÅÊ, Á �ÏÓÌÅ ÔÒÅÔØÅÊ | Â�ÏÌØÛÉÅ b. (âÏÌÅÅ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÞÅÔÙÒÅ ÇÒÁÎÉ�Ù, ÎÏ ×ÒÑÄ ÌÉ ÉÇÒÁÓÔÏÉÔ Ó×ÅÞ.) ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÂÅÒ£ÍÜÌÅÍÅÎÔ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ÓÒÅÄÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Ù.l:=0; m:=0; r:=n;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: a[1..l℄<b; a[l+1..m℄=b; a[r+1℄..a[n℄>b}while m <> r do beginif a[m+1℄=b then beginm:=m+1;end else if a[m+1℄>b then begin..ÏÂÍÅÎÑÔØ a[m+1℄ É a[r℄r:=r-1;end else begin {a[m+1℄<b}..ÏÂÍÅÎÑÔØ a[m+1℄ É a[l+1℄l:=l+1; m:=m+1;end;end; �1.2.33. (÷ÁÒÉÁÎÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÁÚ×ÁÎÎÙÊ × ËÎÉÇÅ äÅÊËÓÔÒÙÚÁÄÁÞÅÊ Ï ÇÏÌÌÁÎÄÓËÏÍ ÆÌÁÇÅ.) ÷ ÍÁÓÓÉ×Å ÄÌÉÎÙ n ÓÔÏÑÔ ÞÉÓÌÁ 0, 1 É 2.ðÅÒÅÓÔÁ×ØÔÅ ÉÈ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÏÊÏ�ÅÒÁ�ÉÅÊ (�ÏÍÉÍÏ ÞÔÅÎÉÑ) ÎÁÄ ÍÁÓÓÉ×ÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×. þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ n. �



1.2. íÁÓÓÉ×Ù 371.2.34. äÁÎ ÍÁÓÓÉ× a[1..n℄ É ÞÉÓÌÏ m6 n. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ ÉÚm ÓÔÏÑÝÉÈ ÒÑÄÏÍ ÞÌÅÎÏ× (ÔÁËÉÈ ÕÞÁÓÔËÏ×, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, n − m + 1) ×ÙÞÉ-ÓÌÉÔÅ ÅÇÏ ÓÕÍÍÕ. ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ �ÏÒÑÄËÁ n.òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ ÕÞÁÓÔËÁ Ë ÓÏÓÅÄÎÅÍÕ, ÍÙ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ ÏÄÉÎÞÌÅÎ, Á ÄÒÕÇÏÊ ×ÙÞÉÔÁÅÍ. �÷ ÜÔÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ËÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ |ÓËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÎÅ ÓÕÍÍÕ, Á ÍÁËÓÉÍÕÍ, ÔÏ ÔÁËÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÂÙÌÏ ÎÅÌØÚÑ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÜÔÏ ÔÏÖÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ËÁË �ÏËÁ-ÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (ÓÏÏÂÝÉÌ á. ç.ëÏÇÁÎ):1.2.35. äÁÎ ÍÁÓÓÉ× a[1..n℄ É ÞÉÓÌÏ m6 n. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ ÉÚm ÓÔÏÑÝÉÈ ÒÑÄÏÍ ÞÌÅÎÏ× (ÔÁËÉÈ ÕÞÁÓÔËÏ×, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, n− m+ 1) ×ÙÞÉÓÌÉ-ÔÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ. ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÄÏÌÖÎÏÂÙÔØ �ÏÒÑÄËÁ n.òÅÛÅÎÉÅ. òÁÚÏÂØ£Í ÍÁÓÓÉ× ÎÁ ÂÌÏËÉ �Ï m ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÔÏÍ ÖÅ ÂÌÏËÅ ÓÌÅ×ÁÏÔ ÎÅÇÏ, Á ÔÁËÖÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÔÏÍ ÖÅ ÂÌÏËÅ Ó�ÒÁ-×Á ÏÔ ÎÅÇÏ (×ËÌÀÞÁÑ ÓÁÍ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ). üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, �ÒÏÊÄÑ �ÏËÁÖÄÏÍÕ ÂÌÏËÕ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, Á ÔÁËÖÅ Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅ-ÔÉÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÄÌÉÎÙ m ÌÉÂÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÂÌÏËÏ×,ÌÉÂÏ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÂÌÏËÁ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÙ ÕÖÅ ×ÙÞÉÓÌÉÌÉ. ��ÁËÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ (Á ÎÅ ÔÏ-ÌØËÏ ÄÌÑ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ).1.2.36. äÁÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á a[1..n℄[1..n℄ É ÞÉÓÌÏ m6 n. äÌÑËÁÖÄÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ m× m × ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÓÔÏÑÝÉÈ × Î£ÍÞÉÓÅÌ. ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ n2.òÅÛÅÎÉÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÒÁÚÍÅÒÏÍ m × 1 ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÓÕÍÍÕ ÓÔÏÑÝÉÈ × Î£Í ÞÉÓÅÌ. (ðÒÉ ÓÄ×ÉÇÅÔÁËÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ ÎÁ 1 ÎÕÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÏÄÎÏ ÞÉ-ÓÌÏ É ÏÄÎÏ ×ÙÞÅÓÔØ.) úÁÔÅÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ, ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÓÕÍÍÙ× Ë×ÁÄÒÁÔÁÈ. (ðÒÉ ÓÄ×ÉÇÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÏÓËÁ,Á ÄÒÕÇÁÑ �ÏÌÏÓËÁ ÕÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ.) �1.2.37. ëÁË ÒÅÛÉÔØ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ �Ï Ë×ÁÄÒÁÔÕÚÁÍÅÎÅÎÁ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÕÍ?[õËÁÚÁÎÉÅ. óÒÁ×ÎÉÔÅ ÚÁÄÁÞÉ 1.2.34 É 1.2.35.℄ �



38 1. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ1.2.38. ÷ ÍÁÓÓÉ×Å a[1℄ : : : a[n℄ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ ×ÓÅ �Å-ÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 0 ÄÏ n, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÏ�ÕÝÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁ ×ÒÅÍÑ�ÏÒÑÄËÁ n É Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ �ÁÍÑÔØÀ.[õËÁÚÁÎÉÅ. óÌÏÖÉÔÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ × ÍÁÓÓÉ×Å.℄ �1.3. éÎÄÕËÔÉ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (�Ï á. ç. ëÕÛÎÉÒÅÎËÏ)ðÕÓÔØ M | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. æÕÎË�ÉÑ f, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊÑ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M, Á ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ |ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ Å£ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x[1℄ : : : x[n℄ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �ÏÅ£ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x[1℄ : : : x[n-1℄ É �Ï x[n℄, ÔÏ ÅÓÔØÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ F : N× M→ N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊf(〈x[1℄; : : : ; x[n℄〉) = F( f(〈x[1℄; : : : ; x[n-1℄〉); x[n℄):îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÕÎË�ÉÑ sum (ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ) ÉÎ-ÄÕËÔÉ×ÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÒÉÂÁ×ÌÑÅÔÓÑË Å£ ÓÕÍÍÅ:sum(〈x[1℄; : : : ; x[n℄〉) = sum(〈x[1℄; : : : ; x[n-1℄〉) + x[n℄:äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ | ÄÌÉÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ F(n; m) = n+ 1.îÁ�ÒÏÔÉ×, ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÅÊ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÎÅ ÚÎÁÅÍ Å£ ÄÌÉÎÙ, ÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄÓËÁÚÁÔØ, ËÁËÉÍ ÓÔÁ-ÎÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ �ÏÓÌÅ ÄÏ�ÉÓÙ×ÁÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (ÉÚ×ÅÓÔÎÏ-ÇÏ ÎÁÍ) ÞÉÓÌÁ.óÈÅÍÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ:k := 0; f := f0;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: f - ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ <x[1℄,...,x[k℄>}while k<>n do begink := k + 1;f := F (f, x[k℄);end;úÄÅÓØ f0 | ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ �ÕÓÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (�Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ 0). åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÎÅ-



1.3. éÎÄÕËÔÉ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (�Ï á. ç. ëÕÛÎÉÒÅÎËÏ) 39�ÕÓÔÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, ÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁk:=1; f:=f(<x[1℄>);åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÊ, �ÏÌÅÚÎÏ ÉÓËÁÔØ Å£ ÉÎÄÕË-ÔÉ×ÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ | ÔÁËÕÀ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ g, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏ-ÒÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ t, ÞÔÏ f(〈x[1℄ : : : x[n℄〉) = t(g(〈x[1℄ : : : x[n℄〉))�ÒÉ ×ÓÅÈ 〈x[1℄ : : : x[n℄〉). íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÉÎÄÕËÔÉ×-ÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F (ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ g ÚÎÁÞÅÎÉÑ FÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ g).1.3.1. õËÁÖÉÔÅ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ:(Á) ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ;(Â) ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÒÁ×ÎÙÈ Å£ ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ;(×) ×ÔÏÒÏÊ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ(ÔÏÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ×ÔÏÒÙÍ, ÅÓÌÉ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÞÌÅÎÙ × ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÍ�ÏÒÑÄËÅ);(Ç) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×;(Ä) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ (ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÇÏ ÉÌÉ ÎÅ×ÏÚÒÁ-ÓÔÁÀÝÅÇÏ) ÕÞÁÓÔËÁ ÉÚ ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ;(Å) ÞÉÓÌÏ ÇÒÕ�� ÉÚ ÅÄÉÎÉ�, ÒÁÚÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÎÕÌÑÍÉ (× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�).òÅÛÅÎÉÅ.(Á) 〈ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ; ÄÌÉÎÁ〉;(Â) 〈ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÁ×ÎÙÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ; ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÏÇÏ〉;(×) 〈ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ; ×ÔÏÒÏÊ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅÜÌÅÍÅÎÔ〉;(Ç) 〈ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×; ÞÉ-ÓÌÏ ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÏÎ�Å �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ;�ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ〉;(Ä) 〈ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ; ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉ-ÎÁ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ × ËÏÎ�Å �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ; ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑÄÌÉÎÁ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ × ËÏÎ�Å �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ; �ÏÓÌÅÄ-ÎÉÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ〉;(Å) 〈ÞÉÓÌÏ ÇÒÕ�� ÉÚ ÅÄÉÎÉ�, �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ〉. �



40 1. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ1.3.2. (óÏÏÂÝÉÌ ä.÷.÷ÁÒÓÁÎÏÆØÅ×) äÁÎÙ Ä×Å �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ x[1℄ : : :x[n℄ É y[1℄ : : : y[k℄. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ×ÔÏÒÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ �ÅÒ×ÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÌÉÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÌÅÎÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÌÁÓØ ×ÔÏÒÁÑ.þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ n+ k.òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 1. âÕÄÅÍ Ó×ÏÄÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚ-ÍÅÒÁ. n1:=n;k1:=k;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÉÓËÏÍÙÊ ÏÔ×ÅÔ <=> ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÚ x[1℄..x[n1℄�ÏÌÕÞÉÔØ y[1℄..y[k1℄ }while (n1 > 0) and (k1 > 0) do beginif x[n1℄ = y[k1℄ then beginn1 := n1 - 1;k1 := k1 - 1;end else beginn1 := n1 - 1;end;end;{n1 = 0 ÉÌÉ k1 = 0; ÅÓÌÉ k1 = 0, ÔÏ ÏÔ×ÅÔ - ÄÁ, ÅÓÌÉ k1<>0(É n1 = 0), ÔÏ ÏÔ×ÅÔ - ÎÅÔ}answer := (k1 = 0);íÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÔÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x[n1℄= y[k1℄ É y[1℄ : : : y[k1℄| �ÏÄ-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x[1℄ : : : x[n1℄, ÔÏ y[1℄ : : : y[k1-1℄| �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ x[1℄ : : : x[n1-1℄.÷ÁÒÉÁÎÔ 2. æÕÎË�ÉÑ 〈x[1℄ : : : x[n1℄〉 7→ [ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ k1, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ y[1℄ : : : y[k1℄ ÅÓÔØ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x[1℄ : : : x[n1℄℄ ÉÎÄÕË-ÔÉ×ÎÁ. �1.3.3. äÁÎÙ Ä×Å �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x[1℄ : : : x[n℄ É y[1℄ : : : y[k℄ �Å-ÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑ-ÀÝÅÊÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÏÂÅÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ëÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ n · k.òÅÛÅÎÉÅ (ÓÏÏÂÝÅÎÏ í.î.÷ÁÊÎ�×ÁÊÇÏÍ, á.í.äÉÍÅÎÔÍÁÎÏÍ). ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f(p; q) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ÏÂÝÅÊ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x[1℄ : : : x[p℄ É y[1℄ : : : y[q℄. �ÏÇÄÁx[p℄ 6= y[q℄ ⇒ f(p; q) = max (f(p; q−1);f(p−1; q));x[p℄= y[q℄ ⇒ f(p; q) = max (f(p; q−1);f(p−1; q); f(p−1; q−1)+1):



1.3. éÎÄÕËÔÉ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (�Ï á. ç. ëÕÛÎÉÒÅÎËÏ) 41(ðÏÓËÏÌØËÕ f(p − 1; q − 1) + 1 > f(p; q − 1); f(p − 1; q), ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÔÒ£È ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÔÒÅÔØÅ ÉÚ ÎÉÈ.) ðÏÜÔÏÍÕÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÏÌÎÑÔØ ÔÁÂÌÉ�Õ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ f, ÉÍÅÀÝÕÀ ÒÁÚÍÅÒ n · k.íÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ É �ÁÍÑÔØÀ �ÏÒÑÄËÁ k (ÉÌÉ n), ÅÓÌÉ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ (�Ï p)×ÙÞÉÓÌÑÔØ 〈f(p,0); : : : ; f(p,k)〉 (ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ p ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÉÎÄÕË-ÔÉ×ÅÎ). �1.3.4. (éÚ ËÎÉÇÉ ä. çÒÉÓÁ) äÁÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌx[1℄; : : : ; x[n℄. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ Å£ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �ÏÄ�Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ n log n).òÅÛÅÎÉÅ. éÓËÏÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÁ, ÎÏ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ: × ÎÅÇÏ ×ÈÏÄÑÔ �ÏÍÉÍÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Å£ k) ÔÁËÖÅ É ÞÉÓÌÁu[1℄; : : : ; u[k℄, ÇÄÅ u[i℄| ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÞÌÅÎÏ× ×ÏÚÒÁÓÔÁ-ÀÝÉÈ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ i. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, u[1℄ 6 : : : 6 u[k℄.ðÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÏ×ÏÇÏ ÞÌÅÎÁ × x ÚÎÁÞÅÎÉÑ u É k ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÔÓÑ.n1 := 1; k := 1; u[1℄ := x[1℄;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: k É u ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ Ï�ÉÓÁÎÉÀ}while n1 <> n do beginn1 := n1 + 1;...{i - ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÔÅÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔÒÅÚËÁ 1..k, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ u[i℄ < x[n1℄; ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÎÅÔ, ÔÏ i=0 }if i = k then begink := k + 1;u[k+1℄ := x[n1℄;end else begin {i < k, u[i℄ < x[n1℄ <= u[i+1℄ }u[i+1℄ := x[n1℄;end;end;æÒÁÇÍÅÎÔ ... ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÉÄÅÀ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ; × ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅ ÕÓÌÏ×-ÎÏ �ÏÌÁÇÁÅÍ u[0℄ ÒÁ×ÎÙÍ ÍÉÎÕÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, Á u[k+1℄ | �ÌÀÓ ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. îÁÛÁ �ÅÌØ: u[i℄< x[n1℄6 u[i+1℄.i:=0; j:=k+1;{u[i℄ < x[n1℄ <= u[j℄, j > i}while (j - i) <> 1 do begins := i + (j-i) div 2; {i < s < j}if x[n1℄ <= u[s℄ then beginj := s;end else begin {u[s℄ < x[n1℄}



42 1. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑi := s;end;end;{u[i℄ < x[n1℄ <= u[j℄, j-i = 1} �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. âÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ (ÎÏ ÎÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ) ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ ÒÁÓ-ÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÈÒÁÎÉÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÅÊÓÑ ÎÁ x[i℄. üÔÏÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ n2. åÓÔØÉ ÄÒÕÇÏÊ ÉÚÑÝÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÒÅÍÅÎÅÍ ÒÁÂÏÔÙ (ÓÏ-ÏÂÝÉÌ í.÷.÷ØÀÇÉÎ): ÎÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÏÂÝÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÏÔÓÏÒÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.1.3.5. ëÁËÉÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏ ×ÎÅÓÔÉ × ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁ-ÄÁÞÉ, ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ ÉÓËÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ? �



2. ðïòïöäåîéåëïíâéîá�ïòîùèïâÿåë�ï÷úÄÅÓØ ÓÏÂÒÁÎÙ ÚÁÄÁÞÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÄÉÎ ÚÁ ÄÒÕ-ÇÉÍ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.2.1. òÁÚÍÅÝÅÎÉÑ Ó �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉ2.1.1. îÁ�ÅÞÁÔÁÊÔÅ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ k ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1..n.òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ �ÅÞÁÔÁÔØ ÉÈ × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ (�ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ b, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÇÏ s ÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÙ s ÒÁ×ÎÙ, Á (s+1)-Ê ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ a ÍÅÎØÛÅ). ðÅÒ×ÏÊ ÂÕÄÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ <1,1,...,1>,�ÏÓÌÅÄÎÅÊ | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ <n,n,...,n>. âÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ �ÏÓÌÅÄ-ÎÀÀ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × ÍÁÓÓÉ×Å x[1℄..x[k℄....x[1℄..x[k℄ �ÏÌÏÖÉÔØ ÒÁ×ÎÙÍÉ 1...ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ x...last[1℄..last[k℄ �ÏÌÏÖÉÔØ ÒÁ×ÎÙÍ n{ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÙ ×ÓÅ ÄÏ x ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ}while x <> last do begin...x := ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁ x �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ...ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ xend;ï�ÉÛÅÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ x Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, Õ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÅÒ×ÙÅ s ÞÌÅ-ÎÏ× ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÔÁËÉÍÉ ÖÅ, Á (s+1)-Ê | ÂÏÌØÛÅ. üÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉx[s+1℄ ÍÅÎØÛÅ n. óÒÅÄÉ ÔÁËÉÈ s ÎÕÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ (ÉÎÁÞÅ�ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ).



44 2. ðÏÒÏÖÄÅÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ x[s+1℄ ÎÕÖÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÎÁ 1. éÔÁË, ÎÁÄÏ, Ä×ÉÇÁÑÓØÓ ËÏÎ�Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÊÔÉ ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÞÌÅÎ, ÍÅÎØÛÉÊ n (ÏÎÎÁÊÄ£ÔÓÑ, Ô. Ë. �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ x<>last), Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ 1, Á ÉÄÕ-ÝÉÅ ÚÁ ÎÉÍ ÞÌÅÎÙ �ÏÌÏÖÉÔØ ÒÁ×ÎÙÍÉ 1.p:=k;while not (x[p℄ < n) do beginp := p-1;end;{x[p℄ < n, x[p+1℄ = ... = x[k℄ = n}x[p℄ := x[p℄ + 1;for i := p+1 to k do beginx[i℄:=1;end; �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÞÌÅÎÁÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÏÔ 1ÄÏ n, Á ÏÔ 0 ÄÏ n-1, ÔÏ �ÅÒÅÈÏÄ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÒÉÂÁ×ÌÅ-ÎÉÀ ÅÄÉÎÉ�Ù × n-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.2.1.2. ÷ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÁÓ-ÓÉ×Ï× (x <> last). õÓÔÒÁÎÉÔÅ ÅÇÏ, ÄÏÂÁ×É× ÂÕÌÅ×ÓËÕÀ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ lÉ ×ËÌÀÞÉ× × ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅl ⇔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x | �ÏÓÌÅÄÎÑÑ. �2.1.3. îÁ�ÅÞÁÔÁÊÔÅ ×ÓÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1..k}.òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÄÌÉÎÙ k. �2.1.4. îÁ�ÅÞÁÔÁÊÔÅ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈÞÉÓÅÌ ÄÌÉÎÙ k, Õ ËÏÔÏÒÙÈ i-Ê ÞÌÅÎ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ i. �2.2. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ2.2.1. îÁ�ÅÞÁÔÁÊÔÅ ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÞÉÓÅÌ 1..n (ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ n, × ËÏÔÏÒÙÅ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ×ÈÏÄÉÔ �Ï ÏÄÎÏÍÕÒÁÚÕ).òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÂÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ × ÍÁÓÓÉ×Å x[1℄..x[n℄ É �Å-ÞÁÔÁÔØ × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. (ðÅÒ×ÏÊ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÔ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÁ 〈12 : : : n〉, �ÏÓÌÅÄÎÅÊ | 〈n : : : 21〉. äÌÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ�ÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÚÁÄÁÄÉÍÓÑ ×Ï�ÒÏÓÏÍ: × ËÁËÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ k-Ê ÞÌÅÎ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÏÖÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ?



2.3. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á 45ïÔ×ÅÔ: ÅÓÌÉ ÏÎ ÍÅÎØÛÅ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÞÌÅÎÏ× (Ô. Å. ÞÌÅÎÏ×Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÂÏÌØÛÅ k). íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ k, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍÜÔÏ ÔÁË, Ô. Å. ÔÁËÏÅ k, ÞÔÏx[k℄< x[k+1℄> : : : > x[n℄ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x[k℄ ÎÕÖÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, Ô. Å. ÎÁÊÔÉ ÓÒÅÄÉ x[k+1℄..x[n℄ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØ-ÛÅÅ ÅÇÏ. ðÏÍÅÎÑ× x[k℄ Ó ÎÉÍ, ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ÞÉÓÌÁ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉk+1..n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÂÙÌÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ, Ô. Å. × ×ÏÚÒÁÓÔÁÀ-ÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ. üÔÏ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÕÖÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ÕÂÙ×Á-ÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ.áÌÇÏÒÉÔÍ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ:{<x[1℄ ... x[n℄> <> <n ... 2 1>}k:=n-1;{�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ k ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ: x[k+1℄>...>x[n℄}while x[k℄ > x[k+1℄ do begink:=k-1;end;{x[k℄ < x[k+1℄ > ... > x[n℄}t:=k+1;{t <=n, ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ x[k+1℄ > ... > x[t℄ ÂÏÌØÛÅ x[k℄}while (t < n) and (x[t+1℄ > x[k℄) do begint:=t+1;end;{x[k+1℄ > ... > x[t℄ > x[k℄ > x[t+1℄ > ... > x[n℄}...ÏÂÍÅÎÑÔØ x[k℄ É x[t℄{x[k+1℄ > ... > x[n℄}...�ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÕÞÁÓÔÏË x[k+1℄..x[n℄ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁËÏÍÙÊ ÄÅÆÅËÔ: ÅÓÌÉ t=n, ÔÏ x[t+1℄ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ.2.3. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á2.3.1. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÙÈ n É k (k6 n) �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1..n}.òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ËÁÖÄÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØÀ x[1℄..x[n℄ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÄÌÉÎÙ n, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÏ×ÎÏ k ÅÄÉ-ÎÉ�. (äÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÒÁÚÂÅÒ£Í �ÏÚÖÅ.) �ÁËÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ (ÓÍ. ×ÙÛÅ). ïÞÅ×ÉÄÎÙÊ Ó�Ï-ÓÏÂ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ | �ÅÒÅÂÉÒÁÔØ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÁË ÒÁÎØÛÅ,



46 2. ðÏÒÏÖÄÅÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×Á ÚÁÔÅÍ ÏÔÂÉÒÁÔØ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÔÅ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ k ÅÄÉÎÉ� | ÍÙ ÏÔÂÒÏÓÉÍ,ÓÞÉÔÁÑ ÅÇÏ ÎÅÜËÏÎÏÍÉÞÎÙÍ (ÞÉÓÌÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó k ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ). âÕÄÅÍ ÉÓ-ËÁÔØ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÅÎÉÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÔÒÅÂÏ×ÁÌÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ C·n ÄÅÊÓÔ×ÉÊ.÷ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ s-Ê ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ, ÎÅÍÅÎÑÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ? åÓÌÉ x[s℄ ÍÅÎÑÅÔÓÑ Ó 0 ÎÁ 1, ÔÏ ÄÌÑ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉ� ÎÕÖÎÏ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ È[s℄ ÚÁÍÅÎÉÔØ 1 ÎÁ 0. äÌÑ ÜÔÏ-ÇÏ ÎÁÄÏ, ÞÔÏÂÙ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ x[s℄ ÅÄÉÎÉ�Ù ÂÙÌÉ. åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ �ÅÒÅÊÔÉË ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ, ÔÏ x[s℄ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ �ÅÒ×ÙÍ Ó�ÒÁ×ÁÎÕÌ£Í, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÍ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉ�Ù. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ È[s+1℄=1 (ÉÎÁÞÅÈ[s℄ ÎÅ �ÅÒ×ÙÊ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÄÏ ÉÓËÁÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ s, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ È[s℄=0, x[s+1℄=1:x 0
↑s 1..1 0..0úÁ È[s+1℄ ÍÏÇÕÔ ÉÄÔÉ ÅÝ£ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÅÄÉÎÉ�, Á �ÏÓÌÅ ÎÉÈ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÕ-ÌÅÊ. úÁÍÅÎÉ× È[s℄ ÎÁ 1, ÎÁÄÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÄÕÝÉÅ ÚÁ ÎÉÍ ÞÌÅÎÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÂÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁÛÅÇÏ �ÏÒÑÄ-ËÁ, Ô. Å. ÞÔÏÂÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÛÌÉ ÎÕÌÉ, Á �ÏÔÏÍ ÅÄÉÎÉ�Ù. ÷ÏÔ ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ:�ÅÒ×ÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ: 0..01..1 (n-k ÎÕÌÅÊ, k ÅÄÉÎÉ�);�ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ: 1..10..0 (k ÅÄÉÎÉ�, n-k ÎÕÌÅÊ);ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁ È[1℄..x[n℄ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ(�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÅÓÔØ):s := n - 1;while not ((x[s℄=0) and (x[s+1℄=1)) do begins := s - 1;end;{s - ÞÌÅÎ, �ÏÄÌÅÖÁÝÉÊ ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ Ó 0 ÎÁ 1}num:=0;for k := s to n do beginnum := num + x[k℄;end;{num - ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� ÎÁ ÕÞÁÓÔËÅ x[s℄..x[n℄, ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊÒÁ×ÎÏ (ÄÌÉÎÁ - ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ�), Ô.Å. (n-s+1) - num}x[s℄:=1;for k := s+1 to n-num+1 do beginx[k℄ := 0;end;



2.3. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á 47{ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÏÍÅÓÔÉÔØ num-1 ÅÄÉÎÉ� × ËÏÎ�Å}for k := n-num+2 to n do beginx[k℄:=1;end; �äÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× | ÜÔÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×. þÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÌÏ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅ, ÄÏÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ. ðÒÉ-ÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÅ.2.3.2. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ kÉÚ ÞÉÓÅÌ 1..n × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. (ðÒÉÍÅÒ: �ÒÉ n=5, k=2�ÏÌÕÞÁÅÍ: 12 13 14 15 23 24 25 34 35 45.)òÅÛÅÎÉÅ. íÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÂÕÄÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 〈1 2 : : : k〉; ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏÊ | 〈(n-k+1) : : : (n-1) n〉. ÷ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ s-Ê ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ? ïÔ×ÅÔ: ÅÓÌÉ ÏÎ ÍÅÎØÛÅ n-k+s. ðÏÓÌÅ Õ×Å-ÌÉÞÅÎÉÑ s-ÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ×ÓÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÏÌÖÎÙ ×ÏÚÒÁÓÔÁÔØ Ó ÛÁÇÏÍ 1.ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ:s:=k;while not (x[s℄ < n-k+s) do begins:=s-1;end;{s - ÎÏÍÅÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, �ÏÄÌÅÖÁÝÅÇÏ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÀ};x[s℄ := x[s℄+1;for i := s+1 to k do beginx[i℄ := x[i-1℄+1;end; �2.3.3. ðÕÓÔØ ÍÙ ÒÅÛÉÌÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1..n} ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÄÌÉÎÙ k, Õ�Ï-ÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ. (ðÒÉÍÅÒ: 21 31 32 4142 43 51 52 53 54.) ëÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÏÇÄÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÊ?ïÔ×ÅÔ. éÝÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ s, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ È[s+1℄+1 < x[s℄. (åÓÌÉÔÁËÏÇÏ s ÎÅÔ, �ÏÌÁÇÁÅÍ s=0.) õ×ÅÌÉÞÉ× x[s+1℄ ÎÁ 1, ËÌÁÄ£Í ÏÓÔÁÌØÎÙÅÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ (x[t℄=k+1-t ÄÌÑ t>s). �2.3.4. òÅÛÉÔÅ Ä×Å �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÚÁÍÅÎÉ× ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅ-ÓËÉÊ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÙÊ (ÒÁÎØÛÅ ÉÄÕÔ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÏÌØÛÅ × ÌÅË-ÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ). �2.3.5. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ (ÆÕÎË�ÉÉ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÅ ÒÁÚÎÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÒÁÚÎÙÅ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1..k} × {1..n} (�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ



48 2. ðÏÒÏÖÄÅÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×k 6 n). ðÏÒÏÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÏÌÖÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅC · k ÄÅÊÓÔ×ÉÊ.[õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ó×ÅÄÅÎÁ Ë �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÀ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ× É �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÁÖÄÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á.℄ �2.4. òÁÚÂÉÅÎÉÑ2.4.1. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÅÌÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ nÎÁ �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ (ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÌÉÛØ�ÏÒÑÄËÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÚÁ ÏÄÎÏ). (ðÒÉÍÅÒ: n=4, ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ1+1+1+1, 2+1+1, 2+2, 3+1, 4.)òÅÛÅÎÉÅ. äÏÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ, ÞÔÏ (1) × ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÉÄÕÔ × ÎÅ-×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ, (2) ÓÁÍÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÙ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍ × ÌÅËÓÉËÏ-ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÈÒÁÎÉÍ × ÎÁÞÁÌÅ ÍÁÓÓÉ×Á x[1℄..x[n℄,�ÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÅÇÏ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ k. ÷ ÎÁÞÁÌÅx[1℄=...=x[n℄=1, k=n, × ËÏÎ�Å x[1℄=n, k=1.÷ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ x[s℄ ÍÏÖÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ?÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ x[s-1℄>x[s℄ ÉÌÉ s=1. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, s ÄÏÌÖ-ÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ (Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ s ÎÁÄÏ ËÏÍ�ÅÎÓÉÒÏ×ÁÔØÕÍÅÎØÛÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ). õ×ÅÌÉÞÉ× s, ×ÓÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÄÏ×ÚÑÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ.s := k - 1;while not ((s=1) or (x[s-1℄ > x[s℄)) do begins := s-1;end;{s - �ÏÄÌÅÖÁÝÅÅ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÀ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ}x [s℄ := x[s℄ + 1;sum := 0;for i := s+1 to k do beginsum := sum + x[i℄;end;{sum - ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏ×, ÓÔÏÑ×ÛÉÈ �ÏÓÌÅ x[s℄}for i := 1 to sum-1 do beginx [s+i℄ := 1;end;k := s+sum-1; �2.4.2. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ËÁË ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ÉÈ × �ÏÒÑÄËÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉ-ÞÅÓËÏÍÕ (ÄÌÑ n=4, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ 4, 3+1, 2+2, 2+1+1, 1+1+1+1).



2.5. ëÏÄÙ çÒÅÑ É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ 49[õËÁÚÁÎÉÅ. õÍÅÎØÛÁÔØ ÍÏÖÎÏ �ÅÒ×ÙÊ Ó�ÒÁ×Á ÞÌÅÎ, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ 1; ÎÁÊ-ÄÑ ÅÇÏ, ÕÍÅÎØÛÉÍ ÎÁ 1, Á ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÏÚØÍ£Í ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙ-ÍÉ (ÒÁ×ÎÙÍÉ ÅÍÕ, �ÏËÁ È×ÁÔÁÅÔ ÓÕÍÍÙ, Á �ÏÓÌÅÄÎÉÊ | ÓËÏÌØËÏ ÏÓÔÁ-ÎÅÔÓÑ).℄ �2.4.3. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ËÁË ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ, �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ÉÈ × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. ðÒÉÍÅÒ ÄÌÑ n=4:1+1+1+1, 1+1+2, 1+3, 2+2, 4.[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÎÅÌØÚÑ, Á �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÉÊ |ÍÏÖÎÏ; ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÎÁ 1 �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÞÌÅÎÁ ÚÁ ÓÞ£Ô �Ï-ÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ, ÔÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÌÅÎÏ× ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÄÉÎ,ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ ÎÁÄÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÒÁ×ÎÙÅ �ÒÅÄÙ-ÄÕÝÅÍÕ, É ÏÓÔÁÔÏË, ÎÅ ÍÅÎØÛÉÊ ÅÇÏ.℄ �2.4.4. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ËÁË ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ, �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ÉÈ × �ÏÒÑÄËÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍÕ. ðÒÉ-ÍÅÒ ÄÌÑ n=4: 4, 2+2, 1+3, 1+1+2, 1+1+1+1.[õËÁÚÁÎÉÅ. þÔÏÂÙ ÜÌÅÍÅÎÔ x[s℄ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ, ÎÅÏÂÈÏÄÉ-ÍÏ, ÞÔÏÂÙ s=1 ÉÌÉ x[s-1℄<x[s℄. åÓÌÉ x[s℄ ÎÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ, ÔÏ ÜÔÏÇÏ É ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ. åÓÌÉ ÏÎ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ, ÔÏ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ x[s-1℄ 6 ⌊x[s℄/2⌋ ÉÌÉs=1. (úÄÅÓØ ⌊�⌋ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ �.)℄ �2.5. ëÏÄÙ çÒÅÑ É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉéÎÏÇÄÁ ÂÙ×ÁÅÔ �ÏÌÅÚÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÏÂßÅËÔÙ × ÔÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÞÔÏ-ÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÌÓÑ ÏÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ.2.5.1. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ n ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1..k× ÔÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÏÔÌÉÞÁÌÁÓØ ÏÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ× ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÉÆÒÅ, �ÒÉÞ£Í ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 1.òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÄÏÓËÕ ÛÉÒÉÎÙ n É ×ÙÓÏÔÙ k.îÁ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÛÁÛËÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÏÖÅ-ÎÉÑ ÛÁÛÅË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1..k ÄÌÉÎÙ n(s-Ê ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÓÏÔÅ ÛÁÛËÉ ÎÁ s-Ê ×ÅÒ-ÔÉËÁÌÉ). îÁ ËÁÖÄÏÊ ÛÁÛËÅ ÎÁÒÉÓÕÅÍ ÓÔÒÅÌÏÞËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÁ ××ÅÒÈ ÉÌÉ ×ÎÉÚ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ×ÓÅ ÛÁÛËÉ �ÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÁ ÎÉÖÎÀÀÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ ÓÔÒÅÌÏÞËÏÊ ××ÅÒÈ. äÁÌÅÅ Ä×ÉÇÁÅÍ ÛÁÛËÉ �Ï ÔÁËÏÍÕ �ÒÁ×É-ÌÕ: ÎÁÊÄÑ ÓÁÍÕÀ �ÒÁ×ÕÀ ÛÁÛËÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ �ÏÄ×ÉÎÕÔØ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÉ (ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅÊ) ÓÔÒÅÌËÉ, Ä×ÉÇÁÅÍ Å£ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ × ÜÔÏÍ



50 2. ðÏÒÏÖÄÅÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, Á ×ÓÅ ÓÔÏÑÝÉÅ �ÒÁ×ÅÅ ÎÅ£ ÛÁÛËÉ (ÏÎÉ Õ�£ÒÌÉÓØ × ËÒÁÊ)ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÍ ËÒÕÇ�ÏÍ.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÛÁÛËÁ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ, Ô. Å. ÏÄÉÎÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ 1. äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n, ÞÔÏ�ÒÏÈÏÄÑÔÓÑ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1..k. óÌÕÞÁÊ n=1 ÏÞÅ×ÉÄÅÎ.ðÕÓÔØ n>1. ÷ÓÅ ÈÏÄÙ �ÏÄÅÌÉÍ ÎÁ ÔÅ, ÇÄÅ Ä×ÉÇÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÛÁÛËÁ,É ÔÅ, ÇÄÅ Ä×ÉÇÁÅÔÓÑ ÎÅ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÛÁÛËÁÓÔÏÉÔ Õ ÓÔÅÎÙ, É ÍÙ Å£ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÚÁ ËÁÖÄÙÍ ÈÏÄÏÍ ×ÔÏÒÏ-ÇÏ ÔÉ�Á ÓÌÅÄÕÅÔ k-1 ÈÏÄÏ× �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á, ÚÁ ×ÒÅÍÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÌÅÄÎÑÑÛÁÛËÁ �ÏÂÙ×ÁÅÔ ×Ï ×ÓÅÈ ËÌÅÔËÁÈ. åÓÌÉ ÍÙ ÔÅ�ÅÒØ ÚÁÂÕÄÅÍ Ï �ÏÓÌÅÄ-ÎÅÊ ÛÁÛËÅ, ÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÅÒ×ÙÈ n-1 �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ �ÒÏ-ÂÅÇÁÀÔ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ n-1 �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ; Ä×ÉÖÅÎÉÑÖÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÛÁÛËÉ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ n-1 ÄÅÌÁÀÔk �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n.÷ �ÒÏÇÒÁÍÍÅ, �ÏÍÉÍÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x[1℄..x[n℄, ÂÕÄÅÍ ÈÒÁ-ÎÉÔØ ÍÁÓÓÉ× d[1℄..d[n℄ ÉÚ ÞÉÓÅÌ +1 É -1 (+1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÅÌËÅ××ÅÒÈ, -1 | ÓÔÒÅÌËÅ ×ÎÉÚ).îÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ: x[1℄=...=x[n℄=1; d[1℄=...=d[n℄=1.ðÒÉ×ÅÄ£Í ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÏÄ-ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÙÑÓÎÑÅÔÓÑ, ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÌÉ �ÅÒÅÈÏÄ | ÏÔ×ÅÔ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅÍ ÂÕÌÅ×ÓËÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ p).{ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ, ÓÄÅÌÁÔØ ÛÁÇ É �ÏÌÏÖÉÔØ p := true, ÅÓÌÉ ÎÅÔ,�ÏÌÏÖÉÔØ p := false }i := n;while (i > 1) and(((d[i℄=1) and (x[i℄=n)) or ((d[i℄=-1) and (x[i℄=1)))do begini:=i-1;end;if (d[i℄=1 and x[i℄=n) or (d[i℄=-1 and x[i℄=1) then beginp:=false;end else beginp:=true;x[i℄ := x[i℄ + d[i℄;for j := i+1 to n do begind[j℄ := - d[j℄;end;end; �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÒÕ-ÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÅ Ä×ÏÉÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ. (éÍÅÎÎÏ ÏÎÏ Ó×ÑÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏ Ó ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ �ËÏÄÙ çÒÅÑ�.)



2.5. ëÏÄÙ çÒÅÑ É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ 51úÁ�ÉÛÅÍ �ÏÄÒÑÄ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 0 ÄÏ 2n − 1 × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ. îÁ-�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ n= 3 ÎÁ�ÉÛÅÍ:000 001 010 011 100 101 110 111úÁÔÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ �ÏÄ×ÅÒÇÎÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ, ÚÁÍÅÎÉ× ËÁÖÄÕÀ�ÉÆÒÕ, ËÒÏÍÅ �ÅÒ×ÏÊ, ÎÁ Å£ ÓÕÍÍÕ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ �ÉÆÒÏÊ (�Ï ÍÏÄÕÌÀ 2).éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÞÉÓÌÏ a1; a2; : : : ; an �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ × a1;a1 + a2; a2+ a3; : : :: : : ; an−1 + an (ÓÕÍÍÁ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2). äÌÑ n= 3 �ÏÌÕÞÉÍ:000 001 011 010 110 111 101 100ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ÏÂÒÁÔÉÍÏ(É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÁ£Ô ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ). ëÒÏÍÅ ÔÏ-ÇÏ, Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÚÁ�ÉÓÉ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÎ�Á 011 : : : 1ÎÁ ËÏÎÅ� 100 : : : 0, ÞÔÏ | �ÏÓÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ | �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÉÚÍÅÎÅ-ÎÉÀ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÉÆÒÙ.ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ËÏÄÁ çÒÅÑ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ×ÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ ÏÓØ, É ÍÙ ÈÏÔÉÍ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÄÁÔÞÉË ÕÇÌÁ �Ï×ÏÒÏÔÁ ÜÔÏÊ ÏÓÉ. îÁÓÁÄÉÍ ÎÁ ÏÓØ ÂÁÒÁÂÁÎ,×ÙËÒÁÓÉÍ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÂÁÒÁÂÁÎÁ × Þ£ÒÎÙÊ �×ÅÔ, �ÏÌÏ×ÉÎÕ × ÂÅÌÙÊ É ÕÓÔÁ-ÎÏ×ÉÍ ÆÏÔÏÜÌÅÍÅÎÔ. îÁ ÅÇÏ ×ÙÈÏÄÅ ÂÕÄÅÔ × �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÓÌÕÞÁÅ× 0, Á ×�ÏÌÏ×ÉÎÅ 1 (Ô. Å. ÍÙ ÉÚÍÅÒÑÅÍ ÕÇÏÌ �Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 180�).òÁÚ×£ÒÔËÁ ÂÁÒÁÂÁÎÁ: 0 1
← ÓËÌÅÉÔØ ÂÏËÁóÄÅÌÁ× ÒÑÄÏÍ ÄÒÕÇÕÀ ÄÏÒÏÖËÕ ÉÚ Ä×ÕÈ Þ£ÒÎÙÈ É ÂÅÌÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É �Ï-ÓÔÁ×É× ×ÔÏÒÏÊ ÆÏÔÏÜÌÅÍÅÎÔ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÔØ ÕÇÏÌ ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 90◦: 0 0 1 10 1 0 1óÄÅÌÁ× ÔÒÅÔØÀ, 0 0 0 0 1 1 1 10 0 1 1 0 0 1 10 1 0 1 0 1 0 1



52 2. ðÏÒÏÖÄÅÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×ÍÙ ÉÚÍÅÒÉÍ ÕÇÏÌ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 45◦ É Ô. Ä. üÔÁ ÉÄÅÑ ÉÍÅÅÔ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ-ÄÏÓÔÁÔÏË: × ÍÏÍÅÎÔ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÒÁÎÉ� ÓÒÁÚÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÆÏÔÏÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÍÅÎÑÀÔ ÓÉÇÎÁÌ, É ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ �ÒÏÉÚÏÊÄÕÔ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÏÄÎÏ×ÒÅ-ÍÅÎÎÏ, ÎÁ ËÁËÏÅ-ÔÏ ×ÒÅÍÑ �ÏËÁÚÁÎÉÑ ÆÏÔÏÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÕÄÕÔ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎ-ÎÙÍÉ. ëÏÄÙ çÒÅÑ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÜÔÏÊ Ï�ÁÓÎÏÓÔÉ. óÄÅÌÁÅÍ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÍÅÎÑÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÎÉÅ ÌÉÛØ ÏÄÎÏÇÏ ÆÏÔÏÜÌÅÍÅÎÔÁ(× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ, �ÏÓÌÅ �ÅÌÏÇÏ ÏÂÏÒÏÔÁ).0 0 0 0 1 1 1 10 0 1 1 1 1 0 00 1 1 0 0 1 1 0îÁ�ÉÓÁÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÌÅÇËÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÄÁÎÎÙÅÏÔ ÆÏÔÏÜÌÅÍÅÎÔÏ× × Ä×ÏÉÞÎÙÊ ËÏÄ ÕÇÌÁ �Ï×ÏÒÏÔÁ.úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÄÁ çÒÅÑ ÏÚÎÁ-ÞÁÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ �ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á �ÉËÌÁ� × n-ÍÅÒÎÏÍ ËÕÂÅ (×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÏÂÏÊÔÉ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÕÂÁ �Ï ÒÁÚÕ, Ä×ÉÇÁÑÓØ �Ï Ò£ÂÒÁÍ, É ×ÅÒÎÕÔØÓÑ× ÉÓÈÏÄÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ).2.5.2. îÁ�ÅÞÁÔÁÊÔÅ ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÞÉÓÅÌ 1..n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑÓÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÏÌÕÞÁÌÁÓØ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÏÂÍÅÎÏÍ (ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÅÊ) Ä×ÕÈÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ n=3 ÄÏ�ÕÓÔÉÍ ÔÁËÏÊ �ÏÒÑÄÏË:3.2 1 → 2 3.1 → 2.1 3 → 1 2.3 → 1.3 2 → 3 1 2(ÍÅÖÄÕ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ×ÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÔÏÞËÉ).òÅÛÅÎÉÅ. îÁÒÑÄÕ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ y[1℄..y[n℄ �ÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ y[1℄ 6 0, . . . , y[n℄ 6 n-1. ÷ Î£Í ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,ÓËÏÌØËÏ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, É ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÍÅÖÄÕÎÉÍÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ. éÍÅÎÎÏ, ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ�ÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ y[1℄..y[n℄, ÇÄÅ y[i℄ |ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ i É ÓÔÏÑÝÉÈ ÌÅ×ÅÅ i × ÜÔÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ.÷ÚÁÉÍÎÁÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÁ ÞÉÓÅÌ 1..n �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÞÉÓÅÌ 1..n-1 ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍÞÉÓÌÁ n, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ×ÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÉÚ n ÍÅÓÔ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Ë ÓÏ�Ï-ÓÔÁ×ÌÑÅÍÏÊ Ó ÎÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÞÌÅÎ, �ÒÉ-ÎÉÍÁÀÝÉÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ 0 ÄÏ n-1, Á �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÞÌÅÎÙ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÌÅÎÏ× �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ y ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ,



2.5. ëÏÄÙ çÒÅÑ É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ 53ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÞÉÓÌÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ y �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÏ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÄÌÑ ÎÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. éÍÅÎÎÏ, Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅy[i℄ ÎÁ 1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ ÞÉÓÌÁ i Ó ÅÇÏ �ÒÁ×ÙÍ ÓÏÓÅÄÏÍ,Á ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ | Ó ÌÅ×ÙÍ.�Å�ÅÒØ ×Ó�ÏÍÎÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÄÉÎ ÞÌÅÎ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ.úÁÍÅÎÉ× �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÄÏÓËÕ ÄÏÓËÏÊ × ÆÏÒÍÅ ÌÅÓÔÎÉ�Ù (×ÙÓÏÔÁ i-Ê×ÅÒÔÉËÁÌÉ ÒÁ×ÎÁ i) É Ä×ÉÇÁÑ ÛÁÛËÉ �Ï ÔÅÍ ÖÅ �ÒÁ×ÉÌÁÍ, ÍÙ �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÉÍ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ y, �ÒÉÞ£Í i-Ê ÞÌÅÎ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ËÁËÒÁÚ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÛÁÛËÉ ÓÔÏÑÔ Õ ËÒÁÑ. îÁÄÏ ÅÝ£ ÕÍÅÔØ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ Ó ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ y ËÏÒÒÅËÔÉÒÏ×ÁÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ. ïÞÅ×ÉÄÎÙÊÓ�ÏÓÏÂ ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ × ÎÅÊ ÞÉÓÌÁ i; ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂÌÅÇÞÉÔØ, ÅÓÌÉ�ÏÍÉÍÏ ÓÁÍÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÈÒÁÎÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀi 7→ �ÏÚÉ�ÉÑ ÞÉÓÌÁ i × �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ,Ô. Å. ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ Å£ ËÏÒÒÅËÔÉÒÏ×ÁÔØ. ÷ÏÔ ËÁËÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ:program test;
onst n=...;varx: array [1..n℄ of 1..n; {�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ}inv_x: array [1..n℄ of 1..n; {ÏÂÒÁÔÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ}y: array [1..n℄ of integer; {y[i℄ < i}d: array [1..n℄ of -1..1; {ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ}b: boolean;pro
edure print_x;var i: integer;beginfor i:=1 to n do beginwrite (x[i℄, ' ');end;writeln;end;pro
edure set_first;{�ÅÒ×ÁÑ: y[i℄=0 �ÒÉ ×ÓÅÈ i}var i : integer;beginfor i := 1 to n do beginx[i℄ := n + 1 - i;inv_x[i℄ := n + 1 - i;y[i℄:=0;



54 2. ðÏÒÏÖÄÅÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×d[i℄:=1;end;end;pro
edure move (var done : boolean);var i, j, pos1, pos2, val1, val2, tmp : integer;begini := n;while (i > 1) and (((d[i℄=1) and (y[i℄=i-1)) or((d[i℄=-1) and (y[i℄=0))) do begini := i-1;end;done := (i>1); {Õ�ÒÏÝÅÎÉÅ: �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ÎÅÌØÚÑ ÍÅÎÑÔØ}if done then beginy[i℄ := y[i℄+d[i℄;for j := i+1 to n do begind[j℄ := -d[j℄;end;pos1 := inv_x[i℄;val1 := i;pos2 := pos1 + d[i℄;val2 := x[pos2℄;{pos1, pos2 - ÎÏÍÅÒÁ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×;val1, val2 - ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ; val2 < val1}tmp := x[pos1℄;x[pos1℄ := x[pos2℄;x[pos2℄ := tmp;tmp := inv_x[val1℄;inv_x[val1℄ := inv_x[val2℄;inv_x[val2℄ := tmp;end;end;beginset_first;print_x;b := true;{ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÙ ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÄÏ ÔÅËÕÝÅÊ ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ;ÅÓÌÉ b ÌÏÖÎÏ, ÔÏ ÔÅËÕÝÁÑ - �ÏÓÌÅÄÎÑÑ}while b do beginmove (b);if b then print_x;end;end. �



2.6. îÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ 552.6. îÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝ£ ÒÁÚ ÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ �ÒÉ£ÍÙ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÕÄÁ-×ÁÌÏÓØ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ �Ï ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÅ: Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ �ÏÄÌÅ-ÖÁÝÉÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÀ ÏÂßÅËÔÁÈ É Ñ×ÎÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ �ÅÒÅÈÏÄÁÏÔ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ (× ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ). ÷ ÚÁÄÁÞÅÏ ËÏÄÁÈ çÒÅÑ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÈÒÁÎÉÔØ, �ÏÍÉÍÏ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÏÂßÅËÔÁ, É ÎÅËÏ-ÔÏÒÕÀ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ (ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÔÒÅÌÏË). îÁËÏÎÅ�,× ÚÁÄÁÞÅ Ï �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË (ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁ ÏÄÎÁÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑ) ÍÙ �ÒÉÍÅÎÉÌÉ ÔÁËÏÊ �ÒÉ£Í: ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ É ÄÒÕÇÉÍ, ÂÏ-ÌÅÅ �ÒÏÓÔÏ ÕÓÔÒÏÅÎÎÙÍ. �ÁËÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÊ × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÎÏÇÏ. íÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍÉ�ÞÉÓÌÁÍÉ ëÁÔÁÌÁÎÁ�.2.6.1. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ 2n, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅÉÚ n ÅÄÉÎÉ� É n ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ�, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔ-ÒÅÚËÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, Ô. Å. ÞÉÓÌÏ ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ� × Î£Í ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉ�. (þÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÞÉÓÌÏÍ ëÁ-ÔÁÌÁÎÁ ; ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ ÓÍ. × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.)òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÖÁÑ ÅÄÉÎÉ�Õ ×ÅËÔÏÒÏÍ (1,1), Á ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ�Õ ×ÅË-ÔÏÒÏÍ (1,-1), ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÝÅÍ �ÕÔÉ ÉÚ ÔÏÞËÉ (0,0) × ÔÏÞ-ËÕ (n,0), ÎÅ Ï�ÕÓËÁÀÝÉÅÓÑ ÎÉÖÅ ÏÓÉ ÁÂÓ�ÉÓÓ.âÕÄÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �Ï-ÒÑÄËÅ, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ -1 �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ 1. ðÅÒ×ÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀÂÕÄÅÔ ��ÉÌÁ� 1, -1, 1, -1, ...Á �ÏÓÌÅÄÎÅÊ | �ÇÏÒËÁ�1, 1, 1,..., 1, -1, -1,..., -1.ëÁË �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ? äÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÍÅÓÔÁ ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ, Á ÚÁÔÅÍ ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ -1 ÎÁ 1. íÅÓÔÏ ÚÁ-ÍÅÎÙ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ ËÁË ÍÏÖÎÏ �ÒÁ×ÅÅ. îÏ ÚÁÍÅÎÑÔØ -1 ÎÁ 1ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ÎÅ£ ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉ�Á (ËÏÔÏÒÕÀÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ -1). ðÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ -1 ÎÁ 1 ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÊ ÚÁ-ÄÁÞÅ: ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÕÓÏË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ. å£ ÒÅÛÅÎÉÅ: ÎÁÄÏ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÔØ -1, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅÎÁÒÕÛÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Á ÉÎÁÞÅ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÔØ 1. ðÏÌÕÞÁÅÍ



56 2. ðÏÒÏÖÄÅÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×ÔÁËÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ:...type array2n = array [1..2n℄ of integer;...pro
edure get_next (var a: array2n; var last: Boolean);{× a �ÏÍÅÝÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ}{ÏÎÁ ÅÓÔØ (�ÒÉ ÜÔÏÍ last:=false), ÉÎÁÞÅ last:=true}var k, i, sum: integer;begink:=2*n;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: × a[k+1..2n℄ ÔÏÌØËÏ ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ�Ù}while a[k℄ = -1 do begin k:=k-1; end;{k - ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÒÅÄÉ ÔÅÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a[k℄=1}while (k>0) and (a[k℄ = 1) do begin k:=k-1; end;{a[k℄ - ÓÁÍÁÑ �ÒÁ×ÁÑ -1, ÚÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ 1;ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÎÅÔ, ÔÏ k=0}if k = 0 then beginlast := true;end else beginlast := false;i:=0; sum:=0;{sum = a[1℄+...+a[i℄}while i<>k do begini:=i+1; sum:= sum+a[i℄;end;{sum = a[1℄+...+a[k℄, a[k℄=-1}a[k℄:= 1; sum:= sum+2;{×�ÌÏÔØ ÄÏ a[k℄ ×Ó£ ÉÚÍÅÎÅÎÏ, sum=a[1℄+...+a[k℄}while k <> 2*n do begink:=k+1;if sum > 0 then begina[k℄:=-1end else begina[k℄:=1;end;sum:= sum+a[k℄;end;{k=2n, sum=a[1℄+...+a[2n℄=0}end;end; �2.6.2. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓËÏÂÏË × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ n ÓÏÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÅÊ. ðÏÒÑÄÏË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÓËÏÂËÉ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅ-



2.7. ðÏÄÓÞ£Ô ËÏÌÉÞÅÓÔ× 57ÄÅÌÑÀÔ �ÏÒÑÄÏË ÄÅÊÓÔ×ÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ n=4 ÅÓÔØ 5 ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË:((ab)
)d, (a(b
))d, (ab)(
d), a((b
)d), a(b(
d)).[õËÁÚÁÎÉÅ. ëÁÖÄÏÍÕ �ÏÒÑÄËÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÁÎÄ ÓÔÅËÏ×ÏÇÏ ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒÁ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÎÁ Ó. 144.℄ �2.6.3. îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÏ 2n ÔÏÞÅË, �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÔ 1 ÄÏ 2n.ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ Ó�ÏÓÏÂÙ �ÒÏ×ÅÓÔÉ n ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÈÏÒÄ Ó ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ. �2.6.4. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÉ, �ÒÏ×ÅÄÑ n-2 ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. �(íÙ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÀ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÒÁÚÄÅÌÅ Ï ÄÉÎÁÍÉÞÅ-ÓËÏÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ, Ó. 137.)åÝ£ ÏÄÉÎ ËÌÁÓÓ ÚÁÄÁÞ ÎÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÚÁÄÁÎÎÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÉÖÅ, ÏÂÓÕÖÄÁÑ ÍÅÔÏÄ �ÏÉÓËÁ Ó ×ÏÚ×ÒÁÔÁÍÉ(ba
ktra
king).2.7. ðÏÄÓÞ£Ô ËÏÌÉÞÅÓÔ×éÎÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ× Ó ÔÅÍ ÉÌÉ ÉÎÙÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ, ÎÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÑ ÉÈ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ �ÒÉÍÅÒ: Ckn | ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ k-ÜÌÅ-ÍÅÎÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á | ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÚÁ-�ÏÌÎÑÑ ÔÁÂÌÉ�Õ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍC0n = Cnn = 1 (n> 1)Ckn = Ck−1n−1 + Ckn−1 (n > 1; 0< k < n)ÉÌÉ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ Ckn = n!k! · (n− k)! :(ðÅÒ×ÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÅÅ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÍÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ckn.)ðÒÉ×ÅÄ£Í ÄÒÕÇÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ.2.7.1. (þÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ; �ÒÅÄÌÁÇÁÌÁÓØ ÎÁ ÷ÓÅÓÏÀÚÎÏÊ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÅ �Ï�ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÀ 1988 ÇÏÄÁ) ðÕÓÔØ P (n) | ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ �ÅÌÏÇÏ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ n ÎÁ �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ (ÂÅÚ ÕÞ£ÔÁ �Ï-ÒÑÄËÁ, 1 + 2 É 2 + 1 | ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ). ðÒÉ n = 0 �ÏÌÏÖÉÍP (n) = 1 (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ). ðÏÓÔÒÏÊÔÅÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ P (n) ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ n.



58 2. ðÏÒÏÖÄÅÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×òÅÛÅÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÜÔÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ) ÔÁËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑP (n):P (n)=P (n−1)+P (n−2)−P (n−5)−P (n−7)+P (n−12)+P (n−15)+: : :(ÚÎÁËÉ Õ �ÁÒ ÞÌÅÎÏ× ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ, ×ÙÞÉÔÁÅÍÙÅ × ÏÄÎÏÊ �ÁÒÅ ÒÁ×ÎÙ(3q2 − q)=2 É (3q2 + q)=2; ÓÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÁ | ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ P (k) = 0�ÒÉ k < 0).ïÄÎÁËÏ É ÂÅÚ Å£ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÄÕÍÁÔØ Ó�ÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÑ P (n), ËÏÔÏÒÙÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÅÅ �ÅÒÅÂÏÒÁ É �ÏÄÓÞ£ÔÁ ×ÓÅÈÒÁÚÂÉÅÎÉÊ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(n; k) (ÄÌÑ n> 0, k > 0) ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ n ÎÁ �Å-ÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ k. (ðÒÉ ÜÔÏÍ R(0; k)ÓÞÉÔÁÅÍ ÒÁ×ÎÙÍ 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ k > 0.) ïÞÅ×ÉÄÎÏ, P (n) =R(n; n). ÷ÓÅ ÒÁÚÂÉ-ÅÎÉÑ n ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ k, ÒÁÚÏÂØ£Í ÎÁ ÇÒÕ��Ù × ÚÁ×É-ÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ i). þÉÓÌÏ R(n; k)ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ (�Ï ×ÓÅÍ i ÏÔ 1 ÄÏ k) ËÏÌÉÞÅÓÔ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÓÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÉÎÅ ÂÏÌØÛÅ k É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ, ÒÁ×ÎÙÍ i. á ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ n ÎÁÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k Ó �ÅÒ×ÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ, ÒÁ×ÎÙÍ i, �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ n− i ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ i (�ÒÉi6 k). �ÁË ÞÔÏ R(n; k) = k∑i=1 R(n− i; i) �ÒÉ k 6 n;R(n; k) =R(n; n) �ÒÉ k > n;ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÁ�ÏÌÎÑÔØ ÔÁÂÌÉ�Õ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ R. �2.7.2. (óÞÁÓÔÌÉ×ÙÅ ÂÉÌÅÔÙ; �ÒÅÄÌÁÇÁÌÁÓØ ÎÁ ÷ÓÅÓÏÀÚÎÏÊ ÏÌÉÍ�ÉÁ-ÄÅ �Ï �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÀ 1989 ÇÏÄÁ.) ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ 2n �ÉÆÒ(ËÁÖÄÁÑ �ÉÆÒÁ ÏÔ 0 ÄÏ 9) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÍ ÂÉÌÅÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ�ÅÒ×ÙÈ n �ÉÆÒ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ n �ÉÆÒ. îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÓÞÁÓÔ-ÌÉ×ÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.òÅÛÅÎÉÅ. (óÏÏÂÝÅÎÏ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ; Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ,ÎÅ ÍÏÇÕ ÕËÁÚÁÔØ ÆÁÍÉÌÉÀ, ÔÁË ËÁË ÒÁÂÏÔÙ �ÒÏ×ÅÒÑÌÉÓØ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎ-ÎÙÍÉ.) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ, ÇÄÅ ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÓÕÍÍÏÊ �ÅÒ×ÙÈ n �ÉÆÒ É ÓÕÍÍÏÊ �ÏÓÌÅÄ-ÎÉÈ n �ÉÆÒ ÒÁ×ÎÁ k (k = −9n; : : : ; 9n). ðÕÓÔØ T (n; k) | ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.òÁÚÏÂØ£Í ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ × ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÓÔÉ ÏÔ ÒÁÚÎÉ�Ù ÍÅÖÄÕ �ÅÒ×ÏÊ É �ÏÓÌÅÄÎÅÊ �ÉÆÒÁÍÉ. åÓÌÉ ÜÔÁ ÒÁÚÎÉ-�Á ÒÁ×ÎÁ t, ÔÏ ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÓÕÍÍÁÍÉ ÇÒÕ�� ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ n− 1 �ÉÆÒ



2.7. ðÏÄÓÞ£Ô ËÏÌÉÞÅÓÔ× 59ÒÁ×ÎÁ k − t. õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ �ÁÒ �ÉÆÒ Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ t ÂÙ×ÁÅÔ 10− |t|, �Ï-ÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ T (n; k) = 9∑t=−9(10− |t|)T (n− 1; k − t):(îÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÍÏÇÕÔ ÏÔÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ, ÔÁË ËÁË k − t ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÓÌÉÛËÏÍ ×ÅÌÉËÏ.) �÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÔ×ÅÔ ÕÄÁ£ÔÓÑ �ÏÌÕÞÉÔØ × ×ÉÄÅ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.2.7.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ëÁÔÁÌÁÎÁ (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ 2n ÉÚ n ÅÄÉÎÉ� É n ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ�, × ÌÀÂÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚ-ËÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ�, ÞÅÍ ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ�) ÒÁ×ÎÏ Cn2n=(n+ 1).[õËÁÚÁÎÉÅ. þÉÓÌÏ ëÁÔÁÌÁÎÁ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÌÏÍÁÎÙÈ, ÉÄÕÝÉÈ ÉÚ (0; 0)× (2n; 0) ÛÁÇÁÍÉ (1; 1) É (1;−1), ÎÅ Ï�ÕÓËÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÉÖÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓ-ËÏÓÔØ, Ô. Å. ÒÁÚÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ×ÓÅÈ ÌÏÍÁÎÙÈ (ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔØ Cn2n) É ÞÉÓÌÁ ÌÏ-ÍÁÎÙÈ, Ï�ÕÓËÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÉÖÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÍÏÖÎÏ Ï�É-ÓÁÔØ ÔÁËÖÅ ËÁË ÌÏÍÁÎÙÅ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ �ÒÑÍÕÀ y =−1. ïÔÒÁÚÉ× ÉÈ ËÕ-ÓÏË Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ÓÁÍÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ�ÒÑÍÏÊ, ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉÉ ÌÏÍÁÎÙÍÉ ÉÚ (0; 0) × (2n;−2). ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Cn2n − Cn+12n == Cn2n=(n+ 1).℄ �



3. ïâèïä äåòå÷á.ðåòåâïò ó ÷ïú÷òá�áíé3.1. æÅÒÚÉ, ÎÅ ÂØÀÝÉÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ:ÏÂÈÏÄ ÄÅÒÅ×Á �ÏÚÉ�ÉÊ÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÇÌÁ×Å ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏ-ÇÏ ÖÅ ÔÉ�Á: ��ÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A�. óÈÅ-ÍÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÙÌÁ ÔÁËÏ×Á: ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A ××ÏÄÉÌÓÑ �ÏÒÑÄÏË É Ï�ÉÓÙ-×ÁÌÁÓØ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á AË ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÚÁ ÎÉÍ (× ÜÔÏÍ �ÏÒÑÄËÅ). �ÁËÕÀ ÓÈÅÍÕ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÕÄÁ£ÔÓÑÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, É × ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÕÇÏÊ�ÏÌÅÚÎÙÊ �ÒÉ£Í �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.åÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ��ÏÉÓË Ó ×ÏÚ×ÒÁÔÁÍÉ�, �ÍÅÔÏÄ ×ÅÔ×ÅÊ É ÇÒÁÎÉ��, �ba
k-tra
king�. îÁ ÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ |ÏÂÈÏÄ ÄÅÒÅ×Á.3.1.1. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ n ÆÅÒÚÅÊ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔ-ÎÏÊ ÄÏÓËÅ n× n, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÎÅ ÂØÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ.òÅÛÅÎÉÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ n ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÅÊ ÄÏÌÖÎÏ ÓÔÏÑÔØ�Ï ÆÅÒÚÀ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ k-�ÏÚÉ�ÉÅÊ (ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ; n) �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÕÀ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ k ÆÅÒÚÅÊ ÎÁ k ÎÉÖÎÉÈ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÑÈ (ÆÅÒÚÉ ÍÏÇÕÔÂÉÔØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ). îÁÒÉÓÕÅÍ �ÄÅÒÅ×Ï �ÏÚÉ�ÉÊ�: ÅÇÏ ËÏÒÎÅÍ ÂÕÄÅÔ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÁÑ 0-�ÏÚÉ�ÉÑ, Á ÉÚ ËÁÖÄÏÊ k-�ÏÚÉ�ÉÉ ×ÙÈÏÄÉÔ n ÓÔÒÅÌÏË ××ÅÒÈ× (k + 1)-�ÏÚÉ�ÉÉ. üÔÉ n �ÏÚÉ�ÉÊ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ �ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÆÅÒÚÑ ÎÁ(k + 1)-Ê ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÈ ÎÁ ÒÉÓÕÎ-ËÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ÆÅÒÚÑ: ÌÅ×ÅÅ ÔÁ �ÏÚÉ�ÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊÆÅÒÚØ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ ÌÅ×ÅÅ.óÒÅÄÉ �ÏÚÉ�ÉÊ ÜÔÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÏÔÏÂÒÁÔØ ÔÅ n-�ÏÚÉ�ÉÉ, × ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÆÅÒÚÉ ÎÅ ÂØÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÂÕÄÅÔ �ÏÂÈÏÄÉÔØ ÄÅÒÅ×Ï�É ÉÓËÁÔØ ÉÈ. þÔÏÂÙ ÎÅ ÄÅÌÁÔØ ÌÉÛÎÅÊ ÒÁÂÏÔÙ, ÚÁÍÅÔÉÍ ×ÏÔ ÞÔÏ: ÅÓÌÉ× ËÁËÏÊ-ÔÏ k-�ÏÚÉ�ÉÉ ÆÅÒÚÉ ÂØÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ, ÔÏ ÓÔÁ×ÉÔØ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ
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äÅÒÅ×Ï ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ �ÏÚÉ�ÉÊ ÄÌÑ n= 3òÁÚÏÂØ£Í ÚÁÄÁÞÕ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ: (1) ÏÂÈÏÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á É (2)ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ ÄÅÒÅ×Á ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ �ÏÚÉ�ÉÊ.



62 3. ïÂÈÏÄ ÄÅÒÅ×Á. ðÅÒÅÂÏÒ Ó ×ÏÚ×ÒÁÔÁÍÉóÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÚÁÄÁÞÕ ÏÂÈÏÄÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á. âÕÄÅÍ ÓÞÉ-ÔÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ òÏÂÏÔ, ËÏÔÏÒÙÊ × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ× ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á (×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ËÒÕÖÏÞ-ËÁÍÉ). ïÎ ÕÍÅÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ ËÏÍÁÎÄÙ:
• ××ÅÒÈ ÎÁÌÅ×Ï (ÉÄÔÉ �Ï ÓÁÍÏÊ ÌÅ×ÏÊ ÉÚ ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ××ÅÒÈ ÓÔÒÅÌÏË)
• ×�ÒÁ×Ï (�ÅÒÅÊÔÉ × ÓÏÓÅÄÎÀÀ Ó�ÒÁ×Á ×ÅÒÛÉÎÕ)
• ×ÎÉÚ (Ó�ÕÓÔÉÔØÓÑ ×ÎÉÚ ÎÁ ÏÄÉÎ ÕÒÏ×ÅÎØ)(îÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ �ÏËÁÚÁÎÏ, ËÁËÉÅ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔÜÔÉÍ ËÏÍÁÎÄÁÍ.)
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3.1. æÅÒÚÉ, ÎÅ ÂØÀÝÉÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ: ÏÂÈÏÄ ÄÅÒÅ×Á �ÏÚÉ�ÉÊ 63××ÅÒÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÄÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÅÓÔØ Ó×ÅÒÈÕ ÌÏÖÎÏ). äÌÑ ÎÁÛÅÊ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊÚÁÄÁÞÉ ËÏÍÁÎÄÅ ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ �ÒÏ×ÅÒËÁ É �ÅÞÁÔØ�ÏÚÉ�ÉÉ ÆÅÒÚÅÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ÄÁÌÅÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÔ ÔÁËÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ òÏÂÏÔÁ× ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÌÉÓÔØÑ ÄÅÒÅ×Á ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁÔÒÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ: ÎÁÄ òÏÂÏÔÏÍ, ÌÅ×ÅÅ òÏÂÏÔÁ É �ÒÁ×ÅÅ òÏÂÏÔÁ. (ðÕÔØ ÉÚËÏÒÎÑ × ÌÉÓÔ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ Ó òÏÂÏÔÏÍ, Ó×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ×ÌÅ×Ï, ÎÅ ÄÏÈÏÄÑ ÄÏ ÎÅ£ É Ó×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ ×�ÒÁ×Ï, ÎÅ ÄÏÈÏÄÑ ÄÏ ÎÅ£.) þÅÒÅÚ(ïì) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÙ ×ÓÅ ÌÉÓÔØÑ ÌÅ×ÅÅ òÏÂÏÔÁ�, Á ÞÅÒÅÚ(ïìî) | ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÙ ×ÓÅ ÌÉÓÔØÑ ÌÅ×ÅÅ É ÎÁÄ òÏÂÏÔÏÍ�.
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ìÅ×ÅÅ îÁÄ ðÒÁ×ÅÅ
îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÔÁËÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ:pro
edure ××ÅÒÈ_ÄÏ_Õ�ÏÒÁ_É_ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ;{ÄÁÎÏ: (ïì), ÎÁÄÏ: (ïìî)}begin{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ïì}while ÅÓÔØ_Ó×ÅÒÈÕ do begin××ÅÒÈ_ÎÁÌÅ×Ï;end{ïì, òÏÂÏÔ × ÌÉÓÔÅ}ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ;{ïìî}end;ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ:ÄÁÎÏ: òÏÂÏÔ × ËÏÒÎÅ, ÌÉÓÔØÑ ÎÅ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÙÎÁÄÏ: òÏÂÏÔ × ËÏÒÎÅ, ÌÉÓÔØÑ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÙ{ïì}××ÅÒÈ_ÄÏ_Õ�ÏÒÁ_É_ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ïìî}



64 3. ïÂÈÏÄ ÄÅÒÅ×Á. ðÅÒÅÂÏÒ Ó ×ÏÚ×ÒÁÔÁÍÉwhile ÅÓÔØ_ÓÎÉÚÕ do beginif ÅÓÔØ_Ó�ÒÁ×Á then begin {ïìî, ÅÓÔØ Ó�ÒÁ×Á}×�ÒÁ×Ï;{ïì}××ÅÒÈ_ÄÏ_Õ�ÏÒÁ_É_ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ;end else begin{ïìî, ÎÅ ÅÓÔØ_Ó�ÒÁ×Á, ÅÓÔØ_ÓÎÉÚÕ}×ÎÉÚ;end;end;{ïìî, òÏÂÏÔ × ËÏÒÎÅ => ×ÓÅ ÌÉÓÔØÑ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÙ}ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ËÏÍÁÎÄ òÏÂÏÔÁ(× ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ × �ÅÒ×ÏÊ ÆÉÇÕÒÎÏÊ ÓËÏÂËÅ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ, × ËÏÔÏ-ÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ËÏÍÁÎÄÁ, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ | ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ Å£×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ):(1) {ïì, ÎÅ ÅÓÔØ Ó×ÅÒÈÕ} ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ {ïìî}(2) {ïì, ÅÓÔØ Ó×ÅÒÈÕ} ××ÅÒÈ ÎÁÌÅ×Ï {ïì}(3) {ÅÓÔØ Ó�ÒÁ×Á, ïìî} ×�ÒÁ×Ï {ïì}(4) {ÎÅ ÅÓÔØ Ó�ÒÁ×Á, ÅÓÔØ ÓÎÉÚÕ, ïìî} ×ÎÉÚ {ïìî}3.1.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ (ÎÁÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å).òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ ××ÅÒÈ ÄÏ Õ�ÏÒÁ É ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÒÁÂÏ-ÔÕ (×ÙÓÏÔÁ òÏÂÏÔÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ). åÓÌÉ �ÒÏÇÒÁÍ-ÍÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÓÔØÑ ÎÅ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÀÔÓÑ �Ï-×ÔÏÒÎÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÎÉ ÏÄÉÎ ÌÉÓÔ ÎÅ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ.á ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ òÏÂÏÔ ×Ó£ ×ÒÅÍÑ Ó�ÕÓËÁÅÔÓÑ ×ÎÉÚ. ðÒÏÔÉ-×ÏÒÅÞÉÅ. (ïÂ Ï�ÅÎËÅ ÞÉÓÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÓÍ. ÄÁÌÅÅ.) �3.1.3. äÏËÁÖÉÔÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÏÂÈÏÄÁ ÄÅÒÅ×Á:var state: (WL, WLU);state := WL;while ÅÓÔØ_ÓÎÉÚÕ or (state <> WLU) do beginif (state = WL) and ÅÓÔØ_Ó×ÅÒÈÕ then begin××ÅÒÈ_ÎÁÌÅ×Ï;end else if (state = WL) and not ÅÓÔØ_Ó×ÅÒÈÕ then beginÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ; state := WLU;end else if (state = WLU) and ÅÓÔØ_Ó�ÒÁ×Á then begin×�ÒÁ×Ï; state := WL;end else begin {state = WLU, not ÅÓÔØ_Ó�ÒÁ×Á, ÅÓÔØ_ÓÎÉÚÕ}×ÎÉÚ;end;end;



3.1. æÅÒÚÉ, ÎÅ ÂØÀÝÉÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ: ÏÂÈÏÄ ÄÅÒÅ×Á �ÏÚÉ�ÉÊ 65òÅÛÅÎÉÅ. éÎ×ÁÒÉÁÎÔ �ÉËÌÁ:state= WL⇒ ïìstate= WLU⇒ ïìîäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÒÁÂÏÔÙ: �ÅÒÅÈÏÄ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ïì × ïìî×ÏÚÍÏÖÅÎ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ ÏÂÒÁÂÏÔËÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÒÁ-ÂÏÔÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ state ÎÅ ÍÅÎÑ-ÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. �3.1.4. îÁ�ÉÛÉÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÏÂÈÏÄÁ ÄÅÒÅ×Á, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕ-ÒÕ �ÅÒÅÈÏÄÁ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÌÉÓÔ (Ó ×ÙÈÏÄÎÙÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ, ÓÏÏÂÝÁÀÝÉÍ,ÕÄÁÌÏÓØ ÌÉ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÌÉ ÌÉÓÔ ÏËÁÚÁÌÓÑ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ). �3.1.5. òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ÏÂ ÏÂÈÏÄÅ ÄÅÒÅ×Á, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂ-ÒÁÂÁÔÙ×ÁÌÉÓØ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÌÉÓÔØÑ).òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ x | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ yÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ËÁÔÅÇÏÒÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÕÔØ ÉÚ ËÏÒÎÑ× y. ïÎ ÍÏÖÅÔ:(Á) ÂÙÔØ ÞÁÓÔØÀ �ÕÔÉ ÉÚ ËÏÒÎÑ × x (y ÎÉÖÅ x);(Â) Ó×ÅÒÎÕÔØ ÎÁÌÅ×Ï Ó �ÕÔÉ × x (y ÌÅ×ÅÅ x);(×) �ÒÏÊÔÉ ÞÅÒÅÚ x (y ÎÁÄ x);(Ç) Ó×ÅÒÎÕÔØ ÎÁ�ÒÁ×Ï Ó �ÕÔÉ × x (y �ÒÁ×ÅÅ x);÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÁÍÁ ×ÅÒÛÉÎÁ x ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (×). õÓÌÏ×ÉÑ ÔÅ�ÅÒØÂÕÄÕÔ ÔÁËÉÍÉ:(ïîì) ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÙ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÉÖÅ É ÌÅ×ÅÅ;(ïîìî) ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÙ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÉÖÅ, ÌÅ×ÅÅ É ÎÁÄ.÷ÏÔ ËÁË ÂÕÄÅÔ ×ÙÇÌÑÄÅÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ:pro
edure ××ÅÒÈ_ÄÏ_Õ�ÏÒÁ_É_ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ;{ÄÁÎÏ: (ïîì), ÎÁÄÏ: (ïîìî)}begin{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ïîì}while ÅÓÔØ_Ó×ÅÒÈÕ do beginÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ;××ÅÒÈ_ÎÁÌÅ×Ï;end{ïîì, òÏÂÏÔ × ÌÉÓÔÅ}ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ;{ïîìî}end;



66 3. ïÂÈÏÄ ÄÅÒÅ×Á. ðÅÒÅÂÏÒ Ó ×ÏÚ×ÒÁÔÁÍÉïÓÎÏ×ÎÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ:ÄÁÎÏ: òÏÂÏÔ × ËÏÒÎÅ, ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÏÎÁÄÏ: òÏÂÏÔ × ËÏÒÎÅ, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÙ{ïîì}××ÅÒÈ_ÄÏ_Õ�ÏÒÁ_É_ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ïîìî}while ÅÓÔØ_ÓÎÉÚÕ do beginif ÅÓÔØ_Ó�ÒÁ×Á then begin {ïîìî, ÅÓÔØ Ó�ÒÁ×Á}×�ÒÁ×Ï;{ïîì}××ÅÒÈ_ÄÏ_Õ�ÏÒÁ_É_ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ;end else begin{ïìî, ÎÅ ÅÓÔØ_Ó�ÒÁ×Á, ÅÓÔØ_ÓÎÉÚÕ}×ÎÉÚ;end;end;{ïîìî, òÏÂÏÔ × ËÏÒÎÅ => ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÙ} �3.1.6. ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔ ×ÅÒÛÉÎÕÄÏ ÔÏÇÏ, ËÁË ÏÂÒÁÂÏÔÁÎ ÌÀÂÏÊ ÉÚ Å£ �ÏÔÏÍËÏ×. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔØ �ÒÏÇÒÁÍ-ÍÕ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÌÉÓÔÏÍ, ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÌÁÓØÄ×ÁÖÄÙ: ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÄÏ, Á ÄÒÕÇÏÊ ÒÁÚ �ÏÓÌÅ ×ÓÅÈ Ó×ÏÉÈ �ÏÔÏÍËÏ×? (ìÉ-ÓÔØÑ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÀÔÓÑ �Ï ÒÁÚÕ.)òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÄ �ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÏ ÎÉÖÅ É ÌÅ×ÅÅ� ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ �ÎÉÖÅ ÏÂ-ÒÁÂÏÔÁÎÏ �Ï ÒÁÚÕ, ÓÌÅ×Á ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ (ÌÉÓÔØÑ �Ï ÒÁÚÕ, ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÅ �Ï Ä×Á)�. ðÏÄ �ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÏ ÎÉÖÅ, ÌÅ×ÅÅ É ÎÁÄ� ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ �ÎÉÖÅÏÂÒÁÂÏÔÁÎÏ �Ï ÒÁÚÕ, ÌÅ×ÅÅ É ÎÁÄ | �ÏÌÎÏÓÔØÀ�.ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏÊ:pro
edure ××ÅÒÈ_ÄÏ_Õ�ÏÒÁ_É_ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ;{ÄÁÎÏ: (ïîì), ÎÁÄÏ: (ïîìî)}begin{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ïîì}while ÅÓÔØ_Ó×ÅÒÈÕ do beginÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ;××ÅÒÈ_ÎÁÌÅ×Ï;end{ïîì, òÏÂÏÔ × ÌÉÓÔÅ}ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ;{ïîìî}end;



3.1. æÅÒÚÉ, ÎÅ ÂØÀÝÉÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ: ÏÂÈÏÄ ÄÅÒÅ×Á �ÏÚÉ�ÉÊ 67ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ:ÄÁÎÏ: òÏÂÏÔ × ËÏÒÎÅ, ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÏÎÁÄÏ: òÏÂÏÔ × ËÏÒÎÅ, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÙ{ïîì}××ÅÒÈ_ÄÏ_Õ�ÏÒÁ_É_ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ïîìî}while ÅÓÔØ_ÓÎÉÚÕ do beginif ÅÓÔØ_Ó�ÒÁ×Á then begin {ïîìî, ÅÓÔØ Ó�ÒÁ×Á}×�ÒÁ×Ï;{ïîì}××ÅÒÈ_ÄÏ_Õ�ÏÒÁ_É_ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ;end else begin{ïìî, ÎÅ ÅÓÔØ_Ó�ÒÁ×Á, ÅÓÔØ_ÓÎÉÚÕ}×ÎÉÚ;ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ;end;end;{ïîìî, òÏÂÏÔ × ËÏÒÎÅ => ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÙ �ÏÌÎÏÓÔØÀ} �3.1.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ × ÜÔÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÅ �Ï �ÏÒÑÄ-ËÕ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á. (ëÁË É × ÄÒÕÇÉÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÜÔÏÊ ÌÉÛØ �ÒÏ�ÕÓËÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÍÁÎÄ ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ.)[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÍÅÒÎÏ ËÁÖÄÏÅ ×ÔÏÒÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÒÉ ÉÓ�ÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÏÊ�ÒÏÇÒÁÍÍÙ | ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ×ÅÒÛÉÎÙ, Á ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔÓÑÍÁËÓÉÍÕÍ Ä×ÁÖÄÙ.℄ �÷ÅÒÎ£ÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅ Ï ÆÅÒÚÑÈ (ÇÄÅ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÄÅÒÅ×Á �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÌÉÛØ �ÅÒ×ÁÑ, ÓÁÍÁÑ �ÒÏÓÔÁÑ). òÅÁÌÉÚÕ-ÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ó ÄÅÒÅ×ÏÍ �ÏÚÉ�ÉÊ. ðÏÚÉ�ÉÀ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ k: 0..n (ÞÉÓÌÏ ÆÅÒÚÅÊ) É ÍÁÓÓÉ×Á 
: array[1..n℄of 1..n (
[i℄ | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÆÅÒÚÑ ÎÁ i-Ê ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ; �ÒÉ i > kÚÎÁÞÅÎÉÅ 
[i℄ ÒÏÌÉ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ). ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÏÚÉ�ÉÉÄÏ�ÕÓÔÉÍÙ (ÅÓÌÉ ÕÂÒÁÔØ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÆÅÒÚÑ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÅ ÂØÀÔ ÄÒÕÇÄÒÕÇÁ). program queens;
onst n = ...;vark: 0..n;
: array [1..n℄ of 1..n;



68 3. ïÂÈÏÄ ÄÅÒÅ×Á. ðÅÒÅÂÏÒ Ó ×ÏÚ×ÒÁÔÁÍÉpro
edure begin_work; {ÎÁÞÁÔØ ÒÁÂÏÔÕ}begink := 0;end;fun
tion danger: boolean; {×ÅÒÈÎÉÊ ÆÅÒÚØ �ÏÄ ÂÏÅÍ}var b: boolean; i: integer;beginif k <= 1 then begindanger := false;end else beginb := false;i := 1;{b <=> ×ÅÒÈÎÉÊ ÆÅÒÚØ �ÏÄ ÂÏÅÍ ÆÅÒÚÅÊ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ < i}while i <> k do beginb := b or (
[i℄=
[k℄) {×ÅÒÔÉËÁÌØ}or (abs(
[i℄-
[k℄))=abs(i-k)); {ÄÉÁÇÏÎÁÌØ}i := i+1;end;danger := b;end;end;fun
tion is_up: boolean; {ÅÓÔØ_Ó×ÅÒÈÕ}beginis_up := (k < n) and not danger;end;fun
tion is_right: boolean; {ÅÓÔØ_Ó�ÒÁ×Á}beginis_right := (k > 0) and (
[k℄ < n);end;{×ÏÚÍÏÖÎÁ ÏÛÉÂËÁ: �ÒÉ k=0 ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ 
[k℄}fun
tion is_down: boolean; {ÅÓÔØ_ÓÎÉÚÕ}beginis_down := (k > 0);end;pro
edure up; {××ÅÒÈ_ÎÁÌÅ×Ï}begin {k < n, not danger}k := k + 1;
 [k℄ := 1;end;



3.1. æÅÒÚÉ, ÎÅ ÂØÀÝÉÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ: ÏÂÈÏÄ ÄÅÒÅ×Á �ÏÚÉ�ÉÊ 69pro
edure right; {×�ÒÁ×Ï}begin {k > 0, 
[k℄ < n}
 [k℄ := 
 [k℄ + 1;end;pro
edure down; {×ÎÉÚ}begin {k > 0}k := k - 1;end;pro
edure work; {ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ}var i: integer;beginif (k = n) and not danger then beginfor i := 1 to n do beginwrite ('<', i, ',' , 
[i℄, '> ');end;writeln;end;end;pro
edure UW; {××ÅÒÈ_ÄÏ_Õ�ÏÒÁ_É_ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ}beginwhile is_up do beginup;end;work;end;beginbegin_work;UW;while is_down do beginif is_right then beginright;UW;end else begindown;end;end;end. �



70 3. ïÂÈÏÄ ÄÅÒÅ×Á. ðÅÒÅÂÏÒ Ó ×ÏÚ×ÒÁÔÁÍÉ3.1.8. ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÔÒÁÔÉÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÍÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÅÓÔØ Ó×ÅÒÈÕ (�ÒÏ×ÅÒËÁ, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ×ÅÒÈÎÉÊÆÅÒÚØ �ÏÄ ÂÏÅÍ, ÔÒÅÂÕÅÔ ÞÉÓÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ n). éÚÍÅÎÉÔÅ ÒÅ-ÁÌÉÚÁ�ÉÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ Ó ÄÅÒÅ×ÏÍ �ÏÚÉ�ÉÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÔÒÉ �ÒÏ×ÅÒ-ËÉ ÅÓÔØ Ó×ÅÒÈÕ/Ó�ÒÁ×Á/ÓÎÉÚÕ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÍÁÎÄÙ ÔÒÅÂÏ×Á-ÌÉ ÂÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ n ËÏÎÓ-ÔÁÎÔÏÊ.òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ, ËÁÖÄÏÊ ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊ É ËÁÖÄÏÊ ÎÉÓ-ÈÏÄÑÝÅÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÂÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ ÂÕÌÅ×ÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ | Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÏÔÏÍ, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÎÁ ÜÔÏÊ ÌÉÎÉÉ ÆÅÒÚØ (×ÅÒÈÎÉÊ ÆÅÒÚØ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔ-ÓÑ). (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔÉ �ÏÚÉ�ÉÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÌÉÎÉÊÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÆÅÒÚÑ.) �3.2. ïÂÈÏÄ ÄÅÒÅ×Á × ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ3.2.1. éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ ÍÅÔÏÄ ÏÂÈÏÄÁ ÄÅÒÅ×Á ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁ-ÄÁÞÉ: ÄÁÎ ÍÁÓÓÉ× ÉÚ n �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a[1℄ : : : a[n℄ É ÞÉ-ÓÌÏ s; ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÕÚÎÁÔØ, ÍÏÖÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ s ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ËÁË ÓÕÍÍÁÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÍÁÓÓÉ×Á a. (ëÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ.)òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ k-�ÏÚÉ�ÉÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÉÚ k ÂÕ-ÌÅ×ÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ, ×ÈÏÄÑÔ ÌÉ × ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÌÁ a[1℄ : : : a[k℄ÉÌÉ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ. ðÏÚÉ�ÉÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁ, ÅÓÌÉ Å£ ÓÕÍÍÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ s. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó �ÏÌÎÙÍ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ ×ÓÅÈ 2n �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÔÕÔ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÉÇÒÙÛ. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÓÏÒÔÉ-ÒÏ×ÁÔØ ÍÁÓÓÉ× a × ÕÂÙ×ÁÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ, Á ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅÄÏ�ÕÓÔÉ-ÍÙÍÉ ÔÅ �ÏÚÉ�ÉÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ ÏÔÂÒÏÛÅÎÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍÒÁÚÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÙ ×ÓÅÈ ÞÌÅÎÏ× É s. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ �ÒÉ£Í ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÍÅÔÏÄÏÍ×ÅÔ×ÅÊ É ÇÒÁÎÉ��. îÏ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó �ÏÌ-ÎÙÍ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ ÔÕÔ ÎÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ (ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ, ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, NP -�ÏÌ-ÎÁ, �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. × ËÎÉÇÅ áÈÏ, èÏ�ËÒÏÆÔÁ É õÌØÍÁÎÁ �ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅÉ ÁÎÁÌÉÚ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×�, íÉÒ, 1979, Á ÔÁËÖÅ × ËÎÉÇÅ çÜ-ÒÉ É äÖÏÎÓÏÎÁ �÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ É ÔÒÕÄÎÏÒÅÛÁÅÍÙÅ ÚÁÄÁÞÉ�,íÉÒ, 1982). �ÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | �ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÀËÚÁ-ËÅ� (ÒÀËÚÁË ÏÂÝÅÊ ÇÒÕÚÏ�ÏÄß£ÍÎÏÓÔØÀ s ÎÕÖÎÏ Õ�ÁËÏ×ÁÔØ �ÏÄ ÚÁ×ÑÚ-ËÕ, ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÑ �ÒÅÄÍÅÔÁÍÉ ×ÅÓÁ a[1℄ : : : a[n℄). óÍ. ÔÁËÖÅ × ÇÌÁ×Å 8 (ëÁËÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÒÅËÕÒÓÉÉ) ÁÌÇÏÒÉÔÍ Å£ ÒÅÛÅÎÉÑ, �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ �Ï n+ s(ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ �ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ�).



3.2. ïÂÈÏÄ ÄÅÒÅ×Á × ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ 713.2.2. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ n ÎÕÌÅÊ, ÅÄÉÎÉ� ÉÄ×ÏÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÁËÁÑ ÇÒÕ��Á �ÉÆÒ ÎÅ �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ Ä×Á ÒÁÚÁ �ÏÄÒÑÄ(ÎÅÔ ËÕÓËÁ ×ÉÄÁ XX). �3.2.3. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�,× ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÁËÁÑ ÇÒÕ��Á �ÉÆÒ ÎÅ �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ ÔÒÉ ÒÁÚÁ �ÏÄÒÑÄ (ÎÅÔËÕÓËÁ ×ÉÄÁ XXX). �ë ÜÔÏÊ ÖÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ ÔÉ�Á �ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÓÌÏÖÉÔØÄÁÎÎÕÀ ÆÉÇÕÒÕ ÉÚ �ÅÎÔÁÍÉÎÏ� É ÉÍ �ÏÄÏÂÎÙÅ. ÷ ÎÉÈ ×ÁÖÎÏ ÕÍÅÌÏÅ ÓÏ-ËÒÁÝÅÎÉÅ �ÅÒÅÂÏÒÁ (×Ï×ÒÅÍÑ ÒÁÓ�ÏÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÝÅÅÓÑ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÆÉÇÕÒÏË ÕÖÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ, É �Ï ÜÔÏÊ ×ÅÔ×É �ÏÉÓË ÎÅ �ÒÏ-ÄÏÌÖÁÔØ).



4. óïò�éòï÷ëá4.1. ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ4.1.1. ðÕÓÔØ a[1℄; : : : ; a[n℄ | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÉÔØÍÁÓÓÉ× b[1℄; : : : ; b[n℄, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÅ ÖÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ b[1℄6 : : :: : :6 b[n℄.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ a[1℄ : : : a[n℄ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙÅ. �ÒÅÂÕÅÔ-ÓÑ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÄÉÌÏ × b[1℄ : : : b[n℄ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÒÁÚ,ÓËÏÌØËÏ É × a[1℄ : : : a[n℄.òÅÛÅÎÉÅ. õÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a[1℄ : : : a[n℄ É b[1℄ : : : b[n℄�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ É ËÏÎÅÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÓÓÉ×Á x. �ÒÅÂÏ-×ÁÎÉÅ �a É b ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÞÉÓÌÁ� ÂÕÄÅÔ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ,ÅÓÌÉ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x.k := 0;{k ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÓÓÉ×Á ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ ÎÁ Ó×ÏÉ ÍÅÓÔÁ}while k <> n do begins := k + 1; t := k + 1;{x[s℄ - ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÓÒÅÄÉ x[k+1℄..x[t℄ }while t<>n do begint := t + 1;if x[t℄ < x[s℄ then begins := t;end;end;{x[s℄ - ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÓÒÅÄÉ x[k+1℄..x[n℄ }...�ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ x[s℄ É x[k+1℄;k := k + 1;end; �4.1.2. äÁÊÔÅ ÄÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔ ��ÅÒ×ÙÅ k ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÙ� (x[1℄6 : : :6 x[k℄).



4.2. áÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÏÒÑÄËÁ n logn 73òÅÛÅÎÉÅ.k:=1;{�ÅÒ×ÙÅ k ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÙ}while k <> n do begint := k+1;{k+1-ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÏÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ Ë ÎÁÞÁÌÕ, �ÏËÁ ÎÅ ÚÁÊÍ£ÔÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ÍÅÓÔÁ, t - ÅÇÏ ÔÅËÕÝÉÊ ÎÏÍÅÒ}while (t > 1) and (x[t℄ < x[t-1℄) do begin...�ÏÍÅÎÑÔØ x[t-1℄ É x[t℄;t := t - 1;end;end; �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÅÆÅËÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ: �ÒÉ ÌÏÖÎÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ (t>1) �ÒÏ-×ÅÒËÁ x[t℄< x[t-1℄ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x[0℄.ïÂÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÒÅÂÕÀÔ ÞÉÓÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÏÇÏ n2. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ.4.2. áÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÏÒÑÄËÁ n log n4.2.1. ðÒÅÄÌÏÖÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ ÚÁ ×ÒÅÍÑ n logn (ÞÉÓÌÏ Ï�Å-ÒÁ�ÉÊ �ÒÉ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÅ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ ÂÏÌØÛÅ Cn logn ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ CÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n).íÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ.òÅÛÅÎÉÅ 1 (ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÁ ÓÌÉÑÎÉÅÍ).ðÕÓÔØ k|�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÚÏÂØ£Í ÍÁÓÓÉ× x[1℄ : : : x[n℄ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÙ k. (ðÅÒ×ÙÊ | x[1℄ : : : x[k℄, ÚÁÔÅÍ x[k+1℄ : : : x[2k℄É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.) ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÔÒÅÚÏË ÂÕÄÅÔ ÎÅ�ÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ k. îÁÚÏ×£Í ÍÁÓÓÉ× k-Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×× ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ. ìÀÂÏÊ ÍÁÓÓÉ× 1-Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ. åÓÌÉ ÍÁÓÓÉ×k-Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ É n6 k, ÔÏ ÏÎ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ.íÙ Ï�ÉÛÅÍ, ËÁË �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ k-Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÍÁÓÓÉ× × 2k-Õ�Ï-ÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ (ÉÚ ÔÅÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×). ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÁÌÇÏÒÉÔÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË:k:=1;{ÍÁÓÓÉ× x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ}while k < n do begin...�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ k-Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÍÁÓÓÉ× × 2k-Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ;k := 2 * k;end;



74 4. óÏÒÔÉÒÏ×ËÁ�ÒÅÂÕÅÍÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,ÞÔÏ ÍÙ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ �ÓÌÉ-×ÁÅÍ� Ä×Á Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k × ÏÄÉÎ Õ�ÏÒÑÄÏ-ÞÅÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË. ðÕÓÔØ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÓÌÉÑÎÉÅ (p,q,r: integer)�ÒÉ p6 q6 r ÓÌÉ×ÁÅÔ ÏÔÒÅÚËÉ x[p+1℄ : : : x[q℄ É x[q+1℄ : : :x[r℄ × Õ�ÏÒÑ-ÄÏÞÅÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË x[p+1℄ : : : x[r℄ (ÎÅ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÑ ÄÒÕÇÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÍÁÓÓÉ-×Á x). Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ↓

p q r
�ÏÇÄÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ k-Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á × 2k-Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:t:=0;{t ËÒÁÔÎÏ 2k ÉÌÉ t = n, x[1℄..x[t℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ2k-Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ; ÏÓÔÁÔÏË ÍÁÓÓÉ×Á x ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÓÑ}while t + k < n do beginp := t;q := t+k;r := min (t+2*k, n);{min(a,b) - ÍÉÎÉÍÕÍ ÉÚ a É b}ÓÌÉÑÎÉÅ (p,q,r);t := r;end;óÌÉÑÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á ÄÌÑ ÚÁ�ÉÓÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×ÓÌÉÑÎÉÑ | ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ b. þÅÒÅÚ p0 É q0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÎÏÍÅÒÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÕÞÁÓÔËÏ×, �ÏÄ×ÅÒÇÛÉÈÓÑ ÓÌÉÑÎÉÀ, s0 | �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÚÁ�ÉÓÁÎ-ÎÙÊ × ÍÁÓÓÉ× b ÜÌÅÍÅÎÔ. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÓÌÉÑÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÏÄÎÏÉÚ Ä×ÕÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ:b[s0+1℄:=x[p0+1℄;p0:=p0+1;s0:=s0+1;



4.2. áÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÏÒÑÄËÁ n logn 75ÉÌÉ b[s0+1℄:=x[q0+1℄;q0:=q0+1;s0:=s0+1;(ìÀÂÉÔÅÌÉ ÑÚÙËÁ C ÎÁ�ÉÓÁÌÉ ÂÙ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ b[++s0℄=x[++p0℄ Éb[++s0℄=x[++q0℄.)ðÅÒ×ÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ (×ÚÑÔÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ) ÍÏÖÅÔ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÉÔØÓÑ �ÒÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:(1) �ÅÒ×ÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÎÅ ËÏÎÞÉÌÓÑ (p0< q);(2) ×ÔÏÒÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ËÏÎÞÉÌÓÑ (q0 = r) ÉÌÉ ÎÅ ËÏÎÞÉÌÓÑ, ÎÏ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ × Î£Í ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [(q0 < r)É(x[p0+1℄6 x[q0+1℄)℄.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ. éÔÁË, �ÏÌÕÞÁÅÍp0 := p; q0 := q; s0 := p;while (p0 <> q) or (q0 <> r) do beginif (p0 < q) and ((q0 = r) or ((q0 < r) and(x[p0+1℄ <= x[q0+1℄))) then beginb [s0+1℄ := x [p0+1℄;p0 := p0+1;s0 := s0+1;end else begin{(q0 < r) and ((p0 = q) or ((p0<q) and(x[p0+1℄ >= x[q0+1℄)))}b [s0+1℄ := x [q0+1℄;q0 := q0 + 1;s0 := s0 + 1;end;end;(åÓÌÉ ÏÂÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÅ ËÏÎÞÅÎÙ É �ÅÒ×ÙÅ ÎÅ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÎÉÈÒÁ×ÎÙ, ÔÏ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙ ÏÂÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ; × �ÒÏÇÒÁÍÍÅ ×ÙÂÒÁÎÏ �ÅÒ×ÏÅ.)ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÌÉÛØ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÉÑÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏ × ÍÁÓÓÉ× x.(ðÒÅÄÕ�ÒÅÖÄÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ËÏ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ×ÎÅ �ÒÏ�Å-ÄÕÒÙ ÓÌÉÑÎÉÑ, ÔÏ ÎÅ ÚÁÂÕÄØÔÅ �ÒÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÔÒÅÚÏË.)ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÉÍÅÅÔ �ÒÉ×ÙÞÎÙÊ ÄÅÆÅËÔ: ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Ë ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÕÀ-ÝÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÍÁÓÓÉ×Á �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÂÕÌÅ×ÓËÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ.òÅÛÅÎÉÅ 2 (ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÁ ÄÅÒÅ×ÏÍ).îÁÒÉÓÕÅÍ ��ÏÌÎÏÅ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï� | ËÁÒÔÉÎËÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÎÉÚÕÏÄÉÎ ËÒÕÖÏË, ÉÚ ÎÅÇÏ ×ÙÈÏÄÑÔ ÓÔÒÅÌËÉ × Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ, ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ |
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âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÔÒÅÌËÉ ×ÅÄÕÔ �ÏÔ ÏÔ�Ï× Ë ÓÙÎÏ×ØÑÍ�: Õ ËÁÖÄÏ-ÇÏ ËÒÕÖËÁ Ä×Á ÓÙÎÁ É ÏÄÉÎ ÏÔÅ� (ÅÓÌÉ ËÒÕÖÏË ÎÅ × ÓÁÍÏÍ ×ÅÒÈÕ ÉÌÉÎÉÚÕ). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÄÌÅÖÁÝÉÈ ÓÏÒÔÉ-ÒÏ×ËÅ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ, É ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÚÁ�ÏÌÎÉÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÒÑÄÏ×�ÅÌÉËÏÍ. úÁ�ÉÛÅÍ ÉÈ ÔÕÄÁ. úÁÔÅÍ ÚÁ�ÏÌÎÉÍ ÞÁÓÔØ ÄÅÒÅ×Á �ÏÄ ÎÉÍÉ �Ï�ÒÁ×ÉÌÕ:ÞÉÓÌÏ × ËÒÕÖËÅ = ÍÉÎÉÍÕÍ ÉÚ ÞÉÓÅÌ × ËÒÕÖË�ÁÈ-ÓÙÎÏ×ØÑÈ�ÅÍ ÓÁÍÙÍ × ËÏÒÎÅ ÄÅÒÅ×Á (ÎÉÖÎÅÍ ËÒÕÖËÅ) ÂÕÄÅÔ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×Ï ×Ó£Í ÍÁÓÓÉ×Å.éÚÙÍÅÍ ÉÚ ÓÏÒÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. äÌÑ ÜÔÏÇÏÅÇÏ ÎÁÄÏ ×ÎÁÞÁÌÅ ÎÁÊÔÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÉÄÑ ÏÔ ËÏÒÎÑ: ÏÔ ÏÔ�Á �Å-ÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÔÏÍÕ ÓÙÎÕ, ÇÄÅ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ. éÚßÑ× ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊÜÌÅÍÅÎÔ, ÚÁÍÅÎÉÍ ÅÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ +∞ É ÓËÏÒÒÅËÔÉÒÕÅÍ ÂÏÌÅÅ ÎÉÚËÉÅ ÑÒÕ-ÓÙ (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÓÎÏ×Á �ÒÏÊÔÉ �ÕÔØ Ë ËÏÒÎÀ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏmin(t;+∞) = t. �ÏÇÄÁ × ËÏÒÎÅ �ÏÑ×ÉÔÓÑ ×ÔÏÒÏÊ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÍÙÉÚÙÍÁÅÍ ÅÇÏ, ÚÁÍÅÎÑÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØÀ É ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÑ ÄÅÒÅ×Ï. �ÁË �Ï-ÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÍÙ ÉÚÙÍÅÍ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ, �ÏËÁ × ËÏÒÎÅÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ.ðÒÉ ÚÁ�ÉÓÉ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÌÅÚÎÏ ÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ËÒÕÖËÉ ÞÉÓÌÁÍÉ1; 2; : : : | �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÙÎÏ×ØÑÍÉ ËÒÕÖËÁ ÎÏÍÅÒ n Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÕÖËÉ 2nÉ 2n+ 1. ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÍÙ Ï�ÕÓÔÉÍ, �ÏÓËÏÌØËÕÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÀÝÉÊ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØ-ÎÏÊ �ÁÍÑÔÉ, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (× ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÓÏÒ-ÔÉÒÕÅÍÏÍÕ ÍÁÓÓÉ×Õ).íÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÓÏÒÔÉÒÕÅÍÙÅ ÞÉÓÌÁ ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÄÅ-ÒÅ×Á, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÒÏ×ÎÅ. ðÕÓÔØ x[1℄ : : : x[n℄ | ÍÁÓ-ÓÉ×, �ÏÄÌÅÖÁÝÉÊ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÅ. ÷ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÄÅÒÅ×Á ÂÕÄÕÔ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1ÄÏ n; Ï ÞÉÓÌÅ x[i℄ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ËÁË Ï ÞÉÓÌÅ, ÓÔÏÑÝÅÍ × ×ÅÒ-ÛÉÎÅ i. ÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á ÂÕÄÅÔÓÏËÒÁÝÁÔØÓÑ. þÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÂÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ × �Å-



4.2. áÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÏÒÑÄËÁ n logn 77ÒÅÍÅÎÎÏÊ k. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÍÁÓÓÉ×x[1℄ : : : x[n℄ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ: × x[1℄ : : :x[k℄ ÈÒÁÎÑÔÓÑ ÞÉÓÌÁ ÎÁÄÅÒÅ×Å, Á × x[k+1℄ : : : x[n℄ ÈÒÁÎÉÔÓÑ ÕÖÅ ÏÔÓÏÒÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ × �ÏÒÑÄËÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÞÁÓÔØ ÍÁÓÓÉ×Á | ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÕÖÅ ÚÁÎÑ×ÛÉÅ Ó×Ï£ ÚÁËÏÎÎÏÅÍÅÓÔÏ.îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÂÕÄÅÔ ÉÚÙÍÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÄÅÒÅ×Á É �ÏÍÅÝÁÔØ ÅÇÏ × ÏÔÓÏÒÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÞÁÓÔØ, ÎÁ ÏÓ×ÏÂÏÄÉ×ÛÅÅÓÑ× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÄÅÒÅ×Á ÍÅÓÔÏ.äÏÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ Ï ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ. ÷ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÄÅÒÅ×Á ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÏÔ 1 ÄÏ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ k. õ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ s ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ÓÙÎÏ×ØÑ 2s É 2s+1. åÓÌÉ ÏÂÁ ÜÔÉÈ ÞÉÓÌÁ ÂÏÌØÛÅ k, ÔÏ ÓÙÎÏ×ÅÊ ÎÅÔ;ÔÁËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÓÔÏÍ. åÓÌÉ 2s = k, ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ s ÉÍÅÅÔÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÇÏ ÓÙÎÁ (2s).äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ s ÉÚ 1 : : : k ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ��ÏÄÄÅÒÅ×Ï� Ó ËÏÒÎÅÍ × s: ÏÎÏÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅÒÛÉÎÕ s É ×ÓÅÈ Å£ �ÏÔÏÍËÏ× (ÓÙÎÏ×ÅÊ, ×ÎÕËÏ× É ÔÁË ÄÁ-ÌÅÅ | ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÍÙ ÎÅ ×ÙÊÄÅÍ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ 1 : : : k). ÷ÅÒÛÉÎÕ sÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÔÏÑÝÅÅ × ÎÅÊ ÞÉÓÌÏ | ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ s-�ÏÄÄÅÒÅ×Á; s-�ÏÄÄÅÒÅ×Ï ÎÁÚÏ×£Í ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ. (÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ ÌÉÓÔ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒ-ÎÏÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï.)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �s-�ÏÄÄÅÒÅ×Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ� ÚÁ-×ÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ s, ÎÏ ÏÔ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ k.óÈÅÍÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÔÁËÏ×Á:k:= n...óÄÅÌÁÔØ 1-�ÏÄÄÅÒÅ×Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ;{x[1℄,...,x[k℄ <= x[k+1℄ <=..<= x[n℄; 1-�ÏÄÄÅÒÅ×Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ,× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, x[1℄ - ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÒÅÄÉ x[1℄..x[k℄}while k <> 1 do begin...ÏÂÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ x[1℄ É x[k℄;k := k - 1;{x[1℄,...,x[k-1℄ <= x[k℄ <=...<= x[n℄; 1-�ÏÄÄÅÒÅ×ÏÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ×ÅÚÄÅ, ËÒÏÍÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÁÍÏÇÏ ËÏÒÎÑ }...×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ 1-�ÏÄÄÅÒÅ×Á ×ÓÀÄÕend;÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ s-�ÏÄÄÅÒÅ×Á × ËÏÒÎÅ. ÷ÏÔ ÏÎÁ:{s-�ÏÄÄÅÒÅ×Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ×ÅÚÄÅ, ËÒÏÍÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ËÏÒÎÑ}t := s;{s-�ÏÄÄÅÒÅ×Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ×ÅÚÄÅ, ËÒÏÍÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ×ÅÒÛÉÎÙ t}



78 4. óÏÒÔÉÒÏ×ËÁwhile ((2*t+1 <= k) and (x[2*t+1℄ > x[t℄)) or((2*t <= k) and (x[2*t℄ > x[t℄)) do beginif (2*t+1 <= k) and (x[2*t+1℄ >= x[2*t℄) then begin...ÏÂÍÅÎÑÔØ x[t℄ É x[2*t+1℄;t := 2*t + 1;end else begin...ÏÂÍÅÎÑÔØ x[t℄ É x[2*t℄;t := 2*t;end;end;þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ, �ÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÎÅ£ �Ï×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÅÅ. ðÕÓÔØ × s-�ÏÄÄÅÒÅ×Å ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÒÏÍÅ ÒÁÚ×ÅÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ t, ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÙÎÏ×ÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ t. ïÎÉ ÒÅ-ÇÕÌÑÒÎÙ, É �ÏÔÏÍÕ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ × Ó×ÏÉÈ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑÈ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÒÏÌØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ × t-�ÏÄÄÅÒÅ×Å ÍÏÇÕÔ �ÒÅ-ÔÅÎÄÏ×ÁÔØ ÞÉÓÌÏ × ÓÁÍÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ t É ÞÉÓÌÁ × Å£ ÓÙÎÏ×ØÑÈ. (÷ �ÅÒ×ÏÍÓÌÕÞÁÅ ×ÅÒÛÉÎÁ t ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, É ×Ó£ × �ÏÒÑÄËÅ.) ÷ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÉËÌÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÔÁË:while ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ × t, Á × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÓÙÎÏ×ÅÊ do beginif ÏÎÏ × �ÒÁ×ÏÍ ÓÙÎÅ then begin�ÏÍÅÎÑÔØ t Ó Å£ �ÒÁ×ÙÍ ÓÙÎÏÍ; t:= �ÒÁ×ÙÊ ÓÙÎend else begin {ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ - × ÌÅ×ÏÍ ÓÙÎÅ}�ÏÍÅÎÑÔØ t Ó Å£ ÌÅ×ÙÍ ÓÙÎÏÍ; t:= ÌÅ×ÙÊ ÓÙÎendendðÏÓÌÅ ÏÂÍÅÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ t ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ (× ÎÅ£ �Ï�ÁÄÁÅÔ ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ t-�ÏÄÄÅÒÅ×Á). îÅ �ÒÉÎÑ×ÛÉÊ ÕÞÁÓÔÉÑ × ÏÂÍÅÎÅ ÓÙÎ ÏÓÔÁ-£ÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, Á �ÒÉÎÑ×ÛÉÊ ÕÞÁÓÔÉÅ ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ.÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ s-�ÏÄÄÅÒÅ×Á ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÉÓØ ÎÉ ÞÉÓÌÁ, ÎÉ �ÏÄÄÅ-ÒÅ×ØÑ ÉÈ �ÏÔÏÍËÏ× (ÒÁÚ×Å ÞÔÏ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÄÄÅÒÅ×Á �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÌÉÓØ),ÔÁË ÞÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÌÁÓØ.üÔÁ ÖÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÍÏÖÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ1-�ÏÄÄÅÒÅ×Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓÔÁÄÉÉ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ:k := n; u := n;{×ÓÅ s-�ÏÄÄÅÒÅ×ØÑ Ó s>u ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ }while u<>0 do begin{u-�ÏÄÄÅÒÅ×Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ×ÅÚÄÅ, ËÒÏÍÅ ÒÁÚ×Å ÞÔÏ ËÏÒÎÑ}...×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ u-�ÏÄÄÅÒÅ×Á × ËÏÒÎÅ;u:=u-1;end;



4.2. áÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÏÒÑÄËÁ n logn 79�Å�ÅÒØ ÚÁ�ÉÛÅÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ ÎÁ �ÁÓËÁÌÅ (�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ,ÞÔÏ n | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, x ÉÍÅÅÔ ÔÉ� arr = array [1..n℄ of integer).pro
edure sort (var x: arr);var u, k: integer;pro
edure ex
hange(i, j: integer);var tmp: integer;begintmp := x[i℄;x[i℄ := x[j℄;x[j℄ := tmp;end;pro
edure restore (s: integer);var t: integer;begint:=s;while ((2*t+1 <= k) and (x[2*t+1℄ > x[t℄)) or((2*t <= k) and (x[2*t℄ > x[t℄)) do beginif (2*t+1 <= k) and (x[2*t+1℄ >= x[2*t℄) then beginex
hange (t, 2*t+1);t := 2*t+1;end else beginex
hange (t, 2*t);t := 2*t;end;end;end;begink:=n;u:=n;while u <> 0 do beginrestore (u);u := u - 1;end;while k <> 1 do beginex
hange (1, k);k := k - 1;restore (1);end;end; �îÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ.íÅÔÏÄ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÊ �ÒÉ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÅ ÄÅÒÅ×ÏÍ, ÂÙ×ÁÅÔ �ÏÌÅÚÎÙÍ× ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. (óÍ. × ÇÌÁ×Å 6 (�É�Ù ÄÁÎÎÙÈ) ÏÂ ÏÞÅÒÅÄÉ Ó �ÒÉÏÒÉ-ÔÅÔÁÍÉ.)



80 4. óÏÒÔÉÒÏ×ËÁóÏÒÔÉÒÏ×ËÁ ÓÌÉÑÎÉÅÍ ÈÏÒÏÛÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÁ ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ ×ÅÓØÓÏÒÔÉÒÕÅÍÙÊ ÍÁÓÓÉ× �ÏÍÅÝÁÌÓÑ × Ï�ÅÒÁÔÉ×ÎÏÊ �ÁÍÑÔÉ. íÏÖÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁÏÔÓÏÒÔÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ËÕÓËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÍÅÝÁÀÔÓÑ × �ÁÍÑÔÉ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,Ó �ÏÍÏÝØÀ ÄÅÒÅ×Á), Á ÚÁÔÅÍ ÓÌÉ×ÁÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÆÁÊÌÙ.åÝ£ ÏÄÉÎ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÁÖÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ (ÂÙÓÔÒÁÑ ÓÏÒ-ÔÉÒÏ×ËÁ èÏÁÒÁ) ÔÁËÏ×: ÞÔÏÂÙ ÏÔÓÏÒÔÉÒÏ×ÁÔØ ÍÁÓÓÉ×, ×ÙÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ b, É ÒÁÚÏÂØ£Í ÍÁÓÓÉ× ÎÁ ÔÒÉ ÞÁÓÔÉ: ÍÅÎØÛÉÅ b, ÒÁ×ÎÙÅ bÉ ÂÏÌØÛÉÅ b. (üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÒÉ×ÅÄÅÎÁ × ÇÌÁ×Å 1.) �Å�ÅÒØ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÔÓÏÒ-ÔÉÒÏ×ÁÔØ �ÅÒ×ÕÀ É ÔÒÅÔØÀ ÞÁÓÔÉ: ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ. ÷ÒÅÍÑÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ; ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ× ÓÒÅÄÎÅÍ ÏÎ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ Cn logn. îÁ �ÒÁËÔÉËÅ | ÏÎ ÏÄÉÎ ÉÚÓÁÍÙÈ ÂÙÓÔÒÙÈ. (íÙ ÅÝ£ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÎÅÍÕ, �ÒÉ×ÅÄÑ ÅÇÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀÉ ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ.)îÁËÏÎÅ�, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÁ ÚÁ ×ÒÅÍÑ �ÏÒÑÄËÁ Cn logn ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÅÈÎÉËÉ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ×(ÓÍ. ÇÌÁ×Õ 14), ÏÄÎÁËÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÔÕÔ ÓÌÏÖÎÅÅ É ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ÄÏ×ÏÌØÎÏ×ÅÌÉËÁ.4.3. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ4.3.1. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÒÅÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÁÎ-ÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á. þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ n logn. (üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÕÖÅ ÂÙÌÁ× ÇÌÁ×Å 1.)òÅÛÅÎÉÅ. ïÔÓÏÒÔÉÒÕÊÔÅ ÞÉÓÌÁ, Á ÚÁÔÅÍ �ÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ, �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÓÓÉ×Á �Ï �ÏÒÑÄËÕ. �4.3.2. äÁÎÏ n ÏÔÒÅÚËÏ× [a[i℄; b[i℄℄ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ (i = 1 : : : n). îÁÊÄÉ-ÔÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ �ÒÑÍÏÊ, �ÏËÒÙÔÁÑk ÏÔÒÅÚËÁÍÉ (�ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ£×�). þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ | �ÏÒÑÄËÁn log n.òÅÛÅÎÉÅ. õ�ÏÒÑÄÏÞÉÍ ×ÓÅ ÌÅ×ÙÅ É �ÒÁ×ÙÅ ËÏÎ�Ù ÏÔÒÅÚËÏ× ×ÍÅÓÔÅ(�ÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅ×ÙÊ ËÏÎÅ� ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ �ÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ-ÎÏÇÏ × ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÅ �ÒÑÍÏÊ). äÁÌÅÅ Ä×ÉÇÁÅÍÓÑ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, ÓÞÉÔÁÑÞÉÓÌÏ ÓÌÏ£×. ÷ÓÔÒÅÞÅÎÎÙÊ ÌÅ×ÙÊ ËÏÎÅ� Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ£× ÎÁ 1,�ÒÁ×ÙÊ | ÕÍÅÎØÛÁÅÔ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÅ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ ÏÔ-ÒÅÚËÉ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÄ£Ô ÌÅ×ÙÊ ËÏÎÅ� (�ÒÁ×ÏÇÏÏÔÒÅÚËÁ), Á ÚÁÔÅÍ | �ÒÁ×ÙÊ (ÌÅ×ÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ). �4.3.3. äÁÎÏ n ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. õËÁÖÉÔÅ (n − 1)-Ú×ÅÎÎÕÀ ÎÅÓÁ-ÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀÓÑ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ×ÓÅ ÜÔÉ



4.3. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ 81ÔÏÞËÉ. (óÏÓÅÄÎÉÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ ÌÏÍÁÎÏÊ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑ-ÍÏÊ.) þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ n logn.òÅÛÅÎÉÅ. õ�ÏÒÑÄÏÞÉÍ ÔÏÞËÉ �Ï x-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, Á �ÒÉ ÒÁ×ÎÙÈ x-ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔÁÈ | �Ï y-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ. ÷ ÔÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ É ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÏÄÉÔØÌÏÍÁÎÕÀ. �4.3.4. �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÅÓÌÉ ÌÏÍÁÎÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ.òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÏÚØÍ£Í ÓÁÍÕÀ ÌÅ×ÕÀ ÔÏÞËÕ (ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÕ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊx-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ) É �ÒÏ×ÅÄ£Í ÉÚ ÎÅ£ ÌÕÞÉ ×Ï ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ. �Å�ÅÒØÕ�ÏÒÑÄÏÞÉÍ ÜÔÉ ÌÕÞÉ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ, Á ÔÏÞËÉ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÌÕÞÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÍ �ÏÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ÌÕÞÁ (ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÌÕÞÅÊ, ËÒÏÍÅ ÎÉÖÎÅÇÏÉ ×ÅÒÈÎÅÇÏ). ìÏÍÁÎÁÑ ×ÙÈÏÄÉÔ ÉÚ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ (ÓÁÍÏÊ ÌÅ×ÏÊ) ÔÏÞËÉ �ÏÎÉÖÎÅÍÕ ÌÕÞÕ, ÚÁÔÅÍ �Ï ×ÓÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÌÕÞÁÍ (× Ï�ÉÓÁÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ)É ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ �Ï ×ÅÒÈÎÅÍÕ ÌÕÞÕ. �4.3.5. äÁÎÏ n ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÈ ×Ù�ÕËÌÕÀ ÏÂÏÌÏÞ-ËÕ | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ×Ù�ÕËÌÕÀ ÆÉÇÕÒÕ, ÉÈ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ. (òÅÚÉÎÏ×ÏÅ ËÏ-ÌÅÞËÏ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ ×ÂÉÔÙÅ × ÄÏÓËÕ Ç×ÏÚÄÉ | ÉÈ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ.)þÉÓÌÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ n logn.[õËÁÚÁÎÉÅ. õ�ÏÒÑÄÏÞÉÍ ÔÏÞËÉ | ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚ �ÏÒÑÄËÏ×, ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÈ × Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ. úÁÔÅÍ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÔÏÞ-ËÉ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ, ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ×Ù�ÕËÌÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ-ÎÙÈ ÔÏÞÅË. (äÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ �ÏÌÅÚÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÄÅË, ÓÍ. ÇÌÁ×Õ 6. ÷�ÒÏÞÅÍ, �ÒÉ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÉÉ ÔÏÞÅË �Ï ÕÇÌÁÍ ÜÔÏ ÉÚ-ÌÉÛÎÅ.)℄ �4.3.6. îÁ �ÒÑÍÏÊ ÄÁÎÏ n ÔÏÞÅË. îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÅÚ-ËÏ× ÄÌÉÎÙ 1, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏËÒÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ. þÉÓÌÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �Ï-ÒÑÄËÁ n logn.[õËÁÚÁÎÉÅ. õ�ÏÒÑÄÏÞÉÍ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ; ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× ÄÏÌÖÅÎ �ÏËÒÙ-×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ x[n℄, �ÏÓËÏÌØËÕ Ó�ÒÁ×Á ÎÉÞÅÇÏ ÎÅÔ, ÅÇÏ �ÒÁ×ÙÊ ËÏÎÅ�ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁ×ÎÙÍ x[n℄, É ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÍÅÎØÛÅÍÕ ÞÉÓÌÕ ÔÏÞÅË(×ÙÂÒÏÓÉÍ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏËÒÙÔÙ). ℄ �4.3.7. îÁ �ÒÑÍÏÊ ÄÁÎÏ n ÏÔÒÅÚËÏ× [a[i℄; b[i℄℄ (i = 1; : : : ; n). ëÁËÏÅÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ (É ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ËÏÎ�Ï×) ÏÔ-ÒÅÚËÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ? þÉÓÌÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ n logn.[õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÔØ �ÒÁ×ÙÅ ËÏÎ�Ù ÏÔÒÅÚËÏ× É ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÔØ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÔÒÅÚÏË ×ÙÂÒÁÎ ÉÌÉ ÎÅÔ.℄ �



82 4. óÏÒÔÉÒÏ×ËÁ4.4. îÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ�ÒÉ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÅðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �Ï ×ÅÓÕ ËÁÍÎÅÊ É ×ÅÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ �Ï-Ú×ÏÌÑÀÔ ÚÁ ÏÄÎÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈÎÁÍÉ ËÁÍÎÅÊ ÔÑÖÅÌÅÅ. (÷ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÓÔÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ: ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÏ-ÓÔÕ� Ë ÆÕÎË�ÉÉ ÔÑÖÅÌÅÅ(i,j:1..n):boolean.) îÁÄÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÔØ ËÁÍ-ÎÉ �Ï ×ÅÓÕ, ÓÄÅÌÁ× ËÁË ÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ (×ÙÚÏ×Ï× ÆÕÎË�ÉÉÔÑÖÅÌÅÅ).òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÞÉÓÌÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏÎÁÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÎÏ É ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁË ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ËÁÍÎÉ. óÌÏÖ-ÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁÚÏ×£Í ÞÉÓÌÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ �ÒÉ ÎÁÉÈÕÄÛÅÍ ÒÁÓ�Ï-ÌÏÖÅÎÉÉ ËÁÍÎÅÊ.4.4.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÓÏÒÔÉ-ÒÏ×ËÉ n ËÁÍÎÅÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ log2 n! (ÇÄÅ n! = 1 · 2 · : : : · n).òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ d. äÌÑ ËÁÖÄÏ-ÇÏ ÉÚ n! ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ ËÁÍÎÅÊ ÚÁ�ÒÏÔÏËÏÌÉÒÕÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÙ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ (ÏÂÒÁÝÅÎÉÊ Ë ÆÕÎË�ÉÉ ÔÑÖÅÌÅÅ); ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ× ×ÉÄÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ d ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�. äÌÑ ÅÄÉ-ÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÑÍÉ, ÞÔÏÂÙ Å£ ÄÌÉÎÁ ÓÔÁÌÁÒÁ×ÎÏÊ d. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ n! �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ d ÎÕÌÅÊÉ ÅÄÉÎÉ�. ÷ÓÅ ÜÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÎÙÅ | ÉÎÁÞÅ ÎÁÛ ÁÌÇÏÒÉÔÍÄÁÌ ÂÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÔ×ÅÔÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× (É ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÔ×ÅÔÏ×ÂÙÌ ÂÙ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ). ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ 2d > n! | ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØÄÏËÁÚÁÔØ. �äÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ | ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÅÒÅ×Ï ×ÁÒÉ-ÁÎÔÏ×, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÅ × ÈÏÄÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, É ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÏ,ÞÔÏ ÄÅÒÅ×Ï ×ÙÓÏÔÙ d ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ 2d ÌÉÓÔØÅ×.îÅÓÌÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ log2 n!> 
n logn �ÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ 
 > 0, �Ï-ÓËÏÌØËÕ × ÓÕÍÍÅ logn! = log 1 + log 2 + log 3 + : : :+ logn×ÔÏÒÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ log2(n=2) = log2 n− 1 ËÁÖÄÏÅ.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ ÔÏÌØËÏ ÓÒÁ×-ÎÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÓÓÉ×Á É ÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 
n lognÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÛÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÂÌÉÚËÉ Ë Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ ÄÒÕÇÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ÍÏÖÅÔ ÄÅÊÓÔ×Ï-×ÁÔØ É ÂÙÓÔÒÅÅ. ÷ÏÔ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÒÉÍÅÒÏ×.



4.4. îÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ �ÒÉ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÅ 834.4.2. éÍÅÅÔÓÑ ÍÁÓÓÉ× �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a[1℄ : : : a[n℄, �ÒÉÞ£Í ×ÓÅ ÞÉÓÌÁÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ É ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ m. ïÔÓÏÒÔÉÒÕÊÔÅ ÜÔÏÔ ÍÁÓÓÉ×; ÞÉÓÌÏÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ m+ n.òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 0 ÄÏ m �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÅÍ, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÏÎÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÍÁÓÓÉ×Å. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÍÁÓÓÉ× ÍÏÖÎÏ ÓÔÅ-ÒÅÔØ É ÚÁ�ÏÌÎÉÔØ ÚÁÎÏ×Ï × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ Ó×ÅÄÅÎÉÑÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. �ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÅ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÞÉÓÌÁ × ÍÁÓÓÉ×Å, ËÁËÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÄÒÕÇÉÈ, Á �ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÉÈ ÔÕÄÁ ÚÁÎÏ×Ï�.åÓÔØ ÔÁËÖÅ ÍÅÔÏÄ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ, × ËÏÔÏÒÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÒÏ×Ï-ÄÉÔÓÑ ÒÑÄ �ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÏÒÔÉÒÏ×ÏË� �Ï ÏÔÄÅÌØÎÙÍ ÂÉÔÁÍ. îÁÞÎ£Í Ó ÔÁ-ËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.4.4.3. ÷ ÍÁÓÓÉ×Å a[1℄ : : : a[n℄ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÅÒÅÓÔÁ×ØÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙÔÁË, ÞÔÏÂÙ Þ£ÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÛÌÉ �ÅÒÅÄ ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ (ÎÅ ÍÅÎÑÑ ×ÚÁÉÍÎÙÊ�ÏÒÑÄÏË × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÇÒÕ��).òÅÛÅÎÉÅ. óÎÁÞÁÌÁ Ó�ÉÛÅÍ (×Ï ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÍÁÓÓÉ×) ×ÓÅ Þ£ÔÎÙÅ,Á �ÏÔÏÍ | ×ÓÅ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ. �4.4.4. éÍÅÅÔÓÑ ÍÁÓÓÉ× ÉÚ n ÞÉÓÅÌ ÏÔ 0 ÄÏ 2k − 1, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË k-ÂÉÔÏ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�.éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ �i-Ê ÂÉÔ ÒÁ×ÅÎ 0� É �i-Ê ÂÉÔ ÒÁ×ÅÎ 1� ×ÍÅÓÔÏ ÓÒÁ×-ÎÅÎÉÊ, ÏÔÓÏÒÔÉÒÕÊÔÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÚÁ ×ÒÅÍÑ �ÏÒÑÄËÁ nk.òÅÛÅÎÉÅ. ïÔÓÏÒÔÉÒÕÅÍ ÞÉÓÌÁ �Ï �ÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÂÉÔÕ (ÓÍ. �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀÚÁÄÁÞÕ), ÚÁÔÅÍ �Ï �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÅÍÕ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔÏÔÓÏÒÔÉÒÏ×ÁÎÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï i ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅi ÛÁÇÏ× ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÏÌØËÏ × i �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÂÉÔÁÈ,ÉÄÕÔ × �ÒÁ×ÉÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. (÷ÁÒÉÁÎÔ: �ÏÓÌÅ i ÛÁÇÏ× i-ÂÉÔÏ×ÙÅ ËÏÎ�ÙÞÉÓÅÌ ÉÄÕÔ × �ÒÁ×ÉÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.) �áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉÍÅÎ£Î ÄÌÑm-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÍÅÓÔÏ Ä×ÏÉÞÎÏÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÅÚÎÁ ÔÁËÁÑ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑÚÁÄÁÞÁ:4.4.5. äÁÎÙ n ÞÉÓÅÌ É ÆÕÎË�ÉÑ f , �ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ (ÎÁ ÎÉÈ) ÚÎÁÞÅÎÉÑ1 : : :m. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÞÉÓÌÁ × ÔÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÞÔÏÂÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑÆÕÎË�ÉÉ f ÎÅ ÕÂÙ×ÁÌÉ (ÓÏÈÒÁÎÑÑ �ÏÒÑÄÏË ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÍÉ f). þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ m+ n.[õËÁÚÁÎÉÅ. úÁ×ÅÓÔÉ m Ó�ÉÓËÏ× ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n (ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ,ÓÍ. × ÇÌÁ×Å 6 Ï ÔÉ�ÁÈ ÄÁÎÎÙÈ) É �ÏÍÅÝÁÔØ × i-Ê Ó�ÉÓÏË ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ÒÁ×ÎÏ i. ÷ÁÒÉÁÎÔ: �ÏÓÞÉÔÁÔØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, ÓËÏÌØËÏ



84 4. óÏÒÔÉÒÏ×ËÁÉÍÅÅÔÓÑ ÞÉÓÅÌ x Ó f(x) = i, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÌÅÇËÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, Ó ËÁËÏÇÏ ÍÅÓÔÁÎÕÖÎÏ ÎÁÞÉÎÁÔØ ÒÁÚÍÅÝÁÔØ ÞÉÓÌÁ x Ó f(x) = i.℄ �4.4.6. äÁÎÙ n �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÄÉÁ�ÁÚÏÎÅ ÏÔ 1 ÄÏ n2. ëÁË ÏÔÓÏÒÔÉÒÏ-×ÁÔØ ÉÈ, ÓÄÅÌÁ× �ÏÒÑÄËÁ n ÄÅÊÓÔ×ÉÊ? �4.5. òÏÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÅ ÚÁÄÁÞÉ4.5.1. ëÁËÏ×Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÞÉÓÌÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ× ÎÁÉÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ) ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÓÁÍÏÇÏ ÔÑÖ£ÌÏÇÏ ÉÚ n ËÁÍ-ÎÅÊ?òÅÛÅÎÉÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ó ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ �ÎÁÊÄÅÎ ÓÁÍÙÊ ÔÑ-Ö£ÌÙÊ ËÁÍÅÎØ ÓÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ i� ÔÒÅÂÕÅÔ n − 1 ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ. áÌÇÏÒÉÔÍÁÍÅÎØÛÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅÔ. üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÇÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. �4.5.2. üËÓ�ÅÒÔ ÈÏÞÅÔ ÕÂÅÄÉÔØ ÓÕÄ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ËÁÍÅÎØ | ÓÁÍÙÊ ÔÑ-Ö£ÌÙÊ ÓÒÅÄÉ n ËÁÍÎÅÊ, ÓÄÅÌÁ× ÍÅÎÅÅ n− 1 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. (÷ÅÓÁ ËÁÍÎÅÊ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÓÕÄÕ, ÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÜËÓ�ÅÒÔÕ.)òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ËÁÍÎÉ ÔÏÞËÁÍÉ, Á ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ | ÌÉÎÉÑÍÉÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. ðÏÌÕÞÉÍ ÇÒÁÆ Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ n− 1 Ò£ÂÒÁÍÉ.�ÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÎÅÓ×ÑÚÅÎ (ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÅÂÒÁ ÕÍÅÎØÛÁ-ÅÔ ÞÉÓÌÏ Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÄ ÎÉÞÅÇÏÎÅ ÚÎÁÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÅÓÏ× ËÁÍÎÅÊ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó×ÑÚ-ÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÈ É ÍÏÖÅÔ ÄÏ�ÕÓÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÁÍÙÊ ÔÑÖ£ÌÙÊ ËÁÍÅÎØ |× ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÉÈ.âÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ: ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÔÅÍ, ÓËÏÌØËÏ ËÁÍÎÅÊË ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÎÅ ��ÒÏÉÇÒÁÌÉ� (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÌÅÇÞÅ ÄÒÕÇÉÈ).÷ÎÁÞÁÌÅ ÉÈ n; �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ËÁ-ÍÅÎØ, Á ÅÓÌÉ ÅÓÔØ Ä×ÏÅ ÎÅ �ÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÈ ÎÉËÏÍÕ, ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÅÔ(Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÕÄÁ) ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÁÍÙÍ ÔÑÖ£ÌÙÍ. �òÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ É �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ: × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÍÙ ÄÏËÁ-ÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ n− 2 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅ-ÎÉÑ ÓÁÍÏÇÏ ÔÑÖ£ÌÏÇÏ, ÎÏ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÊËÁÍÅÎØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏ×ÙÍ | ÅÓÌÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ.(÷ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ, ÚÎÁÑ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÂÅ-ÄÉÔØÓÑ × ÅÇÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ, ÓÄÅÌÁ× ×ÓÅÇÏ n − 1 ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ | ËÁÖÄÙÊÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �Ï ×ÅÓÕ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÁ ÔÒÅÂÕÅÔ× ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ.)



4.5. òÏÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÅ ÚÁÄÁÞÉ 854.5.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÓÁÍÙÊ Ì£ÇËÉÊ É ÓÁÍÙÊ ÔÑÖ£ÌÙÊÉÚ 2n ËÁÍÎÅÊ (ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ), ÓÄÅÌÁ× 3n− 2 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ.òÅÛÅÎÉÅ. òÁÚÏÂØ£Í ËÁÍÎÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ n �ÁÒ É ÓÒÁ×-ÎÉÍ ËÁÍÎÉ × ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ (n ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ). ïÔÌÏÖÉÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ��ÏÂÅ-ÄÉÔÅÌÅÊ� (ÂÏÌÅÅ ÔÑÖ£ÌÙÈ × Ó×ÏÅÊ �ÁÒÅ) É ��ÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÈ� (ÂÏÌÅÅ Ì£ÇËÉÈ).ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÁÍÙÊ Ì£ÇËÉÊ ËÁÍÅÎØ ÎÁÄÏ ÉÓËÁÔØ ÓÒÅÄÉ �ÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÈ (n− 1ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ), Á ÓÁÍÙÊ ÔÑÖ£ÌÙÊ | ÓÒÅÄÉ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÊ (ÅÝ£ n− 1 ÓÒÁ×ÎÅ-ÎÉÊ). �4.5.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÇÏ ÇÁ-ÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏ ÎÁÊÔÉ ÓÁÍÙÊ Ì£ÇËÉÊ É ÓÁÍÙÊ ÔÑÖ£ÌÙÊ ÓÒÅÄÉ 2n ËÁÍÎÅÊ(ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ), ÓÄÅÌÁ× ÍÅÎÅÅ 3n− 2 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. îÁÂÌÀÄÁÑ ÚÁ ÅÇÏ �ÒÉ-ÍÅÎÅÎÉÅÍ Ë ËÁËÏÊ-ÔÏ ÇÒÕ��Å ÉÚ 2n ËÁÍÎÅÊ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÞÅÔÙÒØ-ÍÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÍÏÔÒÅÔØ, ÓËÏÌØËÏ ËÁÍÎÅÊ(a) ËÏÍÕ-ÔÏ ÕÖÅ �ÒÏÉÇÒÁÌÉ, Á Õ ËÏÇÏ-ÔÏ ÕÖÅ ×ÙÉÇÒÁÌÉ;(b) ËÏÍÕ-ÔÏ ÕÖÅ �ÒÏÉÇÒÁÌÉ, ÎÏ ÅÝ£ ÎÉ Õ ËÏÇÏ ÎÅ ×ÙÉÇÒÁÌÉ;(
) Õ ËÏÇÏ-ÔÏ ÕÖÅ ×ÙÉÇÒÁÌÉ, ÎÏ ÅÝ£ ÎÉËÏÍÕ ÎÅ �ÒÏÉÇÒÁÌÉ;(d) ÎÉ Õ ËÏÇÏ ÎÅ ×ÙÉÇÒÁÌÉ É ÎÉËÏÍÕ ÎÅ �ÒÏÉÇÒÁÌÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÉ Ó ËÅÍÎÅ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÌÉÓØ).(îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÉÇÒÁ×ÛÉÍ × ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÔÑÖ£ÌÙÊËÁÍÅÎØ.) ëÁÍÎÉ ÔÉ�Á (a), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÕÖÅ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÉ ÓÁÍÙÍÉÌ£ÇËÉÍÉ, ÎÉ ÓÁÍÙÍÉ ÔÑÖ£ÌÙÍÉ, ËÁËÏ×Ù ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÁÌØ-ÎÅÊÛÉÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ìÀÂÏÊ ËÁÍÅÎØ ÔÉ�Á (b) ÉÍÅÅÔ ÛÁÎÓ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÁ-ÍÙÍ Ì£ÇËÉÍ (× ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÏÂÌÅÇÞÉÔØ, ÎÅ ÍÅÎÑÑÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÕÖÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÙÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ), ÎÏ ÕÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÁ-ÍÙÍ ÔÑÖ£ÌÙÍ; ÄÌÑ ËÁÍÎÅÊ ÔÉ�Á (
) ÎÁÏÂÏÒÏÔ. îÁËÏÎÅ�, ÌÀÂÏÊ ËÁÍÅÎØÔÉ�Á (d) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÓÁÍÙÍ Ì£ÇËÉÍ, É ÓÁÍÙÍ ÔÑÖ£ÌÙÍ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a; b; 
; d ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ËÁÍÎÅÊ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÁ-ÔÅÇÏÒÉÑÈ É �ÒÏÓÌÅÄÉÍ, ËÁË ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÜÔÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ �ÒÉ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁÍÎÉ ËÁËÏÇÏ ÔÉ�Á ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ É ÓËÁËÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ (ÓÍ. ÔÁÂÌÉ�Õ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÔÒÁÎÉ�Å). ðÏÓÌÅÄÎÉÊÓÔÏÌÂÅ� ÔÁÂÌÉ�Ù �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ËÁË ÍÅÎÑÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ s= b+ 
+ (3=2)d(ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÅÒÙ �ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÒÁÂÏÔÙ�:ËÁÍÅÎØ, �ÒÏ ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÎÉÞÅÇÏ, Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÍÅÒÙ× �ÏÌÔÏÒÁ ÒÁÚÁ ÓÌÏÖÎÅÅ ËÁÍÎÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ Ï�ÅÎ-ËÁ). éÚÎÁÞÁÌØÎÏ s = 3n, Á × ËÏÎ�Å s = 2 (�ÒÏ ×ÓÅ ËÁÍÎÉ, ËÒÏÍÅ Ä×ÕÈ,ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (a)). éÚ ÔÁÂÌÉ�Ù ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ�ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ ÅÓÔØ �ÎÅÕÄÁÞÎÙÊ ÉÓÈÏÄ�, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ s ÕÍÅÎØ-ÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ. �ÁËÉÅ ÉÓÈÏÄÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙ



86 4. óÏÒÔÉÒÏ×ËÁÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ a b 
 d b+ 
+ (3=2)da {a 0 0 0 0 0a > b 0 0 0 0 0a < b +1 −1 0 0 −1a < 
 0 0 0 0 0a > 
 +1 0 −1 0 −1a > d 0 +1 0 −1 −1=2a < d 0 0 +1 −1 −1=2b { b +1 −1 0 0 −1b < 
 0 0 0 0 0b > 
 +2 −1 −1 0 −2b < d 0 0 +1 −1 −1=2b > d +1 0 0 −1 −3=2
 { 
 +1 0 −1 0 −1
 < d +1 0 0 −1 −3=2
 > d 0 +1 0 −1 −1=2d { d 0 +1 +1 −2 −1(ÎÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ): �ÒÉ ÓÒÁ×ÎÅ-ÎÉÉ b-ËÁÍÎÑ É 
-ËÁÍÎÑ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ 
-ËÁÍÅÎØ ÔÑÖÅÌÅÅ (ÅÇÏ ×ÅÓÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ Ó×ÅÒÈÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑÍÉ), Á �ÒÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ 
ÕÞÁÓÔÉÅÍ d-ËÁÍÎÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏ d-ËÁ-ÍÅÎØ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ. (ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÄÉÎÉÚ ÉÓÈÏÄÏ× ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ, ÔÏ ÜÔÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ ×ÏÏÂÝÅ ÉÚÌÉÛ-ÎÅ É ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÄÅÌÁÔØ.) á ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÙ ×ÓÅÈ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÎÅÕÄÁÞÎÙ,ÔÏ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ s Ó 3n ÄÏ 2 �ÏÔÒÅÂÕÅÔ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ 3n− 2 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ,ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. �4.5.5. äÁÎÏ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �Ï ×ÅÓÕ ËÁÍÎÅÊ. îÁÊÄÉÔÅ ÓÁÍÙÊ ÔÑÖ£ÌÙÊÉ ×ÔÏÒÏÊ �Ï ×ÅÓÕ ËÁÍÎÉ, ÓÄÅÌÁ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ n + ⌈log2 n⌉ − 2 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ(⌈log2 n⌉ | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÅÌÏÅ k, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ 2k > n).òÅÛÅÎÉÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄ£Í �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑ (ÓÁÍÙÊ ÔÑÖ£ÌÙÊ ËÁÍÅÎØ), Á�ÏÔÏÍ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ×ÔÏÒÏÊ �Ï ×ÅÓÕ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØÌÉÛØ ÓÒÅÄÉ ÔÅÈ, ËÔÏ �ÒÏÉÇÒÁÌ ÌÉÞÎÏ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÀ (�ÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÅ ËÏÍÕ-ÔÏÅÝ£ ÌÅÇÞÅ ÓÒÁÚÕ Ä×ÕÈ ËÁÍÎÅÊ). åÓÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑ × ÔÕÒÎÉÒÅ�Ï ÏÌÉÍ�ÉÊÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ (×ÓÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ �ÁÒÙ, �ÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÅ ×ÙÂÙ×Á-ÀÔ, �ÏÔÏÍ ÓÎÏ×Á ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ �ÁÒÙ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ), ÔÏ ÄÌÑ 2k ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×�ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ k ÒÁÕÎÄÏ×, Á ÄÌÑ n ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× | ⌈log2 n⌉ ÒÁÕÎÄÏ×. ÷ ËÁ-ÖÄÏÊ ÉÇÒÅ ÔÕÒÎÉÒÁ ×ÙÂÙ×ÁÅÔ ÏÄÉÎ ÕÞÁÓÔÎÉË, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅÇÏ ÂÕÄÅÔ n− 1



4.5. òÏÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÅ ÚÁÄÁÞÉ 87ÉÇÒ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑ É ÅÝ£ ⌈log2 n⌉ − 1 × ÔÕÒÎÉÒÅ ÚÁ ×ÔÏÒÏÅÍÅÓÔÏ ÓÒÅÄÉ �ÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÈ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÀ. �4.5.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÁÍÏÇÏ ÔÑÖ£ÌÏ-ÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ �Ï ×ÅÓÕ ÓÒÅÄÉ n ËÁÍÎÅÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏ ÓÄÅÌÁÔØÜÔÏ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÚÁ n+ ⌈log2 n⌉ − 2 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. ÷ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÅÇÏ ÉÓ�ÏÌ-ÎÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÏ ki ËÁÍÎÅÊ-ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, �ÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅ iÉÇÒ-ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ. (ëÏÓ×ÅÎÎÙÅ �ÒÏÉÇÒÙÛÉ | ÅÓÌÉ a �ÒÏÉÇÒÁÌ b, Á b �ÒÏ-ÉÇÒÁÌ 
, | ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ.) ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ki �Ï ×ÓÅÍ iÒÁ×ÎÁ ÞÉÓÌÕ ÉÇÒ, ÔÁË ËÁË �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÊ ÉÇÒÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ki Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ.ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁËÏ× ÂÙ ÎÉ ÂÙÌ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÒÉÎÅÕÄÁÞÎÙÈ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ ÉÇÒ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïk1 + k2 > n+ ⌈log2 n⌉ − 2. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÌÉÄÅÒÁÍÉ� ÔÅÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×,ËÏÔÏÒÙÅ ÅÝ£ ÎÉËÏÍÕ ÎÅ �ÒÏÉÇÒÁÌÉ. ÷ ÎÁÞÁÌÅ ÉÈ n, Á × ËÏÎ�Å ÏÓÔÁ£ÔÓÑÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÌÉÄÅÒ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÌÉÄÅÒÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÂÅÄÉÔÅ-ÌÅÍ). ðÏÜÔÏÍÕ k1 > n− 1 (×ÓÅ ÉÇÒÏËÉ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ, ËÏÍÕ-ÔÏ �ÒÏÉÇÒÁ-ÌÉ). ïÂßÑÓÎÉÍ, ËÁË ÎÁÄÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÍÁÔÞÅÊ, ÞÔÏÂÙ ÄÏÂÉÔØÓÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á k2 > ⌈log2 n⌉ − 1. òÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÓÔÒÅÞÉ Ä×ÕÈ ÎÅ-ÌÉÄÅÒÏ× ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎ ÌÀÂÙÍ. åÓÌÉ ÌÉÄÅÒ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Ó ÎÅ-ÌÉÄÅÒÏÍ, ÔÏ ×Ù-ÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÌÉÄÅÒ. ðÒÉ ×ÓÔÒÅÞÅ Ä×ÕÈ ÌÉÄÅÒÏ× ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÂÏÌÅÅ Ï�ÙÔÎÙÊ,ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÔ, ËÔÏ ×ÙÉÇÒÁÌ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÂÏÌØÛÅ ÉÇÒ (�ÒÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å |ÌÀÂÏÊ).þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÉÓËÏÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÎÁ k2, ××ÅÄ£Í ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÏÄÞÉÎÅÎÉÑ, ÓÞÉÔÁÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊÉÇÒÏË × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÇÒÙ �ÏÄÞÉÎ£Î ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÌÉÄÅÒÕ. ÷ ÎÁÞÁ-ÌÅ ËÁÖÄÙÊ ÓÁÍ ÓÅÂÅ ÌÉÄÅÒ É �ÏÄÞÉÎ£Î ÔÏÌØËÏ ÓÅÂÅ. ðÒÉ ×ÓÔÒÅÞÅ ÌÉÄÅÒÁÓ ÎÅ-ÌÉÄÅÒÏÍ (ÉÌÉ Ä×ÕÈ ÎÅ-ÌÉÄÅÒÏ×) �ÏÄÞÉÎÅÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ; �ÒÉ ×ÓÔÒÅ-ÞÅ Ä×ÕÈ ÌÉÄÅÒÏ× �ÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÊ É ×ÓÅ ÅÇÏ �ÏÄÞÉÎ£ÎÎÙÅ �ÅÒÅ�ÏÄÞÉÎÑÀÔÓÑ×ÙÉÇÒÁ×ÛÅÍÕ.ìÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÌÉÄÅÒ ×ÙÉÇÒÁÌ k ÉÇÒ, ÔÏ ÇÒÕ�-�Á ÅÇÏ �ÏÄÞÉÎ£ÎÎÙÈ (×ËÌÀÞÁÑ ÅÇÏ ÓÁÍÏÇÏ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2k ÞÅÌÏ×ÅË.÷ÎÁÞÁÌÅ k = 0 É × ÅÇÏ ÇÒÕ��Å ÔÏÌØËÏ ÏÎ ÓÁÍ. åÓÌÉ ÌÉÄÅÒ ×ÙÉÇÒÁÌ k ÉÇÒÉ �ÏÂÅÖÄÁÅÔ ÌÉÄÅÒÁ, ×ÙÉÇÒÁ×ÛÅÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k ÉÇÒ, ÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÇÒÕ��ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2k ÉÇÒÏËÏ×, Á × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2k+1 ÉÇÒÏËÏ×.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ÔÕÒÎÉÒÁ ÌÉÄÅÒ ×ÙÉÇÒÁÌ ÎÅ ÍÅÎÅÅ
⌈log2 n⌉ ÉÇÒ, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÅÇÏ ÇÒÕ��Å ×ÓÅ n ÉÇÒÏËÏ×. ÷ÓÅ �ÏÂÅÖÄ£ÎÎÙÅÉÍ, ËÒÏÍÅ ×ÔÏÒÏÇÏ �Ï ÓÉÌÅ ÉÇÒÏËÁ, �ÒÏÉÇÒÁÌÉ ÅÝ£ ËÏÍÕ-ÔÏ (ÉÎÁÞÅ �Ï-ÞÅÍÕ ÍÙ Õ×ÅÒÅÎÙ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÅ ×ÔÏÒÙÅ �Ï ÓÉÌÅ?). ïÔÓÀÄÁ É �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÔÒÅÂÕÅÍÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÎÁ k2. �



88 4. óÏÒÔÉÒÏ×ËÁ4.5.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÅÎËÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ × ÓÉÌÅ,ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÌÉÛØ ×ÔÏÒÏÊ �Ï ×ÅÓÕ ËÁÍÅÎØ, Á ÓÁÍÙÊ ÔÑÖ£ÌÙÊÉÓËÁÔØ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ.[õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ �Ï ÏËÏÎÞÁÎÉÀ ÔÕÒÎÉÒÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÓÑ ×ÔÏÒÏÊ �Ï ÓÉ-ÌÅ ÉÇÒÏË, ÔÏ ÏÎ ËÏÍÕ-ÔÏ �ÒÏÉÇÒÁÌ (ÏÔËÕÄÁ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÎÁÞÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ�ÅÒ×ÙÊ?), É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ É �ÏÂÅÄÉÔÅÌØ.℄ �4.5.8. äÁÎÏ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �Ï ×ÅÓÕ ËÁÍÎÅÊ É ÞÉÓÌÏ k (ÏÔ 1 ÄÏ n). �ÒÅÂÕ-ÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ k-Ê �Ï ×ÅÓÕ ËÁÍÅÎØ, ÓÄÅÌÁ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ Cn ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ, ÇÄÅ C |ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ k É n.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÏÒÔÉÒÏ×ËÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÚÁ Cn logn ×Ú×ÅÛÉ-×ÁÎÉÊ. õËÁÚÁÎÉÅ Ë ÜÔÏÊ (ÔÒÕÄÎÏÊ) ÚÁÄÁÞÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × ÇÌÁ×Å �ÒÏ ÒÅËÕÒ-ÓÉÀ. �óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.4.5.9. éÍÅÅÔÓÑ n ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÎÁ ×ÉÄ ËÁÍÎÅÊ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ �Ï ×ÅÓÕ. éÍÅÅÔÓÑ �ÒÉÂÏÒ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ �Ï Ä×ÕÍËÁÍÎÑÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÏÄÉÎÁËÏ×Ù ÏÎÉ ÉÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ (ÎÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÑÝÉÊ,ËÁËÏÊ ÔÑÖÅÌÅÅ). éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ËÁÍÎÅÊ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï (ÂÏÌÅÅn=2) ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ. óÄÅÌÁ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎËÁÍÅÎØ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á. (ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÅ. åÓÌÉ Ä×Á ËÁÍÎÑ ÏÄÉ-ÎÁËÏ×ÙÅ, ÜÔÏ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÉÈ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ Ë ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Õ.)[õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÁÍÎÑ, ÔÏ ÉÈ ÏÂÁ ÍÏÖÎÏ×ÙÂÒÏÓÉÔØ | ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ �ÌÏÈÏÊ É ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÏÓÔÁÎÅÔÓÑÂÏÌØÛÉÎÓÔ×ÏÍ.℄òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ ËÁÍÎÉ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ, ÈÒÁÎÑ × �Å-ÒÅÍÅÎÎÏÊ i ÞÉÓÌÏ �ÒÏÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ËÁÍÎÅÊ. (óÞÉÔÁÅÍ ËÁÍÎÉ �ÒÏÎÕÍÅÒÏ-×ÁÎÎÙÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n.) ðÏÍÉÍÏ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÈÒÁÎÉÔ ÎÏÍÅÒ �ÔÅËÕÝÅÇÏËÁÎÄÉÄÁÔÁ� 
 É ÅÇÏ �ËÒÁÔÎÏÓÔØ� k. óÍÙÓÌ ÜÔÉÈ ÎÁÚ×ÁÎÉÊ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ (é):ÅÓÌÉ Ë ÎÅ�ÒÏÓÍÏÔÒÅÎÎÙÍ ËÁÍÎÑÍ (Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i+1 : : : n) ÄÏ-ÂÁ×ÉÌÉ ÂÙ k ËÏ�ÉÊ 
-ÇÏ ËÁÍÎÑ, ÔÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÙÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈÂÙÌ ÂÙ ÔÁËÏÊ ÖÅ ËÁÍÅÎØ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á.ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ:k:=0; i:=0;{(é)}while i<>n do beginif k=0 then begin



4.5. òÏÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÅ ÚÁÄÁÞÉ 89k:=1; 
:=i+1; i:=i+1;end else if (i+1-ÙÊ ËÁÍÅÎØ ÏÄÉÎÁËÏ× Ó 
-ÙÍ) then begini:=i+1; k:=k+1;{ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÊ ËÁÍÅÎØ ÉÄÅÁÌØÎÙÍ}end else begini:=i+1; k:=k-1;{×ÙËÉÄÙ×ÁÅÍ ÏÄÉÎ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÊ É ÏÄÉÎ ÉÄÅÁÌØÎÙÊ ËÁÍÅÎØ}end;end;ÉÓËÏÍÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 
-ÙÊ ËÁÍÅÎØúÁÍÅÞÁÎÉÅ.ðÏÓËÏÌØËÕ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÒ£È ×ÁÒÉÁÎÔÁÈ ×ÙÂÏÒÁ ÓÔÏÉÔ ËÏÍÁÎÄÁi:=i+1, Å£ ÍÏÖÎÏ ×ÙÎÅÓÔÉ ÎÁÒÕÖÕ. �úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÎÁÉÂÏ-ÌÅÅ ÞÁÓÔÏÇÏ ËÁÍÎÑ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÎÉËÁËÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑË ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÅ.4.5.10. éÍÅÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á a[1..n,1..n℄. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i ÓÔÒÏËÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ i ÚÁ�ÏÌÎÅÎÁ ÏÄÎÉÍÉ ÎÕÌÑÍÉ, Á ÓÔÏÌ-ÂÅ� Ó ÎÏÍÅÒÏÍ i | ÏÄÎÉÍÉ ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÇÄÅ ÓÔÏÉÔ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÞÔÏ). îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÏÅ i (ÏÎÏ, ÏÞÅ-×ÉÄÎÏ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ). þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ n. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÔÁÂÌÉ�Å.)[õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ a[i℄[j℄ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ� i Ó jÉ ×Ó�ÏÍÎÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÁÍÙÊ ÔÑÖ£ÌÙÊ ÉÚ n ËÁÍÎÅÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÚÁ n ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁÂÌÉ�Á ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ �ÔÒÁÎÚÉÔÉ×-ÎÏÊ�, ÎÏ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ �ÒÉ �ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ� Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔ-�ÁÄÁÅÔ.)℄ �



5. ëïîåþîùå á÷�ïíá�ùé ïâòáâï�ëá �åëó�ï÷5.1. óÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ, ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ É Ô. �.5.1.1. ÷ ÔÅËÓÔÅ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÏÓØ Ä×ÕÍÑ ÉÄÕÝÉÍÉ�ÏÄÒÑÄ Ú×£ÚÄÏÞËÁÍÉ. òÅÛÅÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÜÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ^ (ÔÁË ÞÔÏ,Ë �ÒÉÍÅÒÕ, x**y ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ x^y). ëÁË ÜÔÏ �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ? éÓ-ÈÏÄÎÙÊ ÔÅËÓÔ ÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌ ÚÁ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÔÅËÓÔ ÔÒÅ-ÂÕÅÔÓÑ �ÅÞÁÔÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌ ÚÁ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ.òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ Ä×ÕÈÓÏÓÔÏÑÎÉÊ: �ÏÓÎÏ×ÎÏÅ� É ��ÏÓÌÅ� (Ú×£ÚÄÏÞËÉ):óÏÓÔÏÑÎÉÅ ïÞÅÒÅÄÎÏÊ îÏ×ÏÅ äÅÊÓÔ×ÉÅ×ÈÏÄÎÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÏÓÎÏ×ÎÏÅ * �ÏÓÌÅ ÎÅÔÏÓÎÏ×ÎÏÅ x 6= * ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÅÞÁÔÁÔØ x�ÏÓÌÅ * ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÅÞÁÔÁÔØ ^�ÏÓÌÅ x 6= * ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÅÞÁÔÁÔØ *, xåÓÌÉ × ËÏÎ�Å ÔÅËÓÔÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ��ÏÓÌÅ�, ÔÏÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ Ú×£ÚÄÏÞËÕ (É ËÏÎÞÉÔØ ÒÁÂÏÔÕ). �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁÛÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÚÁÍÅÎÑÅÔ *** ÎÁ ^* (ÎÏ ÎÅ ÎÁ *^). ÷ ÕÓ-ÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÍÙ ÎÅ ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÌÉ ÄÅÔÁÌÅÊ, ËÁË ÜÔÏ ÞÁÓÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ |�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ �ÄÏÌÖÎÁ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÒÁÚÕÍÎÏ�. ÷ ÄÁÎ-ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, �ÏÖÁÌÕÊ, ÓÁÍÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ËÁË �ÒÏÇÒÁÍÍÁÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ | ÜÔÏ Ï�ÉÓÁÔØ Å£ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ É ÄÅÊÓÔ×ÉÑ × ÎÉÈ.5.1.2. îÁ�ÉÛÉÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ÕÄÁÌÑÀÝÕÀ ÉÚ ÔÅËÓÔÁ ×ÓÅ �ÏÄÓÌÏ×Á ×É-ÄÁ ab
. �



5.1. óÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ, ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ É Ô. �. 915.1.3. ÷ �ÁÓËÁÌÅ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ ÚÁËÌÀÞÁÀÔÓÑ × ÆÉÇÕÒÎÙÅ ÓËÏÂËÉ:begin {ÎÁÞÁÌÏ �ÉËÌÁ}i:=i+1; {Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÍ i ÎÁ 1}îÁ�ÉÛÉÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÄÁÌÑÌÁ ÂÙ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ É ×ÓÔÁ×ÌÑÌÁ ÂÙ×ÍÅÓÔÏ ÉÓËÌÀÞ£ÎÎÏÇÏ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑ �ÒÏÂÅÌ (ÞÔÏÂÙ 1{ÏÄÉÎ}2 �ÒÅ×ÒÁÔÉ-ÌÏÓØ ÎÅ × 12, Á × 1 2).òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ: �ÏÓÎÏ×ÎÏÅ� É �×ÎÕÔÒÉ�(ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑ).óÏÓÔÏÑÎÉÅ ïÞÅÒÅÄÎÏÊ îÏ×ÏÅ äÅÊÓÔ×ÉÅ×ÈÏÄÎÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÏÓÎÏ×ÎÏÅ { ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÔÏÓÎÏ×ÎÏÅ x 6= { ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÅÞÁÔÁÔØ x×ÎÕÔÒÉ } ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÅÞÁÔÁÔØ �ÒÏÂÅÌ×ÎÕÔÒÉ x 6= } ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÔ �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÅ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÌÏÖÅÎÎÙÅ ËÏÍÍÅÎÔÁ-ÒÉÉ: ÓÔÒÏËÁ ×ÒÏÄÅ{{ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ ×ÎÕÔÒÉ} ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑ}�ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ ×ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑ}(× ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÏÑÔ Ä×Á �ÒÏÂÅÌÁ). ïÂÒÁÂÏÔËÁ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÅ×ËÏÎÅÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁ (ÎÕÖÎÏ ��ÏÍÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÓËÏÂÏË� |Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ �ÏÍÅÝÁÅÔÓÑ × ËÏÎÅÞÎÕÀ �ÁÍÑÔØ).5.1.4. ÷ �ÁÓËÁÌÅ×ÓËÉÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÈ ÂÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÓÔÒÏËÉ, ÚÁËÌÀÞ£Î-ÎÙÅ × ËÁ×ÙÞËÉ. åÓÌÉ ÆÉÇÕÒÎÁÑ ÓËÏÂËÁ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÓÔÒÏËÉ, ÔÏÏÎÁ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÞÁÌÁ ÉÌÉ ËÏÎ�Á ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑ. ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ËÁ×ÙÞ-ËÁ × ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÞÁÌÁ ÉÌÉ ËÏÎ�Á ÓÔÒÏËÉ. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔØ�ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÕÞÅÓÔØ?[õËÁÚÁÎÉÅ. óÏÓÔÏÑÎÉÊ ÂÕÄÅÔ ÔÒÉ: ÏÓÎÏ×ÎÏÅ, ×ÎÕÔÒÉ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑ,×ÎÕÔÒÉ ÓÔÒÏËÉ.℄ �5.1.5. åÝ£ ÏÄÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÉÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÊ �ÁÓËÁÌÑ | ÜÔÏËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ ×ÉÄÁi:=i+1; (* here i is in
reased by 1 *)�ÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁËÒÙ×ÁÀÝÁÑ ÓËÏÂËÁ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÏÔËÒÙ×ÁÀÝÅÊ(ÔÏ ÅÓÔØ {: : : *) ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ). ëÁË ÕÄÁÌÑÔØ ÔÁËÉÅ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ? �



92 5. ëÏÎÅÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ É ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ÔÅËÓÔÏ×5.2. ÷×ÏÄ ÞÉÓÅÌðÕÓÔØ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ �ÏÄÁ£ÔÓÑ ÎÁ ×ÈÏÄ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÓÉÍ×ÏÌÚÁ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ. íÙ ÈÏÔÉÍ ��ÒÏÞÅÓÔØ� ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ (�ÏÍÅÓÔÉÔØ × �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀÔÉ�Á real ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÄÏ ÓÏÏÂÝÉÔØ ÏÂ ÏÛÉÂËÅ, ÅÓÌÉÞÉÓÌÏ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ.âÏÌÅÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ ÔÁËÕÀ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÎÁ ×ÈÏÄÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÕÀ É ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔÉ.íÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ Next:
har, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁ£Ô �ÅÒ×ÙÊÓÉÍ×ÏÌ ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÏÊ Move, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÂÉÒÁÅÔ�ÅÒ×ÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ, �ÅÒÅ×ÏÄÑ ÅÇÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ �ÒÏÞÉ-ÔÁÎÎÙÈ. �ÒÏÞÉÔÁÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ Next ? ?âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓØÀ ÔÁËÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÓÉÍ×ÏÌÏ×:
〈0 ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÂÅÌÏ×〉 〈1 ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ �ÉÆÒ〉;Á ÔÁËÖÅ ÔÁËÕÀ:

〈0 ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÂÅÌÏ×〉 〈1 ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ �ÉÆÒ〉.〈1 ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ �ÉÆÒ〉:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ1. .1 1. 1 -1.1ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÍÉ ÚÁ�ÉÓÑÍÉ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÚÁÄÁÞÕÔÏÞÎÏ:5.2.1. ðÒÏÞÔÉÔÅ ÉÚ ×ÈÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÁÞÁÓÔØ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓØÀ ÉÌÉ ÎÅÔ.òÅÛÅÎÉÅ. úÁ�ÉÛÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÎÁ �ÁÓËÁÌÅ (ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ��ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊÔÉ�� ÄÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ÚÁ�ÉÓÉ: �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ state ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÏÄÎÏÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÕËÁÚÁÎÎÙÈ × ÓËÏÂËÁÈ).var state:(A

ept, Error, Initial, IntPart, De
Point, Fra
Part);state := Initial;



5.2. ÷×ÏÄ ÞÉÓÅÌ 93while (state <> A

ept) or (state <> Error) do beginif state = Initial then beginif Next = ' ' then beginstate := Initial; Move;end else if Digit(Next) then beginstate := IntPart; {�ÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌÁ �ÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ}Move;end else beginstate := Error;end;end else if state = IntPart then beginif Digit (Next) then beginstate := IntPart; Move;end else if Next = '.' then beginstate := De
Point; {�ÏÓÌÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ}Move;end else beginstate := A

ept;end;end else if state = De
Point then beginif Digit (Next) then beginstate := Fra
Part; Move;end else beginstate := Error; {ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÈÏÔØ ÏÄÎÁ �ÉÆÒÁ}end;end else if state = Fra
Part then beginif Digit (Next) then beginstate := Fra
Part; Move;end else beginstate := A

ept;end;end else if{ÔÁËÏÇÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ}end;end;úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ state:=A

ept É state:=Error ÎÅ ÓÏ�ÒÏ-×ÏÖÄÁÀÔÓÑ ÓÄ×ÉÇÏÍ (ÓÉÍ×ÏÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÞÁÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ, ÎÅÚÁÂÉÒÁÅÔÓÑ). �ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÅ ÚÁ�ÏÍÉÎÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.5.2.2. òÅÛÉÔÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅÍ:ÅÓÌÉ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÙÊ ËÕÓÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓØÀ, ÔÏ × �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÕÀ val:real ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÍÅÓÔÉÔØ Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.



94 5. ëÏÎÅÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ É ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ÔÅËÓÔÏ×òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉ ÞÔÅÎÉÉ ÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ step ÈÒÁÎÉÔ ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌØ �ÒÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ �ÉÆÒÅ.state := Initial; val:= 0;while (state <> A

ept) or (state <> Error) do beginif state = Initial then beginif Next = ' ' then beginstate := Initial; Move;end else if Digit(Next) then beginstate := IntPart; {�ÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌÁ �ÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ}val := DigitValue (Next); Move;end else beginstate := Error;end;end else if state = IntPart then beginif Digit (Next) then beginstate := IntPart; val := 10*val + DigitVal(Next);Move;end else if Next = '.' then beginstate := De
Point; {�ÏÓÌÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ}step := 0.1;Move;end else beginstate := A

ept;end;end else if state = De
Point then beginif Digit (Next) then beginstate := Fra
Part;val := val + DigitVal(Next)*step; step := step/10;Move;end else beginstate := Error; {ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÈÏÔØ ÏÄÎÁ �ÉÆÒÁ}end;end else if state = Fra
Part then beginif Digit (Next) then beginstate := Fra
Part;val := val + DigitVal(Next)*step; step := step/10;Move;end else beginstate := A

ept;end;end else if{ÔÁËÏÇÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ}end;end; �



5.2. ÷×ÏÄ ÞÉÓÅÌ 955.2.3. �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÅÓÌÉ �ÅÒÅÄ ÞÉÓÌÏÍ ÍÏÖÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÚÎÁË - ÉÌÉÚÎÁË + (Á ÍÏÖÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓÔÏÑÔØ).æÏÒÍÁÔ ÞÉÓÅÌ × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÏÂÙÞÎÏ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀÔ ÔÁËÏÊ ËÁÒÔÉÎ-ËÏÊ: +- 〈�ÉÆÒÁ〉 . 〈�ÉÆÒÁ〉
-

- -

�

� �5.2.4. �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÅÓÌÉ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ �ÏÓÌÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÅÔ ÓÔÏÑÔØ�ÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÄÅÓÑÔÉ, ËÁË × 254E-4 (= 0:0254) ÉÌÉ × 0.123E+9(= 123 000 000). îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ. �5.2.5. þÔÏ ÎÁÄÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ × �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ ×ÙÛÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÅ, ÞÔÏÂÙÒÁÚÒÅÛÉÔØ �ÕÓÔÙÅ �ÅÌÕÀ É ÄÒÏÂÎÕÀ ÞÁÓÔÉ (ËÁË × �1.�, �.1� ÉÌÉ ÄÁ-ÖÅ �.� | �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÞÉÔÁÅÍ ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ)? �íÙ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ËÏÎÅÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÁÍ × ÇÌÁ×Å 10 (óÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚ-�ÏÍ).



6. �éðù äáîîùè6.1. óÔÅËÉðÕÓÔØ T | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÔÉ�. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ × �ÁÓËÁÌÅ)ÔÉ� �ÓÔÅË ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÉ�Á T�. åÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÉ�Á T.ï�ÅÒÁ�ÉÉ:
• óÄÅÌÁÔØ �ÕÓÔÙÍ (var s: ÓÔÅË ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÉ�Á T)
• äÏÂÁ×ÉÔØ (t:T; var s: ÓÔÅË ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÉ�Á T)
• ÷ÚÑÔØ (var t:T; var s: ÓÔÅË ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÉ�Á T)
• ðÕÓÔ (s: ÓÔÅË ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÉ�Á T): boolean
• ÷ÅÒÛÉÎÁ (s: ÓÔÅË ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÉ�Á T): T(íÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÎÁ�ÏÍÉÎÁÀÝÉÍÉ �ÁÓËÁÌØ, ÈÏÔÑ ×�ÁÓËÁÌÅ ÔÉ�Á �ÓÔÅË� ÎÅÔ.) ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ �óÄÅÌÁÔØ �ÕÓÔÙÍ� ÄÅÌÁÅÔ ÓÔÅË s�ÕÓÔÙÍ. ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ �äÏÂÁ×ÉÔØ� ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔ t × ËÏÎÅ� �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ s. ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ �÷ÚÑÔØ� �ÒÉÍÅÎÉÍÁ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ s ÎÅ�Õ-ÓÔÁ; ÏÎÁ ÚÁÂÉÒÁÅÔ ÉÚ ÎÅ£ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ �ðÕÓÔ(s)� ÉÓÔÉÎÎÏ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ s �ÕÓÔÁ. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ �÷ÅÒÛÉÎÁ(s)� Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ s ÎÅ�ÕÓÔÁ, É ÒÁ×ÎÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ s.íÙ �ÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÔÅË × �ÁÓËÁÌÅ É ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÎÕÖÅÎ.íÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓÔÅËÁ × ÍÁÓÓÉ×ÅâÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÓÔÅËÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n. �ÏÇÄÁ ÓÔÅË ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ Ä×ÕÈ



6.1. óÔÅËÉ 97�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ:óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ: array [1..n℄ of T;äÌÉÎÁ: integer;ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ × ÓÔÅËÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙóÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [1℄,...,óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [äÌÉÎÁ℄.
• þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÔÅË �ÕÓÔÙÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØäÌÉÎÁ := 0
• äÏÂÁ×ÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ t:{äÌÉÎÁ < n}äÌÉÎÁ := äÌÉÎÁ+1;óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [äÌÉÎÁ℄ :=t;
• ÷ÚÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ × �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ t:{äÌÉÎÁ > 0}t := óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [äÌÉÎÁ℄;äÌÉÎÁ := äÌÉÎÁ - 1;
• óÔÅË �ÕÓÔ, ÅÓÌÉ äÌÉÎÁ = 0.
• ÷ÅÒÛÉÎÁ ÓÔÅËÁ ÒÁ×ÎÁ óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [äÌÉÎÁ℄.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÍÅÓÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÉ�Á ÓÔÅË × �ÒÏÇÒÁÍÍÅ ÎÁ �Á-ÓËÁÌÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ Ä×Å �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ É äÌÉÎÁ. íÏÖÎÏÔÁËÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÉ� sta
k, ÚÁ�ÉÓÁ×
onst N = ...typesta
k = re
ordóÏÄÅÒÖÁÎÉÅ: array [1..N℄ of T;äÌÉÎÁ: integer;end;(íÙ �ÏÚ×ÏÌÑÅÍ ÓÅÂÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÉÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÒÕÓÓËÉÈ ÂÕË×,ÈÏÔÑ ÏÂÙÞÎÏ �ÁÓËÁÌØ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÌÀÂÉÔ.) ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ | × ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ �ÁÓËÁÌÑ | Ï�ÉÓÁÎÙ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏ ÓÔÅ-ËÏÍ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØpro
edure äÏÂÁ×ÉÔØ (t: T; var s: sta
k);begin{s.äÌÉÎÁ < N}s.äÌÉÎÁ := s.äÌÉÎÁ + 1;s.óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [s.äÌÉÎÁ℄ := t;end;



98 6. �É�Ù ÄÁÎÎÙÈéÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÅËÁâÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔËÒÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ É ÚÁËÒÙ-×ÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÕÇÌÙÈ É Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂÏË ( ) [ ℄. óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ×ÙÄÅÌÉÍ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ | ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ�ÏÌÕÞÅÎÙ �Ï ÔÁËÉÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ:
• �ÕÓÔÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÁ.
• ÅÓÌÉ A É B �ÒÁ×ÉÌØÎÙ, ÔÏ É AB �ÒÁ×ÉÌØÎÁ.
• ÅÓÌÉ A �ÒÁ×ÉÌØÎÁ, ÔÏ [A℄ É (A) �ÒÁ×ÉÌØÎÙ.ðÒÉÍÅÒ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (), [[℄℄, [()[℄()℄[ ℄ �ÒÁ×ÉÌØÎÙ, Á�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ℄, )(, (℄, ([)℄ | ÎÅÔ.6.1.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÚÁ ×ÒÅÍÑ, ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ Å£ ÄÌÉÎÕ. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ:( 1[ 2) −1℄ −2òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ a[1℄. . .a[n℄ | �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.òÁÚÒÅÛÉÍ ÈÒÁÎÉÔØ × ÓÔÅËÅ ÏÔËÒÙ×ÁÀÝÉÅÓÑ ËÒÕÇÌÙÅ É Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂ-ËÉ (Ô. Å. 1 É 2).÷ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÅË ÄÅÌÁÅÍ �ÕÓÔÙÍ. äÁÌÅÅ �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï. ÷ÓÔÒÅÔÉ× ÏÔËÒÙ×ÁÀÝÕÀÓÑ ÓËÏÂËÕ (ËÒÕÇÌÕÀÉÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ), �ÏÍÅÝÁÅÍ Å£ × ÓÔÅË. ÷ÓÔÒÅÔÉ× ÚÁËÒÙ×ÁÀÝÕÀÓÑ, �ÒÏ-×ÅÒÑÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÔÅËÁ | �ÁÒÎÁÑ ÅÊ ÓËÏÂËÁ; ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÁ, ÅÓÌÉ ÓËÏÂËÁ�ÁÒÎÁÑ, ÔÏ ÚÁÂÅÒ£Í Å£ (×ÅÒÛÉÎÕ) ÉÚ ÓÔÅËÁ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÁ, ÅÓÌÉ × ËÏÎ�Å ÓÔÅË ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÓÔ.óÄÅÌÁÔØ_�ÕÓÔÙÍ (s);i := 0; ïÂÎÁÒÕÖÅÎÁ_ÏÛÉÂËÁ := false;{�ÒÏÞÉÔÁÎÏ i ÓÉÍ×ÏÌÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ}while (i < n) and not ïÂÎÁÒÕÖÅÎÁ_ÏÛÉÂËÁ do begini := i + 1;if (a[i℄ = 1) or (a[i℄ = 2) then beginäÏÂÁ×ÉÔØ (a[i℄, s);end else begin {a[i℄ ÒÁ×ÎÏ -1 ÉÌÉ -2}



6.1. óÔÅËÉ 99if ðÕÓÔ (s) then beginïÂÎÁÒÕÖÅÎÁ_ÏÛÉÂËÁ := true;end else begin÷ÚÑÔØ (t, s);ïÂÎÁÒÕÖÅÎÁ_ÏÛÉÂËÁ := (t <> - a[i℄);end;end;end;ðÒÁ×ÉÌØÎÏ := (not ïÂÎÁÒÕÖÅÎÁ_ÏÛÉÂËÁ) and ðÕÓÔ (s);õÂÅÄÉÍÓÑ × �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ.(1) åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ, ÔÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÄÁÓÔ ÏÔ×ÅÔ �ÄÁ�. üÔÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ �ÒÁ-×ÉÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. îÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÄÌÑ �ÕÓÔÏÊ, ÄÌÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ AB × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ A É B ÕÖÅ �ÒÏ×ÅÒÅÎÏ,É, ÎÁËÏÎÅ�, ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ [A℄ É (A) | × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ,ÞÔÏ ÄÌÑ A ÕÖÅ �ÒÏ×ÅÒÅÎÏ. äÌÑ �ÕÓÔÏÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. äÌÑ AB ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÙ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ËÁË ÄÌÑ A É ËÏÎÞÁÀÔÓÑ Ó �ÕÓÔÙÍ ÓÔÅËÏÍ; ÚÁÔÅÍ ×Ó£�ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ËÁË ÄÌÑ B. äÌÑ [A℄ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÏÍÅÝÁÅÔÓÑ × ÓÔÅË ÏÔËÒÙ×ÁÀ-ÝÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÓËÏÂËÁ É ÚÁÔÅÍ ×Ó£ ÉÄ£Ô ËÁË ÄÌÑ A | Ó ÔÏÊ ÒÁÚÎÉ�ÅÊ,ÞÔÏ × ÇÌÕÂÉÎÅ ÓÔÅËÁ ÌÅÖÉÔ ÌÉÛÎÑÑ ÓËÏÂËÁ. ðÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ A ÓÔÅË ÓÔÁ-ÎÏ×ÉÔÓÑ �ÕÓÔÙÍ | ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÏÊ ÓËÏÂËÉ | Á ÚÁÔÅÍ É ÓÏ×ÓÅÍ�ÕÓÔÙÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ (A).(2) ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ Ó ÏÔ×ÅÔÏÍ �ÄÁ�,ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÁ. òÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÄÌÉÎÅ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÒÏÓÌÅÄÉÍ ÚÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÓÔÅËÁ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ�ÒÏÇÒÁÍÍÙ. åÓÌÉ ÏÎ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ �ÕÓÔ, ÔÏ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ�ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ �ÄÁ�; ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍÉÎÄÕË�ÉÉ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ÓÔÅË ×Ó£ ×ÒÅÍÑ ÎÅ�ÕÓÔ.üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ �ÏÌÏÖÅÎÎÁÑ × ÎÅÇÏ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ ÓËÏÂËÁ ÂÕÄÅÔ ×ÙÎÕ-ÔÁ ÌÉÛØ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÛÁÇÅ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÅÒ×ÙÊ É �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÉÍ×ÏÌÙ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ �ÁÒÎÙÅ ÓËÏÂËÉ, É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ×ÉÄ (A) ÉÌÉ [A℄, Á ÒÁÂÏÔÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ (ËÒÏÍÅ �ÅÒ×ÏÇÏ É �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏÛÁÇÏ×) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ Å£ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁ A ÌÉÛØ ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÌÉÛÎÅÊ ÓËÏÂËÉÎÁ ÄÎÅ ÓÔÅËÁ (ÒÁÚ Å£ ÎÅ ×ÙÎÉÍÁÀÔ, ÏÎÁ ÎÉËÁË ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÒÁÂÏÔÕ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÙ). óÎÏ×Á ÓÓÙÌÁÅÍÓÑ ÎÁ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ. �6.1.2. ëÁË Õ�ÒÏÓÔÉÔÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ËÒÕÇÌÙÅ ÓËÏÂËÉ?



100 6. �É�Ù ÄÁÎÎÙÈòÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔ ÓÔÅËÁ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÌÉÛØ ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ, É ÍÙ ÆÁË-ÔÉÞÅÓËÉ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ: �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÒÕÇ-ÌÙÈ ÓËÏÂÏË �ÒÁ×ÉÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × ÌÀÂÏÍ Å£ ÎÁÞÁÌØ-ÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁËÒÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÓËÏÂÏË ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ ÏÔËÒÙ-×ÁÀÝÉÈÓÑ, Á ÄÌÑ ×ÓÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ. �6.1.3. òÅÁÌÉÚÕÊÔÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÄÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á Ä×Á ÓÔÅËÁ, ÓÕÍÍÁÒ-ÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÄÌÉÎÏÊ ÍÁÓÓÉ×Á; ×ÓÅÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÏ ÓÔÅËÁÍÉ ÄÏÌÖÎÙ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÚÁ ×ÒÅÍÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÏÊ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÓÔÅËÏ×.òÅÛÅÎÉÅ. óÔÅËÉ ÄÏÌÖÎÙ ÒÁÓÔÉ Ó ËÏÎ�Ï× ÍÁÓÓÉ×Á ÎÁ×ÓÔÒÅÞÕ ÄÒÕÇÄÒÕÇÕ: �ÅÒ×ÙÊ ÄÏÌÖÅÎ ÚÁÎÉÍÁÔØ ÍÅÓÔÁóÏÄÅÒÖÁÎÉÅ[1℄ : : : óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ[äÌÉÎÁ1℄;Á ×ÔÏÒÏÊ | óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ[n℄ : : :óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ[n-äÌÉÎÁ2+1℄(×ÅÒÛÉÎÙ ÏÂÏÉÈ ÓÔÅËÏ× ÚÁ�ÉÓÁÎÙ �ÏÓÌÅÄÎÉÍÉ). �6.1.4. òÅÁÌÉÚÕÊÔÅ k ÓÔÅËÏ× Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÔÉ�Á T, ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n, Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÁÓÓÉ×Ï× ÓÕÍ-ÍÁÒÎÏÊ ÄÌÉÎÙ C(n + k), ÚÁÔÒÁÞÉ×ÁÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÓÏ ÓÔÅËÁÍÉ(ËÒÏÍÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÄÅÌÁÀÝÉÈ ×ÓÅ ÓÔÅËÉ �ÕÓÔÙÍÉ) ×ÒÅÍÑ ÎÅÂÏÌÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C. (ëÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÏÂÝÁÑ ÄÌÉÎÁ ÍÁÓÓÉ×Ï×ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ O(m+ n), a ×ÒÅÍÑ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ | O(1).)òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÑÅÍÙÊ ÍÅÔÏÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÓÓÙÌÏÞÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ�.ïÎ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÔÒÉ ÍÁÓÓÉ×Á:óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ: array [1..n℄ of T;óÌÅÄÕÀÝÉÊ: array [1..n℄ of 0..n;÷ÅÒÛÉÎÁ: array [1..k℄ of 0..n.õÄÏÂÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÍÁÓÓÉ× óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ËÁË n ÑÞÅÅË Ó ÎÏÍÅÒÁ-ÍÉ 1 : : : n, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÉ�Á T. íÁÓÓÉ×óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÉÚÏÂÒÁÚÉÍ × ×ÉÄÅ ÓÔÒÅÌÏË, �ÒÏ×ÅÄÑ ÓÔÒÅÌËÕ ÉÚ i × j, ÅÓ-ÌÉ óÌÅÄÕÀÝÉÊ[i℄=j. (åÓÌÉ óÌÅÄÕÀÝÉÊ[i℄=0, ÓÔÒÅÌÏË ÉÚ i ÎÅ �ÒÏ×Ï-ÄÉÍ.) óÏÄÅÒÖÉÍÏÅ s-ÇÏ ÓÔÅËÁ (s ∈ 1 : : :k) ÈÒÁÎÉÔÓÑ ÔÁË: ×ÅÒÛÉÎÁ ÒÁ×ÎÁóÏÄÅÒÖÁÎÉÅ[÷ÅÒÛÉÎÁ[s℄℄, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ s-ÇÏ ÓÔÅËÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ,ÉÄÑ �Ï ÓÔÒÅÌËÁÍ | ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÏÎÉ ÎÅ ËÏÎÞÁÔÓÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ(s-Ê ÓÔÅË �ÕÓÔ)⇔ ÷ÅÒÛÉÎÁ[s℄=0:



6.1. óÔÅËÉ 101óÔÒÅÌÏÞÎÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ÷ÅÒÛÉÎÁ[1℄; : : : ; ÷ÅÒÛÉÎÁ[k℄(ÉÚ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÒÁ×ÎÙ 0) ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ �ÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ. ðÏÍÉÍÏ ÎÉÈ,ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÅÝ£ ÏÄÎÁ ÓÔÒÅÌÏÞÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ×ÓÅ ÎÅ-ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÑÞÅÊËÉ. å£ ÎÁÞÁÌÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ× �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ó×ÏÂÏÄÎÁÑ (ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ó×ÏÂÏÄÎÁÑ= 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÕÓÔÏ-ÇÏ ÍÅÓÔÁ ÎÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ). ÷ÏÔ �ÒÉÍÅÒ:
÷ÅÒÛÉÎÁ

óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ
ó×ÏÂÏÄÎÁÑ

a p q d s t v w
óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ a p q d s t v wóÌÅÄÕÀÝÉÊ 3 0 6 0 0 2 5 4÷ÅÒÛÉÎÁ 1 7ó×ÏÂÏÄÎÁÑ= 8óÔÅËÉ: �ÅÒ×ÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ p, t, q, a (a| ×ÅÒÛÉÎÁ); ×ÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ s, v(v | ×ÅÒÛÉÎÁ).pro
edure îÁÞÁÔØ_ÒÁÂÏÔÕ; {äÅÌÁÅÔ ×ÓÅ ÓÔÅËÉ �ÕÓÔÙÍÉ}var i: integer;beginfor i := 1 to k do begin÷ÅÒÛÉÎÁ [i℄:=0;end;for i := 1 to n-1 do beginóÌÅÄÕÀÝÉÊ [i℄ := i+1;end;óÌÅÄÕÀÝÉÊ [n℄ := 0;



102 6. �É�Ù ÄÁÎÎÙÈó×ÏÂÏÄÎÁÑ:=1;end;fun
tion åÓÔØ_ÍÅÓÔÏ: boolean;beginåÓÔØ_ÍÅÓÔÏ := (ó×ÏÂÏÄÎÁÑ <> 0);end;pro
edure äÏÂÁ×ÉÔØ (t: T; s: integer);{äÏÂÁ×ÉÔØ t Ë s-ÍÕ ÓÔÅËÕ}var i: 1..n;begin{åÓÔØ_ÍÅÓÔÏ}i := ó×ÏÂÏÄÎÁÑ;ó×ÏÂÏÄÎÁÑ := óÌÅÄÕÀÝÉÊ [i℄;óÌÅÄÕÀÝÉÊ [i℄ := ÷ÅÒÛÉÎÁ [s℄;÷ÅÒÛÉÎÁ [s℄ :=i;óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [i℄ := t;end;fun
tion ðÕÓÔ (s: integer): boolean;{s-ÙÊ ÓÔÅË �ÕÓÔ}beginðÕÓÔ := (÷ÅÒÛÉÎÁ [s℄ = 0);end;pro
edure ÷ÚÑÔØ (var t: T; s: integer);{×ÚÑÔØ ÉÚ s-ÇÏ ÓÔÅËÁ × t}var i: 1..n;begin{not ðÕÓÔ (s)}i := ÷ÅÒÛÉÎÁ [s℄;t := óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [i℄;÷ÅÒÛÉÎÁ [s℄ := óÌÅÄÕÀÝÉÊ [i℄;óÌÅÄÕÀÝÉÊ [i℄ := ó×ÏÂÏÄÎÁÑ;ó×ÏÂÏÄÎÁÑ := i;end;fun
tion ÷ÅÒÛÉÎÁ_ÓÔÅËÁ (s: integer): T;{×ÅÒÛÉÎÁ s-ÇÏ ÓÔÅËÁ}begin÷ÅÒÛÉÎÁ_ÓÔÅËÁ := óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ[÷ÅÒÛÉÎÁ[s℄℄;end; �



6.2. ïÞÅÒÅÄÉ 1036.2. ïÞÅÒÅÄÉúÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÔÉ�Á �ÏÞÅÒÅÄØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÉ�Á T�, ËÁË É ÄÌÑ ÓÔÅËÏ×, Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÉ�Á T. òÁÚÎÉ�Á ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÅÒÕÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅ Ó ËÏÎ�Á, Á Ó ÎÁÞÁÌÁ (Á ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ× ËÏÎÅ�).ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ó ÏÞÅÒÅÄÑÍÉ:
• óÄÅÌÁÔØ �ÕÓÔÏÊ (var x: ÏÞÅÒÅÄØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÉ�Á T);
• äÏÂÁ×ÉÔØ (t:T, var x: ÏÞÅÒÅÄØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÉ�Á T);
• ÷ÚÑÔØ (var t:T, var x: ÏÞÅÒÅÄØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÉ�Á T);
• ðÕÓÔÁ (x: ÏÞÅÒÅÄØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÉ�Á T): boolean;
• ïÞÅÒÅÄÎÏÊ (x: ÏÞÅÒÅÄØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÉ�Á T): T.ðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ËÏÍÁÎÄÙ �äÏÂÁ×ÉÔØ� ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÏÂÁ×ÌÑ-ÅÔÓÑ × ËÏÎÅ� ÏÞÅÒÅÄÉ. ëÏÍÁÎÄÁ �÷ÚÑÔØ� ×Ù�ÏÌÎÉÍÁ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ÏÞÅÒÅÄØÎÅ�ÕÓÔÁ, É ÚÁÂÉÒÁÅÔ ÉÚ ÎÅ£ �ÅÒ×ÙÊ (�ÏÌÏÖÅÎÎÙÊ ÔÕÄÁ ÒÁÎØÛÅ ×ÓÅÈ) ÜÌÅ-ÍÅÎÔ, �ÏÍÅÝÁÑ ÅÇÏ × t. úÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ �ïÞÅÒÅÄÎÏÊ� (Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊÄÌÑ ÎÅ�ÕÓÔÏÊ ÏÞÅÒÅÄÉ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÞÅÒÅÄÉ.áÎÇÌÉÊÓËÉÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÓÔÅËÏ× | Last In First Out (�ÏÓÌÅÄÎÉÍ ×Ï-Û£Ì| �ÅÒ×ÙÍ ×ÙÛÅÌ), Á ÏÞÅÒÅÄÅÊ | First In First Out (�ÅÒ×ÙÍ ×ÏÛ£Ì|�ÅÒ×ÙÍ ×ÙÛÅÌ). óÏËÒÁÝÅÎÉÑ: LIFO, FIFO.òÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÏÞÅÒÅÄÅÊ × ÍÁÓÓÉ×Å6.2.1. òÅÁÌÉÚÕÊÔÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ó ÏÞÅÒÅÄØÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÂÙÌÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÏÊ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÏÞÅÒÅÄÉ.òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÞÅÒÅÄÉ × ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈÍÁÓÓÉ×Á. �ÏÇÄÁ ÏÞÅÒÅÄØ ÂÕÄÅÔ �ÒÉÒÁÓÔÁÔØ Ó�ÒÁ×Á É ÕÂÙ×ÁÔØ ÓÌÅ×Á. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÄÏÊÔÉ ÄÏ ËÒÁÑ, Ó×ÅÒÎ£Í ÍÁÓÓÉ× × ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔØ.÷×ÅÄ£Í ÍÁÓÓÉ×óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ: array [0..n-1℄ of TÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅðÅÒ×ÙÊ: 0..n-1,äÌÉÎÁ : 0..n.



104 6. �É�Ù ÄÁÎÎÙÈðÒÉ ÜÔÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÏÞÅÒÅÄÉ ÂÕÄÕÔóÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [ðÅÒ×ÙÊ℄; óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [ðÅÒ×ÙÊ+1℄; : : : ;óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [ðÅÒ×ÙÊ+äÌÉÎÁ-1℄;ÇÄÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ n. (ðÒÅÄÕ�ÒÅÖÄÅÎÉÅ. åÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏÜÔÏÇÏ ××ÅÓÔÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ðÅÒ×ÙÊ É ðÏÓÌÅÄÎÉÊ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ | ×Ù-ÞÅÔÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ n, ÔÏ �ÕÓÔÁÑ ÏÞÅÒÅÄØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ó�ÕÔÁÎÁ Ó ÏÞÅÒÅÄØÀÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.)ï�ÅÒÁ�ÉÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÁË.óÄÅÌÁÔØ �ÕÓÔÏÊ:äÌÉÎÁ := 0;ðÅÒ×ÙÊ := 0;äÏÂÁ×ÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ:{äÌÉÎÁ < n}óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [(ðÅÒ×ÙÊ + äÌÉÎÁ) mod n℄ := ÜÌÅÍÅÎÔ;äÌÉÎÁ := äÌÉÎÁ + 1;÷ÚÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ:{äÌÉÎÁ > 0}ÜÌÅÍÅÎÔ := óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [ðÅÒ×ÙÊ℄;ðÅÒ×ÙÊ := (ðÅÒ×ÙÊ + 1) mod n;äÌÉÎÁ := äÌÉÎÁ - 1;ðÕÓÔÁ: äÌÉÎÁ = 0ïÞÅÒÅÄÎÏÊ:óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [ðÅÒ×ÙÊ℄ �6.2.2. (óÏÏÂÝÉÌ á. ç.ëÕÛÎÉÒÅÎËÏ) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ Ó�ÏÓÏÂ ÍÏÄÅÌÉÒÏ-×ÁÎÉÑ ÏÞÅÒÅÄÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ Ä×ÕÈ ÓÔÅËÏ× (É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ ÔÉ�Á T). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÒÁÂÏÔËÁ n Ï�ÅÒÁ�ÉÊ Ó ÏÞÅÒÅÄØÀ (ÎÁÞÁÔÙÈ,ËÏÇÄÁ ÏÞÅÒÅÄØ ÂÙÌÁ �ÕÓÔÁ) ÄÏÌÖÎÁ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ �ÏÒÑÄËÁ n ÄÅÊÓÔ×ÉÊ.òÅÛÅÎÉÅ. éÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÓÔÅËÉ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ËÏÎ�ÁÍÉ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÞÅ-ÒÅÄØ. (ðÅÒÅÞÉÓÌÑÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÅËÁ ×ÇÌÕÂØ É ÚÁÔÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÔÏ-ÒÏÇÏ ÎÁÒÕÖÕ, ÍÙ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÞÅÒÅÄÉ ÏÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ÄÏ �Ï-ÓÌÅÄÎÅÇÏ.) ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÀ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ



6.2. ïÞÅÒÅÄÉ 105ÓÔÅËÏ×, Á �ÒÏ×ÅÒËÁ �ÕÓÔÏÔÙ | Ë �ÒÏ×ÅÒËÅ �ÕÓÔÏÔÙ ÏÂÏÉÈ ÓÔÅËÏ×. åÓ-ÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ×ÚÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÅÓÔØ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ. åÓÌÉ ÓÔÅË, ÇÄÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑÎÁÞÁÌÏ ÏÞÅÒÅÄÉ, ÎÅ �ÕÓÔ, ÔÏ ÂÅÒ£Í ÉÚ ÎÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ. åÓÌÉ ÏÎ �ÕÓÔ, ÔÏ�ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÅÍ × ÎÅÇÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÔÅËÁ, ÍÅ-ÎÑÑ �ÏÒÑÄÏË (ÜÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÁÍÏ ÓÏÂÏÊ �ÒÉ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÉ ÉÚ ÓÔÅËÁ× ÓÔÅË) É Ó×ÏÄÉÍ ÄÅÌÏ Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. èÏÔÑ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁ ÜÔÏÍÛÁÇÅ É ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ,ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÞÅÒÅÄÉ ÍÏÖÅÔ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÜÔÏÍ �ÒÏ�ÅÓÓÅÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ. �6.2.3. äÅËÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÓÏÞÅÔÁÀÝÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ É ÓÔÅË:ËÌÁÓÔØ É ÚÁÂÉÒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ Ó ÏÂÏÉÈ ËÏÎ�Ï×. ëÁË ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØÄÅË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÁ ÂÁÚÅ ÍÁÓÓÉ×Á ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ Ï�ÅÒÁ-�ÉÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ? �6.2.4. (óÏÏÂÝÉÌ á. ç.ëÕÛÎÉÒÅÎËÏ.) éÍÅÅÔÓÑ ÄÅË ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÉ�Á TÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÉ�Á T É �ÅÌÏÇÏ ÔÉ�Á. ÷ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÓÏ-ÓÔÏÑÎÉÉ × ÄÅËÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. óÏÓÔÁ×ØÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, �ÏÓÌÅÉÓ�ÏÌÎÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ × ÄÅËÅ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÂÙ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, Á ÉÈ ÞÉ-ÓÌÏ ÂÙÌÏ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÅÌÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.[õËÁÚÁÎÉÅ. (1) üÌÅÍÅÎÔÙ ÄÅËÁ ÍÏÖÎÏ �ÉËÌÉÞÅÓËÉ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ, ÚÁ-ÂÉÒÁÑ Ó ÏÄÎÏÇÏ ËÏÎ�Á É �ÏÍÅÝÁÑ × ÄÒÕÇÏÊ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ, ÓÄÅÌÁ× ÓÔÏÌØËÏÖÅ ÛÁÇÏ× × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, ÍÏÖÎÏ ×ÅÒÎÕÔØ ×Ó£ ÎÁ ÍÅÓÔÏ. (2) ëÁË�ÏÎÑÔØ, �ÒÏÛÌÉ ÍÙ �ÏÌÎÙÊ ËÒÕÇ ÉÌÉ ÎÅ �ÒÏÛÌÉ? åÓÌÉ ÂÙ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÌ × ÄÅËÅ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÅÇÏ �ÏÄÓÕÎÕÔØÉ ÖÄÁÔØ ×ÔÏÒÉÞÎÏÇÏ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ. îÏ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅÔ. ÷ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏÍÏÖÎÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ n ×Ù�ÏÌÎÉÔØ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ n Ä×ÁÖÄÙ, �ÏÄ-ÓÕÎÕ× ÒÁÚÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, É �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ, �ÏÑ×ÑÔÓÑ ÌÉ ÒÁÚÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙÞÅÒÅÚ n ÛÁÇÏ×.℄ �ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÏÞÅÒÅÄÅÊ6.2.5. îÁ�ÅÞÁÔÁÊÔÅ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ �ÅÒ×ÙÅ n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ, × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ×ÈÏÄÑÔ ÔÏÌØËÏ ÞÉ-ÓÌÁ 2, 3, 5.òÅÛÅÎÉÅ. ÷×ÅÄ£Í ÔÒÉ ÏÞÅÒÅÄÉ x2, x3, x5, × ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØÜÌÅÍÅÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ × 2 (3, 5) ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÙÈ, ÎÏ ÅÝ£ ÎÅ ÎÁ-�ÅÞÁÔÁÎÙ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕpro
edure ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ_É_ÄÏÂÁ×ÉÔØ (t: integer);beginwriteln (t);



106 6. �É�Ù ÄÁÎÎÙÈäÏÂÁ×ÉÔØ (2*t, x2);äÏÂÁ×ÉÔØ (3*t, x3);äÏÂÁ×ÉÔØ (5*t, x5);end;÷ÏÔ ÓÈÅÍÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ:...ÓÄÅÌÁÔØ x2, x3, x5 �ÕÓÔÙÍÉÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ_É_ÄÏÂÁ×ÉÔØ (1);k := 1; { k - ÞÉÓÌÏ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÙÈ }{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÏ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ k ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈÞÌÅÎÏ× ÎÕÖÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á; × ÏÞÅÒÅÄÑÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ×Ä×ÏÅ,×ÔÒÏÅ É ×�ÑÔÅÒÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÙÈ, ÎÏ ÎÅ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÙÅ,ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ × ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ}while k <> n do beginx := min (ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ(x2), ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ(x3), ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ(x5));ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ_É_ÄÏÂÁ×ÉÔØ (x);k := k+1;...×ÚÑÔØ x ÉÚ ÔÅÈ ÏÞÅÒÅÄÅÊ, ÇÄÅ ÏÎ ÂÙÌ ÏÞÅÒÅÄÎÙÍ;end;ðÕÓÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ ÎÅÎÁ�Å-ÞÁÔÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á; �ÕÓÔØ ÜÔÏ x. �ÏÇÄÁ ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ�ÅÌÏÎÁ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 2, 3, 5, É ÞÁÓÔÎÏÅ ÔÁËÖÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ. úÎÁ-ÞÉÔ, ÏÎÏ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÏ. úÎÁÞÉÔ, x ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏÞÅÒÅÄÅÊ É, ÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÎÅÊ �ÅÒ×ÙÍ (ÍÅÎØÛÉÅ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÙ, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙÏÞÅÒÅÄÅÊ ÎÅ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÙ). îÁ�ÅÞÁÔÁ× x, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÅÇÏ ÉÚßÑÔØ É ÄÏÂÁ-×ÉÔØ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÙÅ.äÌÉÎÙ ÏÞÅÒÅÄÅÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÞÉÓÌÁ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. �óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÇÒÁÆÁÍÉ (Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ × ÇÌÁ-×Å 9).ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ×ÅÒÛÉÎ,ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ Ò£ÂÒÁÍÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÊ ÇÒÁÆ. ðÁÒÕ 〈p; q〉 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÅÂÒÏÍ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ p É ËÏÎ�ÏÍ q; ÇÏ×ÏÒÑÔÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ×ÙÈÏÄÉÔ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ p É ×ÈÏÄÉÔ × ×ÅÒÛÉÎÕ q. ïÂÙÞÎÏ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÔÏÞËÁÍÉ, Á Ò£ÂÒÁ | ÓÔÒÅÌËÁÍÉ, ×ÅÄÕÝÉÍÉÉÚ ÎÁÞÁÌÁ × ËÏÎÅ�. (÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ × ÄÁÎÎÕÀ ×ÅÄ£Ô ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ; ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ò£ÂÒÁ, Õ ËÏÔÏÒÙÈÎÁÞÁÌÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÏÎ�ÏÍ.)6.2.6. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó×ÑÚÅÎ, Ô. Å. ÉÚ ÌÀÂÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÊÔÉ × ÌÀÂÕÀ �Ï Ò£ÂÒÁÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ËÁÖÄÏÊ



6.2. ïÞÅÒÅÄÉ 107×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÈÏÄÉÔ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ Ò£ÂÅÒ, ÓËÏÌØËÏ ×ÈÏÄÉÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ �ÉËÌ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎÒÁÚ. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ �ÉËÌÁ.òÅÛÅÎÉÅ. úÍÅ£Ê ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ�ÕÓÔÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ, × ËÏ-ÔÏÒÏÊ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ ÇÒÁÆÁ (ÎÁÞÁÌÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÔÁ ×ÅÒÛÉÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÌÉÖÅ Ë ÎÁÞÁÌÕ ÏÞÅÒÅÄÉ). óÔÏÑÝÁÑ × ÎÁÞÁÌÅ ÏÞÅÒÅ-ÄÉ ×ÅÒÛÉÎÁ ÂÕÄÅÔ È×ÏÓÔÏÍ ÚÍÅÉ, �ÏÓÌÅÄÎÑÑ | ÇÏÌÏ×ÏÊ. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÚÍÅÑÉÚÏÂÒÁÚÉÔÓÑ × ×ÉÄÅ �Å�É Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ, ÓÔÒÅÌËÉ ×ÅÄÕÔ ÏÔ È×ÏÓÔÁ Ë ÇÏÌÏ-×Å. äÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÏÞÅÒÅÄØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÏÓÔÕ ÚÍÅÉ Ó ÇÏÌÏ×Ù,×ÚÑÔÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ | ÏÔÒÅÚÁÎÉÀ ËÏÎÞÉËÁ È×ÏÓÔÁ.÷ÎÁÞÁÌÅ ÚÍÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. äÁÌÅÅ ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÍÔÁËÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ:while ÚÍÅÑ ×ËÌÀÞÁÅÔ ÎÅ ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ do beginif ÉÚ ÇÏÌÏ×Ù ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÅÅ × ÚÍÅÀ ÒÅÂÒÏ then beginÕÄÌÉÎÉÔØ ÚÍÅÀ ÜÔÉÍ ÒÅÂÒÏÍend else begin{ÇÏÌÏ×Á ÚÍÅÉ × ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÅ, ÞÔÏ É È×ÏÓÔ}ÏÔÒÅÚÁÔØ ËÏÎÅ� È×ÏÓÔÁ É ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÅÇÏ Ë ÇÏÌÏ×Å{"ÚÍÅÑ ÏÔËÕÓÙ×ÁÅÔ ËÏÎÅ� È×ÏÓÔÁ"}end;end;äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÏÓÔÉÇÎÅÍ �ÅÌÉ.(1) éÄÑ �Ï ÚÍÅÅ ÏÔ È×ÏÓÔÁ Ë ÇÏÌÏ×Å, ÍÙ ×ÈÏÄÉÍ × ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÏ ×ÙÈÏÄÉÍ. �ÁË ËÁË × ÌÀÂÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ×ÈÏÄÉÔÓÔÏÌØËÏ ÖÅ Ò£ÂÅÒ, ÓËÏÌØËÏ ×ÙÈÏÄÉÔ, ÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÊÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ ÇÏÌÏ×Á ÚÍÅÉ × ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÅ, ÞÔÏ É È×ÏÓÔ.(2) úÍÅÑ ÎÅ ÕËÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÏ ÏÎÁ ÏÈ×ÁÔÉÔ ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ,ÌÉÂÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ �ÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÄÌÉÎÕ.÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÍÅÑ ÂÕÄÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ �ÓËÏÌØÚÉÔØ �Ï ÓÅÂÅ�. üÔÏ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÚÍÅÉ ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÅÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÈÒ£ÂÅÒ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÚÍÅÑ �ÒÏÈÏÄÉÔ �Ï ×ÓÅÍÒ£ÂÒÁÍ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ �Ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÁ �ÁÓËÁÌÅ. ÷ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÆÁ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉ-ÔÁÔØ ÞÉÓÌÁ 1 : : : n. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ i ÂÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ Out[i℄×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÅ£ Ò£ÂÅÒ, Á ÔÁËÖÅ ÎÏÍÅÒÁ Num[i℄[1℄,. . . ,Num[i℄[Out[i℄℄ÔÅÈ ×ÅÒÛÉÎ, ËÕÄÁ ÜÔÉ Ò£ÂÒÁ ×ÅÄÕÔ. ÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÚÍÅÉ ÂÕÄÅÍ×ÙÂÉÒÁÔØ �ÅÒ×ÏÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÒÅÂÒÏ. �ÏÇÄÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÒÁÎÉÔØ ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÞÉÓÌÏ ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÅ£ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÈ Ò£ÂÅÒ | ÜÔÏÂÕÄÕÔ Ò£ÂÒÁ, ÉÄÕÝÉÅ × ÎÁÞÁÌÅ Ó�ÉÓËÁ. �



108 6. �É�Ù ÄÁÎÎÙÈ6.2.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÄÌÉÎÙ 2n ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÅÓÌÉ �Ó×ÅÒÎÕÔØ Å£× ËÏÌØ�Ï� É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÓÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÄÌÉÎÙ n (ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ 2n),ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÄÌÉ-ÎÙ n. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÔÁËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÒÅ-ÂÕÀÝÉÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Cn ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C .[õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÄÌÉÎÙ n− 1. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ x ×ÅÄ£Ô ÒÅÂÒÏ × ×ÅÒÛÉÎÕ y, ÅÓÌÉ x ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÞÁÌÏÍ, Á y |ËÏÎ�ÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ n. �ÏÇÄÁ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ ×ÈÏÄÉÔ É ×ÙÈÏÄÉÔ Ä×Á ÒÅÂÒÁ. ãÉËÌ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ �Ï ×ÓÅÍ Ò£ÂÒÁÍ,É ÄÁÓÔ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.℄ �6.2.8. òÅÁÌÉÚÕÊÔÅ k ÏÞÅÒÅÄÅÊ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÄÌÉÎÏÊ n,ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÁÍÑÔØ O(n + k) [= ÎÅ ÂÏÌÅÅ C(n + k) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ C ℄, �ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ (ËÒÏÍÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ, ÄÅÌÁÀÝÅÊ ×ÓÅÏÞÅÒÅÄÉ �ÕÓÔÙÍÉ) ÄÏÌÖÎÁ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ ÞÉÓÌÁÄÅÊÓÔ×ÉÊ.òÅÛÅÎÉÅ. äÅÊÓÔ×ÕÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÓÙÌÏÞÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÔÅËÏ×: ÍÙ�ÏÍÎÉÍ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÞÅÒÅÄÉ) �ÅÒ×ÏÇÏ, ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÎÉË ÏÞÅÒÅÄÉ �Ï-ÍÎÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÚÁ ÎÉÍ (ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÚÁ ÎÉÍ ÓÔÏÉÔÆÉËÔÉ×ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ 0). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊÏÞÅÒÅÄÉ ÚÎÁÔØ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÅÓÔØ) | ÉÎÁÞÅ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ.ëÁË É ÄÌÑ ÓÔÅËÏ×, ÏÔÄÅÌØÎÏ ÅÓÔØ �Å�Ø Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÑÞÅÅË. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÄÌÑ �ÕÓÔÏÊ ÏÞÅÒÅÄÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ Ï �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ ÔÅÒÑÅÔ ÓÍÙÓÌ |ÎÏ ÏÎÁ É ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ.óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ: array [1..n℄ of T;óÌÅÄÕÀÝÉÊ: array [1..n℄ of 0..n;ðÅÒ×ÙÊ: array [1..k℄ of 0..n;ðÏÓÌÅÄÎÉÊ: array [1..k℄ of 0..n;ó×ÏÂÏÄÎÁÑ : 0..n;pro
edure óÄÅÌÁÔØ_�ÕÓÔÙÍ;var i: integer;beginfor i := 1 to n-1 do beginóÌÅÄÕÀÝÉÊ [i℄ := i + 1;end;óÌÅÄÕÀÝÉÊ [n℄ := 0;ó×ÏÂÏÄÎÁÑ := 1;for i := 1 to k do begin



6.2. ïÞÅÒÅÄÉ 109ðÅÒ×ÙÊ [i℄:=0;end;end;fun
tion åÓÔØ_ÍÅÓÔÏ : boolean;beginåÓÔØ_ÍÅÓÔÏ := ó×ÏÂÏÄÎÁÑ <> 0;end;fun
tion ðÕÓÔÁ (ÎÏÍÅÒ_ÏÞÅÒÅÄÉ: integer): boolean;beginðÕÓÔÁ := ðÅÒ×ÙÊ [ÎÏÍÅÒ_ÏÞÅÒÅÄÉ℄ = 0;end;pro
edure ÷ÚÑÔØ (var t: T; ÎÏÍÅÒ_ÏÞÅÒÅÄÉ: integer);var �ÅÒ×: integer;begin{not ðÕÓÔÁ (ÎÏÍÅÒ_ÏÞÅÒÅÄÉ)}�ÅÒ× := ðÅÒ×ÙÊ [ÎÏÍÅÒ_ÏÞÅÒÅÄÉ℄;t := óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [�ÅÒ×℄ðÅÒ×ÙÊ [ÎÏÍÅÒ_ÏÞÅÒÅÄÉ℄ := óÌÅÄÕÀÝÉÊ [�ÅÒ×℄;óÌÅÄÕÀÝÉÊ [�ÅÒ×℄ := ó×ÏÂÏÄÎÁÑ;ó×ÏÂÏÄÎÁÑ := �ÅÒ×;end;pro
edure äÏÂÁ×ÉÔØ (t: T; ÎÏÍÅÒ_ÏÞÅÒÅÄÉ: integer);var ÎÏ×, �ÏÓÌ: 1..n;begin{åÓÔØ_ÍÅÓÔÏ }ÎÏ× := ó×ÏÂÏÄÎÁÑ; ó×ÏÂÏÄÎÁÑ := óÌÅÄÕÀÝÉÊ [ó×ÏÂÏÄÎÁÑ℄;{ÉÚ Ó�ÉÓËÁ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÉÚßÑÔ ÎÏÍÅÒ ÎÏ×}if ðÕÓÔÁ (ÎÏÍÅÒ_ÏÞÅÒÅÄÉ) then beginðÅÒ×ÙÊ [ÎÏÍÅÒ_ÏÞÅÒÅÄÉ℄ := ÎÏ×;ðÏÓÌÅÄÎÉÊ [ÎÏÍÅÒ_ÏÞÅÒÅÄÉ℄ := ÎÏ×;óÌÅÄÕÀÝÉÊ [ÎÏ×℄ := 0;óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [ÎÏ×℄ := t;end else begin�ÏÓÌ := ðÏÓÌÅÄÎÉÊ [ÎÏÍÅÒ_ÏÞÅÒÅÄÉ℄;{óÌÅÄÕÀÝÉÊ [�ÏÓÌ℄ = 0 }óÌÅÄÕÀÝÉÊ [�ÏÓÌ℄ := ÎÏ×;óÌÅÄÕÀÝÉÊ [ÎÏ×℄ := 0;óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [ÎÏ×℄ := tðÏÓÌÅÄÎÉÊ [ÎÏÍÅÒ_ÏÞÅÒÅÄÉ℄ := ÎÏ×;end;end;



110 6. �É�Ù ÄÁÎÎÙÈfun
tion ïÞÅÒÅÄÎÏÊ (ÎÏÍÅÒ_ÏÞÅÒÅÄÉ: integer): T;beginïÞÅÒÅÄÎÏÊ := óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [ðÅÒ×ÙÊ [ÎÏÍÅÒ_ÏÞÅÒÅÄÉ℄℄;end; �6.2.9. �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÄÅËÏ× ×ÍÅÓÔÏ ÏÞÅÒÅÄÅÊ.[õËÁÚÁÎÉÅ. äÅË | ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÈÒÁÎÉÔØÓÓÙÌËÉ × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ (×�ÅÒ£Ä É ÎÁÚÁÄ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÄÏÂÎÏ Ë ËÁÖÄÏÍÕÄÅËÕ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÆÉËÔÉ×ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÚÁÍËÎÕ× ÅÇÏ × ËÏÌØ�Ï, É ÔÏÞÎÏ ÔÁËÏÅÖÅ ËÏÌØ�Ï ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÉÚ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ �ÏÚÉ�ÉÊ.℄ �÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÄÅË ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎ ×Ù-�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.6.2.10. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÏ n ÔÏÞÅË, �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÌÅ×Á ÎÁ-�ÒÁ×Ï (Á �ÒÉ ÒÁ×ÎÙÈ ÁÂÓ�ÉÓÓÁÈ | ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ). óÏÓÔÁ×ØÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ,ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏÉÔ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÉÈ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ,ÚÁ O(n) [= ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Cn℄ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ.òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÑÔØ ÔÏÞËÉ Ë ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÏÄÎÁ ÚÁÄÒÕÇÏÊ. ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÂÕÄÅÔÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ. üÔÕ ×ÅÒÛÉÎÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ-×ÁÔØ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ. ïÞÅÒÅÄÎÁÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÑÅÍÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÉÄÎÁ ÉÚ ×ÙÄÅÌÅÎ-ÎÏÊ (�ÏÞÅÍÕ?). äÏ�ÏÌÎÉÍ ÎÁÛ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, ×Ù�ÕÓÔÉ× ÉÚ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ �ÉÇÌÕ�, ×ÅÄÕÝÕÀ × �ÒÉÓÏÅÄÉÎÑÅÍÕÀ ÔÏÞËÕ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, É ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÌÉË×ÉÄÉÒÏ×ÁÔØ × Î£Í �×�ÕËÌÏÓÔÉ�.
r

r

r

r

r r

r

r

�
�

��
PPPPPP

A
A
AA
�

�����B
B

B
B

BB

HHHHHHH

�����������

âÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÄÅËÅ × �ÏÒÑÄËÅ ÏÂÈÏÄÁÅÇÏ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÄÅÌÅÎÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎ�ÏÍ (ÇÏÌÏ×ÏÊ É È×ÏÓÔÏÍ) ÄÅËÁ. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÉÇÌÙ�ÔÅ�ÅÒØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÑÅÍÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÇÏÌÏ×Õ É ×



6.3. íÎÏÖÅÓÔ×Á 111È×ÏÓÔ ÄÅËÁ. õÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ×�ÕËÌÏÓÔÅÊ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏ. îÁÚÏ×£Í�ÏÄÈ×ÏÓÔÏÍ É �ÏÄ�ÏÄÈ×ÏÓÔÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÄÅËÁ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÚÁ ÅÇÏ È×ÏÓÔÏÍ.õÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ×�ÕËÌÏÓÔÉ Õ È×ÏÓÔÁ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË:while �Ï ÄÏÒÏÇÅ ÉÚ È×ÏÓÔÁ × �ÏÄ�ÏÄÈ×ÏÓÔ ÍÙ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÍÕ �ÏÄÈ×ÏÓÔÁ ×ÌÅ×Ï ("×�ÕËÌÏÓÔØ") do begin×ÙËÉÎÕÔØ �ÏÄÈ×ÏÓÔ ÉÚ ÄÅËÁend�ÁËÉÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÕÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ×�ÕËÌÏÓÔØ Õ ÇÏÌÏ×Ù ÄÅËÁ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÅÊÓÔ×ÉÑ Ó �ÏÄÈ×ÏÓÔÏÍ É �ÏÄ�ÏÄÈ×ÏÓÔÏÍ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ ×Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÅËÁ, ÏÄÎÁËÏ Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÅÂÏÌØÛÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÍÁÎÉ�ÕÌÑ�ÉÊÓ ÄÅËÏÍ (ÎÁÄÏ ÚÁÂÒÁÔØ ÔÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Ó È×ÏÓÔÁ, ÓÄÅÌÁÔØ ÞÔÏ ÎÁÄÏ É ×ÅÒ-ÎÕÔØ).åÝ£ ÏÄÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÔØ Ä×Á ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ: ÅÓÌÉ ÍÙ ×Ï-ÏÂÝÅ ÎÅ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÍ Õ �ÏÄÈ×ÏÓÔÁ (Ô. Å. ÔÒÉ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÅÖÁÔÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ) É ÅÓÌÉ ÍÙ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÍ ÎÁ 180◦ (ÔÁË ÂÙ×ÁÅÔ, ÅÓÌÉÎÁÛ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÅÓÔØ Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉË). ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÄÈ×ÏÓÔ ÓÔÏ-ÉÔ ÕÄÁÌÉÔØ (ÞÔÏÂÙ × ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÎÅ ÂÙÌÏ ÌÉÛÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ), Á ×Ï×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÔÁ×ÉÔØ. �6.3. íÎÏÖÅÓÔ×ÁðÕÓÔØ T| ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÔÉ�. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÈÒÁÎÉÔØ (ËÏ-ÎÅÞÎÙÅ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÉ�Á T; ×ÙÂÏÒ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÔÉ�ÏÍ T É ÎÁÂÏÒÏÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1 : : : n}6.3.1. ëÁË, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÁÍÑÔØ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n) [�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ n℄,ÈÒÁÎÉÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1 : : : n}?ï�ÅÒÁ�ÉÉ þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊóÄÅÌÁÔØ �ÕÓÔÙÍ CnðÒÏ×ÅÒÉÔØ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ CäÏÂÁ×ÉÔØ CõÄÁÌÉÔØ CíÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ CnðÒÏ×ÅÒËÁ �ÕÓÔÏÔÙ CnòÅÛÅÎÉÅ. èÒÁÎÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÁË array [1..n℄ of Boolean. �



112 6. �É�Ù ÄÁÎÎÙÈ6.3.2. �Ï ÖÅ, ÎÏ �ÒÏ×ÅÒËÁ �ÕÓÔÏÔÙ ÄÏÌÖÎÁ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÚÁ ×ÒÅÍÑ C .òÅÛÅÎÉÅ. èÒÁÎÉÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. �6.3.3. �Ï ÖÅ �ÒÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ:ï�ÅÒÁ�ÉÉ þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊóÄÅÌÁÔØ �ÕÓÔÙÍ CnðÒÏ×ÅÒÉÔØ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ CäÏÂÁ×ÉÔØ CõÄÁÌÉÔØ CníÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ CðÒÏ×ÅÒËÁ �ÕÓÔÏÔÙ CòÅÛÅÎÉÅ. äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÈÒÁÎÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á. �6.3.4. �Ï ÖÅ �ÒÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ:ï�ÅÒÁ�ÉÉ þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊóÄÅÌÁÔØ �ÕÓÔÙÍ CnðÒÏ×ÅÒÉÔØ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ CäÏÂÁ×ÉÔØ CnõÄÁÌÉÔØ CíÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ CðÒÏ×ÅÒËÁ �ÕÓÔÏÔÙ CòÅÛÅÎÉÅ. èÒÁÎÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ, Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ | ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ É �ÒÅ-ÄÙÄÕÝÉÊ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ. �íÎÏÖÅÓÔ×Á �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ,ÎÏ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n.6.3.5. ðÁÍÑÔØ Cn.ï�ÅÒÁ�ÉÉ þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊóÄÅÌÁÔØ �ÕÓÔÙÍ CþÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× CðÒÏ×ÅÒÉÔØ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ CnäÏÂÁ×ÉÔØ ÎÏ×ÙÊ (ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ) CõÄÁÌÉÔØ CníÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Cn÷ÚÑÔØ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ C



6.3. íÎÏÖÅÓÔ×Á 113òÅÛÅÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈa:array [1..n℄ of integer, k: 0..n;ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ k ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a[1℄; : : : a[k℄; ×ÓÅ ÏÎÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ðÏÓÕÝÅÓÔ×Õ ÍÙ ÈÒÁÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ÓÔÅËÅ (ÂÅÚ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊ).ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓ�ÅÈÏÍ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÏÞÅÒÅÄØÀ ×ÍÅÓÔÏÓÔÅËÁ. �6.3.6. ðÁÍÑÔØ Cn.ï�ÅÒÁ�ÉÉ þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊóÄÅÌÁÔØ �ÕÓÔÙÍ CðÒÏ×ÅÒÉÔØ �ÕÓÔÏÔÕ CðÒÏ×ÅÒÉÔØ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ C lognäÏÂÁ×ÉÔØ CnõÄÁÌÉÔØ CníÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ CòÅÛÅÎÉÅ. óÍ. ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ-×ÉÅÍ a[1℄< : : : < a[k℄. ðÒÉ �ÒÏ×ÅÒËÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ Ä×Ï-ÉÞÎÙÊ �ÏÉÓË. �÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ �ÏÌÅÚÎÏ ËÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ.6.3.7. éÓ�ÏÌØÚÕÑ Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÄÏÓÔÕ�ÎÙÅ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ �ÏÒ£ÂÒÁÍ. (÷ÅÒÛÉÎÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÁÍÉ 1 : : : n.) ÷ÒÅÍÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ C · (ÏÂÝÅÅÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÄÏÓÔÕ�ÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ).òÅÛÅÎÉÅ. (äÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÍ. × ÇÌÁ×Å Ï ÒÅËÕÒÓÉÉ, ÚÁÄÁÞÁ 7.4.6)ðÕÓÔØ num[i℄ | ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ i, Á out[i℄[1℄; : : :: : : ; out[i℄[num[i℄℄ | ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÕÄÁ ×ÅÄÕÔ Ò£ÂÒÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ i.pro
edure äÏÓÔÕ�ÎÙÅ (i: integer);{ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÄÏÓÔÕ�ÎÙÅ ÉÚ i, ×ËÌÀÞÁÑ i}var X: �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 1..n;P: �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 1..n;q, v, w: 1..n;k: integer;begin...ÓÄÅÌÁÔØ X, P �ÕÓÔÙÍÉ;writeln (i);...ÄÏÂÁ×ÉÔØ i Ë X, P;{(1) P = ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ; P ÓÏÄÅÒÖÉÔ i;



114 6. �É�Ù ÄÁÎÎÙÈ(2) ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÙ ÔÏÌØËÏ ÄÏÓÔÕ�ÎÙÅ ÉÚ i ×ÅÒÛÉÎÙ;(3) X - �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P;(4) ×ÓÅ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÈÏÄÉÔÒÅÂÒÏ × ÎÅÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ X}while X ÎÅ�ÕÓÔÏ do begin...×ÚÑÔØ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔ X × v;for k := 1 to num [v℄ do beginw := out [v℄[k℄;if w ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P then beginwriteln (w);ÄÏÂÁ×ÉÔØ w × P;ÄÏÂÁ×ÉÔØ w × X;end;end;end;end;ó×ÏÊÓÔ×Ï (1) ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ, ÔÁË ËÁË �ÅÞÁÔØ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÄÎÏ×ÒÅ-ÍÅÎÎÏ Ó ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ × P. ó×ÏÊÓÔ×Ï (2): ÒÁÚ v ÂÙÌÏ × X, ÔÏ v ÄÏÓÔÕ�ÎÏ,�ÏÜÔÏÍÕ w ÄÏÓÔÕ�ÎÏ. ó×ÏÊÓÔ×Ï (3) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ó×ÏÊÓÔ×Ï (4): ÍÙ ÕÄÁÌÉ-ÌÉ ÉÚ X ÜÌÅÍÅÎÔ v, ÎÏ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÕÄÁ ÉÚ v ÉÄÕÔ Ò£ÂÒÁ, �ÅÒÅÄ ÜÔÉÍÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÙ. �6.3.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ É ÄÒÕÇÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: P|ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ; X⊂ P; ÏÓÔÁÌÏÓØ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÄÏÓÔÕ�-ÎÙÅ ÉÚ X �Ï ÎÅÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ. �ï�ÅÎËÁ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚßÑÔÙÅ ÉÚ X ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÏÌØ-ÛÅ ÔÕÄÁ ÎÅ ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÏÎÉ × ÍÏÍÅÎÔ ÉÚßÑÔÉÑ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, ×ÓÅÇÄÁ �ÏÚÖÅ) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ P, Á ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅÉÚ P. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÌÏ �ÉËÌÁ while ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÄÏÓÔÕ�ÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ×Ù-�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ �Ï ÒÁÚÕ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÔÅÌÏ �ÉËÌÁ for ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÏ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÈÏÄÉÔ Ò£ÂÅÒ.äÌÑ X ÎÁÄÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÏ ÓÔÅËÏÍ ÉÌÉ ÏÞÅÒÅÄØÀ(ÓÍ. ×ÙÛÅ), ÄÌÑ P | ÂÕÌÅ×ÓËÉÊ ÍÁÓÓÉ×. �6.3.9. òÅÛÉÔÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÄÏÓÔÕ�-ÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÅÞÁÔÁÌÉÓØ × ÔÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÚÁÄÁÎÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ,�ÏÔÏÍ Å£ ÓÏÓÅÄÉ, �ÏÔÏÍ ÓÏÓÅÄÉ ÓÏÓÅÄÅÊ (ÅÝ£ ÎÅ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÙÅ) É Ô. Ä.[õËÁÚÁÎÉÅ. �ÁË �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÞÅÒÅÄØ ÄÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ X× �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÒÅÛÅÎÉÉ: ÄÏËÁÖÉÔÅ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï k, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÍÏÍÅÎÔ, × ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÙ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÂÏÌØ-ÛÅ k, Á × ÏÞÅÒÅÄÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÕÄÁÌ£ÎÎÙÅ ÒÏ×ÎÏ ÎÁ k.℄ �



6.4. òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ 115âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÏÂÒÁÎÙ× ÇÌÁ×ÁÈ 13 (ÈÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÅ) É 14 (ÄÅÒÅ×ØÑ).6.4. òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ6.4.1. òÅÁÌÉÚÕÊÔÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÄÁÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ×ÓÅ ÔÅ ÖÅ Ï�Å-ÒÁ�ÉÉ, ÞÔÏ ÍÁÓÓÉ× ÄÌÉÎÙ n, Á ÉÍÅÎÎÏ
• ÎÁÞÁÔØ ÒÁÂÏÔÕ;
• �ÏÌÏÖÉÔØ × i-À ÑÞÅÊËÕ ÞÉÓÌÏ x;
• ÕÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÌÅÖÉÔ × i-Ê ÑÞÅÊËÅ;Á ÔÁËÖÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ
• ÕËÁÚÁÔØ ÎÏÍÅÒ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ(ÔÏÞÎÅÅ, ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×). ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÄÌÑ×ÓÅÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ C log n, ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ �ÎÁÞÁÔØÒÁÂÏÔÕ� (ËÏÔÏÒÁÑ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Cn ÄÅÊÓÔ×ÉÊ).òÅÛÅÎÉÅ. éÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÒÉ£Í, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÊ × ÒÁÚÄÅÌÅ Ï ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÅÄÅÒÅ×ÏÍ. éÍÅÎÎÏ, ÎÁÄÓÔÒÏÉÍ ÎÁÄ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÓÓÉ×Á ËÁË ÎÁÄ ÌÉÓÔØÑÍÉÄ×ÏÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï, × ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÈÒÁÎÉÍ ÍÉÎÉÍÕÍ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Á. ëÏÒÒÅËÔÉÒÏ×ËÁ ÜÔÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ,Á ÔÁËÖÅ �ÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÎÉÅ �ÕÔÉ ÉÚ ËÏÒÎÑ Ë ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÔÒÅ-ÂÕÀÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ. �6.4.2. ðÒÉÏÒÉÔÅÔÎÁÑ ÏÞÅÒÅÄØ| ÜÔÏ ÏÞÅÒÅÄØ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÁÖÎÏ ÎÅ ÔÏ,ËÔÏ ×ÓÔÁÌ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ (�ÏÒÑÄÏË �ÏÍÅÝÅÎÉÑ × ÎÅ£ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌÉ), Á ËÔÏÇÌÁ×ÎÅÅ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, �ÒÉ �ÏÍÅÝÅÎÉÉ × ÏÞÅÒÅÄØ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÏÒÉÔÅÔ�ÏÍÅÝÁÅÍÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ (ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ �ÒÉÏÒÉÔÅÔÙ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ),Á �ÒÉ ×ÚÑÔÉÉ ÉÚ ÏÞÅÒÅÄÉ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ �ÒÉÏÒÉÔÅ-ÔÏÍ (ÉÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×). òÅÁÌÉÚÕÊÔÅ �ÒÉÏÒÉÔÅÔÎÕÀ ÏÞÅÒÅÄØÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÍÅÝÅÎÉÅ É ×ÚÑÔÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÇÏÞÉÓÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ (ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ ÏÞÅÒÅÄÉ).òÅÛÅÎÉÅ. óÌÅÄÕÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ ÄÅÒÅ×ÏÍ (× ÅÇÏ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØ-ÎÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ), ÂÕÄÅÍ ÒÁÚÍÅÝÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÞÅÒÅÄÉ × ÍÁÓÓÉ×Å x[1..k℄,�ÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÑ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: x[i℄ ÓÔÁÒÛÅ (ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÉÊ �ÒÉÏÒÉÔÅÔ)Ó×ÏÉÈ ÓÙÎÏ×ÅÊ x[2i℄ É x[2i+1℄, ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×ÙÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ | É, ÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÔÁÒÛÅ Ó×ÏÉÈ �ÏÔÏÍËÏ×. (ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï �ÒÉ-ÏÒÉÔÅÔÁÈ ÔÁËÖÅ ÈÒÁÎÑÔÓÑ × ÍÁÓÓÉ×Å, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÍÁÓÓÉ-×ÏÍ �ÁÒ 〈ÜÌÅÍÅÎÔ; �ÒÉÏÒÉÔÅÔ〉.) õÄÁÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ



116 6. �É�Ù ÄÁÎÎÙÈÓ×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÉÓÁÎÏ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ. îÁÄÏ ÅÝ£ ÕÍÅÔØ ×ÏÓÓÔÁÎÁ-×ÌÉ×ÁÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÏÓÌÅ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ × ËÏÎÅ�. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË:t:= ÎÏÍÅÒ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: × ÄÅÒÅ×Å ÌÀÂÏÊ �ÒÅÄÏË �ÒÉÏÒÉÔÅÔÎÅÅ �ÏÔÏÍËÁ,ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ �ÏÔÏÍÏË - ÎÅ t}while t - ÎÅ ËÏÒÅÎØ É t ÓÔÁÒÛÅ Ó×ÏÅÇÏ ÏÔ�Á do begin�ÏÍÅÎÑÔØ t Ó ÅÇÏ ÏÔ�ÏÍend;åÓÌÉ ÏÞÅÒÅÄØ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÁÖÄÁÎÅ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÄÅÒÅ×Á,Ô. Å. ÚÁ ËÁÖÄÙÍ ÓÔÏÉÔ Ä×ÏÅ, Á �ÅÒÅÄ ËÁÖÄÙÍ (ËÒÏÍÅ �ÅÒ×ÏÇÏ) | ÏÄÉÎ, ÔÏÓÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÑÓÅÎ: ×ÓÔÁ× × ËÏÎÅ�, �ÒÉÏÒÉÔÅÔÎÙÊ ÇÒÁÖÄÁÎÉÎÎÁÞÉÎÁÅÔ �ÒÏÂÉÒÁÔØÓÑ Ë ÎÁÞÁÌÕ, ×ÙÔÅÓÎÑÑ ×�ÅÒÅÄÉ ÓÔÏÑÝÉÈ | �ÏËÁ ÎÅ×ÓÔÒÅÔÉÔ ÂÏÌÅÅ �ÒÉÏÒÉÔÅÔÎÏÇÏ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉÏÒÉÔÅÔÎÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÒÉÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÉ �ÒÏÔÅËÁÀÝÉÈ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÙ ÏÞÅÒÅÄÉ | ÜÔÏ ÏÖÉÄÁÅÍÙÅ ÓÏÂÙÔÉÑ, Á ÉÈ �ÒÉÏÒÉÔÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ×ÒÅÍÅÎÅÍ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ �ÒÏÉÚÏÊÄÕÔ.



7. òåëõòóéñ7.1. ðÒÉÍÅÒÙ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍðÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, Ä×Á×Ï�ÒÏÓÁ:(Á) �ÏÞÅÍÕ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ?(Â) �ÏÞÅÍÕ ÏÎÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ?äÌÑ (Â) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ (ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ ×Ù-ÚÏ×) �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉ×, ÞÔÏ ×ÙÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÅÀÏÄÎÏÉÍ£ÎÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ × �Å�ÏÞËÅ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ×ÙÚÙ×ÁÅÍÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ ×ÓÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÒÁÂÏ-ÔÁÀÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ (ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ × ÜÔÏÍ, ÉÄÑ ÏÔ ËÏÎ�Á �Å�ÏÞËÉ Ë ÎÁÞÁÌÕ).þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ (Á), ÏÂÙÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÀÔ, ÞÔÏ Ó ËÁÖÄÙÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍ×ÙÚÏ×ÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ, É ÜÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ�ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.7.1.1. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌÁ�ÅÌÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n (Ô. Å. �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ 1 · 2 · · ·n, ÏÂÏÚÎÁÞÁ-ÅÍÏÇÏ n!).òÅÛÅÎÉÅ. éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 1! = 1, n! = (n− 1)! · n.pro
edure fa
torial (n: integer; var fa
t: integer);{�ÏÌÏÖÉÔØ fa
t ÒÁ×ÎÙÍ ÆÁËÔÏÒÉÁÌÕ ÞÉÓÌÁ n}beginif n=1 then beginfa
t:=1;end else begin {n>1}fa
torial (n-1, fa
t);{fa
t = (n-1)!}fa
t:= fa
t*n;end;end; �



118 7. òÅËÕÒÓÉÑó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒ-ÆÕÎË�ÉÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÔÁË:fun
tion fa
torial (n: integer): integer;beginif n=1 then beginfa
torial:=1;end else begin {n>1}fa
torial:= fa
torial (n-1)*n;end;end;ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÍÅ-ÎÉ fa
torial ×ÎÕÔÒÉ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ: ÏÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÁË �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÕÀ, ÔÁË É ×ÙÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÆÕÎË�ÉÀ. ë ÓÞÁÓÔØÀ, × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÏÎÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ �Ï ÓËÏÂËÁÍ �ÏÓÌÅ ÉÍÅÎÉ, ÎÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ÆÕÎË�ÉÑ ÂÙÌÁÂÅÚ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÔÏ ÄÅÌÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÌÏÈÏ. (óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ, ÎÏ ÔÒÕÄÎÏ ÎÁÈÏ-ÄÉÍÁÑ ÏÛÉÂËÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ, ÅÓÌÉ Á×ÔÏÒ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÁ �ÁÓËÁÌÅ �ÏÌÁÇÁÅÔ,ÞÔÏ ÏÎ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, Á ËÏÍ�ÉÌÑÔÏÒ × ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ×ÉÄÉÔ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ ×ÙÚÏ×.)7.1.2. ïÂÙÞÎÏ ÆÁËÔÏÒÉÁÌ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ É ÄÌÑ ÎÕÌÑ, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ 0! = 1.éÚÍÅÎÉÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �7.1.3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × �ÅÌÕÀ ÎÅÏ-ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ. �7.1.4. �Ï ÖÅ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÇÌÕÂÉÎÁ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÉÌÁ C logn, ÇÄÅ n | �ÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅ�ÅÎÉ.òÅÛÅÎÉÅ.fun
tion power (a,n: integer): integer;beginif n = 0 then beginpower:= 1;end else if n mod 2 = 0 then beginpower:= power(a*a, n div 2);end else beginpower:= power(a, n-1)*a;end;end; �



7.1. ðÒÉÍÅÒÙ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ 1197.1.5. þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÉÚÍÅÎÉÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÕÀ × ÒÅÛÅÎÉÉ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÚÁÍÅÎÉ× ÓÔÒÏËÕpower:= power(a*a, n div 2)ÎÁ power:= power(a, n div 2)* power(a, n div 2)?òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ. ïÄÎÁËÏ ÏÎÁ ÓÔÁÎÅÔ ÒÁ-ÂÏÔÁÔØ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÅ�ÅÒØ ×ÙÚÏ× ÍÏÖÅÔ �ÏÒÏÄÉÔØ Ä×Á×ÙÚÏ×Á (ÈÏÔÑ É ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ) ×ÍÅÓÔÏ ÏÄÎÏÇÏ | É ÞÉÓÌÏ ×ÙÚÏ×Ï× ÂÙÓÔÒÏÒÁÓÔ£Ô Ó ÇÌÕÂÉÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÉÍÅÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆ-ÍÉÞÅÓËÕÀ ÇÌÕÂÉÎÕ ÒÅËÕÒÓÉÉ, ÎÏ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÒÁÂÏÔÙ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÍ ×ÍÅÓÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÇÏ.üÔÏÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÒÁÎÉÔØ, ÎÁ�ÉÓÁ×t:= power(a, n div 2);power:= t*t;ÉÌÉ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÆÕÎË�ÉÅÊ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ (sqr). �7.1.6. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ËÏÍÁÎÄÙ write(x) ÌÉÛØ �ÒÉ x= 0 : : : 9, ÎÁ�ÉÛÉÔÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ �ÅÞÁÔÉ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ �ÅÌÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n.òÅÛÅÎÉÅ. úÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÖÉÚÎØ (�ÒÏÂÌÅ-ÍÁ ÂÙÌÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÉÆÒÙ ÌÅÇÞÅ �ÏÌÕÞÁÔØ Ó ËÏÎ�Á, Á �ÅÞÁÔÁÔØ ÎÁÄÏÓ ÎÁÞÁÌÁ).pro
edure print (n:integer); {n>0}beginif n<10 then beginwrite (n);end else beginprint (n div 10);write (n mod 10);end;end; �7.1.7. éÇÒÁ �èÁÎÏÊÓËÉÅ ÂÁÛÎÉ� ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. åÓÔØ ÔÒÉÓÔÅÒÖÎÑ. îÁ �ÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÄÅÔÁ �ÉÒÁÍÉÄËÁ ÉÚ N ËÏÌÅ� (ÂÏÌØÛÉÅËÏÌØ�Á ÓÎÉÚÕ, ÍÅÎØÛÉÅ Ó×ÅÒÈÕ). �ÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÅÒÅÍÅÓÔÉÔØ ËÏÌØ�Á ÎÁ ÄÒÕ-ÇÏÊ ÓÔÅÒÖÅÎØ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÔØ ËÏÌØ�Á ÓÏ ÓÔÅÒÖÎÑ ÎÁ ÓÔÅÒ-ÖÅÎØ, ÎÏ ËÌÁÓÔØ ÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌØ�Ï �Ï×ÅÒÈ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ. óÏÓÔÁ×ØÔÅ�ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ÕËÁÚÙ×ÁÀÝÕÀ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ.



120 7. òÅËÕÒÓÉÑòÅÛÅÎÉÅ. îÁ�ÉÛÅÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ i ×ÅÒÈÎÉÈËÏÌÅ� Ó m-ÇÏ ÓÔÅÒÖÎÑ ÎÁ n-Ê (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÌØ�Á �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÂÏÌØ-ÛÉÍÉ �Ï ÒÁÚÍÅÒÕ É ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÓÔÅÒÖÎÑÈ ÂÅÚ Ä×ÉÖÅÎÉÑ).pro
edure move(i,m,n: integer);var s: integer;beginif i = 1 then beginwriteln ('ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ ', m, '->', n);end else begins:=6-m-n; {s - ÔÒÅÔÉÊ ÓÔÅÒÖÅÎØ: ÓÕÍÍÁ ÎÏÍÅÒÏ× ÒÁ×ÎÁ 6}move (i-1, m, s);writeln ('ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ ', m, '->', n);move (i-1, s, n);end;end;(óÎÁÞÁÌÁ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ �ÉÒÁÍÉÄËÁ ÉÚ i-1 ËÏÌÅ� ÎÁ ÔÒÅÔØÀ �ÁÌÏÞËÕ. ðÏ-ÓÌÅ ÜÔÏÇÏ i-Å ËÏÌØ�Ï ÏÓ×ÏÂÏÖÄÁÅÔÓÑ, É ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ ËÕÄÁ ÓÌÅÄÕ-ÅÔ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÎÅÇÏ �ÉÒÁÍÉÄËÕ.) �7.1.8. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÓÓÉ×Áa: array [1..n℄ of integer.[õËÁÚÁÎÉÅ. òÅËÕÒÓÉ×ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÔÅÌØÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ | ÞÉÓÌÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.℄ �7.2. òÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ÄÅÒÅ×ØÅ×ä×ÏÉÞÎÙÍ ÄÅÒÅ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÒÔÉÎËÁ ×ÒÏÄÅ ÔÁËÏÊ:
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îÉÖÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ. éÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏÇÕÔ ÉÄ-ÔÉ Ä×Å ÌÉÎÉÉ: ×ÌÅ×Ï ××ÅÒÈ É ×�ÒÁ×Ï ××ÅÒÈ. ÷ÅÒÛÉÎÙ, ËÕÄÁ ÏÎÉ ×ÅÄÕÔ,



7.2. òÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ÄÅÒÅ×ØÅ× 121ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ É �ÒÁ×ÙÍ ÓÙÎÏ×ØÑÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. ÷ÅÒÛÉÎÁÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ Ä×ÕÈ ÓÙÎÏ×ÅÊ, Á ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÇÏ ÓÙÎÁ (ÌÅ×ÏÇÏÉÌÉ �ÒÁ×ÏÇÏ). ïÎÁ ÍÏÖÅÔ É ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÓÙÎÏ×ÅÊ, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÓÔÏÍ.ðÕÓÔØ x | ËÁËÁÑ-ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á. ïÎÁ ÓÁÍÁ ×ÍÅÓÔÅÓ ÓÙÎÏ×ØÑÍÉ, ×ÎÕËÁÍÉ, �ÒÁ×ÎÕËÁÍÉ É Ô. Ä. ÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï Ó ËÏÒÎÅÍ× x | �ÏÄÄÅÒÅ×Ï �ÏÔÏÍËÏ× x.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÅÒÅ×Á �ÒÏÎÕ-ÍÅÒÏ×ÁÎÙ �ÅÌÙÍÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, �ÒÉÞ£Í ÎÏÍÅÒÁ ×ÓÅÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÏÍÅÒ ËÏÒÎÑ ÈÒÁÎÉÔÓÑ × �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊroot. íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÍÁÓÓÉ×Ál,r: array [1..N℄ of integerÉ ÌÅ×ÙÊ É �ÒÁ×ÙÊ ÓÙÎ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ i ÉÍÅÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÎÏÍÅÒÁ l[i℄ É r[i℄. åÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ i ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÏÇÏ (ÉÌÉ�ÒÁ×ÏÇÏ) ÓÙÎÁ, ÔÏ l[i℄ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ r[i℄) ÒÁ×ÎÏ 0. (ðÏ ÔÒÁÄÉ�ÉÉ�ÒÉ ÚÁ�ÉÓÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ×ÍÅÓÔÏ ÎÕÌÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ nil, ÒÁ×-ÎÕÀ ÎÕÌÀ.)úÄÅÓØ N| ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÎÏÍÅÒÁ ×ÓÅÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ N). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÍÅÒ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÉËÁË ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÓ Å£ �ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ × ÄÅÒÅ×Å É ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ N ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØÎÏÍÅÒÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÁÓÔØ ÄÁÎÎÙÈ × ÍÁÓÓÉ×ÁÈ l É r |ÜÔÏ ÍÕÓÏÒ).7.2.1. ðÕÓÔØ N= 7, root= 3, ÍÁÓÓÉ×Ù l É r ÔÁËÏ×Ù:i 1 2 3 4 5 6 7l[i℄ 0 0 1 0 6 0 7r[i℄ 0 0 5 3 2 0 7îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÄÅÒÅ×Ï.ïÔ×ÅÔ.
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122 7. òÅËÕÒÓÉÑ7.2.2. îÁ�ÉÛÉÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ �ÏÄÓÞ£ÔÁ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ × ÄÅÒÅ×Å.òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ n(x), ÒÁ×ÎÕÀ ÞÉÓÌÕ ×ÅÒÛÉÎ × �ÏÄÄÅ-ÒÅ×Å Ó ËÏÒÎÅÍ × ×ÅÒÛÉÎÅ ÎÏÍÅÒ x. óÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ n(nil)= 0 (�ÏÌÁÇÁÑ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï �ÕÓÔÙÍ), É ÎÅ ÚÁÂÏÔÉÍÓÑ Ï ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ nil(s)ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ s, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎ. òÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÄÌÑ n ÔÁËÏ×Á:fun
tion n(x:integer):integer;beginif x = nil then beginn:= 0;end else beginn:= n(l[x℄) + n(r[x℄) + 1;end;end;(þÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ × �ÏÄÄÅÒÅ×Å ÎÁÄ ×ÅÒÛÉÎÏÊ x ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÞÉÓÅÌ ×ÅÒ-ÛÉÎ ÎÁÄ Å£ ÓÙÎÏ×ØÑÍÉ �ÌÀÓ ÏÎÁ ÓÁÍÁ.) çÌÕÂÉÎÁ ÒÅËÕÒÓÉÉ ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÁËËÁË Ó ËÁÖÄÙÍ ÛÁÇÏÍ ×ÙÓÏÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Á ÕÍÅÎØÛÁ-ÅÔÓÑ. �7.2.3. îÁ�ÉÛÉÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ �ÏÄÓÞ£ÔÁ ÞÉÓÌÁ ÌÉÓÔØÅ× × ÄÅÒÅ×Å.ïÔ×ÅÔ.fun
tion n (x:integer):integer;beginif x = nil then beginn:= 0;end else if (l[x℄=nil) and (r[x℄=nil) then begin {ÌÉÓÔ}n:= 1;end else beginn:= n(l[x℄) + n(r[x℄);end;end; �7.2.4. îÁ�ÉÛÉÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ �ÏÄÓÞ£ÔÁ ×ÙÓÏÔÙ ÄÅÒÅ×Á (ËÏÒÅÎØ ÉÍÅÅÔ×ÙÓÏÔÕ 0, ÅÇÏ ÓÙÎÏ×ØÑ | ×ÙÓÏÔÕ 1, ×ÎÕËÉ | 2 É Ô. �.; ×ÙÓÏÔÁ ÄÅÒÅ×Á |ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ ×ÙÓÏÔ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ).[õËÁÚÁÎÉÅ. òÅËÕÒÓÉ×ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) = ×ÙÓÏÔÁ �ÏÄ-ÄÅÒÅ×Á Ó ËÏÒÎÅÍ × x.℄ �7.2.5. îÁ�ÉÛÉÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ �Ï ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ n ÓÞÉÔÁÅÔ ÞÉÓÌÏ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ×ÙÓÏÔÙ n (× ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å). �



7.3. ðÏÒÏÖÄÅÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, �ÅÒÅÂÏÒ 123÷ÍÅÓÔÏ �ÏÄÓÞ£ÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ�ÒÏÓÉÔØ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ Ó�ÉÓÏË ÜÔÉÈ ×ÅÒÛÉÎ (× ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ).7.2.6. îÁ�ÉÛÉÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÅÞÁÔÁÅÔ (�Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ) ×ÓÅ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÅÒÅ×Á.òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ print subtree(x) �ÅÞÁÔÁÅÔ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÏÄ-ÄÅÒÅ×Á Ó ËÏÒÎÅÍ × x �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ; ÇÌÁ×ÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÙÚÏ×print subtree(root).pro
edure print_subtree (x:integer);beginif x = nil then begin{ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÔØ}end else beginwriteln (x);print_subtree (l[x℄);print_subtree (r[x℄);end;end;äÁÎÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ �ÅÞÁÔÁÅÔ ÓÎÁÞÁÌÁ ËÏÒÅÎØ �ÏÄÄÅÒÅ×Á, ÚÁÔÅÍ �ÏÄÄÅ-ÒÅ×Ï ÎÁÄ ÌÅ×ÙÍ ÓÙÎÏÍ, Á ÚÁÔÅÍ ÎÁÄ �ÒÁ×ÙÍ. �ÒÉ ÓÔÒÏËÉ × else-ÞÁÓÔÉÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÅÎÙ 6 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÄÁ£ÔÓ×ÏÊ �ÏÒÑÄÏË �ÅÞÁÔÉ ×ÅÒÛÉÎ. �7.3. ðÏÒÏÖÄÅÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×,�ÅÒÅÂÏÒòÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÄÏÂÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÑËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ. íÙ ÒÅÛÉÍ ÚÁÎÏ×Ï ÎÅÓËÏÌØËÏÚÁÄÁÞ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÇÌÁ×Ù.7.3.1. îÁ�ÉÛÉÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÅÞÁÔÁÅÔ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ ×ÓÅ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ n, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1 : : : k (ÉÈ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏ kn).òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÂÕÄÅÔ Ï�ÅÒÉÒÏ×ÁÔØ Ó ÍÁÓÓÉ×ÏÍ a[1℄ : : : a[n℄É ÞÉÓÌÏÍ t. òÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ generate �ÅÞÁÔÁÅÔ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ a[1℄ : : : a[t℄; �ÏÓÌÅ Å£ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ t Éa[1℄ : : : a[t℄ ÉÍÅÀÔ ÔÏ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÞÔÏ É × ÎÁÞÁÌÅ:pro
edure generate;var i,j : integer;



124 7. òÅËÕÒÓÉÑbeginif t = n then beginfor i:=1 to n do beginwrite(a[i℄);end;writeln;end else begin {t < n}for j:=1 to k do begint:=t+1;a[t℄:=j;generate;t:=t-1;end;end;end;ïÓÎÏ×ÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÔÅ�ÅÒØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×:t:=0; generate; �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÏÍÁÎÄÙ t:=t+1 É t:=t-1 ÄÌÑ ÜËÏÎÏÍÉÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÎÅÓÔÉÉÚ �ÉËÌÁ for.7.3.2. îÁ�ÉÛÉÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÅÞÁÔÁÌÁ ÂÙ ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉÞÉÓÅÌ 1 : : : n �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ.òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ Ï�ÅÒÉÒÕÅÔ Ó ÍÁÓÓÉ×ÏÍ a[1℄ : : : a[n℄, × ËÏÔÏÒÏÍÈÒÁÎÉÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÞÉÓÅÌ 1 : : : n. òÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ generate× ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ �ÅÞÁÔÁÅÔ ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ �ÅÒ×ÙÈ t �Ï-ÚÉ�ÉÑÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ a; �Ï ×ÙÈÏÄÅ ÉÚ ÎÅ£ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ tÉ a ÉÍÅÀÔ ÔÅ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÞÔÏ É ÄÏ ×ÈÏÄÁ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÔÁËÏ×Á:for i:=1 to n do begin a[i℄:=i; end;t:=0;generate;÷ÏÔ Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ:pro
edure generate;var i,j : integer;beginif t = n then beginfor i:=1 to n do beginwrite(a[i℄);end;writeln;



7.3. ðÏÒÏÖÄÅÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, �ÅÒÅÂÏÒ 125end else begin {t < n}for j:=t+1 to n do begin�ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ a[t+1℄ É a[j℄t:=t+1;generate;t:=t-1;�ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ a[t+1℄ É a[j℄end;end;end; �7.3.3. îÁ�ÅÞÁÔÁÊÔÅ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ n ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÉÅ ÒÏ×ÎÏ k ÅÄÉÎÉ� (�Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ ËÁÖÄÕÀ). �7.3.4. îÁ�ÅÞÁÔÁÊÔÅ ×ÓÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ k,ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ n. (ðÒÅÄ�Ï-ÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ k6 n, ÉÎÁÞÅ ÔÁËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.)òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ Ï�ÅÒÉÒÕÅÔ Ó ÍÁÓÓÉ×ÏÍ a[1℄ : : : a[k℄ É �ÅÌÏÊ �Å-ÒÅÍÅÎÎÏÊ t. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ a[1℄ : : : a[t℄ | ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ 1 : : :n, ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-Ì£ÎÎÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ generate �ÅÞÁÔÁÅÔ ×ÓÅ Å£ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÄÌÉÎÙ k. (ðÒÉ ÜÔÏÍ t É a[1℄ : : : a[t℄ × ËÏÎ�Å ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË × ÎÁÞÁÌÅ.)pro
edure generate;var i: integer;beginif t = k then begin�ÅÞÁÔÁÔØ a[1℄..a[k℄end else begint:=t+1;for i:=a[t-1℄+1 to t-k+n do begina[t℄:=i;generate;end;t:=t-1;end;end;úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ãÉËÌ for ÍÏÇ ÂÙ ÉÍÅÔØ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ n (×ÍÅÓÔÏt − k + n). îÁÛ ×ÁÒÉÁÎÔ ÜËÏÎÏÍÉÔ ÞÁÓÔØ ÒÁÂÏÔÙ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ,ÞÔÏ �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÉÊ ((k-1)-Ê) ÞÌÅÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ n-1, (k-2)-ÊÞÌÅÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ n-2 É Ô. �.



126 7. òÅËÕÒÓÉÑïÓÎÏ×ÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÔÅ�ÅÒØ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:t:=1;for j:=1 to 1-k+n do begina[1℄:=j;generate;end;íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë ÍÁÓÓÉ×Õ a ÓÌÅ×Á ÆÉËÔÉ×ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a[0℄== 0, �ÏÌÏÖÉÔØ t= 0 É ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÚÏ×ÏÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙgenerate. �7.3.5. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉ-ÓÌÁ n × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ �ÅÌÙÈ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ Ï�ÅÒÉÒÕÅÔ Ó ÍÁÓÓÉ×ÏÍ a[1..n℄ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁ×ÎÏ n) É Ó �ÅÌÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏa[1℄ : : : a[t℄ | ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍ-ÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n, �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ generate �ÅÞÁÔÁÅÔ ×ÓÅ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ×ÉÄÁ, �ÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÅ ÜÔÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.äÌÑ ÜËÏÎÏÍÉÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍÁ a[1℄ + : : : + a[t℄ ÈÒÁÎÉÔÓÑ × Ó�Å�É-ÁÌØÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ s.pro
edure generate;var i: integer;beginif s = n then begin�ÅÞÁÔÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a[1℄..a[t℄end else beginfor i:=1 to min(a[t℄, n-s) do begint:=t+1;a[t℄:=i;s:=s+i;generate;s:=s-i;t:=t-1;end;end;end;ïÓÎÏ×ÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÁËÏÊ:t:=1;for j:=1 to n do begina[1℄:=j



7.4. äÒÕÇÉÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÒÅËÕÒÓÉÉ 127s:=j;generate;end;úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÓÜËÏÎÏÍÉÔØ, ×ÙÎÅÓÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Õ×ÅÌÉÞÅ-ÎÉÑ É ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ t ÉÚ �ÉËÌÁ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÑ s ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚË ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ (Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÑ ÅÇÏ ÎÁ 1 É ×ÏÚ×ÒÁÝÁÑ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕÚÎÁÞÅÎÉÀ × ËÏÎ�Å). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÏÂÁ×É× ÆÉËÔÉ×ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a[0℄= n,ÍÏÖÎÏ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ:t:=0; s:=0; a[0℄:=n; generate; �7.3.6. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÏÂÈÏÄÁ ÄÅÒÅ×Á (ÉÓ�ÏÌØÚÕÑÔÅ ÖÅ ËÏÍÁÎÄÙ É �ÒÏ×ÅÒËÉ, ÞÔÏ É × ÇÌÁ×Å 3 (ïÂÈÏÄ ÄÅÒÅ×Á).òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ ÎÁÄ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔ ×ÓÅ ÌÉÓÔØÑ ÎÁÄÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ × ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÅ, ÞÔÏ É ÎÁ-ÞÁÌÁ. ÷ÏÔ Å£ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ:pro
edure ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ_ÎÁÄ;beginif ÅÓÔØ_Ó×ÅÒÈÕ then begin××ÅÒÈ_ÎÁÌÅ×Ï;ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ_ÎÁÄ;while ÅÓÔØ_Ó�ÒÁ×Á do begin×�ÒÁ×Ï;ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ_ÎÁÄ;end;×ÎÉÚ;end else beginÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ;end;end; �7.4. äÒÕÇÉÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÒÅËÕÒÓÉÉ�Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÁ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ n ÞÉÎÏ×ÎÉËÏ×, ËÁÖ-ÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÄÁ£Ô Ó�ÒÁ×ËÉ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ. íÙ ÈÏÔÉÍ �ÏÌÕ-ÞÉÔØ ×ÓÅ ÜÔÉ Ó�ÒÁ×ËÉ, ÓÏÂÌÀÄÁÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ: Õ ËÁÖÄÏÇÏÞÉÎÏ×ÎÉËÁ ÅÓÔØ Ó�ÉÓÏË Ó�ÒÁ×ÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÏ ÓÏÂÒÁÔØ �ÅÒÅÄ ÏÂÒÁÝÅ-ÎÉÅÍ Ë ÎÅÍÕ. äÅÌÏ ÂÅÚÎÁÄ£ÖÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÈÅÍÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ �ÉËÌ(Ó�ÒÁ×ËÕ A ÎÅÌØÚÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÂÅÚ B, B ÂÅÚ C,. . . , Y ÂÅÚ Z É Z ÂÅÚ A).



128 7. òÅËÕÒÓÉÑðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÔÁËÏÇÏ �ÉËÌÁ ÎÅÔ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ �ÌÁÎ, ÕËÁÚÙ-×ÁÀÝÉÊ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× �ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ó�ÒÁ×ÏË.éÚÏÂÒÁÖÁÑ ÞÉÎÏ×ÎÉËÏ× ÔÏÞËÁÍÉ, Á ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ | ÓÔÒÅÌËÁÍÉ, �ÒÉ-ÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ. éÍÅÅÔÓÑ n ÔÏÞÅË, �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÔ 1ÄÏ n. éÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ×ÅÄ£Ô ÎÅÓËÏÌØËÏ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, 0) ÓÔÒÅÌÏË × ÄÒÕÇÉÅÔÏÞËÉ. (�ÁËÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ.) ãÉËÌÏ×ÎÅÔ. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ (ÔÏÞËÉ) × ÔÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ,ÞÔÏÂÙ ËÏÎÅ� ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ �ÒÅÄÛÅÓÔ×Ï×ÁÌ Å£ ÎÁÞÁÌÕ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÏÊ.7.4.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏ.òÅÛÅÎÉÅ. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ �ÉËÌÏ× ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉ-ÎÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔ ÓÔÒÅÌÏË (ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ �ÏÓÔÒÅÌËÁÍ, �ÏËÁ ÎÅ ÚÁ�ÉËÌÉÍÓÑ). å£ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ �ÅÒ×ÏÊ. ÷ÙËÉÄÙ×ÁÑÜÔÕ ×ÅÒÛÉÎÕ É ×ÓÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÓÔÒÅÌËÉ, ÍÙ Ó×ÏÄÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÇÒÁÆÕ Ó ÍÅÎØ-ÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ É �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. �7.4.2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ �ÉËÌÏ× ÈÒÁÎÉÔ-ÓÑ × ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÏÔ 1 ÄÏ n × num[i℄ ÈÒÁÎÉÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ×Ù-ÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ i ÓÔÒÅÌÏË, × adr[i℄[1℄; : : : ; adr[i℄[num[i℄℄ | ÎÏÍÅÒÁ ×ÅÒ-ÛÉÎ, ËÕÄÁ ÜÔÉ ÓÔÒÅÌËÉ ×ÅÄÕÔ. óÏÓÔÁ×ØÔÅ (ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ) ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏ-ÒÙÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÚÁ C · (n+ m)ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÇÄÅ m | ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ (ÓÔÒÅÌÏË).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÎÅ ÄÁ£Ô ÔÒÅÂÕÅÍÏÊ Ï�ÅÎËÉ; Å£ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑÎÅÍÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÁ×ÉÔØ.òÅÛÅÎÉÅ. îÁÛÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÂÕÄÅÔ �ÅÞÁÔÁÔØ ÎÏÍÅÒÁ ×ÅÒÛÉÎ. ÷ ÍÁÓ-ÓÉ×Å printed: array[1..n℄ of booleanÍÙ ÂÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÙ (É ËÏÒ-ÒÅËÔÉÒÏ×ÁÔØ ÉÈ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó �ÅÞÁÔØÀ ×ÅÒÛÉÎÙ). âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ,ÞÔÏ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅÒÛÉÎ ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁ-ËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÎÅ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÁ Ä×ÁÖÄÙ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ i, ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ× ÜÔÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÄÕÔ ÓÔÒÅÌËÉ ÉÚ i,ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÙ, É �ÒÉÔÏÍ ÄÏ i.pro
edure add (i: 1..n);{ÄÁÎÏ: ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÏÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ;}{ÎÁÄÏ: ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÏÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ É ×ËÌÀÞÁÅÔ ×ÅÒÛÉÎÕ i}



7.4. äÒÕÇÉÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÒÅËÕÒÓÉÉ 129beginif printed [i℄ then begin {×ÅÒÛÉÎÁ i ÕÖÅ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÁ}{ÎÉÞÅÇÏ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ}end else begin{ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÏÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ}for j:=1 to num[i℄ do beginadd(adr[i℄[j℄);end;{ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÏÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚi ×ÅÄÕÔ ÓÔÒÅÌËÉ, ÕÖÅ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÙ - ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ�ÅÞÁÔÁÔØ i, ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ}if not printed[i℄ then beginwriteln(i); printed [i℄:= TRUE;end;end;end;ïÓÎÏ×ÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ:for i:=1 to n do beginprinted[i℄:= FALSE;end;for i:=1 to n do beginadd(i)end;ë Ï�ÅÎËÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ ÍÙ ×ÓËÏÒÅ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ.7.4.3. ÷ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ �ÒÏ×ÅÒËÕ, ÚÁÍÅ-ÎÉ× if not printed[i℄ then beginwriteln(i); printed [i℄:= TRUE;end;ÎÁ writeln(i); printed [i℄:= TRUE;ðÏÞÅÍÕ? ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ Ó�Å�ÉÆÉËÁ�ÉÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ?òÅÛÅÎÉÅ. ó�Å�ÉÆÉËÁ�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÏÊ:ÄÁÎÏ: ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÏÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÎÁÄÏ: ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÏÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ É ×ËÌÀÞÁÅÔ ×ÅÒÛÉÎÕ i;×ÓÅ ×ÎÏ×Ø ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÏÓÔÕ�ÎÙ ÉÚ i. �



130 7. òÅËÕÒÓÉÑ7.4.4. çÄÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÉËÌÏ×?òÅÛÅÎÉÅ. íÙ Ï�ÕÓÔÉÌÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÇÌÕÂÉÎÙ ÒÅËÕÒ-ÓÉÉ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Å£ �ÇÌÕÂÉÎÕ� | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀÄÌÉÎÕ �ÕÔÉ �Ï ÓÔÒÅÌËÁÍ, ÉÚ ÎÅ£ ×ÙÈÏÄÑÝÅÇÏ. õÓÌÏ×ÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ �ÉËÌÏ×ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ËÏÎÅÞÎÁ. éÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙÓÔÒÅÌÏË ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔ. çÌÕÂÉÎÁ ËÏÎ�Á ÓÔÒÅÌËÉ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ 1 ÍÅÎØ-ÛÅ, ÞÅÍ ÇÌÕÂÉÎÁ ÎÁÞÁÌÁ. ðÒÉ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ add(i) ×ÓÅ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ×ÙÚÏ×Ù add(j) ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÍÅÎØÛÅÊ ÇÌÕÂÉÎÙ. �÷ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë Ï�ÅÎËÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ. óËÏÌØËÏ ×ÙÚÏ×Ï× add(i) ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ i? ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ �ÅÒ-×ÙÊ ÉÚ ÎÉÈ �ÅÞÁÔÁÅÔ i, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÕÔÓÑ Ë �ÒÏ×ÅÒËÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ i ÕÖÅÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÏ. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×ÙÚÏ×Ù add(i) ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔÓÑ ��ÅÞÁÔÁ-ÀÝÉÍÉ� (�ÅÒ×ÙÍÉ) ×ÙÚÏ×ÁÍÉ add(j) ÄÌÑ ÔÅÈ j, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ × i ×ÅÄ£ÔÒÅÂÒÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ ×ÙÚÏ×Ï× add(i) ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × iÒ£ÂÅÒ (ÓÔÒÅÌÏË). ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ×ÙÚÏ×Ù, ËÒÏÍÅ �ÅÒ×ÏÇÏ, ÔÒÅÂÕÀÔ O(1)Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, Á �ÅÒ×ÙÊ ÔÒÅÂÕÅÔ ×ÒÅÍÅÎÉ, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÕ ÉÓÈÏÄÑ-ÝÉÈ ÉÚ i ÓÔÒÅÌÏË. (îÅ ÓÞÉÔÁÑ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÕÈÏÄÑÝÅÇÏ ÎÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ add(j)ÄÌÑ ËÏÎ�Ï× j ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ Ò£ÂÅÒ.) ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ×ÒÅÍÑ �ÒÏ-�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÞÉÓÌÕ Ò£ÂÅÒ (�ÌÀÓ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ). �ó×ÑÚÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÇÒÁÆÁ. îÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ | ÎÁÂÏÒ ÔÏ-ÞÅË (×ÅÒÛÉÎ), ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÌÉÎÉÑÍÉ (Ò£ÂÒÁÍÉ).îÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÁÑ.ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ i ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÅÈ×ÅÒÛÉÎ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �Ï�ÁÓÔØ ÉÚ i, ÉÄÑ �Ï Ò£ÂÒÁÍ ÇÒÁÆÁ. (ðÏ-ÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �j �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ó×ÑÚÎÏÊËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ i� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.)7.4.5. äÁÎ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕËÁÚÁÎÏÞÉÓÌÏ ÓÏÓÅÄÅÊ É ÍÁÓÓÉ× ÎÏÍÅÒÏ× ÓÏÓÅÄÅÊ, ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ Ï ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊÓÏÒÔÉÒÏ×ËÅ). óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ i �ÅÞÁÔÁÅÔ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ i �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ (É ÔÏÌØËÏ ÉÈ). þÉ-ÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ C · (ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ É Ò£ÂÅÒ× Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ).òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ ÂÕÄÅÔ �ÚÁËÒÁÛÉ×ÁÔØ� ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ. îÅÚÁËÒÁÛÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÇÒÁÆÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÔÏ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ ×ÓÅ ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ É ×ÅÄÕ-ÝÉÅ × ÎÉÈ Ò£ÂÒÁ. ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ add(i) ÚÁËÒÁÛÉ×ÁÅÔ Ó×ÑÚÎÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ i× ÎÅÚÁËÒÁÛÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÇÒÁÆÁ (É ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ ÎÉÞÅÇÏ, ÅÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ i ÕÖÅÚÁËÒÁÛÅÎÁ).



7.4. äÒÕÇÉÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÒÅËÕÒÓÉÉ 131pro
edure add (i:1..n);beginif ×ÅÒÛÉÎÁ i ÚÁËÒÁÛÅÎÁ then beginÎÉÞÅÇÏ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÎÁÄÏend else beginÚÁËÒÁÓÉÔØ i (ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ É �ÏÍÅÔÉÔØ ËÁË ÚÁËÒÁÛÅÎÎÕÀ)ÄÌÑ ×ÓÅÈ j, ÓÏÓÅÄÎÉÈ Ó iadd(j);end;end;end;äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ (× �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ,ÞÔÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ×ÙÚÏ×Ù ÒÁÂÏÔÁÀÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÉÞÅ-ÇÏ, ËÒÏÍÅ Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÎÅÚÁËÒÁÛÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÏÎÁ ÚÁËÒÁÓÉÔØÎÅ ÍÏÖÅÔ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÚÁËÒÁÛÅÎÁ. ðÕÓÔØ k | ×ÅÒ-ÛÉÎÁ, ÄÏÓÔÕ�ÎÁÑ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ i �Ï �ÕÔÉ i→ j→ : : :→ k, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÍÕÔÏÌØËÏ �Ï ÎÅÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ �Õ-ÔÉ, ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÝÉÅÓÑ ÓÎÏ×Á × i. éÚ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ �ÕÔÅÊ ×ÙÂÅÒÅÍ �ÕÔØÓ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ j (× �ÏÒÑÄËÅ �ÒÏÓÍÏÔÒÁ ÓÏÓÅÄÅÊ × �ÒÏ�ÅÄÕÒÅ). �ÏÇÄÁ �ÒÉÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ �ÕÔÉ j→ : : :→ kÎÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁËÒÁÛÅÎÁ (ÉÎÁÞÅ j ÎÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ) É �ÏÔÏÍÕ k ÏËÁ-ÖÅÔÓÑ × Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ ÎÅÚÁËÒÁÛÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ ×ÙÚÏ×Áadd(j). þÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÇÌÕÂÉÎÙ ÒÅËÕÒÓÉÉ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁËÁÖÄÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÞÉÓÌÏ ÎÅÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ 1.ï�ÅÎÉÍ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ. ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÚÁËÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ | �ÒÉ �ÅÒ×ÙÍ ×ÙÚÏ×Å add(i) Ó ÄÁÎÎÙÍ i. ÷ÓÅ �ÏÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÅ ×ÙÚÏ×Ù �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ �ÒÉ ÚÁËÒÁÛÉ×ÁÎÉÉ ÓÏÓÅÄÅÊ | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁ-ËÉÈ ×ÙÚÏ×Ï× ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÅÄÅÊ | É Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë �ÒÏ×ÅÒËÅ ÔÏÇÏ,ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ i ÕÖÅ ÚÁËÒÁÛÅÎÁ. ðÅÒ×ÙÊ ÖÅ ×ÙÚÏ× ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÒÏÓÍÏ-ÔÒÅ ×ÓÅÈ ÓÏÓÅÄÅÊ É ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ×ÙÚÏ×ÁÈ add(j) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÉÈ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ i, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÉÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÞÉÓÌÏ Å£ ÓÏÓÅÄÅÊ. ïÔÓÀÄÁ É ×ÙÔÅËÁÅÔÔÒÅÂÕÅÍÁÑ Ï�ÅÎËÁ. �7.4.6. òÅÛÉÔÅ ÔÕ ÖÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (ÎÁ�Å-ÞÁÔÁÔØ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÄÏÓÔÕ�ÎÙÅ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ �Ï ÓÔÒÅÌËÁÍ; ÇÒÁÆ ÍÏÖÅÔÓÏÄÅÒÖÁÔØ �ÉËÌÙ).ïÔ×ÅÔ. çÏÄÉÔÓÑ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÔÁ ÖÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ (ÓÔÒÏËÕ �ÄÌÑ ×ÓÅÈÓÏÓÅÄÅÊ� ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ �ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ, ËÕÄÁ ×ÅÄÕÔ ÓÔÒÅÌËÉ�). �



132 7. òÅËÕÒÓÉÑóÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÚÁÄÁÞÉ Ï Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ ÉÍÅÅÔ ÓËÏÒÅÅ ÔÅ-ÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ óÜ×ÉÞÁ).7.4.7. ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÉÍÅÅÔ 2n ×ÅÒÛÉÎ (Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×ÁÄÌÉÎÙ n) É ÚÁÄÁÎ × ×ÉÄÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÅÓÔØ ÒÅÂÒÏ, ËÏÔÏÒÁÑ �Ï Ä×ÕÍ ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍ x É y ÓÏÏÂÝÁÅÔ, ÅÓÔØ ÌÉ × ÇÒÁÆÅ ÒÅÂÒÏ ÉÚ x × y. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ,ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ �ÁÒÙ ×ÅÒÛÉÎ u É v Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÅÓÔØ ÌÉ �ÕÔØ (�ÏÒ£ÂÒÁÍ) ÉÚ u × v, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÁÍÑÔØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ n.(÷ÒÅÍÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ | É ÂÕÄÅÔ | ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÉÍ.)[õËÁÚÁÎÉÅ. éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ, ×ÙÑÓÎÑÀÝÕÀ, ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÕÔØ ÉÚ x × y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2k (É ×ÙÚÙ×ÁÀÝÕÀ ÓÅÂÑÓ ÕÍÅÎØÛÅÎÎÙÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ k).℄ �âÙÓÔÒÁÑ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÁ èÏÁÒÁ. ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ ÍÁÓÓÉ×Á, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍÉÚ ÓÁÍÙÈ ÂÙÓÔÒÙÈ. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÍÁÓÓÉ× a[1℄ : : : a[n℄. òÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ �ÒÏ-�ÅÄÕÒÁ sort(l,r:integer) ÓÏÒÔÉÒÕÅÔ ÕÞÁÓÔÏË ÍÁÓÓÉ×Á Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ÉÚ�ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (l; r℄, ÔÏ ÅÓÔØ a[l+1℄ : : : a[r℄, ÎÅ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÑ ÏÓÔÁÌØÎÏÇÏÍÁÓÓÉ×Á.pro
edure sort (l,r: integer);beginif l = r then beginÎÉÞÅÇÏ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ - ÕÞÁÓÔÏË �ÕÓÔend else begin×ÙÂÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÞÉÓÌÏ s × �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (l,r℄b := a[s℄�ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÏÒÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙÓÎÁÞÁÌÁ ÛÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÍÅÎØÛÉÅ b - ÕÞÁÓÔÏË (l,ll℄ÚÁÔÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÒÁ×ÎÙÅ b - ÕÞÁÓÔÏË (ll,rr℄ÚÁÔÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÂÏÌØÛÉÅ b - ÕÞÁÓÔÏË (rr,r℄sort (l,ll);sort (rr,r);end;end;òÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏÒÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ ÎÁ ÔÒÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (ÍÅÎØ-ÛÉÅ, ÒÁ×ÎÙÅ, ÂÏÌØÛÅ) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ × ÇÌÁ×Å 1, Ó. 36 (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅ-ÌÁÔØ ÚÁ ×ÒÅÍÑ, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÌÉÎÅ ÕÞÁÓÔËÁ). ëÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÇÌÕÂÉÎÙÒÅËÕÒÓÉÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÓÏÒÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ ÎÁ ËÁ-ÖÄÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ 1.7.4.8. (äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÏÓÎÏ×ÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ). äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÞÉÓÌÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÒÉ ÒÁÂÏÔÅ ÜÔÏÇÏ ÁÌ-



7.4. äÒÕÇÉÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÒÅËÕÒÓÉÉ 133ÇÏÒÉÔÍÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ Cn logn, �ÒÉÞ£Í ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔÓÏÒÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á.[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ T (n) | ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ ÞÉ-ÓÌÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÏ× ÄÌÉÎÙ n. éÚ ÔÅËÓÔÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ×ÙÔÅËÁÅÔÔÁËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:T (n)6 Cn+ 1n ∑k+l=n−1(T (k) + T (l))ðÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁ ÍÅÎØÛÉÅ, ÒÁ×-ÎÙÅ É ÂÏÌØÛÉÅ. ÷ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ | ÜÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ. (óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÒÅ-ÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙÅ, × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÍÅÓÔÏ T (k) É T (l)ÄÏÌÖÎÙ ÓÔÏÑÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍÙ T (x) �Ï ×ÓÅÍ x, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍ k ÉÌÉ l, ÎÏÜÔÏ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍ.) äÁÌÅÅ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n ÎÕÖ-ÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ Ï�ÅÎËÕ T (n)6 C ′n lnn. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÒÅÄÎÅ-ÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x lnx �Ï ×ÓÅÍ x= 1; : : : ; n− 1 ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ∫ n1 x lnx dx�Ï ÞÁÓÔÑÍ ËÁË ∫ lnx d(x2). ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ C ′ ÞÌÅÎ Cn × �ÒÁ-×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÅÒÅ×ÅÛÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁ ÓÞ£Ô ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫ x2 d lnx, É ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÊÛÁÇ �ÒÏÈÏÄÉÔ.℄ �7.4.9. éÍÅÅÔÓÑ ÍÁÓÓÉ× ÉÚ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÞÉÓÌÏ k. �ÒÅÂÕ-ÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ k-Å �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÞÉÓÌÏ × ÜÔÏÍ ÍÁÓÓÉ×Å, ÓÄÅÌÁ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ Cn ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÊ, ÇÄÅ C | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ k É n.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÏÒÔÉÒÏ×ËÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏÚÁ Cn logn ÄÅÊÓÔ×ÉÊ. ïÞÅ×ÉÄÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ: ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ,ÚÁÔÅÍ ÎÁÊÔÉ ×ÔÏÒÏÊ, ÚÁÔÅÍ ÔÒÅÔÉÊ, . . . , k-Ê ÔÒÅÂÕÅÔ �ÏÒÑÄËÁ kn ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ �ÒÉ n ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ k).[õËÁÚÁÎÉÅ. éÚÑÝÎÙÊ (ÈÏÔÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ É ÂÅÓ�ÏÌÅÚÎÙÊ| ËÏÎÓÔÁÎÔÙÓÌÉÛËÏÍ ×ÅÌÉËÉ) Ó�ÏÓÏÂ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÔÁËÏ×:á. òÁÚÏÂØ£Í ÎÁÛ ÍÁÓÓÉ× ÎÁ n=5 ÇÒÕ��, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �Ï 5 ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×. ëÁÖÄÕÀ ÇÒÕ��Õ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÍ.â. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÒÅÄÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÓÅÈ ÇÒÕ�� É �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÉÈ × ÍÁÓ-ÓÉ× ÉÚ n=5 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÇÏ ×ÙÚÏ×Á ÎÁÊÄ£Í ÓÒÅÄÎÉÊ�Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á.÷. óÒÁ×ÎÉÍ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á:ÏÎÉ ÒÁÚÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÂÏÌØÛÉÅ ÅÇÏ É ÍÅÎØÛÉÅ ÅÇÏ (É ÏÄÉÎ ÒÁ×ÎÙÊ ÅÍÕ).ðÏÄÓÞÉÔÁ× ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÅÈ É ÄÒÕÇÉÈ, ÍÙ ÕÚÎÁÅÍ, × ËÁËÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÅÊÄÏÌÖÅÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÊ (k-Ê) ÜÌÅÍÅÎÔ É ËÁËÏ× ÏÎ ÔÁÍ �Ï �ÏÒÑÄËÕ.ç. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÎÁÛ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ë ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ.



134 7. òÅËÕÒÓÉÑðÕÓÔØ T (n) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔÓ�ÏÓÏÂ �ÒÉÍÅÎÑÔØ Ë ÍÁÓÓÉ×ÁÍ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (k ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ËÁËÉÍ ÕÇÏÄÎÏ). éÍÅÅÍ Ï�ÅÎËÕ:T (n)6 Cn+ T (n=5) + T (�ÒÉÍÅÒÎÏ 0;7n):ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÁË: �ÒÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÎÁ ÞÁÓÔÉ ËÁÖÄÁÑÞÁÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 0;3n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ x | ÓÒÅÄ-ÎÉÊ ÉÚ ÓÒÅÄÎÉÈ, ÔÏ �ÒÉÍÅÒÎÏ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ×ÓÅÈ ÓÒÅÄÎÉÈ ÍÅÎØÛÅ x. á ÅÓÌÉ× �ÑÔ£ÒËÅ ÓÒÅÄÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÅÎØÛÅ x, ÔÏ ÅÝ£ Ä×Á ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÍÅÎØÛÅ x.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 3=5 ÏÔ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÅÎØÛÅ x.�Å�ÅÒØ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ Ï�ÅÎËÕ T (n)6 Cn (ÒÅÛÁÀÝÕÀÒÏÌØ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÇÒÁÅÔ ÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï, ÞÔÏ 1=5 + 0;7< 1).℄ �



8. ëáë ïâïê�éóøâåú òåëõòóééäÌÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÑÚÙËÏ× �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ (ËÁËÏ×ÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÁÓËÁÌØ) ÒÅËÕÒÓÉÑ ÎÅ ÄÁ£Ô ÎÉÞÅÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÙ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÂÅÚ ÒÅËÕÒÓÉÉ. íÙÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏÇÏ, Á �ÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ£ÍÙ,�ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÒÅËÕÒÓÉÉ × ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ.úÁÞÅÍ ÜÔÏ ÎÕÖÎÏ? ïÔ×ÅÔ �ÒÁÇÍÁÔÉËÁ ÍÏÇ ÂÙ ÂÙÔØ ÔÁËÉÍ: ×Ï ÍÎÏ-ÇÉÈ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁÈ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, É × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÀÝÉÈ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ RISC-�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÙ), ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ× ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ.åÝ£ ÏÄÉÎ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ: × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÑÚÙËÁÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÒÅ-ËÕÒÓÉ×ÎÙÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÙ. á ÇÌÁ×ÎÏÅ, �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÒÅËÕÒÓÉÉ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÉÚÑÝÎÙÅ É �ÏÕÞÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ.8.1. �ÁÂÌÉ�Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ)8.1.1. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÞÉÓÌÁ ÓÏÞÅÔÁ-ÎÉÊ (ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ). îÁ�ÉÛÉÔÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÎÅÒÅ-ËÕÒÓÉ×ÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ.fun
tion C(n,k: integer):integer;{n >= 0; 0 <= k <=n}beginif (k = 0) or (k = n) then beginC:=1;end else begin {0<k<n}C:= C(n-1,k-1)+C(n-1,k)end;end;



136 8. ëÁË ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÒÅËÕÒÓÉÉúÁÍÅÞÁÎÉÅ. Ckn | ÞÉÓÌÏ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ckn = Ck−1n−1 + Ckn−1 �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÆÉËÓÉ-ÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÄÅÌØÎÏ �ÏÄÓÞÉ-ÔÁÅÍ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ×ËÌÀÞÁÀÝÉÅ É ÎÅ ×ËÌÀÞÁÀÝÉÅ ÜÔÏÔÜÌÅÍÅÎÔ. �ÁÂÌÉ�Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ckn 11 11 2 11 3 3 1. . . . . . . . .ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ðÁÓËÁÌÑ (ÔÏÇÏ ÓÁÍÏÇÏ). ÷ Î£Í ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ, ËÒÏÍÅ ËÒÁÊÎÉÈ ÅÄÉÎÉ�, ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁÄ ÎÉÍ.òÅÛÅÎÉÅ. íÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊCkn = n!k! (n− k)!íÙ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ, ÔÁË ËÁË ÈÏÔÉÍ �ÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ �ÒÉ£ÍÙ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ÒÅËÕÒÓÉÉ. ÷ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÁ-ÂÌÉ�Õ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ C(n,k) = Ckn, ÚÁ�ÏÌÎÑÑ Å£ ÄÌÑ n = 0; 1; 2; : : :,�ÏËÁ ÎÅ ÄÏÊÄ£Í ÄÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÇÏ ÎÁÓ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. �8.1.2. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ É ÎÅÒÅ-ËÕÒÓÉ×ÎÏÊ ×ÅÒÓÉÊ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ? �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ Ï �ÁÍÑÔÉ.òÅÛÅÎÉÅ. �ÁÂÌÉ�Á ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÏÒÑÄËÁ n2, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØÄÏ n, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ ÎÕÖÎÁ ÔÏÌØËÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÁÑ. ÷ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ �Ï-ÒÑÄËÁ n2. òÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌØÛÅÇÏ ×ÒÅ-ÍÅÎÉ: ×ÙÚÏ× C(n,k) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë Ä×ÕÍ ×ÙÚÏ×ÁÍ ÄÌÑ C(n-1,...), ÔÅ |Ë ÞÅÔÙÒ£Í ×ÙÚÏ×ÁÍ ÄÌÑ C(n-2,...) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÒÅÍÑÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ (�ÏÒÑÄËÁ 2n). éÓ�ÏÌØÚÕÅÍÁÑ ÒÅËÕÒÓÉ×-ÎÏÊ ×ÅÒÓÉÅÊ �ÁÍÑÔØ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁ n| ÕÍÎÏÖÁÅÍ ÇÌÕÂÉÎÕ ÒÅËÕÒÓÉÉ(n) ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÁÍÑÔÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÅ ÏÄÎÉÍ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ(ËÏÎÓÔÁÎÔÁ). �ëÁÒÄÉÎÁÌØÎÙÊ ×ÙÉÇÒÙÛ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ×ÅÒÓÉÉ Ë ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ ÏÄÎÉÉ ÔÅ ÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÙÚÏ× C(5,3)



8.1. �ÁÂÌÉ�Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ) 137× ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞ£ÔÅ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ Ä×Á ×ÙÚÏ×Á C(3,2):C(5,3)
ւ ցC(4,2) C(4,3)

ւ ց ւ ցC(3,1) C(3,2) C(3,3)úÁ�ÏÌÎÑÑ ÔÁÂÌÉ�Õ, ÍÙ ËÁÖÄÕÀ ËÌÅÔËÕ ÚÁ�ÏÌÎÑÅÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁÖÄÙ|ÏÔÓÀÄÁ É ÜËÏÎÏÍÉÑ. üÔÏÔ �ÒÉ£Í ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÉ-ÒÏ×ÁÎÉÅÍ, É �ÒÉÍÅÎÉÍ × ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÏÂß£Í ÈÒÁÎÉÍÏÊ × ÔÁÂÌÉ�ÅÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÉÍ.8.1.3. ðÏÇÏ×ÏÒÉÔÅ ÎÁ ÔÕ ÖÅ ÔÅÍÕ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ É (�ÒÏ-ÓÔÅÊÛÅÊ) ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ,ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ�1 =�2 = 1; �n =�n−1 +�n−2 (n > 2): �8.1.4. äÁÎ ×Ù�ÕËÌÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË (ÚÁÄÁÎÎÙÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Ó×ÏÉÈ×ÅÒÛÉÎ × �ÏÒÑÄËÅ ÏÂÈÏÄÁ). åÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁÀÔ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑ-ÍÉ, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ n− 2 ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÎÄÕË�É-ÅÊ �Ï n). óÔÏÉÍÏÓÔØÀ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ ÎÁÚÏ×£Í ÓÕÍÍÕ ÄÌÉÎ ×ÓÅÈ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ-ÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ. îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ. þÉÓÌÏÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ n. (ðÅÒÅ-ÂÏÒ ÎÅ �ÏÄÈÏÄÉÔ, ÔÁË ËÁË ÞÉÓÌÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.)òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÏÔ 1 ÄÏ nÉ ÉÄÕÔ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ. ðÕÓÔØ k, l | ÎÏÍÅÒÁ ×ÅÒÛÉÎ, �ÒÉÞ£Í l > k.þÅÒÅÚ A(k; l) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, ÏÔÒÅÚÁÅÍÙÊ ÏÔ ÎÁÛÅÇÏ ÈÏÒ-ÄÏÊ k { l. (üÔÁ ÈÏÒÄÁ ÒÁÚÒÅÚÁÅÔ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ Ä×Á, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ×ËÌÀÞÁÅÔ ÓÔÏÒÏÎÕ 1 {n; ÞÅÒÅÚ A(k; l) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÄÒÕÇÏÊ.) éÓÈÏÄÎÙÊÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ A(1; n). ðÒÉ l = k + 1 �ÏÌÕÞÁ-ÅÔÓÑ �Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉË� Ó ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ.
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138 8. ëÁË ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÒÅËÕÒÓÉÉþÅÒÅÚ a(k; l) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ A(k; l)ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. îÁ�ÉÛÅÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑa(k; l). ðÒÉ l = k + 1 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉË, É ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ a(k; l) = 0.ðÒÉ l = k + 2 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÖÅ a(k; l) = 0.ðÕÓÔØ l > k + 2.
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èÏÒÄÁ k { l Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ A(k; l) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎ ÒÁÚÒÅÚÁÎ. ðÒÏÔÉ×Ï-�ÏÌÏÖÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ i ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÁÑ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎk + 1; : : : ; l − 1, É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÁ ËÁËmin{(ÄÌÉÎÁ ÈÏÒÄÙ k { i) + (ÄÌÉÎÁ ÈÏÒÄÙ i { l) + a(k; i) + a(i; l)}�Ï ×ÓÅÍ i = k + 1; : : : ; l − 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÄÏ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ q = p + 1ÈÏÒÄÁ p { q | ÎÅ ÈÏÒÄÁ, Á ÓÔÏÒÏÎÁ, É Å£ ÄÌÉÎÕ ÎÁÄÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁ×ÎÏÊ 0(�Ï ÓÔÏÒÏÎÅ ÒÁÚÒÅÚ ÎÅ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ).óÏÓÔÁ×É× ÔÁÂÌÉ�Õ ÄÌÑ a(k; l) É ÚÁ�ÏÌÎÑÑ Å£ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ (ÒÁ×ÎÏÇÏ l − k + 1), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀ-ÝÕÀ �ÁÍÑÔØ �ÏÒÑÄËÁ n2 É ×ÒÅÍÑ �ÏÒÑÄËÁ n3 (ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÒÅÂÕÅÔ ×ÙÂÏÒÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n ÞÉ-ÓÅÌ). �8.1.5. íÁÔÒÉ�ÅÊ ÒÁÚÍÅÒÁ m× n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�ÁÉÚm ÓÔÒÏË É n ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÚÁ�ÏÌÎÅÎÎÁÑ ÞÉÓÌÁÍÉ. íÁÔÒÉ�Õ ÒÁÚÍÅÒÁm× nÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ ÒÁÚÍÅÒÁ n × k (ÛÉÒÉÎÁ ÌÅ×ÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÑ ÄÏÌÖÎÁ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ×ÙÓÏÔÅ �ÒÁ×ÏÇÏ), É �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅ-ÒÏÍ m× k. ãÅÎÏÊ ÔÁËÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ mnk(ÔÁËÏ×Ï ÞÉÓÌÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ �ÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÓ�ÏÓÏÂÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ | ÎÏ ÓÅÊÞÁÓ ÜÔÏ ÎÁÍ ÎÅ ×ÁÖÎÏ). õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ s ÍÁÔÒÉ� ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ × ÒÁÚ-ÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �ÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ �ÅÎÕ ×ÓÅÈÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ. îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ �ÅÎÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÒÁÚÍÅÒÙ ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉ�. þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÄÏÌÖÎÏÂÙÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÍÁÔÒÉ�.



8.1. �ÁÂÌÉ�Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ) 139ðÒÉÍÅÒ. íÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÏÍ 2× 3, 3× 4, 4× 5 ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÔØÄ×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ÷ �ÅÒ×ÏÍ �ÅÎÁ ÒÁ×ÎÁ 2 · 3 · 4 + 2 · 4 · 5 = 24 + 40 = 64,×Ï ×ÔÏÒÏÍ �ÅÎÁ ÒÁ×ÎÁ 3 · 4 · 5 + 2 · 3 · 5 = 90.òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÎÁ�ÉÓÁÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ[0; 1℄, ×ÔÏÒÁÑ | ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [1; 2℄, . . . , s-Ñ | ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [s− 1; s℄. íÁÔÒÉ-�Ù ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ [i− 1; i℄ É [i; i+ 1℄ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÒÁÚÍÅÒ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊÉÈ �ÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ d[i℄. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓÈÏÄÎÙÍÄÁÎÎÙÍ × ÚÁÄÁÞÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÓÓÉ× d[0℄ : : : d[s℄.þÅÒÅÚ a(i; j) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ �ÅÎÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� ÎÁ ÕÞÁÓÔËÅ [i; j℄ (�ÒÉ 06 i < j 6 s). éÓËÏÍÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÒÁ×ÎÁa(0; s). ÷ÅÌÉÞÉÎÙ a(i; i+ 1) ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ (ÍÁÔÒÉ�Á ÏÄÎÁ É �ÅÒÅÍÎÏÖÁÔØÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÎÁÄÏ). òÅËÕÒÒÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏÊ:a(i; j) = min{a(i; k) + a(k; j) + d[i℄d[k℄d[j℄}ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒ£ÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÅÓÔÁÍ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ �Ï ×ÓÅÍ k = i + 1; : : : ; j − 1. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍÁÔÒÉ� ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [i; k℄ ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ d[i℄d[k℄, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍÁÔÒÉ� ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [k; j℄ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ d[k℄d[j℄, É �ÅÎÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÈ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ d[i℄d[k℄d[j℄. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ä×Å �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÈÏÖÉ. üÔÏ ÓÈÏÄÓÔ×Ï ÓÔÁÎÅÔ ÑÓ-ÎÅÅ, ÅÓÌÉ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù-ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ 1 { 2, 2 { 3, . . . ,(s − 1) { s ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÈÏÒÄÅ i { j ÎÁ�ÉÓÁÔØ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉ�, ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÈ ÜÔÏÊ ÈÏÒÄÏÊ.8.1.6. öÅÌÅÚÎÁÑ ÄÏÒÏÇÁ Ó ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ ÉÍÅÅÔ n ÓÔÁÎ-�ÉÊ. éÚ×ÅÓÔÎÙ �ÅÎÙ ÂÉÌÅÔÏ× ÏÔ i-Ê ÓÔÁÎ�ÉÉ ÄÏ j-Ê (�ÒÉ i < j | × ÏÂÒÁÔ-ÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ �ÒÏÅÚÄÁ ÎÅÔ). îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ �ÒÏÅÚ-ÄÁ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ÄÏ ËÏÎ�Á (Ó ÕÞ£ÔÏÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÜËÏÎÏÍÉÉ ÚÁ ÓÞ£Ô �ÅÒÅÓÁ-ÄÏË). �8.1.7. úÁÄÁÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó ÂÉÎÁÒÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ (×ÏÏÂÝÅÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ É ÄÁÖÅ ÎÅ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ). éÍÅÅÔÓÑ n ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× a1; : : : ; an ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ x. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ,ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁË ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÓËÏÂËÉ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ a1 × : : : × an, ÞÔÏÂÙ× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÌÓÑ x. þÉÓÌÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÄÏÌÖÎÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ Cn3ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ×ÙÂÒÁÎ-ÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å).òÅÛÅÎÉÅ. úÁ�ÏÌÎÑÅÍ ÔÁÂÌÉ�Õ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁai : : : aj ÎÁÛÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÈÒÁÎÉÔÓÑ Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÅÇÏ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ (�ÒÉ ÒÁÚÎÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓËÏÂÏË). �



140 8. ëÁË ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÒÅËÕÒÓÉÉðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÜÔÏÔ ÖÅ �ÒÉ£Í �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ × �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÅ �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×Ï-ÂÏÄÎÏÍÕ ÑÚÙËÕ (ÓÍ. ÇÌÁ×Õ 15).óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÀËÚÁËÅ) ÕÖÅ Õ�ÏÍÉÎÁÌÁÓØ × ÇÌÁ×Å 3.8.1.8. éÍÅÅÔÓÑ n �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ x1; : : : ; xn É ÞÉÓÌÏ N .÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ �ÏÌÕÞÉÔØ N , ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ x1; : : :: : : ; xn. þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ �ÏÒÑÄËÁ Nn.[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÓÌÅ i ÛÁÇÏ× ÈÒÁÎÉÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ0 : : : N , ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ x1 : : : xi.℄ �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÁ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÁ ÚÁ-�ÏÌÎÅÎÉÅ ÔÁÂÌÉ�Ù ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÎÏÇÄÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÊ. ðÒÉÍÅÒÎÏ ÔÏÇÏ ÖÅ ÜÆÆÅËÔÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÉÎÁÞÅ: ÏÓÔÁ×ÉÔØ�ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ, ÎÏ × ÈÏÄÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÚÁ�ÏÍÉÎÁÔØ ÕÖÅ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, Á �ÅÒÅÄ ÏÞÅÒÅÄÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ, ÎÅÔ ÌÉÕÖÅ ÇÏÔÏ×ÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.8.2. óÔÅË ÏÔÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÎÉÊäÒÕÇÏÊ �ÒÉ£Í ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ÒÅËÕÒÓÉÉ �ÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅÚÁÄÁÞÉ Ï ÈÁÎÏÊÓËÉÈ ÂÁÛÎÑÈ.8.2.1. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÊ ËÏÌÅ� × ÚÁÄÁÞÅ Ï ÈÁÎÏÊÓËÉÈ ÂÁÛÎÑÈ.òÅÛÅÎÉÅ. ÷Ó�ÏÍÎÉÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÀÝÕÀi ×ÅÒÈÎÉÈ ËÏÌÅ� Ó m ÎÁ n:pro
edure move(i,m,n: integer);var s: integer;beginif i = 1 then beginwriteln ('ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ ', m, '->', n);end else begins:=6-m-n; {s - ÔÒÅÔÉÊ ÓÔÅÒÖÅÎØ: ÓÕÍÍÁ ÎÏÍÅÒÏ× ÒÁ×ÎÁ 6}move (i-1, m, s);writeln ('ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ ', m, '->', n);move (i-1, s, n);end;end;÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ��ÅÒÅÌÏÖÉÔØ i ×ÅÒÈÎÉÈ ÄÉÓËÏ× Ó m-ÇÏ ÓÔÅÒÖÎÑ ÎÁ n-Ê�Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÒ£Í ÚÁÄÁÞÁÍ ÔÏÇÏ ÖÅ ÔÉ�Á: Ä×ÕÍ ÚÁÄÁÞÁÍ Ó i-1 ÄÉÓËÁÍÉ



8.2. óÔÅË ÏÔÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÎÉÊ 141É Ë ÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÉÓËÏÍ. úÁÎÉÍÁÑÓØ ÜÔÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ,×ÁÖÎÏ ÎÅ �ÏÚÁÂÙÔØ, ÞÔ�Ï ÅÝ£ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÓÄÅÌÁÔØ.äÌÑ ÜÔÏÊ �ÅÌÉ ÚÁ×ÅÄ£Í ÓÔÅË ÏÔÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÎÉÊ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ÔÒÏÊËÉ 〈i; m;n〉. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑËÁË ÚÁËÁÚ ��ÅÒÅÌÏÖÉÔØ i ×ÅÒÈÎÉÈ ÄÉÓËÏ× Ó m-ÇÏ ÓÔÅÒÖÎÑ ÎÁ n-Ê�. úÁËÁ-ÚÙ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ ÉÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ:ÓÁÍÙÊ ÓÒÏÞÎÙÊ | ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÔÅËÁ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ:pro
edure move(i,m,n: integer);beginÓÄÅÌÁÔØ ÓÔÅË ÚÁËÁÚÏ× �ÕÓÔÙÍ�ÏÌÏÖÉÔØ × ÓÔÅË ÔÒÏÊËÕ <i,m,n>{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÏÓÔÁÌÏÓØ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ÚÁËÁÚÙ × ÓÔÅËÅ}while ÓÔÅË ÎÅ�ÕÓÔ do beginÕÄÁÌÉÔØ ×ÅÒÈÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, �ÅÒÅÌÏÖÉ× ÅÇÏ × <j,p,q>if j = 1 then beginwriteln ('ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ', p, '->', q);end else begins:=6-p-q;{s - ÔÒÅÔÉÊ ÓÔÅÒÖÅÎØ: ÓÕÍÍÁ ÎÏÍÅÒÏ× ÒÁ×ÎÁ 6}�ÏÌÏÖÉÔØ × ÓÔÅË ÔÒÏÊËÉ <j-1,s,q>, <1,p,q>, <j-1,p,s>end;end;end;(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÏÊ × ÓÔÅË ËÌÁÄ£ÔÓÑ ÔÒÏÊËÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÄÏ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ�ÏÓÌÅÄÎÅÊ.) óÔÅË ÔÒÏÅË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ ËÁË ÔÒÉ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÓÔÅ-ËÁ. (ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × �ÁÓËÁÌÅ ÅÓÔØ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÔÉ�, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ �ÚÁ�ÉÓØ�(re
ord), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉÍÅÎ£Î.) �8.2.2. (óÏÏÂÝÉÌ á.ë. ú×ÏÎËÉÎ ÓÏ ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ áÎÄÖÅÑ ìÉÓÏ×ÓËÏÇÏ.)äÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÈÁÎÏÊÓËÉÈ ÂÁÛÎÑÈ ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÙ. ÷ÏÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ: �ÒÏÓÔÁÉ×ÁÀÝÉÍ ÓÔÅÒÖÎÅÍ (ÎÅ ÔÅÍ, Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ�ÅÒÅÎÏÓÑÔ, É ÎÅ ÔÅÍ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅÎÏÓÑÔ) ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ×ÓÅ ÓÔÅÒÖ-ÎÉ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ. äÒÕÇÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ: �ÏÏÞÅÒ£ÄÎÏ �ÅÒÅÍÅÝÁÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅËÏÌØ�Ï É ÎÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ËÏÌØ�Ï, �ÒÉÞ£Í ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ | �Ï ËÒÕÇÕ. �8.2.3. éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ ÚÁÍÅÎÕ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÓÔÅËÏÍ ÏÔÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÎÉÊ× ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÅ �ÅÞÁÔÉ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.òÅÛÅÎÉÅ. ãÉÆÒÙ ÄÏÂÙ×ÁÀÔÓÑ Ó ËÏÎ�Á É ÚÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ × ÓÔÅË, Á ÚÁ-ÔÅÍ �ÅÞÁÔÁÀÔÓÑ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. �8.2.4. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, �ÅÞÁÔÁÀÝÕÀ ×ÓÅ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á.



142 8. ëÁË ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÒÅËÕÒÓÉÉòÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÅË ÏÔÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÎÉÊ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÚÁËÁÚÙ Ä×ÕÈ ÓÏÒÔÏ×: �ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ ÄÁÎÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ� É �ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ ×ÓÅ×ÅÒÛÉÎÙ �ÏÄÄÅÒÅ×Á Ó ÄÁÎÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ� (�ÒÉ ÜÔÏÍ nil ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ�ÕÓÔÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÔÅËÁ ÅÓÔØ �ÁÒÁ: 〈ÔÉ� ÚÁËÁÚÁ,ÎÏÍÅÒ ×ÅÒÛÉÎÙ〉.÷ÙÎÉÍÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÓÔÅËÁ, ÍÙ ÌÉÂÏ ÓÒÁÚÕ ÉÓ�ÏÌÎÑÅÍ ÅÇÏ (ÅÓÌÉ ÜÔÏÚÁËÁÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á), ÌÉÂÏ �ÏÍÅÝÁÅÍ × ÓÔÅË ÔÒÉ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ ÉÍ ÚÁËÁ-ÚÁ | × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ×. �8.2.5. þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅ �ÅÞÁÔÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ Ä×ÏÉÞ-ÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á, Á �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï?òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÞÁÔÁÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÅÄÉ-ÎÉ�Ù Ë ÓÞ£ÔÞÉËÕ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÔÁËÏ×: (ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ×ÅÒÛÉÎ) = (ÓÞ£ÔÞÉË) + (ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ×ÅÒÛÉÎ × �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑÈ, ËÏÒÎÉ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ × ÓÔÅËÅ). �8.2.6. äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× ×ÏÚÍÏÖÎÙ Õ�-ÒÏÝÅÎÉÑ, ÄÅÌÁÀÝÉÅ ÎÅÎÕÖÎÙÍ ÈÒÁÎÅÎÉÅ × ÓÔÅËÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ä×ÕÈ ×ÉÄÏ×.õËÁÖÉÔÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ.òÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÔÁËÏ×:ËÏÒÅÎØ, ÌÅ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï, �ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï,ÔÏ ÚÁËÁÚ ÎÁ �ÅÞÁÔÁÎÉÅ ËÏÒÎÑ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÚÁËÌÁÄÙ×ÁÔØ × ÓÔÅË, Á ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÒÁÚÕ.îÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ ÄÌÑ �ÏÒÑÄËÁÌÅ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï, ËÏÒÅÎØ, �ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÚÁËÁÚÙ × ÓÔÅËÅ, ËÒÏÍÅ ÓÁÍÏÇÏ �ÅÒ×ÏÇÏ (ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ�ÏÄÄÅÒÅ×Ï) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ �ÁÒÙ:ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÕ x, ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ ��ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï� x(= �ÏÄÄÅÒÅ×Ï Ó ËÏÒÎÅÍ × �ÒÁ×ÏÍ ÓÙÎÅ x). ïÂßÅÄÉÎÉ× ÜÔÉ �ÁÒÙ × ÚÁ-ËÁÚÙ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ É ××ÅÄÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÄÌÑ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÈÒÁÎÅÎÉÑ�ÅÒ×ÏÇÏ ÚÁËÁÚÁ, ÍÙ ÏÂÏÊÄ£ÍÓÑ ÓÔÅËÏÍ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÙÈ ÚÁËÁÚÏ×.�Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ×ÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ �ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ÌÅ×ÏÅ É �ÒÁ-×ÏÅ | �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÅÝ£ Ä×Á �ÏÒÑÄËÁ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÒÕÇÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ �ÅÞÁÔÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á ÍÏÖÎÏ�ÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÏÂÈÏÄÁ ÄÅÒÅ×Á, ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÊ × ÇÌÁ×Å 3.�ÁÍ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ËÏÍÁÎÄÁ �×ÎÉÚ�. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÅ�ÅÒÅÛÎÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅ ÄÅÒÅ×Á Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÁÓÓÉ×Ï× l É r ÎÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ �ÒÅÄËÁ ÚÁÄÁÎ-ÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, �ÒÉÄ£ÔÓÑ ÈÒÁÎÉÔØ Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÁ �ÕÔÉ ÏÔ ËÏÒÎÑË ÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ. óÍ. ÔÁËÖÅ ÇÌÁ×Õ 9.



8.3. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÅËÕÒÓÉÉ 1438.2.7. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÂÙÓÔÒÏÊ ÓÏÒ-ÔÉÒÏ×ËÉ (ÓÍ. Ó. 132). ëÁË ÏÂÏÊÔÉÓØ ÓÔÅËÏÍ, ÇÌÕÂÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÁ C logn, ÇÄÅ n | ÞÉÓÌÏ ÓÏÒÔÉÒÕÅÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÓÔÅË ËÌÁÄÕÔÓÑ �ÁÒÙ 〈i; j〉, ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÍÙÅ ËÁË ÏÔ-ÌÏÖÅÎÎÙÅ ÚÁÄÁÎÉÑ ÎÁ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÞÁÓÔËÏ× ÍÁÓÓÉ×Á.÷ÓÅ ÜÔÉ ÚÁËÁÚÙ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒ ÓÔÅËÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÅ×Ù-ÓÉÔØ n. þÔÏÂÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÔÅËÏÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ, ÂÕÄÅÍ�ÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÔØÓÑ ÔÁËÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ: ÇÌÕÂÖÅ × ÓÔÅË �ÏÍÅÝÁÔØ ÂÏÌØÛÉÊ ÉÚ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÚÁËÁÚÏ×. ðÕÓÔØ f(n) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÇÌÕÂÉÎÁ ÓÔÅ-ËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ×ÓÔÒÅÔÉÔØÓÑ �ÒÉ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÅ ÍÁÓÓÉ×Á ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ. ï�ÅÎÉÍ f(n) Ó×ÅÒÈÕ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ:�ÏÓÌÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÁÓÓÉ×Á ÎÁ Ä×Á ÕÞÁÓÔËÁ ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÏÒÔÉÒÕÅÍ ÂÏÌÅÅËÏÒÏÔËÉÊ (ÈÒÁÎÑ × ÓÔÅËÅ ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎÎÙÊ �ÒÏ ÚÁ�ÁÓ), �ÒÉ ÜÔÏÍ ÇÌÕÂÉÎÁÓÔÅËÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ f(n=2) + 1, ÚÁÔÅÍ ÓÏÒÔÉÒÕÅÍ ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎÎÙÊ, ÔÁË ÞÔÏf(n)6max(f(n=2) + 1; f(n− 1));ÏÔËÕÄÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �ÏÌÕÞÁÅÍ f(n) =O(logn). �8.3. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÅËÕÒÓÉÉðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÁ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉf(0) = a;f(x) = h(x; f(l(x))) (x > 0)ÇÄÅ a| ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á h É l| ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×Á-ÍÉ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ x ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f × ÔÏÞËÅl(x). ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉx; l(x); l(l(x)); : : :ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ 0.åÓÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ l(x) < x ÄÌÑ ×ÓÅÈ x, ÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÅ f ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÒÕÄÁ: ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ f(0); f(1);f(2); : : :8.3.1. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ f ÄÌÑ ÏÂ-ÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ.òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ f(x) ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØl(x); l(l(x)); l(l(l(x))); : : :



144 8. ëÁË ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÒÅËÕÒÓÉÉÄÏ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÕÌÑ É ÚÁ�ÏÍÉÎÁÅÍ Å£, Á ÚÁÔÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f × ÔÏÞ-ËÁÈ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÉÄÑ Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï. �åÝ£ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ×ÒÑÄ ÌÉ ×ÓÔÒÅÔÉÔ-ÓÑ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ (Á ÅÓÌÉ É ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ, ÔÏ �ÒÏÝÅ ÒÅËÕÒÓÉÀ ÎÅ ÕÓÔÒÁÎÑÔØ,Á ÏÓÔÁ×ÉÔØ). îÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ: �ÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕ-ÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉf(0) = a;f(x) = h(x; f(l(x)); f(r(x))) (x > 0);ÇÄÅ a | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á l, r É h | ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ðÒÅÄ�ÏÌÁ-ÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÎÁÞÁÔØ �ÒÉÍÅÎÑÔØ Ë ÎÅÍÕÆÕÎË�ÉÉ l É r × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ 0.8.3.2. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ f .òÅÛÅÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÅÒÅ×Ï, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ× ËÏÒÎÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ x, Á × ÓÙÎÏ×ØÑÈ ×ÅÒÛÉÎÙ i ÓÔÏÑÔ l(i) É r(i) | ÅÓÌÉÔÏÌØËÏ i ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. úÁÔÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÄÑ ÏÔÌÉÓÔØÅ× Ë ËÏÒÎÀ. ïÄÎÁËÏ ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ.ïÂÒÁÔÎÏÊ �ÏÌØÓËÏÊ ÚÁ�ÉÓØÀ (ÉÌÉ �ÏÓÔÆÉËÓÎÏÊ ÚÁ�ÉÓØÀ) ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÚÁ�ÉÓØ, ÇÄÅ ÚÎÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÏÉÔ �ÏÓÌÅ ×ÓÅÈ Å£ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×,Á ÓËÏÂËÉ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ. ÷ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒÏ×:f(2) 2 ff(g(2)) 2 g fs(2; t(7)) 2 7 t ss(2; u(2; s(5; 3)) 2 2 5 3 s u sðÏÓÔÆÉËÓÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÅÇÏ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÓÔÅËÏ×ÏÇÏ ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒÁ. üÔÏÔ ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅË, ËÏÔÏ-ÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ (ÞÉÓÌÁ×ÙÎÉÍÁÀÔÓÑ É ËÌÁÄÕÔÓÑ Ó�ÒÁ×Á), É ËÌÁ×ÉÛÉ | ÞÉÓÌÏ×ÙÅ É ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÅ. ðÒÉ ÎÁÖÁÔÉÉ ÎÁ ËÌÁ×ÉÛÕ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÄ£ÔÓÑ × ÓÔÅË.ðÒÉ ÎÁÖÁÔÉÉ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ËÌÁ×ÉÛÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ�ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ Õ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÔÅËÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,ÅÓÌÉ × ÓÔÅËÅ ÂÙÌÉ ÞÉÓÌÁ 2 3 4 5 6É ÎÁÖÁÔÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ËÌÁ×ÉÛÁ s, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔÄ×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÔÏ × ÓÔÅËÅ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÞÉÓÌÁ2 3 4 s(5; 6):



8.3. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÅËÕÒÓÉÉ 145ðÅÒÅÊÄ£Í ÔÅ�ÅÒØ Ë ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅ. ÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÆÕÎË�ÉÉ f ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÓÏ ÓÔÅËÏÍ ÞÉÓÅÌ, Á ÔÁËÖÅ Ó �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÅÌ É ÓÉÍ×ÏÌÏ× f, l, r, h, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÔÅÒ�ÒÅ-ÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÖÁÔÉÊ ËÌÁ×ÉÛ ÎÁ ÓÔÅËÏ×ÏÍ ËÁÌØ-ËÕÌÑÔÏÒÅ. éÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÔÁËÏÊ:ÅÓÌÉ ÓÔÅË ÞÉÓÅÌ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÅËÕÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÔÅ-ËÏ×ÏÇÏ ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒÁ, ÔÏ �ÏÓÌÅ ÎÁÖÁÔÉÑ ×ÓÅÈ ËÌÁ×ÉÛ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÓÔÅËÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ÏÎÏÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÏÔ×ÅÔÏÍ.ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x). �ÏÇÄÁ ×ÎÁÞÁÌÅ ÍÙ �Ï-ÍÅÝÁÅÍ × ÓÔÅË ÞÉÓÌÏ x, Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊÓÉÍ×ÏÌ f. (ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÓÏÂÌÀÄÁÅÔÓÑ.) äÁÌÅÅ Ó �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØÀ É ÓÔÅËÏÍ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ:ÓÔÁÒÙÊ ÓÔÁÒÁÑ ÎÏ×ÙÊ ÎÏ×ÁÑÓÔÅË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÅË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØX x P X x PX x l P X l(x) PX x r P X r(x) PX x y z h P X h(x; y; z) PX 0 f P X a PX x f P X x x l f x r f h PúÄÅÓØ x, y, z | ÞÉÓÌÁ, X | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ, P | �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ É ÓÉÍ×ÏÌÏ× f, l, r, h. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁ-ÅÔÓÑ, ÞÔÏ x 6= 0. üÔÁ ÓÔÒÏËÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õf(x) = h(x; f(l(x)); f(r(x))):ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ, �ÏËÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÓÔÁÎÅÔ �Õ-ÓÔÁ. ÷ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ × ÓÔÅËÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ É ÂÕ-ÄÅÔ ÏÔ×ÅÔÏÍ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊÓÔÅË ÏÔÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÎÉÊ (×ÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅ×Á).



9. òáúîùå áìçïòé�íùîá çòáæáè9.1. ëÒÁÔÞÁÊÛÉÅ �ÕÔÉ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞ.ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ n ÇÏÒÏÄÏ×, �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n. äÌÑ ËÁ-ÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÇÏÒÏÄÏ× Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i, j × ÔÁÂÌÉ�Å a[i℄[j℄ ÈÒÁÎÉÔÓÑ �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ | �ÅÎÁ �ÒÑÍÏÇÏ Á×ÉÁÂÉÌÅÔÁ ÉÚ ÇÏÒÏÄÁ i × ÇÏÒÏÄ j. óÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÒÅÊÓÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÇÏÒÏÄÁÍÉ, a[i℄[i℄ = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ i,a[i℄[j℄ ÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ a[j℄[i℄. îÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÏÉÍÏÓÔØÀ �ÒÏ-ÅÚÄÁ ÉÚ i × j ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÅÎ ÂÉÌÅÔÏ× ÄÌÑÍÁÒÛÒÕÔÏ× (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ Ó �ÅÒÅÓÁÄËÁÍÉ), ×ÅÄÕÝÉÈ ÉÚ i × j. (ïÎÁ ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ a[i℄[j℄, ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ.)÷ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÉÖÅ ÚÁÄÁÞÁÈ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÓÔÏÉ-ÍÏÓÔØ �ÒÏÅÚÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÁÒ ÇÏÒÏÄÏ× �ÒÉ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÉÑÈ ÎÁ ÍÁÓÓÉ× a É ÎÁ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.9.1.1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏ×, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ �ÅÎ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÒÛ-ÒÕÔ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÏÉÍÏÓÔØÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.òÅÛÅÎÉÅ. íÁÒÛÒÕÔ ÄÌÉÎÏÊ ÂÏÌØÛÅ n ×ÓÅÇÄÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÉËÌ, �ÏÜÔÏ-ÍÕ ÍÉÎÉÍÕÍ ÍÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØ ÓÒÅÄÉ ÍÁÒÛÒÕÔÏ× ÄÌÉÎÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, Á ÉÈËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. �÷Ï ×ÓÅÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (ÏÔÓÕÔ-ÓÔ×ÉÅ �ÉËÌÏ× Ó ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ.9.1.2. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ �ÒÏÅÚÄÁ ÉÚ 1-ÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ×Ï×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÚÁ ×ÒÅÍÑ O(n3).òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ íÉÎóÔ(1,s,k) ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ�ÒÏÅÚÄÁ ÉÚ 1 × s ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ Ó k �ÅÒÅÓÁÄËÁÍÉ. �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÁ-



9.1. ëÒÁÔÞÁÊÛÉÅ �ÕÔÉ 147ËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:íÉÎóÔ(1; s;k+1) = min(íÉÎóÔ(1,s,k); mini=1..níÉÎóÔ(1,i,k)+ a[i℄[s℄))ëÁË ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ ×ÙÛÅ, ÉÓËÏÍÙÍ ÏÔ×ÅÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ íÉÎóÔ(1,i,n) ÄÌÑ×ÓÅÈ i= 1 : : : n.k:= 1;for i := 1 to n do begin x[i℄ := a[1℄[i℄; end;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: x[i℄ = íÉÎóÔ(1,i,k)}while k <> n do beginfor s := 1 to n do beginy[s℄ := x[s℄;for i := 1 to n do beginif y[s℄ > x[i℄+a[i℄[s℄ then beginy[s℄ := x[i℄+a[i℄[s℄;end;end{y[s℄ = íÉÎóÔ(1,s,k+1)}end;for i := 1 to n do begin x[s℄ := y[s℄; end;k := k + 1;end; �ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÉÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ æÏÒÄÁ {âÅÌÌÍÁÎÁ.9.1.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÚÁ-×ÏÄÉÔØ ÍÁÓÓÉ×Á y, Á �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ × ÓÁÍÏÍ ÍÁÓÓÉ×Å x (ÚÁÍÅÎÉ×× �ÒÏÇÒÁÍÍÅ ×ÓÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÂÕË×Ù y ÎÁ x É ÚÁÔÅÍ ÕÄÁÌÉÔØ ÓÔÁ×ÛÉÅ ÌÉÛ-ÎÉÍÉ ÓÔÒÏËÉ).òÅÛÅÎÉÅ. éÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏ×:íÉÎóÔ(1,i,n)6 x[i℄6 íÉÎóÔ(1,i,k): �üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÌÕÞÛÅÎ × Ä×ÕÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ: ÍÏÖÎÏ ÚÁÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ O(n3) ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ �ÒÏÅÚÄÁ i→ j ÄÌÑ×ÓÅÈ �ÁÒ i, j (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ i= 1), Á ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙÄÏ O(n2). ðÒÁ×ÄÁ, × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ �ÅÎÙa[i℄[j℄ ÂÙÌÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ.9.1.4. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ �ÒÏÅÚÄÁ i→ j ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, jÚÁ ×ÒÅÍÑ O(n3).



148 9. òÁÚÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈòÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ k= 0 : : : n ÞÅÒÅÚ A(i,j,k) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÓÔÏ-ÉÍÏÓÔØ ÍÁÒÛÒÕÔÁ ÉÚ i × j, ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÅÒÅÓÁÄÏÞÎÙÈ ÒÁÚÒÅÛÅÎÏÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ �ÕÎËÔÙ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k. �ÏÇÄÁA(i,j,0)= a[i℄[j℄;A(i,j,k+1)=min(A(i,j,k);A(i,k+1,k)+ A(k+1,j,k))(Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÀ É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÀ �ÕÎË-ÔÁ k+1 × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÅÒÅÓÁÄÏÞÎÏÇÏ; ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × Î£Í ÎÅÚÁÞÅÍ ÂÙ×ÁÔØÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ). �üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ æÌÏÊÄÁ.9.1.5. ëÁË �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÚÁ O(n3) ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÉÍÅÅÔ ÌÉ ÇÒÁÆ Ó n ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍÉ �ÉËÌÙ Ó ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ?[õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ æÌÏÊÄÁ, �ÒÉÞ£Í ÒÁÚÒÅÛÁÔØi= j × A(i,j,k), �ÏËÁ ÎÅ �ÏÑ×ÉÔÓÑ �ÅÒ×ÙÊ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ �ÉËÌ.℄ �9.1.6. éÍÅÅÔÓÑ n ×ÁÌÀÔ É ÔÁÂÌÉ�Á ÏÂÍÅÎÎÙÈ ËÕÒÓÏ× (ÓËÏÌØËÏ ÆÌÏ-ÒÉÎÏ× ÄÁÀÔ ÚÁ ÔÁÌÅÒ É Ô.�.). ëÏÍÍÅÒÓÁÎÔ ÈÏÞÅÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÏÂÏÇÁ-ÔÉÔØÓÑ, ÏÂÍÅÎÉ×ÁÑ Ó×ÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÁ�ÉÔÁÌ ÔÕÄÁ-ÓÀÄÁ �Ï ÜÔÉÍ ËÕÒÓÁÍ.ëÁË �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÜÔÏ?[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÓÌÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÅÎØÇÉ Õ�ÏÄÏÂÌÑÀÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑ-ÎÉÑÍ.℄ �9.1.7. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÅÎÙ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÕÀ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ �ÒÏÅÚÄÁ 1→ i ÄÌÑ ×ÓÅÈ i= 1 : : :n ÚÁ ×ÒÅÍÑ O(n2).òÅÛÅÎÉÅ. ÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÏÒÏÄÁ ÂÕÄÕÔ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ (× ÎÁÞÁÌÅ | ÔÏÌØËÏ ÇÏÒÏÄ 1, × ËÏÎ�Å | ×ÓÅ). ðÒÉ ÜÔÏÍ:
• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ i ÈÒÁÎÉÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÓÔÏÉ-ÍÏÓÔØ �ÕÔÉ 1→ i; �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑÎÁ �ÕÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÍ ÔÏÌØËÏ ÞÅÒÅÚ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÇÏÒÏÄÁ;
• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ i ÈÒÁÎÉÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÓÔÏÉ-ÍÏÓÔØ �ÕÔÉ 1→ i, × ËÏÔÏÒÏÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÇÏÒÏÄÁ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÇÏÒÏÄÏ× ÒÁÓÛÉÒÑÅÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ: ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÎÅ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÇÏÒÏÄÏ× ×ÚÑÔØ ÔÏÔ, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ ÈÒÁÎÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ, ÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓÔÉÎ-



9.1. ëÒÁÔÞÁÊÛÉÅ �ÕÔÉ 149ÎÏÊ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÏÉÍÏÓÔØÀ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ ÅÓÔØ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÉÊ�ÕÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒ×ÙÊ ÎÅ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÇÏÒÏÄ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÕÔÉ | ÕÖÅ ÄÏÎÅÇÏ �ÕÔØ ÄÌÉÎÎÅÅ! (úÄÅÓØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÎ.)äÏÂÁ×É× ×ÙÂÒÁÎÎÙÊ ÇÏÒÏÄ Ë ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÓËÏÒÒÅËÔÉ-ÒÏ×ÁÔØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, ÈÒÁÎÉÍÕÀ ÄÌÑ ÎÅ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÇÏÒÏÄÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÞÅÓÔØ ÌÉÛØ �ÕÔÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÏ×ÙÊ ÇÏÒÏÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄ-ÎÉÍ �ÕÎËÔÏÍ �ÅÒÅÓÁÄËÉ, Á ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÔÁË ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀÓÔÏÉÍÏÓÔØ �ÒÏÅÚÄÁ × ÎÏ×ÙÊ ÇÏÒÏÄ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ.ðÒÉ ÓÁÍÏÍ ÂÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈÇÏÒÏÄÏ× (× ÂÕÌÅ×ÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ) ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ Ë ÞÉÓÌÕ ×ÙÄÅ-ÌÅÎÎÙÈ ÔÒÅÂÕÅÔ ×ÒÅÍÅÎÉ O(n). �üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ äÅÊËÓÔÒÙ.9.1.8. éÍÅÅÔÓÑ n ÇÏÒÏÄÏ×, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ ÄÏÒÏÇÁÍÉ (Ó ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍÄ×ÉÖÅÎÉÅÍ). äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÇÏÒÏÄÏ× i; j ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ×ÅÓ ÇÒÕÚÁ,ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ×ÅÚÔÉ ÉÚ i × j (ÇÒÕÚÏ�ÏÄß£ÍÎÏÓÔØ ÄÏÒÏÇÉ). îÁÊÄÉÔÅ ÚÁ×ÒÅÍÑ O(n2) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÇÏÒÏÄÏ× ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ×ÅÓ ÇÒÕÚÁ, ËÏÔÏÒÙÊ × ÎÉÈÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÚÔÉ ÉÚ ÓÔÏÌÉ�Ù.[õËÁÚÁÎÉÅ. äÅÊÓÔ×ÕÊÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ äÅÊËÓÔÒÙ, ÚÁÍÅÎÉ×ÓÕÍÍÕ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÕÍ.℄ �ïÔÙÓËÁÎÉÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÕÔÉ ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ× ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉ�. ðÕÓÔØ A | ÍÁÔÒÉ�Á �ÅÎ ÏÄÎÏÊ Á×ÉÁËÏÍ�ÁÎÉÉ,Á B | ÍÁÔÒÉ�Á �ÅÎ ÄÒÕÇÏÊ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÌÅÔÅÔØ Ó ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÓÁÄ-ËÏÊ, �ÒÉÞ£Í ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÁÍÏÌ£ÔÏÍ ËÏÍ�ÁÎÉÉ A, Á ÚÁÔÅÍ | ËÏÍ�ÁÎÉÉ B.óËÏÌØËÏ ÎÁÍ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ÚÁ�ÌÁÔÉÔØ, ÞÔÏÂÙ �Ï�ÁÓÔØ ÉÚ ÇÏÒÏÄÁ i × ÇÏÒÏÄ j?9.1.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÍÁÔÒÉ�Á ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�, ÔÏÌØËÏ ×ÍÅÓÔÏ ÓÕÍÍÙ ÎÁÄÏ ÂÒÁÔØ ÍÉÎÉÍÕÍ,Á ×ÍÅÓÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ | ÓÕÍÍÕ. �9.1.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍÁÔÒÉ� ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ. �9.1.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ �ÕÔÑÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÀ A∞ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÎ A: × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ A;A2; A3; : : :×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ, ÒÁ×ÎÙ ÉÓËÏÍÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å ÓÔÏÉÍÏ-ÓÔÅÊ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ �ÕÔÅÊ. (åÓÌÉ ÎÅÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÉËÌÏ×!) �9.1.12. îÁÞÉÎÁÑ Ó ËÁËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï× �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ? �



150 9. òÁÚÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈïÂÙÞÎÏÅ (ÎÅ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� ÔÏÖÅ ÍÏÖÅÔÏËÁÚÁÔØÓÑ �ÏÌÅÚÎÙÍ, ÔÏÌØËÏ ÍÁÔÒÉ�Ù ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÄÒÕÇÉÅ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØÎÅ ×ÓÅ ÒÅÊÓÙ (ËÁË ÒÁÎØÛÅ), Á ÔÏÌØËÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ, a[i℄[j℄ ÒÁ×ÎÏ 1, ÅÓÌÉÒÅÊÓ ÅÓÔØ, É 0, ÅÓÌÉ ÒÅÊÓÁ ÎÅÔ. ÷ÏÚ×ÅÄ£Í ÍÁÔÒÉ�Õ a (ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ)× ÓÔÅ�ÅÎØ k É �ÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ Å£ (i-j)-Ê ÜÌÅÍÅÎÔ.9.1.13. þÅÍÕ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ?ïÔ×ÅÔ. þÉÓÌÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× �Ï�ÁÓÔØ ÉÚ i × j ÚÁ k ÒÅÊÓÏ×(Ó k-1 �ÅÒÅÓÁÄËÁÍÉ). �ðÒÉ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ �ÕÔÅÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÅÓÔØ ÎÅ ×ÓÅ ÒÅÊÓÙ,ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ, ××ÅÄÑ ÆÉËÔÉ×ÎÙÅ ÒÅÊÓÙ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØ-ÛÏÊ (ÉÌÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ) ÓÔÏÉÍÏÓÔØÀ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔÔÁËÏÊ ×Ï�ÒÏÓ. þÉÓÌÏ ÒÅÁÌØÎÙÈ ÒÅÊÓÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÅÎØ-ÛÅ n2, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ× ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ. éÓÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÔÏÇÄÁ× ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÞÉÓÌÏ ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÅÇÏÒÅÊÓÏ×, ÉÈ �ÕÎËÔÙ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑ É �ÅÎÙ.9.1.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ äÅÊËÓÔÒÙ ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ n ÇÏÒÏÄÏ× É m ÒÅÊÓÏ× (×ÓÅÇÏ) ÏÎ ÔÒÅÂÏ×ÁÌ ÎÅ ÂÏÌÅÅC(n+m) logn Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.[õËÁÚÁÎÉÅ. þÔÏ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ? ÷ÙÂÒÁÔØ ÎÅ×ÙÄÅÌÅÎ-ÎÙÊ ÇÏÒÏÄ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÏÉÍÏÓÔØÀ É ÓËÏÒÒÅËÔÉÒÏ×ÁÔØ �ÅÎÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈÇÏÒÏÄÏ×, × ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÍÁÒÛÒÕÔÙ. åÓÌÉ ÂÙ ËÔÏ-ÔÏ ÓÏÏÂÝÁÌÎÁÍ, ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ, ÔÏ È×ÁÔÉÌÏ ÂÙ C(n+m)ÄÅÊÓÔ×ÉÊ. á �ÏÄÄÅÒÖÁÎÉÅ Ó×ÅÄÅÎÉÊ Ï ÔÏÍ, ËÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ÍÁÓÓÉ×Å ÍÉ-ÎÉÍÁÌÅÎ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ ÎÁ Ó. 115), ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ ÅÝ£ × ÍÎÏÖÉÔÅÌØ logn.℄ �éÎÏÇÄÁ ÎÁÍ ÎÕÖÎÙ ÎÅ ×ÓÅ ÇÏÒÏÄÁ. ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, × ÇÒÁÆÅ ÄÏÒÏÇÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÂÌÉÚËÉÍÉ �ÏÓ£ÌËÁÍÉ |ÔÏÇÄÁ ÇÏÒÏÄÁ É ÄÏÒÏÇÉ × ÄÒÕÇÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÒÁÎÙ ÎÁÓ Ñ×ÎÏ ÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ.ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÅÓÌÉ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ i ÄÏ j,ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ äÅÊËÓÔÒÙ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ i ÄÏ ×ÓÅÈ ÇÏÒÏÄÏ×,ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÇÏÒÏÄ j ÓÔÁÎÅÔ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ.9.1.15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ×ÙÄÅÌÅÎÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏÇÏÒÏÄÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÄÁÌØÛÅ ÏÔ i, ÞÅÍ j.[õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÎÅ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÏÉÍÏÓÔØÀÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÎÅÇÏ ÒÁ×ÎÏ ÅÇÏ ÓÔÏÉÍÏÓÔÉ, Á ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÎÅ×Ù-ÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ u ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (ÓÒÁ×ÎÉÍ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÄÏ�ÅÒ×ÏÇÏ ÎÅ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÎÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÍ �ÕÔÉ × u).℄



9.1. ëÒÁÔÞÁÊÛÉÅ �ÕÔÉ 151åÓÌÉ ÍÙ (ËÁË ÜÔÏ ÞÁÓÔÏ ÄÅÌÁÀÔ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ) ÈÒÁÎÉÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ×Ù-ÄÅÌÅÎÎÙÅ ÇÏÒÏÄÁ (ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÍ. ÇÌÁ×Ù 13 É 14), Á ÔÁËÖÅ ÎÅ×Ù-ÄÅÌÅÎÎÙÅ ÇÏÒÏÄÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÔÏÉÍÏÓÔÉ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÌÀÓ �ÒÉÏÒÉÔÅÔÎÁÑÏÞÅÒÅÄØ, Ó. 115), �ÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÈÒÁÎÉ-ÍÙÈ ÇÏÒÏÄÏ×: ÜÔÏ ÇÏÒÏÄÁ, ÏÔÓÔÏÑÝÉÅ ÏÔ i ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÇÏÒÏÄ j, ÁÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÉÈ ÓÏÓÅÄÉ. �ÁËÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÈÒÁÎÅÎÉÑ �ÏÌÅÚÅÎ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ ÚÁÄÁÎÎÅÑ×ÎÏ | ÓËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÉÝÅÍ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ ÉÚ ÏÄÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉËÁËÏÊ-ÔÏ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ × ÄÒÕÇÕÀ. (ðÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ äÅÊËÓÔÒÙÏÔ �ÒÉÏÒÉÔÅÔÎÏÊ ÏÞÅÒÅÄÉ, �ÏÍÉÍÏ ×ÚÑÔÉÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, �ÏÎÁ-ÄÏÂÉÔÓÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ �ÒÉÏÒÉÔÅÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÎÏ Å£ ÔÏÖÅ ÌÅÇËÏÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ �ÒÉ Ó�ÏÓÏÂÅ ÈÒÁÎÅÎÉÑ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÍ × ÚÁÄÁÞÅ 6.4.2.)ðÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏ �ÏÌÅÚÎÙ × ÓÏÞÅÔÁÎÉÉ Ó ÍÅÔÏÄÏÍ�ÏÔÅÎ�ÉÁÌÏ×. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ' ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ,ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÏÍ. éÚÍÅÎÉÍ ÄÌÉÎÙ ×ÓÅÈ Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ, �ÒÉÂÁ×É×Ë ÄÌÉÎÅ ÒÅÂÒÁ ÉÚ u × v ×ÅÌÉÞÉÎÕ '(v)− '(u).9.1.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÇÒÁÆÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ �Õ-ÔÉ ÓÏÈÒÁÎÑÔÓÑ (ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÄÒÕÇÕÀ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ), ÎÏ ÉÈ ÄÌÉÎÙ ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ: Ë ÄÌÉÎÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÕÔÉ ÉÚ p× q �ÒÉÂÁ×ÉÔÓÑ '(q)− '(p).[õËÁÚÁÎÉÅ. ë ÄÌÉÎÅ ÌÀÂÏÇÏ �ÕÔÉ ÉÚ p × q �ÒÉÂÁ×ÉÔÓÑ ËÁË ÒÁÚ ÔÁ ÖÅÓÁÍÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ '(q)− '(p) (�ÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÄÏÂÁ×ÏË Ë ÄÌÉÎÁÍ Ò£ÂÅÒ ×ÓÅ�ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÓÏËÒÁÔÑÔÓÑ).℄üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ, ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÍÏÍ A∗-�ÏÉÓËÏÍ. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÏÔ i ÄÏ j. ÷ÏÚØÍ£Í × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ Ü×ÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀÏ�ÅÎËÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ j. �ÏÇÄÁ Ò£ÂÒÁ, ÉÄÕÝÉÅ × ÓÔÏÒÏÎÕ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑÜÔÏÊ Ï�ÅÎËÉ, ÓÔÁÎÕÔ ËÏÒÏÞÅ, É �ÏÜÔÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÉÈ × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ. îÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÉÎÁ ×ÓÅÈ Ò£ÂÅÒ ÏÓÔÁ×Á-ÌÁÓØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÂÙ ÄÌÉÎÁ ÒÅÂÒÁ uv ÂÙÌÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ'(u)− '(v).9.1.17. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ Ü×ÒÉÓÔÉÞÅ-ÓËÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÂÕÄÅÔ (ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏ) ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ.[õËÁÚÁÎÉÅ. ëÁË ÏÎÁ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÕÔÉ?℄9.1.18. ðÕÓÔØ Ò£ÂÒÁ × ÇÒÁÆÅ | ÜÔÏ ÄÏÒÏÇÉ, Á ÉÈ ÄÌÉÎÁ ÉÚÍÅÒÑÅÔ-ÓÑ ×ÄÏÌØ ÄÏÒÏÇÉ. þÔÏ ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏÊ ÎÉÖÎÅÊÏ�ÅÎËÉ?ïÔ×ÅÔ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (�Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ úÅÍÌÉ) ÄÏ j.



152 9. òÁÚÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ9.2. ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, �ÏÉÓË × ÇÌÕÂÉÎÕÉ ÛÉÒÉÎÕîÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÚÁÄÁÞÉ Ï ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ �ÕÔÑÈ | ÅÓÌÉ ×ÓÅ�ÅÎÙ ÒÁ×ÎÙ 0 ÉÌÉ +∞. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÍÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏ-ÓÔØÀ �Ï�ÁÓÔØ ÉÚ i × j, ÎÏ ÚÁ �ÅÎÏÊ ÎÅ �ÏÓÔÏÉÍ. ÷ ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ: ÍÙÉÍÅÅÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ (ËÁÒÔÉÎËÕ ÉÚ ÔÏÞÅË, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ) É ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÄÏÓÔÕ�ÎÙÅ ÉÚÄÁÎÎÏÊ.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ �ÕÔÑÈ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÅ × �ÒÅ-ÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ | ÎÅ ÎÁÉÌÕÞÛÉÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÂÏÌÅÅ ÂÙ-ÓÔÒÁÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÁ × ÇÌÁ×Å 7,Á ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ | × ÇÌÁ×Å 6. óÅÊÞÁÓ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: ÎÅ�ÒÏÓÔÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÄÏÓÔÕ�ÎÙÅ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ, ÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔØÉÈ × Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. ä×Á �Ï�ÕÌÑÒÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ | �ÏÉÓË × ÛÉÒÉÎÕÉ × ÇÌÕÂÉÎÕ.ðÏÉÓË × ÛÉÒÉÎÕ.îÁÄÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÄÏÓÔÕ�-ÎÙÅ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ, × �ÏÒÑÄËÅ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ ÏÔ ÎÅ£. (�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙÒÅÛÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ �ÕÔÑÈ, ËÏÇÄÁ �ÅÎÙ Ò£ÂÅÒ ÒÁ×ÎÙ 1 ÉÌÉ +∞.)9.2.1. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ C · (ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈ ÎÁÓ ×ÅÒ-ÛÉÎ).òÅÛÅÎÉÅ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ × ÇÌÁ×Å 6, Ó. 114. úÄÅÓØ ÍÙ�ÒÉ×ÅÄ£Í �ÏÄÒÏÂÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ num[i℄ | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ, ×Ù-ÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ i, out[i℄[1℄; : : : ;out[i℄[num[i℄℄ | ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÕÄÁ ×ÅÄÕÔÒ£ÂÒÁ. ÷ÏÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ ÒÁÎÅÅ:pro
edure äÏÓÔÕ�ÎÙÅ (i: integer);{ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÄÏÓÔÕ�ÎÙÅ ÉÚ i, ×ËÌÀÞÁÑ i}var X: �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 1..n;P: �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 1..n;q, v, w: 1..n;k: integer;begin...ÓÄÅÌÁÔØ X, P �ÕÓÔÙÍÉ;writeln (i);...ÄÏÂÁ×ÉÔØ i Ë X, P;{(1) P = ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ; P ÓÏÄÅÒÖÉÔ i;(2) ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÙ ÔÏÌØËÏ ÄÏÓÔÕ�ÎÙÅ ÉÚ i ×ÅÒÛÉÎÙ;



9.2. ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, �ÏÉÓË × ÇÌÕÂÉÎÕ É ÛÉÒÉÎÕ 153(3) X - �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P;(4) ×ÓÅ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÈÏÄÉÔÒÅÂÒÏ × ÎÅÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ X}while X ÎÅ�ÕÓÔÏ do begin...×ÚÑÔØ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔ X × v;for k := 1 to num [v℄ do beginw := out [v℄[k℄;if w ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P then beginwriteln (w);ÄÏÂÁ×ÉÔØ w × P;ÄÏÂÁ×ÉÔØ w × X;end;end;end;end;�ÏÇÄÁ ÎÁÍ ÂÙÌÏ ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÎÏ, ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ×Ù-ÂÉÒÁÅÔÓÑ. åÓÌÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ X ÏÞÅÒÅÄØÀ (�ÅÒ×ÙÍ �ÒÉÛ£Ì | �ÅÒ-×ÙÍ ÕÛ£Ì), ÔÏ ÜÔÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÅÔ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÄÏÓÔÕ�ÎÙÅ ÉÚ i,× �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ i (ÞÉÓÌÁ Ò£ÂÅÒ ÎÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÍ�ÕÔÉ ÉÚ i). äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V (k) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈÏÔ i (× Ï�ÉÓÁÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÒÁ×ÎÏ k. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:V (k + 1) = (ËÏÎ�Ù Ò£ÂÅÒ Ó ÎÁÞÁÌÁÍÉ × V (k)) \ (V (0) ∪ : : : ∪ V (k))äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k = 0; 1; 2 : : : × ÈÏÄÅ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÂÕÄÅÔÔÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ (�ÏÓÌÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ �ÉËÌÁ while), ËÏÇÄÁ× ÏÞÅÒÅÄÉ ÓÔÏÑÔ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ V (k) É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ;ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÙ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ V (0); : : : ; V (k).(äÌÑ k = 0 ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ �ÅÒÅÄ �ÉËÌÏÍ.) òÁÓÓÕÖÄÁÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ,�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÏÞÅÒÅÄÉ ÓËÏ�ÉÌÉÓØ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ V (k). ïÎÉ ÂÕÄÕÔ�ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ × �ÉËÌÅ, �ÏËÁ ÎÅ ËÏÎÞÁÔÓÑ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÎÏ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÙ ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ËÏÎÅ�, ÏÎÉ ÎÅ �ÅÒÅÍÅÛÁÀÔÓÑ ÓÏ ÓÔÁÒÙÍÉ). ëÏÎ�Ù×ÅÄÕÝÉÈ ÉÚ ÎÉÈ Ò£ÂÅÒ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÕÖÅ ÎÅ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÙ, �ÅÞÁÔÁÀÔÓÑ É ÓÔÁ-×ÑÔÓÑ × ÏÞÅÒÅÄØ | ÔÏ ÅÓÔØ ×Ó£ ËÁË × ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉÄÌÑ V (k + 1). �ÁË ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÓÔÁÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÎÞÁÔÓÑ, × ÏÞÅÒÅÄÉÂÕÄÕÔ ÓÔÏÑÔØ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ V (k + 1). �ðÏÉÓË × ÇÌÕÂÉÎÕ.òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ �ÏÉÓË × ÇÌÕÂÉÎÕ, ÕÄÏÂÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ËÁË ÏÂÒÁÚ ÄÅÒÅ×Á. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, �ÕÓÔØ ÅÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ-×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÄÅÌÅÎÁ. âÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ,



154 9. òÁÚÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈÞÔÏ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÏÓÔÕ�ÎÙ ÉÚ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ �Ï ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ �ÕÔÑÍ.ðÏÓÔÒÏÉÍ ÄÅÒÅ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÚ×ÁÔØ �ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÎÁ-ËÒÙÔÉÅÍ� ÎÁÛÅÇÏ ÇÒÁÆÁ. åÇÏ ËÏÒÎÅÍ ÂÕÄÅÔ ×ÙÄÅÌÅÎÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ.éÚ ËÏÒÎÑ ×ÙÈÏÄÑÔ ÔÅ ÖÅ ÓÔÒÅÌËÉ, ÞÔÏ É × ÇÒÁÆÅ | ÉÈ ËÏÎ�Ù ÂÕÄÕÔ ÓÙ-ÎÏ×ØÑÍÉ ËÏÒÎÑ. éÚ ÎÉÈ × ÄÅÒÅ×Å ×ÙÈÏÄÑÔ ÔÅ ÖÅ ÓÔÒÅÌËÉ, ÞÔÏ É × ÇÒÁÆÅÉ ÔÁË ÄÁÌÅÅ. òÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÇÒÁÆÏÍ É ÄÅÒÅ×ÏÍ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÕÔÉ × ÇÒÁ-ÆÅ, ×ÅÄÕÝÉÅ × ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÕ, × ÄÅÒÅ×Å �ÒÁÓËÌÅÅÎÙ�. ÷ ÄÒÕÇÉÈÔÅÒÍÉÎÁÈ: ×ÅÒÛÉÎÁ ÄÅÒÅ×Á | ÜÔÏ �ÕÔØ × ÇÒÁÆÅ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ËÏÒÎÑ.å£ ÓÙÎÏ×ØÑ | ÜÔÏ �ÕÔÉ, �ÒÏÄÏÌÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÄÅÒÅ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÅÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ ÅÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÉËÌÙ.éÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄÅÒÅ×Á × ÇÒÁÆ (×ÅÒÛÉÎ × ×ÅÒ-ÛÉÎÙ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ ÉÍÅÅÔ ÓÔÏÌØËÏ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ×,ÓËÏÌØËÏ �ÕÔÅÊ × ÎÅ£ ×ÅÄ£Ô. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÈÏÄ ÄÅÒÅ×Á (�ÏÓÅÝÅÎÉÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ× ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ) ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÏÂÈÏÄÏÍ ÇÒÁÆÁ |ÔÏÌØËÏ ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ �ÏÓÅÝÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ.âÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ×ÙÈÏÄÑÝÉÅÉÚ ÎÅ£ Ò£ÂÒÁ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÙ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÅÒÅ×Á ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÎÅ£ Ò£ÂÒÁ ÔÁËÖÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÙ.âÕÄÅÍ ÏÂÈÏÄÉÔØ ÄÅÒÅ×Ï ÔÁË: ÓÎÁÞÁÌÁ ËÏÒÅÎØ, Á �ÏÔÏÍ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑ (× �Ï-ÒÑÄËÅ ×ÅÄÕÝÉÈ × ÎÉÈ Ò£ÂÅÒ). �ÁËÏÊ ÏÂÈÏÄ ÄÅÒÅ×Á ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ ÎÁÍÉ× ÇÌÁ×Å 7. åÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÈÏÄ ÇÒÁÆÁ. åÓÌÉ ×ÙËÉÎÕÔØ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÏÂ-ÈÏÄÁ �Ï×ÔÏÒÎÙÅ �ÏÓÅÝÅÎÉÑ ÕÖÅ �ÏÓÅÝ£ÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÏ,ÞÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ��ÏÉÓË × ÇÌÕÂÉÎÕ�.äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁ �ÕÔÑÈ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ,××ÅÄ£Í �ÏÒÑÄÏË: �ÕÔØ �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ Ó×ÏÅÍÕ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÀ; ÅÓÌÉ Ä×Á �Õ-ÔÉ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, ÔÏ ÍÅÎØÛÉÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÔÏÔ, ËÏÔÏ-ÒÙÊ ×ÙÈÏÄÉÔ ÉÚ ÎÅ£ �Ï ÍÅÎØÛÅÍÕ ÒÅÂÒÕ. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÔÅ�ÅÒØ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ×Á-ÀÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ �ÕÔÑÍÉ, × ÎÉÈ ×ÅÄÕÝÉÍÉ. ïÂÈÏÄ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÉÓËÏÍ × ÇÌÕÂÉÎÕ.9.2.2. îÁ�ÉÛÉÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ �ÏÉÓËÁ × ÇÌÕÂÉÎÕ.[õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÚØÍ£Í �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÏÂÈÏÄÁ ÄÅÒÅ×Á (ËÏÒÅÎØ → ÌÅ×ÏÅ �ÏÄ-ÄÅÒÅ×Ï → �ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï) ÉÚ ÇÌÁ×Ù 7 ÉÌÉ ÉÚ ÇÌÁ×Ù 8 É ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÅ£ �ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÁÍ. çÌÁ×ÎÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ: ÎÅ ÎÁÄÏ �Ï-ÓÅÝÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ �Ï×ÔÏÒÎÏ. �ÁË ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ �Ï�ÁÌÉ × ÕÖÅ �ÏÓÅÝ£ÎÎÕÀ×ÅÒÛÉÎÕ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ Ó ÎÅÊ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÔØ. (åÓÌÉ �ÕÔØ ÎÅ ÍÉÎÉÍÁÌÅÎÓÒÅÄÉ ×ÅÄÕÝÉÈ × ÄÁÎÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÔÏ É ×ÓÅ ÅÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÎÅ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÙ | ÉÈ �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ).℄ �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÇÌÁ×Å 8 Õ�ÏÍÉÎÁÌÉÓØ Ä×Å ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉÕÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ÒÅËÕÒÓÉÉ × �ÒÏÇÒÁÍÍÅ ÏÂÈÏÄÁ ÄÅÒÅ×Á (Ó. 142). ïÂÁ ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ �ÏÉÓËÁ × ÇÌÕÂÉÎÕ.



9.2. ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, �ÏÉÓË × ÇÌÕÂÉÎÕ É ÛÉÒÉÎÕ 155ðÏÉÓË × ÇÌÕÂÉÎÕ ÌÅÖÉÔ × ÏÓÎÏ×Å ÍÎÏÇÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ, �Ï-ÒÏÊ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ×ÉÄÅ.9.2.3. îÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × Ä×Á �×ÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏ ËÏÎ�Ù ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁ |ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÚÁÄÁÎÎÙÊÇÒÁÆ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ C · (ÞÉÓÌÏÒ£ÂÅÒ + ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ).[õËÁÚÁÎÉÅ. (Á) ëÁÖÄÕÀ Ó×ÑÚÎÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÛÉ×ÁÔØÏÔÄÅÌØÎÏ. (Â) ÷ÙÂÒÁ× �×ÅÔ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÏÂÈÏÄÑ Å£ Ó×ÑÚÎÕÀ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÕ, ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ �×ÅÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ.℄ �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÎÏ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ �ÏÉÓË × ÛÉÒÉÎÕÉÌÉ × ÇÌÕÂÉÎÕ.9.2.4. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÏÒÔÉ-ÒÏ×ËÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÂÅÚ �ÉËÌÏ×. (òÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÓÍ. ÎÁ Ó. 128.)òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 1 : : : n,ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ i ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÞÉÓÌÏ num[i℄ ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÅ£ Ò£ÂÅÒÉ ÎÏÍÅÒÁ ×ÅÒÛÉÎ dest[i℄[1℄; : : : ; dest[i℄[num[i℄℄, × ËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÉ Ò£-ÂÒÁ ×ÅÄÕÔ. âÕÄÅÍ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Ò£ÂÒÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ �ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ-×Ï�: ÌÅ×ÅÅ ÔÏ ÒÅÂÒÏ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÏÍÅÒ ÍÅÎØÛÅ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ ×ÓÅ×ÅÒÛÉÎÙ × ÔÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÞÔÏÂÙ ËÏÎÅ� ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÂÙÌ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎ�ÅÒÅÄ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏÍ. íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÈ �ÉËÌÏ× | ÉÎÁÞÅ ÔÁËÏÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÏÂÁ×ÉÍ Ë ÇÒÁÆÕ ×ÅÒÛÉÎÕ 0, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ Ò£ÂÒÁ ×ÅÄÕÔ× ×ÅÒÛÉÎÙ 1; : : : ; n. åÓÌÉ Å£ ÕÄÁÓÔÓÑ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ Ó ÓÏÂÌÀÄÅÎÉÅÍ �ÒÁ×ÉÌ,ÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÂÕÄÕÔ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÙ.áÌÇÏÒÉÔÍ ÈÒÁÎÉÔ �ÕÔØ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÉÄÕÝÉÊ�Ï Ò£ÂÒÁÍ ÇÒÁÆÁ. ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ l ÏÔ×ÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ. ðÕÔØÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ vert[1℄ : : : vert[l℄ É Ò£ÂÒÁÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÍÉ ÎÏÍÅ-ÒÁ edge[1℄ : : : edge[l℄. îÏÍÅÒ edge[s℄ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ Ò£ÂÅÒ,×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ vert[s℄. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ÄÏÌÖÎÙ ×Ù�ÏÌ-ÎÑÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï edge[s℄6 num[vert[s℄℄É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï vert[s+1℄= dest [vert[s℄℄[edge[s℄℄:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÅ� �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÅÂÒÁ ÎÁÛÅÇÏ �ÕÔÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁdest[vert[l℄℄[edge[l℄℄, ÎÅ ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÍÁÓÓÉ× vert. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,



156 9. òÁÚÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÅÂÒÁ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅ, ÒÁÚÒÅÛÁÑ ÅÍÕ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ�× �ÕÓÔÏÔÕ�, Ô. Å. ÒÁÚÒÅÛÁÅÍ edge[l℄ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ num[vert[l℄℄+1.÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÂÕÄÅÔ �ÅÞÁÔÁÔØ ÎÏÍÅÒÁ ×ÅÒÛÉÎ, �ÒÉÜÔÏÍ ÓÏÂÌÀÄÁÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ �×ÅÒÛÉÎÁ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÁ ÔÏÌØËÏ �ÏÓÌÅ ÔÅÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÅ£ ×ÅÄÕÔ Ò£ÂÒÁ�. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑÔÁËÏÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ (é):×ÅÒÛÉÎÙ �ÕÔÉ, ËÒÏÍÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ (vert[1℄ : : : vert[l℄) ÎÅ ÎÁ-�ÅÞÁÔÁÎÙ, ÎÏ Ó×ÅÒÎÕ× Ó �ÕÔÉ ÎÁÌÅ×Ï, ÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ Õ�ÉÒÁ-ÅÍÓÑ × ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ.÷ÏÔ ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ:l:=1; vert[1℄:=0; edge[1℄:=1;while not( (l=1) and (edge[1℄=n+1)) do beginif edge[l℄=num[vert[l℄℄+1 then begin{�ÕÔØ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ × �ÕÓÔÏÔÅ, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ,ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁ vert[l℄, ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÙ - ÍÏÖÎÏ�ÅÞÁÔÁÔØ vert[l℄}writeln (vert[l℄);l:=l-1; edge[l℄:=edge[l℄+1;end else begin{edge[l℄ <= num[vert[l℄℄, �ÕÔØ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ××ÅÒÛÉÎÅ}lastvert:= dest[vert[l℄℄[edge[l℄℄; {�ÏÓÌÅÄÎÑÑ}if lastvert ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÁ then beginedge[l℄:=edge[l℄+1;end else beginl:=l+1; vert[l℄:=lastvert; edge[l℄:=1;end;end;end;{�ÕÔØ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ×ÅÄ£Ô × �ÕÓÔÏÔÕ, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙÌÅ×ÅÅ, ÔÏ ÅÓÔØ 1..n, ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÙ}9.2.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ �ÉËÌÏ×, ÔÏ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÏÖÅÔ �ÅÞÁÔÁÔØÓÑ ÔÏ-ÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÔÁË ÞÔÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅ �ÅÞÁÔÁÀÔÓÑ.÷ ÇÒÁÆÅ ÂÅÚ �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÁ �ÕÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ (×ÅÒÛÉÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ× �ÕÔØ Ä×ÁÖÄÙ), �ÏÜÔÏÍÕ �ÏÄÏÖÄÁ× ÅÝ£, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÖÄÁÔØÓÑ ÍÏÍÅÎ-ÔÁ, �ÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÕÔØ ÎÅ ÕÄÌÉÎÑÅÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÅÔ ÒÁÚ×Å ÞÔÏÕ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØÓÑ edge[l℄ | ÎÏ É ÜÔÏ ÎÅ ÂÅÓ�ÒÅÄÅÌØÎÏ. �



9.3. óÅÔÉ, �ÏÔÏËÉ É ÒÁÚÒÅÚÙ 157�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÉÓËÏÍÙÊ ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÔÏ�Ï-ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ ÇÒÁÆÁ. �9.2.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÉÔ O(ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ + ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ). �9.2.7. ëÁË ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÏÔÙÓËÉ×ÁÌÏÄÉÎ ÉÚ �ÉËÌÏ×, ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×ÙÅ ÉÍÅÀÔÓÑ, É �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÌ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀÓÏÒÔÉÒÏ×ËÕ, ÅÓÌÉ �ÉËÌÏ× ÎÅÔ? �9.3. óÅÔÉ, �ÏÔÏËÉ É ÒÁÚÒÅÚÙ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÒÁÚÂÅÒ£Í ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÅÝ£ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉ�ÁÚÁÄÁÞ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÇÒÁÆÁÍÉ.9.3.1. ÷ �ÕÎËÔÅ A ÄÏÂÙ×ÁÀÔ ÎÅÆÔØ, Á × �ÕÎËÔÅ B Å£ �ÅÒÅÒÁÂÁÔÙ×Á-ÀÔ. äÏÓÔÁ×ËÁ ÏÔ ÄÏÂÙÞÉ ÄÏ �ÅÒÅÒÁÂÏÔËÉ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ÔÒÕÂÁÍ. ïËÏÌÏËÁÖÄÏÊ ÔÒÕÂÙ �ÏËÁÚÁÎÁ Å£ �ÒÏ�ÕÓËÎÁÑ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ: ÓËÏÌØËÏ ÅÄÉÎÉ�ÎÅÆÔÉ ÍÏÖÎÏ �Ï ÎÅÊ �ÒÏËÁÞÁÔØ ÚÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ×ÒÅÍÅÎÉ. ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅÆÔÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ A × B ÚÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ×ÒÅÍÅÎÉÉ ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ? A B64 461òÅÛÅÎÉÅ. óÒÁÚÕ ÖÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ 10 ÉÚ A ÎÅ ×Ù×ÅÚÔÉ (�ÏÔÏÍÕ ÞÔÏÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÒÕÂÙ 4 É 6), ÄÁ É × B ÎÅ ÄÏÓÔÁ×ÉÔØ �Ï ÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ. îÏÄÁÖÅ É 10 ÎÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ: �ÒÉÛÅÄÛÉÅ �Ï ×ÅÒÈÎÅÊ ÔÒÕÂÅ 6 ÅÄÉÎÉ� ÎÅËÕÄÁÄÅ×ÁÔØ (ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÖÎÏ ÏÔ�ÒÁ×ÉÔØ 5 = 4 + 1). îÏ 9 ÅÄÉÎÉ� �ÒÏ�ÕÓÔÉÔØ�Ï ÓÅÔÉ ÍÏÖÎÏ: A B5[6℄4[4℄ 4[4℄5[6℄1[1℄ïËÏÌÏ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÕÂÙ ÕËÁÚÁÎÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ �ÏÔÏËÁ É ÅÇÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ(× Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ).



158 9. òÁÚÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈìÅÇËÏ �Ï×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÁÉÌÕÞÛÉÊ ×ÁÒÉÁÎÔ É ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ 9 ÅÄÉÎÉ��ÒÏ�ÕÓÔÉÔØ �Ï ÓÅÔÉ ÎÅÌØÚÑ, ÎÏ ÅÓÌÉ ËÔÏ ÓÏÍÎÅ×ÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØÜÔÏ ÔÁË. ðÒÏ×ÅÄ£Í × ÓÅÔÉ ÇÒÁÎÉ�Õ (�ÕÎËÔÉÒÎÁÑ ÌÉÎÉÑ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ), ÒÁÚ-ÄÅÌÑÀÝÕÀ A É B. A B4 41þÅÒÅÚ ÎÅ£ ×ÅÄÕÔ ÔÒÕÂÙ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ 4; 1; 4, × ÓÕÍÍÅ 9,ÔÁË ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ. �÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË ÖÅ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ É ×ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ: × ÌÀÂÏÊ ÓÅÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ �ÏÔÏË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÚÒÅÚÏÍ ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, É ÒÁÚÂÅÒ£Í ÏÄÉÎ (ÓÁÍÙÊ �ÅÒ-×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ) ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÉÓËÁ ÜÔÏÇÏ �ÏÔÏËÁ É ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ.îÏ �ÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÜÔÏ ×Ó£ ÔÏÞÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÁÄÏ ÄÏ-ÇÏ×ÏÒÉÔØÓÑ ÏÂ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ. ÷ ÎÁÛÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ ÔÒÕÂÙ ÂÙÌÉ �ÎÅÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÅ� | ÏÎÉ ÍÏÇÌÉ ÒÁÂÏÔÁÔØ × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ, É �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂ-ÎÏÓÔÉ ÔÕÄÁ É ÓÀÄÁ ÂÙÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ. îÏ ÜÔÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ: ÂÕÄÅÍ ÓÞÉ-ÔÁÔØ, ÞÔÏ �Ï ÔÒÕÂÅ ÉÚ ÕÚÌÁ i × ÕÚÅÌ j ÍÏÖÎÏ �ÒÏËÁÞÉ×ÁÔØ 
[i; j℄ ÅÄÉÎÉ�,Á × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ 
[j; i℄ ÅÄÉÎÉ�, É ÜÔÉ ÇÒÁÎÉ�Ù × �ÒÉÎ�É�Å ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÔÒÕÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉ-ÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ). íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÕÚÌÙ ÓÅÔÉ (=×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ)�ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÏÔ 1 ÄÏ n, ÔÁË ÞÔÏ 
 ÂÕÄÅÔ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ ÍÁÓÓÉ×ÏÍ ÞÉÓÅÌ.üÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÙÚÙ×ÁÀÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×Ï�ÒÏÓÏ×:
• þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ 
[i; j℄, ÅÓÌÉ ÉÚ i × j ÎÅÔ ÔÒÕÂÙ? ïÔ×ÅÔ: ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÁÑÔÒÕÂÁ | ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÞÔÏ ÔÒÕÂÁ Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ,ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ 
[i; j℄ = 
[j; i℄ = 0 × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. (ðÒÉ Ï�ÅÎËÅ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ×ÁÖÎÏ, ËÁËÉÅ Ò£ÂÒÁ ÅÓÔØ, ÁËÁËÉÈ ÎÅÔ, ÎÏ �ÏËÁ ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÁË.)
• á ÅÓÌÉ ÉÚ i × j ×ÅÄÕÔ Ä×Å ÔÒÕÂÙ? ïÔ×ÅÔ: ÔÁËÏÅ ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ, ÎÏÜÔÏ ÎÅ ×ÁÖÎÏ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÒÕÂ ÍÏÖÎÏ ×ÓÅÇÄÁ ÚÁÍÅÎÉÔØÏÄÎÏÊ, ÓÌÏÖÉ× ÉÈ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ.
• þÅÍÕ ÒÁ×ÎÙ 
[i; i℄? ïÔ×ÅÔ: ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ 
[i; i℄ = 0.íÁÓÓÉ× 
[i; j℄ ÚÁÄÁ£Ô ÓÅÔØ (�Ï-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ network), ÚÎÁÞÅÎÉÅ 
[i; j℄ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ (
apa
ity) ÔÒÕÂÙ ÉÚ i × j. �Å�ÅÒØ



9.3. óÅÔÉ, �ÏÔÏËÉ É ÒÁÚÒÅÚÙ 159ÎÁÄÏ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÔØÓÑ, ËÁË ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ É ÈÒÁÎÉÔØ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ�ÏÔÏË (
ow) × ÜÔÏÊ ÓÅÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÈÅÍÕ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÉÒÏ×ËÉ. �ÕÔ �ÏÌÅÚÎÁÍÁÌÅÎØËÁÑ ÈÉÔÒÏÓÔØ: �ÏÔÏË ÉÚ j × i ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ �ÏÔÏËÏÍ ÉÚ i × j,ÎÏ Ó �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍ ÚÎÁËÏÍ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÔØ ÍÁÓÓÉ× f [i; j℄ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ f [i; j℄ =−f [j; i℄ �ÒÉ ×ÓÅÈi; j ÏÔ 1 ÄÏ n. éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f [i; i℄ = 0 (É ÜÔÏ ÌÏÇÉÞ-ÎÏ: ÎÁÍ ÎÅ ÎÕÖÅÎ �ÏÔÏË ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÓÅÂÑ). âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, �ÕÓÔØÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ ÞÉÓÌÁ s (ÎÏÍÅÒ ÕÚÌÁ-ÉÓÔÏÞÎÉËÁ) É t (ÎÏÍÅÒÕÚÌÁ-�ÏÔÒÅÂÉÔÅÌÑ). éÎÏÇÄÁ s ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÉÓÔÏËÏÍ (sour
e), Á t ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÔÏËÏÍ (sink). íÁÓÓÉ× f ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÏÔÏËÏÍ × ÓÅÔÉ 
, ÅÓÌÉ
• f [i; j℄ =−f [j; i℄ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j ÏÔ 1 ÄÏ n (ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ);
• f [i; j℄6 
[i; j℄ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j ÏÔ 1 ÄÏ n (�ÏÔÏË �Ï ÒÅÂÒÕ ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔÅÇÏ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ);
• ∑nj=1 f [i; j℄ = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ i, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ s É t.ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ËÒÏÍÅ s É t, ÎÁ-ÛÁ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÎÅÆÔØ ÎÅ ÄÏÂÙ×ÁÅÔÓÑ É ÎÅ ÔÅÒÑÅÔÓÑ | ÓËÏÌØËÏ �ÒÉÈÏÄÉÔ,ÓÔÏÌØËÏ É ÕÈÏÄÉÔ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÉ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑ Ï ÚÎÁËÁÈ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔÚÁ�ÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÑÑ ×ÈÏÄÑÝÉÅ É ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ Ò£ÂÒÁ, É ÜÔÏÕÄÏÂÎÏ.9.3.2. ëÁË × ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÓÅÔØ É �ÏÔÏË ÉÚ ÎÁÛÅÇÏ�ÒÉÍÅÒÁ?òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ ×ÅÒÛÉÎÙ ÞÅÒÅÚ C É D (ÍÙÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÂÕË×Ù ×ÍÅÓÔÏ ÎÏÍÅÒÏ×, ÎÏ �ÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ).
 A B C DA 0 0 6 4B 0 0 4 6C 6 4 0 1D 4 6 1 0 f A B C DA 0 0 5 4B 0 0 −4 −5C −5 4 0 1D −4 5 −1 0 �ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á f , ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÁ (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÌÅÔËÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÞÉÓÌÁ), Á ÍÁÔÒÉ�Á 
 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ. ëÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù f | ÜÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁÛÅÇÏ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑ, ÞÔÏ �ÏÔÏË ÉÚ i× j × ÎÁÛÅÊ ÂÕÈÇÁÌÔÅÒÉÉ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ, ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �ÌÀÓ × ÏÄÎÏÊËÌÅÔËÅ É ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ. îÁ ×ÓÑËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÅÝ£ ÒÁÚ�ÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÎÅÔ Ä×ÕÈ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ �ÏÔÏËÏ× �ÉÚ i × j� É �ÉÚ j × i�,ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÍÅÎÑÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ; ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ �ÏÔÏË, ËÏÔÏÒÙÊ



160 9. òÁÚÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈÌÉÛØ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × Ä×ÕÈ ËÌÅÔËÁÈ Ó �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ. (ðÏ-ÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË �ÅÒÅÔÏË ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓÔ×Á ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÁÎÙ × ÄÒÕÇÕÀ ÏÄÎÁÓÔÒÁÎÁ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔ ËÁË ÜËÓ�ÏÒÔ, Á ÄÒÕÇÁÑ ËÁË ÉÍ�ÏÒÔ.)á ÍÁÔÒÉ�Á 
 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÔÒÕÂÙ | É ÜÔÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ �ÏÔÏËÁ,ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ. ÷�ÏÌÎÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÀÀÔÒÕÂÕ (ÓÍ. ÎÉÖÅ).9.3.3. ëÁËÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÏÔÏË ÉÚ i × j, ÅÓÌÉ 
[i; j℄ = 2É 
[j; i℄ =−2?òÅÛÅÎÉÅ. õÓÌÏ×ÉÑ ÄÁÀÔ f [i; j℄ 6 2 É f [j; i℄ = −f [i; j℄ 6 −2, ÔÏ ÅÓÔØf [i; j℄ > 2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÜÔÏÊ ÓÅÔÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ f [i; j℄ = 2, ÎÅ ÂÏÌØÛÅÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ. (íÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÔÒÕÂÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ �Ï ËÁËÉÍ-ÔÏÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ ÎÅÌØÚÑ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÕÍÅÎØÛÁÔØ�ÅÒÅËÁÞËÕ ÎÉÖÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ.) �9.3.4. ëÁË ÏÔÒÁÚÉÔØ × ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÀÀ ÔÒÕÂÕ,�Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅËÁÞÉ×ÁÔØ ÉÚ i × j ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2 ÅÄÉÎÉ�, Á ÏÂÒÁÔÎÏÎÉÞÅÇÏ �ÅÒÅËÁÞÉ×ÁÔØ ÎÅÌØÚÑ?ïÔ×ÅÔ. 
[i; j℄ = 2, 
[j; i℄ = 0. �9.3.5. ëÁË ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ 
[i; j℄ ÕÓÌÏ×ÉÅ ��ÏÔÏË ÉÚ i × j ÄÏÌÖÅÎÂÙÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2 É ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 3�?ïÔ×ÅÔ. 
[i; j℄ = 3, 
[j; i℄ =−2. �9.3.6. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï �ÏÔÏËÅ × ÓÅÔÉ, ÅÓÌÉ 
[i; j℄ = 2, 
[j; i℄ =−3?ïÔ×ÅÔ. �ÁËÏÇÏ �ÏÔÏËÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. �åÓÌÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 
[i; j℄ ×ÁÓ �ÕÇÁÀÔ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÇÏ×Ï-ÒÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÅÔÉ, ÇÄÅ 
[i; j℄> 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ i; j. ÷ ÔÁËÏÊÓÅÔÉ ×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ �ÏÔÏË (ÎÕÌÅ×ÏÊ | ×ÓÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ). �ÁËÍÙ É ÓÞÉÔÁÅÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ Ñ×ÎÏ. úÁÍÅÔØ-ÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ f [i; j℄ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÂÕÄÕÔ (ÅÓÌÉ �ÏÔÏËÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ) | × ÓÉÌÕ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÆÁËÔ ÎÁ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÑÚÙË É ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ.9.3.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÔÏËÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
∑i f [s; i℄ =∑j f [j; t℄:þÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ?



9.3. óÅÔÉ, �ÏÔÏËÉ É ÒÁÚÒÅÚÙ 161òÅÛÅÎÉÅ. ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ | ÜÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ �ÏÔÏË ÉÚ ÉÓÔÏËÁ (× �ÒÉÎ�É-�Å ÔÕÄÁ ÍÏÖÅÔ ÞÔÏ-ÔÏ É ×ÔÅËÁÔØ, ÔÏÇÄÁ × ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ ÅÓÔØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÙÅ ÞÌÅÎÙ), Á �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ | ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ �ÏÔÏË × ÓÔÏË. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÔÁ-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ �ÚÁËÏÎÏÍ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÍÁÔÅÒÉÉ�; ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ,ÅÓÌÉ × ÓÅÔÉ ÎÅÔ ÕÔÅÞÅË É ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× (ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÁÛÉÈÕÓÌÏ×ÉÊ).ïÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉ-ÎÏÊ �ÏÔÏËÁ f .ëÁË ÜÔÏ (ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ) ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ? ÷ÏÔ ËÁË:ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÍÍÕ ∑ni;j=1 f [i; j℄: üÔÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÁË ËÁË ÞÌÅÎÙf [i; j℄ É f [j; i℄ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ, Á ×ÓÅ f [i; i℄ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,Å£ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ËÁË n∑i=1 n∑j=1 f [i; j℄:ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÔÏËÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ËÒÏÍÅ ÓÌÕÞÁÅ×i= s É i= t, ÔÁË ÞÔÏ ÏÔ ×ÓÅÊ ÓÕÍÍÙ (ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ, ÎÁ�ÏÍÎÉÍ) ÏÓÔÁ£ÔÓÑ0 = n∑j=1 f [s; j℄ + n∑j=1 f [t; j℄:ðÏÓËÏÌØËÕ f [t; j℄ =−f [j; t℄, ÉÚÍÅÎÑÅÍ ÚÎÁËÉ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ É �Ï-ÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ��Å�ÅÒØ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÎÁ ÔÏÔ ÖÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÑÚÙË ÕÔ-×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÒÁÚÒÅÚÁÈ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÚÒÅÚÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌÏÔ 1 ÄÏ n (ÕÚÌÏ× ÓÅÔÉ) ÎÁ Ä×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÁ S É T , × ËÏÔÏÒÏÍÉÓÔÏË s �Ï�ÁÄÁÅÔ × S, Á ÓÔÏË t �Ï�ÁÄÁÅÔ × T . âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÁËÏÊÒÁÚÒÅÚ (S; T ). ðÕÓÔØ, �ÏÍÉÍÏ ÜÔÏÇÏ, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ �ÏÔÏË f . �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ�ÏÓÞÉÔÁÔØ �ÏÔÏË ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÚ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÕ
∑u∈S;v∈T f [u; v℄;ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ f(S; T ).ðÏÄÓÞ£Ô �ÏÔÏËÁ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÚ | ÜÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÅÔ ÔÁÍÏ-ÖÅÎÎÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ Ó �ÏÔÏËÏÍ ÔÏ×ÁÒÏ× ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉ�Õ. é ÅÓÌÉ ÔÏ×ÁÒÙ�ÒÏÉÚ×ÏÄÑÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÁÎÅ, Á �ÏÔÒÅÂÌÑÀÔÓÑ × ÄÒÕÇÏÊ (É ÔÏÌØËÏ), ÔÏÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÄÓÔ×Õ × ÉÓÔÏËÅ É �ÏÔÒÅÂÌÅÎÉÀ × ÓÔÏËÅ. óÌÅÄÕ-ÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ.



162 9. òÁÚÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ9.3.8. ðÕÓÔØ (S; T ) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÒÁÚÒÅÚ ÓÅÔÉ, Á f | �ÏÔÏË × ÜÔÏÊÓÅÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ:
∑i f [s; i℄ = f(S; T ) =∑j f [j; t℄:òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ:ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÍÍÕ

∑i∈S;j∈{1:::;n} f [i; j℄;ÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÔÏÌØËÏ �ÁÒÁÍÉ (i; j), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ i ∈ S.�Å�ÅÒØ ÕÖÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ: ÈÏÔÑ Ò£ÂÒÁ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÁ ËÏÎ�Á× S, �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ Ó �ÌÀÓÏÍ É Ó ÍÉÎÕÓÏÍ É �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ,ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ Ò£ÂÒÁ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ i ∈ S, Á j ∈ T , ÉÍ ÓÏËÒÁÔÉÔØÓÑ ÎÅ Ó ËÅÍ,ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ × ÓÕÍÍÅ ÎÅÔ. �ÁË ÞÔÏ ÏÔ ×ÓÅÊ ÓÕÍÍÙ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ f(S; T ).ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÓÕÍÍÕ ËÁË
∑i∈S n∑j=1 f [i; j℄;ÔÏ ×ÓÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ �ÒÉ i 6= s, ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ËÁËÒÁÚ �ÏÔÏË, ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ÉÓÔÏËÁ s. �9.3.9. ðÏ×ÔÏÒÉÔÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÏÔÏËÁ, ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × ÓÔÏË. �úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÄÓÞ£ÔÅ �ÏÔÏËÁ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÚ × ÓÕÍÍÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁËÏ×. äÁÖÅ ÅÓÌÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏ×ÁÒ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÔÏ-ÌØËÏ × ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÁÎÅ, É �ÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÄÒÕÇÏÊ, ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ �ÏÔÏËÉÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉ�Õ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ (�ÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÓÅÂÅ ÎÅÆÔÅ�ÒÏ-×ÏÄ ÉÚ ÔÒ£È ÞÁÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÄ£Ô ÚÉÇÚÁÇÏÍ, ÓÎÁÞÁÌÁ �ÅÒÅÓÅËÁÑ ÇÒÁÎÉ�Õ,�ÏÔÏÍ ÏÂÒÁÔÎÏ, É �ÏÔÏÍ ÓÎÏ×Á ÔÕÄÁ). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÄÓÞ£ÔÅ �Ï-ÔÏËÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÒÁÚÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÉÌÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ.9.3.10. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ �ÏÔÏË ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÈ, ÅÓÌÉ ÍÙ �ÏÍÅÎÑÅÍ S É T(Á ÔÁËÖÅ ÉÓÔÏË s É ÓÔÏË t) ÍÅÓÔÁÍÉ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÍÁÓÓÉ×Á f?ïÔ×ÅÔ. éÚÍÅÎÉÔ ÚÎÁË. �úÎÁÑ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ Ò£ÂÅÒ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÚ, ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÉÔØ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ �ÏÔÏË ÞÅÒÅÚ ÎÅÇÏ:9.3.11. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÓÅÔØ Ó �ÒÏ�ÕÓËÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÑÍÉ 
[i; j℄ É ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÔÏË f [i; j℄ × ÎÅÊ. ðÕÓÔØ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÜÔÏÊ ÓÅÔÉ ÅÓÔØ



9.3. óÅÔÉ, �ÏÔÏËÉ É ÒÁÚÒÅÚÙ 163ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÚÒÅÚ (S; T ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �ÏÔÏËÁ ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÚÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ËÁË
∑u∈S;v∈T 
[u; v℄:òÅÛÅÎÉÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÒÏÞÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ: ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÍ-ÍÁÒÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �ÏÔÏËÁ ÒÁ×ÎÁ �ÏÔÏËÕ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÚ, Á ÏÎ (ÏÞÅ×ÉÄÎÏ) ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ. �úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÕÍÍÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ �ÒÏ�ÕÓËÎÕÀ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÒÁÚ-ÒÅÚÁ, ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×Á-ÅÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 
[i; j℄) | ÄÌÑ �ÏÔÏËÏ× ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÎÅÔÁË.9.3.12. éÎÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÏ �ÏÔÏËÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ �ÒÅÄ�ÏÔÏËÉ, × ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÒÁÚÒÅÛÁÀÔÓÑ �ÏÔÅÒÉ �ÅÒÅËÁÞÉ×ÁÅÍÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ (ÎÏ ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ×ÚÑÔØÓÑ ÉÚ ÎÉÏÔËÕÄÁ). ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ? ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ-ÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÁËÏÅ �ÒÅÎÅÂÒÅÖÅÎÉÅ ÜËÏÌÏÇÉÅÊ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÖÉÄËÏÓÔÉ, �ÒÉ-ÈÏÄÑÝÅÊ × ÓÔÏË, ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÌÀ-ÂÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ.æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÅÔØ, É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ × ÎÅÊ ÒÁÚÎÙÅ�ÏÔÏËÉ (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ 
[i; j℄ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ, ÔÁË ÞÔÏÎÕÌÅ×ÏÊ �ÏÔÏË ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ) É ÒÁÚÎÙÅ ÒÁÚÒÅÚÙ. õ ËÁÖÄÏÇÏ �ÏÔÏËÁÅÓÔØ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, Á Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ | �ÒÏ�ÕÓËÎÁÑ Ó�ÏÓÏÂ-ÎÏÓÔØ. úÁÄÁÞÁ 9.3.11 ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÅÒ×ÙÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ×ÓÅÈ×ÔÏÒÙÈ | �Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ | É ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÏÊ æÏÒÄÁ {æÁÌËÅÒÓÏÎÁ, | ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁ-ÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÔÏËÁ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ)É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ (ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÔØÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏ-ÇÏ �ÏÔÏËÁ É �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ. üÔÏ ÞÉÓÌÏÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ Ó×ÅÒÈÕ ÌÀÂÏÊ �ÏÔÏË (�ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ �ÏÔÏË ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎ Ó×ÅÒÈÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÚÒÅÚÏÍ) É ÓÎÉÚÕ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÒÅÚ (�ÏÔÏÍÕ ÞÔÏÌÀÂÏÊ ÒÁÚÒÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÓÎÉÚÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ �ÏÔÏËÏÍ). �ÁË ÞÔÏ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ �ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ� É �ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ� ÄÌÑ �ÏÔÏËÏ× ÉÒÁÚÒÅÚÏ× Ï�ÒÁ×ÄÁÎÙ.íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ æÏÒÄÁ {æÁÌËÅÒÓÏÎÁ, ÎÏ ÎÅ ÓÒÁÚÕ. îÁÞÎ£Í ÓÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.9.3.13. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÅÔØ 
 É ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÏÔÏË f × ÎÅÊ. �ÏÇÄÁ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ: ÌÉÂÏ × ÓÅÔÉ 
 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÔÏË ÂÏÌØÛÅÊ ×Å-



164 9. òÁÚÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈÌÉÞÉÎÙ, ÌÉÂÏ × ÎÅÊ ÅÓÔØ ÒÁÚÒÅÚ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÏ�ÕÓËÎÁÑ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØÒÁ×ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÅ �ÏÔÏËÁ f .(ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÜÔÉ ÓÌÕÞÁÉ ÉÓËÌÀÞÁÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ: ÅÓÌÉ �ÏÔÏË ÒÁ-×ÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÒÁÚÒÅÚÕ, ÔÏ ÂÏÌØÛÅÇÏ �ÏÔÏËÁ ÕÖÅ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.)üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙæÏÒÄÁ{æÁÌËÅÒÓÏÎÁ:ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ �ÏÔÏË Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ (ËÏÔÏÒÙÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅ-ÍÅ), ÍÙ ÌÉÂÏ ÍÏÖÅÍ ÅÇÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ, ÌÉÂÏ ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÕÖÅ ÒÁ×ÅÎÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÚÒÅÚÕ. îÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÁË �ÒÏÓÔÏ ÎÅ �ÒÏ-ÈÏÄÉÔ (ÓÍ. ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏÓÌÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ).òÅÛÅÎÉÅ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÓÅÔÉ(residual network). ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ �Ï ÔÒÕÂÅ Ó �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂ-ÎÏÓÔØÀ 3 × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÉÄ£Ô �ÏÔÏË ×ÅÌÉÞÉÎÙ 2. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ�ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÜÔÏÔ �ÏÔÏË ÅÝ£ ÎÁ 1; ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ,ÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ �ÒÏ�ÕÓËÎÁÑ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÔÒÕÂÙ (× ÔÏÍ ÖÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÉ) ÒÁ×ÎÁ 1. âÏÌÅÅ ÈÉÔÒÙÊ �ÒÉÍÅÒ: �ÕÓÔØ ÅÓÔØ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÔÒÕÂÁ�ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ 2, É ÏÎÁ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ. �ÏÇÄÁ ×ÏÚ-ÎÉËÁÅÔ �×ÉÒÔÕÁÌØÎÁÑ� ÔÒÕÂÁ1 × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ Ó ÔÏÊ ÖÅ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊÓ�ÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ 2: ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÁÈÏÔÉÍ ÄÏÂÁ×ÉÔØ �ÏÔÏË × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÉ, ÎÕÖÎÏ �ÒÏÓÔÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÙÊ �ÏÔÏË ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ×ÅÌÉÞÉÎÕ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÏÓÔÁÔÏÞÎÕÀ ÓÅÔØ 
′,�ÏÌÏÖÉ× 
′[i; j℄ = 
[i; j℄ − f [i; j℄. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÔÏËÁ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 
′[i; j℄ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ (É ÎÕÌÅ×ÏÊ �ÏÔÏË × ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÓÅ-ÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÉÚÍÅÎ£ÎÎÏÍÕ �ÏÔÏËÕ ÉÓÈÏÄÎÏÊ).9.3.14. åÓÌÉ × Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÔÒÕÂÅ Ó �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ 3ÓÅÊÞÁÓ �ÏÔÏË 2 × ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÔÏ ËÁËÏ×Ù �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÓÅÔÉ × ÔÕ É ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ? �ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 9.3.13. äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÓÅÔÉ 
 É �ÏÔÏËÁ f× ÎÅÊ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÔÁÔÏÞÎÕÀ ÓÅÔØ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ,�ÒÏ×ÅÄÑ Ò£ÂÒÏ ÉÚ u × v × ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ × ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÓÅÔÉ ÎÅÎÕÌÅ-×ÁÑ (�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ) �ÒÏ�ÕÓËÎÁÑ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ 
[u; v℄. üÔÏÔ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊÇÒÁÆ ÏÔÒÁÖÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ �ÏÓÔÁ×ÏË. (úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ× Î£Í ×�ÏÌÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ò£ÂÒÁ ÉÚ u × v É ÏÂÒÁÔÎÏ.) �Å-�ÅÒØ ÅÓÔØ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ:
• ÷ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÅÓÔØ �ÕÔØ ÉÚ ÉÓÔÏËÁ s × ÓÔÏË t. �ÁËÏÊ�ÕÔØ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÉÍ �ÕÔ£Í (augmenting path), �ÏÓËÏÌØ-ËÕ ×ÄÏÌØ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ�ÕÓÔÉÔØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ �ÏÔÏË ÉÚ s × t.1÷ ÇÁÚÏÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏÊ ÏÔÒÁÓÌÉ ÜÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÍ ÒÅ×ÅÒÓÏÍ� É ÍÎÏÇÏÓ�ÏÒÑÔ Ï ÚÁËÏÎÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ.



9.3. óÅÔÉ, �ÏÔÏËÉ É ÒÁÚÒÅÚÙ 165ðÏÞÅÍÕ? ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅÓ�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ×ÄÏÌØ ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ. ÷ÏÚØÍ£Í ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÉÚ ÎÉÈ, �ÕÓÔØÜÔÏ ËÁËÏÅ-ÔÏ Æ > 0. äÏÂÁ×ÉÍ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ �ÏÔÏËÕ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ�ÏÔÏË ×ÅÌÉÞÉÎÙ Æ, ÔÏ ÅÓÔØ Õ×ÅÌÉÞÉÍ ÉÓÈÏÄÎÙÊ �ÏÔÏË �Ï Ò£ÂÒÁÍÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÅÇÏ �ÕÔÉ ÎÁ Æ, Á �Ï ÄÒÕÇÉÍ Ò£ÂÒÁÍ ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁË ÂÙ-ÌÏ. (ðÅÄÁÎÔÉÞÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÉÌÉ ÒÅÄÁËÔÏÒ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÕËÁÖÅÔ ÎÁÎÅÔÏÞÎÏÓÔØ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ: ÅÓÌÉ × ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÉÊ �ÕÔØ×ÈÏÄÉÔ ÒÅÂÒÏ ÉÚ u × v, ÔÏ ÍÙ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÍ f [u; v℄ ÎÁ Æ É ÕÍÅÎØÛÁÅÍf [v; u℄ ÎÁ Æ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÎÁÛÉÍ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅÍ Ï ÚÎÁËÁÈ.) ìÅÇËÏ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ �ÏÔÏËÏÍ (ÄÏÂÁ×ËÁ Æ ËÁË ×ÏÛÌÁ, ÔÁË É×ÙÊÄÅÔ), É ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �ÏÔÏËÁ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ ÎÁ Æ.
• ÷ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ �ÕÔÉ ÉÚ s × t. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÅÒÛÉ-ÎÁ t ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ, ÄÏÓÔÕ�ÎÙÈ × ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÉÚ s. �ÏÇÄÁ�ÏÎÑÔÎÏ, ÇÄÅ �ÕÚËÏÅ ÍÅÓÔÏ�, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÄÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÒÁÚÒÅÚ: �ÕÓÔØS | ×ÅÒÛÉÎÙ, ÄÏÓÔÕ�ÎÙÅ ÉÚ s × ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍ ÇÒÁÆÅ (×ËÌÀÞÁÑ ÓÁÍÉÓÔÏË s), Á T | ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ (×ËÌÀÞÁÑ ÓÔÏË t). éÚ S × T ÎÅ×ÅÄ£Ô Ò£ÂÅÒ × ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍ ÇÒÁÆÅ (ÉÚ ÄÏÓÔÕ�ÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅÌØÚÑ�Ï�ÁÓÔØ × ÎÅÄÏÓÔÕ�ÎÕÀ, ÉÎÁÞÅ ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ÄÏÓÔÕ�ÎÏÊ). úÎÁÞÉÔ,ÄÌÑ Ò£ÂÅÒ ÉÚ S × T ÉÈ �ÒÏ�ÕÓËÎÁÑ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ 
[u; v℄ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ-ÓÑ �ÏÔÏËÏÍ f [u; v℄ �ÏÌÎÏÓÔØÀ, É �ÏÔÏÍÕ �ÒÏ�ÕÓËÎÁÑ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØÒÁÚÒÅÚÁ ÒÁ×ÎÁ �ÏÔÏËÕ f(S; T ) ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÚ.üÔÉ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ä×ÕÍ ×ÁÒÉÁÎÔÁÍ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ. �9.3.15. ÷ ÒÅÛÅÎÉÉ ÅÓÔØ ÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔØ: ÎÕÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÒÁÔØÎÅ �ÒÏÓÔÏ �ÕÔØ × ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍ ÇÒÁÆÅ, Á �ÕÔØ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ Ä×ÁÖÄÙ �ÏÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ). ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ×ÁÖÎÏ?òÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ �ÕÔØ Ä×ÁÖÄÙ �ÒÏÈÏÄÉÔ �Ï ÒÅÂÒÕ, ÔÏ �ÏÔÏË �Ï ÜÔÏÍÕÒÅÂÒÕ �ÒÉÄ£ÔÓÑ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ ÎÁ 2Æ, Á ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ �ÒÅ×ÚÏÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏÞÎÕÀ�ÒÏ�ÕÓËÎÕÀ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ. �9.3.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× (ËÏÇÄÁ�ÒÏ�ÕÓËÎÁÑ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÅ �ÏÔÏËÁ) �ÏÔÏË �Ï ×ÓÅÍ Ò£ÂÒÁÍ�ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÒÁÚÒÅÚ × ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÔÏ ÅÓÔØ f [u; v℄> 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈu ∈ S, v ∈ T .òÅÛÅÎÉÅ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ �ÏÔÏËÏÍ É �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× f [u; v℄6 
[u; v℄; ÏÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f [u; v℄ = 
[u; v℄> 0 �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ.�Å�ÅÒØ �Ï�ÒÏÂÕÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ æÏÒÄÁ {æÁÌËÅÒÓÏÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ�ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏÔÏË, ÒÁ×ÎÙÊ ÒÁÚÒÅÚÕ (ÔÏÞÎÅÅ: �ÏÔÏË, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ



166 9. òÁÚÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ). âÕÄÅÍÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÔÁË. îÁÞÎ£Í Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÕÌÅ×ÏÇÏ).íÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ, ÌÉÂÏ ÏÎ ÕÖÅÒÁ×ÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÒÁÚÒÅÚÕ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×Ó£ ÈÏÒÏÛÏ. ÷ �ÅÒ×ÏÍ Õ×Å-ÌÉÞÉÍ �ÏÔÏË, É ÓÎÏ×Á �ÒÉÍÅÎÉÍ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. ìÉÂÏ �ÏÔÏË ÍÏÖÎÏÅÝ£ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ, ÌÉÂÏ ÅÓÔØ ÒÁ×ÎÙÊ ÅÍÕ ÒÁÚÒÅÚ | ÅÓÌÉ �ÅÒ×ÏÅ, Õ×ÅÌÉÞÉÍÅÝ£ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, �ÏËÁ ÜÔÏ ÎÅ ÓÔÁÎÅÔ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ. ëÏÇÄÁ ÜÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ,ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÔÏË, ÒÁ×ÎÙÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÚÒÅÚÕ.9.3.17. ÷ Þ£Í ÏÛÉÂËÁ × ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ?òÅÛÅÎÉÅ. îÉÏÔËÕÄÁ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ËÏÇÄÁ-ÔÏ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÏ×Á �ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ� ÎÅÏ�ÒÁ×ÄÁÎÎÏ Ï�ÔÉ-ÍÉÓÔÉÞÎÙ. �é ÜÔÏ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ, ÔÁËÏÅ ÒÅÁÌØÎÏ ÂÙ×Á-ÅÔ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁË ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØ ×ÙÂÏÒ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÅÇÏ �ÕÔÉ. îÁÞÁÌØÎÙÊ�ÒÉÍÅÒ æÏÒÄÁ {æÁÌËÅÒÓÏÎÁ ÂÙÌ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÙÊ, ÎÏ �ÏÔÏÍ ÂÙÌÉ �ÒÉ-ÄÕÍÁÎÙ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÅ (ã×ÉË × ÓÔÁÔØÅ 1995 ÇÏÄÁ �ÏÓÔÒÏÉÌ �ÒÉÍÅÒ Ó6 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É 8 Ò£ÂÒÁÍÉ É �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÎÅÌØÚÑÕÍÅÎØÛÉÔØ, Theoreti
al Computer S
ien
e, 148(1), 165{170, 1995). éÄÅÀÔÁËÉÈ �ÒÉÍÅÒÏ× �ÏÎÑÔØ ÎÅ ÔÁË ÓÌÏÖÎÏ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ ÓÅÔØ, × ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÅÓÔØ ÔÒÉ ÒÅÂÒÁ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ, Á ËÒÏÍÅ ÜÔÏÇÏÍÎÏÇÏ Ò£ÂÅÒ ÂÏÌØÛÏÊ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÔ ×ÓÅÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÁÒÙ ×ÅÒÛÉÎ. s
tëÏÎÅÞÎÏ, ÔÏÇÄÁ ÜÔÉ Ò£ÂÒÁ ÍÁÌÏÊ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÎÅ ÏÞÅÎØ-ÔÏÉ ÎÕÖÎÙ, ÎÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ �ÏËÁÚÁÔØ ÌÉÛØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ ×Ù-ÂÉÒÁÔØ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÉÊ �ÕÔØ �ÒÏ�ÅÓÓ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. �ÁË ÞÔÏÍÙ ÉÍÅÅÍ �ÒÁ×Ï ×ÙÂÉÒÁÔØ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÉÊ �ÕÔØ ËÁË ÈÏÔÉÍ. á ÉÍÅÎÎÏ,ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÕÔØ, × ËÏÔÏÒÏÍ Ä×Á ÒÅÂÒÁ ÉÚ ÔÒ£È �ÒÏÈÏÄÑÔÓÑ × �ÒÑÍÏÍÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, Á ÔÒÅÔØÅ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ. �ÁËÉÈ �ÕÔÅÊ ×ÏÚØÍ£Í ÔÒÉ (× ÚÁ×É-ÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÅ ÒÅÂÒÏ �ÒÏÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ), ÎÁ



9.3. óÅÔÉ, �ÏÔÏËÉ É ÒÁÚÒÅÚÙ 167ÒÉÓÕÎËÅ �ÏËÁÚÁÎ ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒ£È. s
tþÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÉ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÉ �ÏÔÏËÁ �Ï ÔÁËÉÍ �ÕÔÑÍ? åÓÌÉ ÄÏÜÔÏÇÏ Ò£ÂÒÁ ÂÙÌÉ ÎÅÄÏÇÒÕÖÅÎÙ ÎÁ a, b, 
, ÔÏ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ × Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈÎÅÄÏÇÒÕÚ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ, Á × ÏÄÎÏÍ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ:(a; b; 
) (a−Æ; b−Æ; 
+Æ) ÉÌÉ (a−Æ; b+Æ; 
−Æ) ÉÌÉ (a+Æ; b−Æ; 
−Æ)ðÒÉ ÜÔÏÍ Æ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ, ÞÔÏÂÙ �ÒÉ ÄÁÌØÎÅÊ-ÛÅÍ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÎÅÄÏÇÒÕÚ ÕÖÅ ÓÔÁÌ ÂÙ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ | ÔÏ ÅÓÔØ ÏÄ-ÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÓÔÁÎÅÔ ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ (ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ)Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: ÎÁÄÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØ Ä×Á �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ,Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÑ ÎÕÌÅ×ÏÅ, ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ× ÎÕÌØ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ìÅÇËÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÛÁÇÁÎÅÄÏÇÒÕÚ ÂÕÄÅÔ (0; �; �), ÇÄÅ � É � ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ (ÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÒÒÁ-�ÉÏÎÁÌØÎÏ), ÔÏ �ÒÏ�ÅÓÓ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ.9.3.18. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 
 ÏÂÒÁÔÎÏ ÚÏÌÏÔÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ, ÔÏ ÅÓÔØÑ×ÌÑÅÔÓÑ (�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ) ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 
 + 
2 = 1, ÔÏ ÎÁÞÁ× ÓÔÒÏÊËÉ (0; 1; 
), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÏÊËÉ (
; 
2; 0), (
3; 0; 
2) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ |ÔÁË ÞÔÏ �ÒÏ�ÅÓÓ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. �÷ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ �ÒÏ�ÕÝÅÎ ÏÄÉÎ ÍÏÍÅÎÔ: �ÏÞÅÍÕÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ò£ÂÒÁ (ÂÏÌØÛÏÊ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ, ËÁË ÍÙ ÓËÁÚÁÌÉ)ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÎÁÓÙÔÑÔÓÑ? îÏ ×ÉÄÎÏ (ÏÓÏÂÅÎÎÏ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ), ÞÔÏÕ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÔÏËÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�Ï-ÓÏÂÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ Ò£ÂÅÒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÉ, ÔÏ ÄÏ ÉÈ ÎÁÓÙÝÅÎÉÑ ÄÅÌÏÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÄÏÊÄ£Ô.ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÉÒÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.9.3.19. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÓÅÔÉ Ó �ÅÌÙÍÉ (ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÍÉ) �ÒÏ�ÕÓËÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÑÍÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖ-



168 9. òÁÚÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈÎÁ: Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ �ÏÔÏËÁ ×ÄÏÌØ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÅÇÏ �ÕÔÉ, ËÁË ÅÇÏ ÎÉ ×ÙÂÉÒÁÔØ,ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ÄÁÓÔ �ÏÔÏË, × ËÏÔÏÒÏÍ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÅÇÏ �ÕÔÉ ÎÅ ÂÕÄÅÔ.éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (É ÒÁÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ) ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ æÏÒ-ÄÁ {æÁÌËÅÒÓÏÎÁ ÄÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÇÒÁÆÏ× Ó �ÅÌÙÍÉ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÍÉÓ�ÏÓÏÂÎÏÓÔÑÍÉ.òÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ ×ÓÅ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ �ÅÌÙÅ, É ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍÓ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ �ÏÔÏËÁ, ÔÏ ÄÒÏÂÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ (É ÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÙÅ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ, É ÍÉÎÉÍÕÍ ÉÈ ×ÄÏÌØ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÅÇÏ �ÕÔÉÂÕÄÕÔ �ÅÌÙÍÉ, É �ÒÉ ×ÙÞÉÔÁÎÉÉ ÔÏÖÅ ÂÕÄÕÔ ÔÏÌØËÏ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. úÎÁ-ÞÉÔ, ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ �ÏÔÏË Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ 1, É ÒÁÎÏÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ÜÔÏ ËÏÎÞÉÔÓÑ (�ÏÔÏË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÌÀÂÙÍ ÒÁÚÒÅÚÏÍ). äÌÑ ÒÁ-�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÅÄÉÎÉ�Å ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ �ÏÔÏËÁ,ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÓÔÁÌÉ �ÅÌÙÍÉ. �÷ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛ�ÉÍ ÄÁÖÅ ÄÌÑÍÁÌÅÎØËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. üÔÏ ×ÉÄÎÏ ÎÁ ÓÏ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ.s tp
qNN NN19.3.20. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÇÒÁÆÅ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ (ÇÄÅ N | ÂÏÌØÛÏÅ �Å-ÌÏÅ ÞÉÓÌÏ) �ÒÉ ÎÅÕÄÁÞÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÉÈ �ÕÔÅÊ ÞÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ N .òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ �ÏÏÞÅÒ£ÄÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ s{p{q{t É s{q{p{t × ËÁÞÅ-ÓÔ×Å ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÉÈ �ÕÔÅÊ, ÎÁÞÁ× Ó ÎÕÌÅ×ÏÇÏ �ÏÔÏËÁ. �ÏÇÄÁ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÛÁ-ÇÅ �ÏÔÏË Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ ÎÁ 1, Á ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÂÕÄÅÔ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØÓÑÎÁ 2. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÔÏË (ËÏÔÏÒÙÊ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÒÅÂÒÏ p{q)ÒÁ×ÅÎ 2N , ÔÁË ÞÔÏ ÄÏ ÎÅÇÏ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ N ÉÔÅÒÁ�ÉÊ.(÷ÉÄÎÏ, ËÁË ÎÅÕÄÁÞÎÙÊ ×ÙÂÏÒ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÅÇÏ �ÕÔÉ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÄÏÌÇÏÊÒÁÂÏÔÅ × ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ.) �9.3.21. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÔØ Ó �ÅÌÙÍÉ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÑÍÉ. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÔÏË × ÎÅÊ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÅÌÏÞÉ-ÓÌÅÎÎÙÍ (ÎÅ�ÅÌÙÅ �ÏÔÏËÉ ÍÏÇÕÔ ÄÁ×ÁÔØ ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÎÏ ÎÅ ÍÏÇÕÔÄÁ×ÁÔØ ÂÏÌØÛÅÇÏ).



9.3. óÅÔÉ, �ÏÔÏËÉ É ÒÁÚÒÅÚÙ 169òÅÛÅÎÉÅ. ï�ÉÓÁÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÄÁ£Ô �ÅÌÙÅ �ÏÔÏËÉ | ÉËÏÇÄÁ ÏÎ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ, �ÏÔÏË ÒÁ×ÅÎ ÒÁÚÒÅÚÕ, Á ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÅ×ÚÏÊÔÉÎÉËÁËÏÊ �ÏÔÏË, �ÅÌÙÊ ÉÌÉ ÎÅÔ. �ëÁË ÖÅ ÎÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÔÏË É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÒÅÚ ÄÌÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÅÔÉ? óÁÍÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÏÍ üÄÍÏÎÄÓÁ {ëÁÒ�Á × ÞÅÓÔØ ÅÇÏ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌÅÊ, ÓÌÅÄÕÅÔ Ï�É-ÓÁÎÎÏÊ ÓÈÅÍÅ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ: × ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÅÇÏ�ÕÔÉ ×ÓÅÇÄÁ ÂÅÒ£ÔÓÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ ÉÚ s × t × ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍ ÇÒÁÆÅ.íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ËÁË ÂÙÓÔÒÏ ÉÓËÁÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ�ÒÏÂÌÅÍÁ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏ�ÅÓÓ ÓÏÊÄ£ÔÓÑ,É Ï�ÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ. îÁÞÎ£Í Ó �ÅÒ×ÏÇÏ. ÷ÏÔ �ÒÏÓÔÏÅ (ÎÏ ÎÅ×ÅÒ-ÎÏÅ!) ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ: ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÏÄÎÏ ÉÚ Ò£ÂÅÒ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÅÇÏ �ÕÔÉÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÂÏÌØÛÅ �Ï ÎÅÍÕ ÎÉÞÅÇÏ �ÒÏ�Õ-ÓÔÉÔØ ÎÅÌØÚÑ. úÎÁÞÉÔ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ × ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ËÁÖÄÙÊÒÁÚ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ, É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÔÁË �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.9.3.22. þÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ × ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ? (ïÎÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÅÒ-ÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÍÙ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ, ÞÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÉÊ �ÕÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ.)òÅÛÅÎÉÅ. èÏÔÑ ÏÄÎÏ ÉÚ Ò£ÂÅÒ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÅÇÏ �ÕÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ�ÒÏ�ÁÄÁÅÔ, ÎÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÕÍÅÎØÛÉÔØÓÑ ÉÌÉ ÄÁÖÅ Õ×Å-ÌÉÞÉÔØÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÒÅ×ÅÒÓÎÙÅ Ò£ÂÒÁ. (íÙ ×ÉÄÅÌÉ ÎÁ �ÒÉ-ÍÅÒÁÈ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÒÅÂÒÏ ÍÏÖÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ × ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÉÊ �ÕÔØ ÔÏ× ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÔÏ × ÄÒÕÇÕÀ.)îÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÔÏ-ÔÏ × ÔÁËÏÍ ÒÏÄÅ (ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÇÒÁÆ �ÏÓÔÅ-�ÅÎÎÏ ��ÒÏÒÅÖÉ×ÁÅÔÓÑ�) ÓËÁÚÁÔØ ÍÏÖÎÏ.9.3.23. ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÁËÕÀ-ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÕ u ÇÒÁÆÁ É ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÅÍ × ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÏÔ s ÄÏ u. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÈÏÄÅ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁ ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ (Á ÍÏÖÅÔ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ ÎÅ-ÉÚÍÅÎÎÙÍ ÉÌÉ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØÓÑ).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ u ÄÏ t (ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÑ).òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÓÄÅÌÁÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÛÁÇÏ× ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, É ÉÍÅÅÔÓÑÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ ÓÅÔØ (É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÇÒÁÆ). òÁÓËÌÁÓÓÉÆÉ-�ÉÒÕÅÍ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �Ï ÄÌÉÎÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÕÔÉ ÉÚ s × ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ: ×S0 ×ÈÏÄÉÔ ÓÁÍÁ ×ÅÒÛÉÎÁ s, × S1 | ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÕÄÁ ÉÚ s ×ÅÄ£Ô ÒÅÂÒÏ, ×S2 | ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 2, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. (üÔÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ×ÅÒÛÉÎÙ u.) åÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ s ÄÏ u ÂÙÌÏ ÒÁ×ÎÏËÁËÏÍÕ-ÔÏ i, ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ u �Ï�ÁÄ£Ô × ËÌÁÓÓ Si.



170 9. òÁÚÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈúÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ ÉÚ s × u ÄÏÌÖÅÎ �ÒÏÈÏÄÉÔØ �Ï ÏÞÅ-ÒÅÄÉ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ × ËÌÁÓÓÁÈ S0; S1; : : : ; Si: �ÒÏ�ÕÓÔÉÔØ ËÌÁÓÓ ÏÎ ÎÅÍÏÖÅÔ, ÔÁË ËÁË ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ 1, Á ÏÓÔÁ×ÁÔØ-ÓÑ × ÔÏÍ ÖÅ ËÌÁÓÓÅ ÉÌÉ ÉÄÔÉ ÎÁÚÁÄ ÎÅÌØÚÑ, ÔÏÇÄÁ �ÕÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ËÒÁÔ-ÞÁÊÛÉÍ. �Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É �ÒÏ Ò£ÂÒÁ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÅÇÏ �ÕÔÉ.ðÏÓÌÅ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ �ÏÔÏËÁ ×ÄÏÌØ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÅÇÏ �ÕÔÉ ÄÏÂÁ×ÑÔÓÑ ÏÂÒÁÔ-ÎÙÅ Ò£ÂÒÁ ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ (ÅÓÌÉ ÉÈ ÎÅ ÂÙÌÏ) | É ×ÓÅ ÜÔÉ Ò£ÂÒÁ ÂÕÄÕÔ ÉÄÔÉÉÚ ËÌÁÓÓÁ Ó Â�ÏÌØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ × ËÌÁÓÓ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ. é �ÏÔÏÍÕÉÈ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÅ ÓÏËÒÁÔÉÔ �ÕÔØ ÉÚ s × u: ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ×ÏÏÂÝÅ ÄÏÂÁ×ÉÔØ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ, ×ÅÄÕÝÉÅ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ Ó Â�ÏÌØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ × ËÌÁÓÓ Ó ÍÅÎØÛÉÍÎÏÍÅÒÏÍ, �ÕÔØ ÎÅ ÓÏËÒÁÔÉÔÓÑ | ËÁËÏÊ ÓÍÙÓÌ ÉÄÔÉ × ÔÏÞËÕ, ËÏÔÏÒÁÑÂÌÉÖÅ Ë ÎÁÞÁÌÕ �ÕÔÉ, ÞÅÍ ÔÅËÕÝÁÑ?�ÁË ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÉÌÉ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �ÒÅÖÎÉÍ, ÉÌÉ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ (×ÅÄØÏÄÎÏ ÉÚ Ò£ÂÅÒ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÅÇÏ �ÕÔÉ �ÒÏ�ÁÌÏ, É ÄÒÕÇÏÇÏ �ÕÔÉ ÔÏÊ ÖÅÄÌÉÎÙ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ).æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÙ ÎÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÕÖÅ ÂÙÌÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ (�ÕÔÉ ÉÚ s × u ÎÅ ÂÙÌÏ) É ÎÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÏÎÏÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ. �ÕÔ ÎÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÎÏ×ÙÅ Ò£ÂÒÁ ÍÏÇÕÔ ×ÅÓÔÉÔÏÌØËÏ × ×ÅÒÛÉÎÙ, ÄÏÓÔÕ�ÎÙÅ ÉÚ s, �ÏÔÏÍÕ ÎÏ×ÙÈ ÄÏÓÔÕ�ÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÎÅ �ÏÑ×ÉÔÓÑ. �ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ (Õ×ÅÌÉ-ÞÅÎÉÅ �ÏÔÏËÁ ×ÄÏÌØ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÅÇÏ �ÕÔÉ) ÏÄÎÏ ÉÚ Ò£ÂÅÒ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÅÇÏ�ÕÔÉ (ÔÏ, ÇÄÅ �ÒÏ�ÕÓËÎÁÑ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ | ÅÇÏ ÅÝ£ ÎÁÚÙ-×ÁÀÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÒÅÂÒÏÍ) ÉÓÞÅÚÁÅÔ, ÚÁÍÅÎÑÑÓØ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ.åÓÌÉ ÍÙ Ï�ÅÎÉÍ Ó×ÅÒÈÕ, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ Ó ËÁÖÄÙÍÒÅÂÒÏÍ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ É ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏ× (ÕÍÎÏÖÉ× ÎÁÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ).9.3.24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÒÅÂÒÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÒÉÔÉÞÅ-ÓËÉÍ (× ÔÕ É × ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ) ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ O(n) ÒÁÚ. (îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏn | ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ.)òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÒÅÂÒÏ u{v. ïÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÒÉÔÉ-ÞÅÓËÉÍ ÌÉÛØ �ÏÏÞÅÒ£ÄÎÏ × ÔÕ É × ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ. âÕÄÅÍ ÓÌÅÄÉÔØ, ËÁËÍÅÎÑÀÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÉÓÔÏËÁ ÄÏ u É ÄÏ v. íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÍÏ-ÇÕÔ ÔÏÌØËÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÔØ (É ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ n, ÒÁÚ Õ ÎÁÓ ×ÓÅÇÏ n ×ÅÒÛÉÎ).ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÏÇÄÁ ÒÅÂÒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ, ÏÄÎÏ ÉÚ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔÄÒÕÇÏÅ ÒÏ×ÎÏ ÎÁ 1, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØÄ×Á �ÅÛÅÈÏÄÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÄÕÔ �Ï ÄÏÒÏÇÅ × n ËÉÌÏÍÅÔÒÏ×, ÎÅ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÑÎÁÚÁÄ, É × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ �ÅÒ×ÙÊ ÏÂÇÏÎÑÌ ×ÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ËÉÌÏÍÅÔÒ, �ÏÔÏÍ×ÔÏÒÏÊ �ÅÒ×ÏÇÏ, �ÏÔÏÍ ÓÎÏ×Á �ÅÒ×ÙÊ ×ÔÏÒÏÇÏ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏÔÁËÉÈ ÍÏÍÅÎÔÏ× ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n (�ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÍÏÍÅÎÔÁÍÉ



9.3. óÅÔÉ, �ÏÔÏËÉ É ÒÁÚÒÅÚÙ 171ÏÄÉÎ ÉÚ �ÅÛÅÈÏÄÏ× ÄÏÌÖÅÎ �ÒÏÊÔÉ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ Ä×Á ËÉÌÏÍÅÔÒÁ, Á ×ÓÅÇÏÏÎÉ �ÒÏÈÏÄÑÔ 2n). �ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ üÄÍÏÎÄÓÁ {ëÁÒ�Á ×ÓÅÇÄÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÒÁÂÏÔÕ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ æÏÒÄÁ {æÁÌËÅÒÓÏÎÁ × ÏÂÝÅÍÓÌÕÞÁÅ (ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ �ÅÌÙÈ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÅÊ).íÏÖÎÏ �Ï�ÒÏÂÏ×ÁÔØ Ï�ÅÎÉÔØ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. óÒÁÚÕ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ, ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ (×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ�ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ n), ÎÉËÁËÏÇÏ �ÅÒÅÂÏÒÁ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÁÒÉÁÎ-ÔÏ× × Î£Í ÎÅÔ. ðÒÉ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÏÌÅÚÎÏ ÈÒÁÎÉÔØ ÄÁÎÎÙÅ(ÚÎÁÞÅÎÉÑ 
 É f) ÎÅ �ÒÏ ×ÓÅ �ÁÒÙ ×ÅÒÛÉÎ, Á ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÔÅÈ �ÁÒ, ËÏÔÏÒÙÅ× ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓÅÔÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ (É Õ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÍÅÔØ Ó�É-ÓÏË ÓÏÓÅÄÅÊ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÇÒÁÆÅ) | ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÁÒ É × ÍÁÓÓÉ×Å
, É × ÍÁÓÓÉ×Å f ÓÔÏÑÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁË É ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÕÌÑÍÉ.åÓÌÉ, ÓÌÅÄÕÑ ÔÒÁÄÉ�ÉÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÚÁ V , Á ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒÚÁ E, ÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ
• �ÏÉÓË ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÕÔÉ (�ÏÉÓË × ÛÉÒÉÎÕ) ÔÒÅÂÕÅÔ O(E) ÛÁÇÏ×;
• ËÏÒÒÅË�ÉÑ ×ÄÏÌØ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÅÇÏ �ÕÔÉ ÔÒÅÂÕÅÔ O(V ) ÛÁÇÏ× (ÞÔÏ�ÏÇÌÏÝÁÅÔÓÑ O(E) ÛÁÇÁÍÉ �ÏÉÓËÁ);
• ÞÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÅÓÔØ O(EV ), �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ E Ò£ÂÅÒ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ O(V ) ÒÁÚ.9.3.25. ëÁËÏÅ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÄÁÀÔ ÜÔÉ Ï�ÅÎËÉ?ïÔ×ÅÔ. ÷ÓÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ O(E2V ). �åÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× (�ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁ ÒÁÚ-ÎÙÈ ÉÄÅÑÈ), ÜÔÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÄÅÌ ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÉ, ÎÏ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ �ÒÉ-×ÅÄ£ÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, É × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ �ÒÉ×ÅÄ£Í Ä×Á �ÒÉÍÅÒÁ,ËÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞ.ðÅÒ×ÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÓÏ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÏÊ.9.3.26. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÔØ ÂÅÚ ÓÔÏËÁ É ÉÓÔÏËÁ, É ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ × ÎÅÊ�ÉÒËÕÌÑ�ÉÉ (ÖÉÄËÏÓÔØ �ÉÒËÕÌÉÒÕÅÔ �Ï ÔÒÕÂÁÍ, ∑j f [i; j℄ = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ i).âÕÄÅÍ ÒÁÚÒÅÛÁÔØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ 
[i; j℄ (ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁ-ÅÔ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÕÂÁÈ ÕËÁÚÁÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ�ÏÔÏËÁ). ëÁË �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÌÉ × ÄÁÎÎÏÊ ÓÅÔÉ �ÉÒËÕÌÑ�ÉÑ?òÅÛÅÎÉÅ. äÏÂÁ×ÉÍ Ë ÓÅÔÉ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÔÏËÁ É ÉÓÔÏËÁ, ÉÓÏÅÄÉÎÉÍ ÉÈ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÅÔÉ ÔÒÕÂÁÍÉ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊÓ�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ 
, ÇÄÅ 
 | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.



172 9. òÁÚÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈs
tðÏÓÔÒÏÉÍ × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÅÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÏÔÏË. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÕÓÔÉÍ �ÏËÁÖÄÏÊ ÔÒÕÂÅ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÖÉÄËÏÓÔÉ (�ÒÅÄ�ÏÌÁ-ÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÕÂÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ f [i; j℄ É f [j; i℄ ÎÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÔÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÉÎÁÞÅ ÚÁÄÁÞÁ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ), ÂÅÒÑ ÜÔÕ ÖÉÄËÏÓÔØ �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏ-ÄÉÍÏÓÔÉ �Ï ÔÒÕÂÅ ÉÚ ÉÓÔÏËÁ É ÓÌÉ×ÁÑ Å£ �Ï ÔÒÕÂÅ × ÓÔÏË. ðÒÏÂÌÅÍ ÎÅ×ÏÚÎÉËÎÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÌÉ, ÞÔÏ 
 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ.éÔÁË, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÏÔÏË × ÒÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÅÊ ÓÅÔÉ. �Å�ÅÒØÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ üÄÍÏÎÄÓÁ {ëÁÒ�Á ÄÌÑ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÉÚÁ�ÉÉ. ñÓÎÏ,ÞÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÂÏÌØÛÅ 
V , ÇÄÅ V | ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ, É ÞÔÏÒÏ×ÎÏ 
V �ÏÌÕÞÉÔÓÑ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÅÔÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÉÒËÕÌÑ�ÉÑ. �÷ÔÏÒÏÊ �ÒÉÍÅÒ | ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ × Ä×Õ-ÄÏÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ. ÷ ÁÄÁ�ÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ×ÁÒÉÁÎÔÅ Å£ ÍÏÖÎÏÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË. åÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÒÅ-ÛÉÌ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞ. îÁÄÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÒÁÚÂÏÒ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁÚÁÄÁÞ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÛËÏÌØÎÉË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÙÓÔÕ�ÁÔØ Ä×ÁÖÄÙ,É ÎÅÌØÚÑ Ä×ÁÖÄÙ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÔØ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÚÁÄÁÞÕ.9.3.27. óÈÅÍÁ �ËÔÏ ÞÔÏ ÒÅÛÉÌ� �ÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ (ÓÌÅ×Á ÛËÏÌØ-ÎÉËÉ a; b; 
; d; e, Ó�ÒÁ×Á ÚÁÄÁÞÉ 1; 2; 3; 4; 5). ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏÚÁÄÁÞ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ, ÓÏÂÌÀÄÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ?ab
de 12345

ÛËÏÌØÎÉËÉ ÚÁÄÁÞÉ



9.3. óÅÔÉ, �ÏÔÏËÉ É ÒÁÚÒÅÚÙ 173òÅÛÅÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÒÁÚÂÏÒ ÔÒ£È ÚÁÄÁÞ (�ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅa{2, b{1, e{5, ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).
ëÁË ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ ÎÅÌØÚÑ, ÎÅ �ÅÒÅÂÉÒÁÑ ×ÁÒÉÁÎÔÙ? úÁÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ ÛËÏÌØÎÉËÉ a, 
, d, e ÎÅ ÒÅÛÉÌÉ ÎÉÞÅÇÏ, ËÒÏÍÅ ÚÁÄÁÞ 2 É 5 (ÁÛËÏÌØÎÉË d ÄÁÖÅ É ÚÁÄÁÞÕ 2 ÎÅ ÒÅÛÉÌ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ×ÁÖÎÏ). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈÍÏÇÕÔ ×ÙÓÔÕ�ÉÔØ ÔÏÌØËÏ Ä×ÏÅ | Á Ä×ÏÅ ÄÒÕÇÉÈ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÎÅ Õ ÄÅÌ. ��ÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ: Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÉ(ÛËÏÌØÎÉËÉ) É �ÒÁ×ÏÊ ÄÏÌÉ (ÚÁÄÁÞÉ). ðÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ (Ó�ÏÓÏÂ ÒÁÚÂÏ-ÒÁ) | ÎÁÂÏÒ Ò£ÂÅÒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÌÅ×ÙÅ ËÏÎ�Ù ÒÁÚÎÙÅ (ÎÉ ÏÄÉÎ ÛËÏÌØ-ÎÉË ÎÅ ×ÙÓÔÕ�ÁÅÔ Ä×ÁÖÄÙ) É ×ÓÅ �ÒÁ×ÙÅ ËÏÎ�Ù ÒÁÚÎÙÅ (ÎÉ ÏÄÎÕ ÚÁÄÁÞÕÎÅ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÀÔ Ä×ÁÖÄÙ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ �Á-ÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ(�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎ ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á).9.3.28. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ Ä×Õ-ÄÏÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ, Ó×ÅÄÑ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÏÔÙÓËÁÎÉÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ.òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ Ò£ÂÒÁ ÇÒÁÆÁ ÉÄÕÝÉÍÉ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï É ÉÍÅ-ÀÝÉÍÉ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ �ÒÏ�ÕÓËÎÕÀ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ, É ÄÏÂÁ×ÉÍ ÉÓÔÏË ÓÌÅ-×Á É ÓÔÏË Ó�ÒÁ×Á, ÓÏÅÄÉÎÉ× ÉÈ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍÉ Ò£ÂÒÁÍÉ Ó�ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ 1.s t11 11ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ �ÏÔÏË × ÔÁËÏÍ ÇÒÁÆÅ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �ÁÒÏÓÏÞÅ-ÔÁÎÉÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉÈÏÄÑÝÁÑ ÉÚ ÉÓÔÏËÁ ÅÄÉÎÉ�Á �ÏÔÏËÁ ÄÏÌÖÎÁËÕÄÁ-ÔÏ ÎÁ�ÒÁ×ÉÔØÓÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÏÔÏË �ÅÌÙÊ, ÔÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ �ÏÊÔÉ ÔÏ-ÌØËÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ. é ÅÓÌÉ Ä×Á ÔÁËÉÈ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÅÂÒÁ �ÒÉ-



174 9. òÁÚÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ×ÅÄÕÔ × ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ Ó�ÒÁ×Á, ÔÏ ÉÚ ÎÅ£ ÕÖÅ �ÏÔÏË ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ×ÙÊÔÉ.á ËÁË ÉÓËÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ �ÏÔÏË, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏÄÁÖÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ üÄÍÏÎÄÓÁ {ëÁÒ�Á ÎÅ ÎÕÖÅÎ, ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÀÂÙÅÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÉÅ �ÕÔÉ. �÷ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÉÅ �ÕÔÉ × ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÓÅÔÉ ÉÍÅÀÔ ÑÓÎÙÊÓÍÙÓÌ: ÉÚ ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÉ ÍÙ ÉÄ£Í ×�ÒÁ×Ï �Ï ÎÅÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÍ Ò£ÂÒÁÍ ÇÒÁ-ÆÁ, �ÏÔÏÍ ×ÌÅ×Ï �Ï ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÍ, �ÏÔÏÍ ÓÎÏ×Á ×�ÒÁ×Ï �Ï ÎÅÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÎÎÙÍ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, �ÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÉÎÏÇÄÁ ��ÏÉÓËÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÞÅÒÅÄÕÀÝÉÈÓÑ �Å�ÅÊ�.
íÙ �ÏÎÑÌÉ, ÞÔÏ (�ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ) �ÏÔÏËÉ × �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÓÅÔÉ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍ. á ÞÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÒÅÚÙ É ÞÔÏÍÏÖÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ ÉÚ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏÒÁÚÒÅÚÁ? ÷Ó�ÏÍÎÉÍ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ �ÒÏ ÛËÏÌØÎÉËÏ×: �ÏÔÏË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÂÏÌØÛÉÍ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÅÓÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÛËÏÌØÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÛÉÌÉ ÏÄÎÉ ÉÔÅ ÖÅ Ä×Å ÚÁÄÁÞÉ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅÅÓÔØ ×ÓÅÇÄÁ, É ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÒÅÚÕ × ÓÅÔÉ.ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ × ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÅ, ÇÄÅ ×ÓÅÇÏ m ×ÅÒÛÉÎ, ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒU ÉÚ u ×ÅÒÛÉÎ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÉÈ ÓÏÓÅÄÉ ×ÈÏÄÑÔ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÎÁÂÏÒ V ÉÚÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ v × �ÒÁ×ÏÊ ÄÏÌÅ.m nU Vu vüÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ u− v ×ÅÒÛÉÎ ÓÌÅ×Á ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÂÅÚ ÄÅÌÁ,ÔÁË ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔm− (u− v) =m− u+ v:ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÕÀ Ï�ÅÎËÕ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÏÞÎÏÊ.



9.3. óÅÔÉ, �ÏÔÏËÉ É ÒÁÚÒÅÚÙ 1759.3.29. ðÕÓÔØ × Ä×ÕÄÏÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ (ÓÌÅ×Á m ×ÅÒÛÉÎ, Ó�ÒÁ×Á n ×ÅÒ-ÛÉÎ) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÁ k > 0. �ÏÇÄÁ × ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÅÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ U ÉÚ u ×ÅÒÛÉÎ, Á × �ÒÁ×ÏÊ ÄÏÌÅ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ V ÉÚ v ×ÅÒÛÉÎ, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ (1) ×ÓÅ ÓÏÓÅÄÉ ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ U �Ï�ÁÄÁÀÔ × V ; (2) m− u+ v < k.(ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ×ÅÒÛÉÎÁÈ × �ÒÁ×ÏÊ ÄÏÌÅ É ÉÈ ÓÏÓÅÄÑÈ ×ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÅ; ÜÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ �ÅÒÅÈÏÄÕ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔ× U É V Ë ÉÈ ÄÏ�ÏÌ-ÎÅÎÉÑÍ.)òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÒÅÚ | �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ æÏÒ-ÄÁ {æÁÌËÅÒÓÏÎÁ ÏÎ ÍÅÎØÛÅ k. ìÅ×ÁÑ ÅÇÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ S ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÓÔÏË,ËÁËÉÅ-ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÉ (ÎÁÚÏ×£Í ÉÈ U), É ËÁËÉÅ-ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÁ-×ÏÊ ÄÏÌÉ (ÎÁÚÏ×£Í ÉÈ V ).m nU Vs t
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ × U ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÒÅÂÒÏÍ Ó ×ÅÒ-ÛÉÎÏÊ ÎÅ ÉÚ V , �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÜÔÏ ÒÅÂÒÏ �Ï�ÁÄÁÅÔ × ÒÁÚÒÅÚ, Á ÔÁ-ËÉÅ Ò£ÂÒÁ ÉÍÅÀÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ (ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÕÀ) �ÒÏ�ÕÓËÎÕÀ Ó�Ï-ÓÏÂÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ × U �Ï�ÁÌÏ u ×ÅÒÛÉÎ, Á × V �Ï�ÁÌÏ v ×ÅÒÛÉÎ. ëÁËÉÅÒ£ÂÒÁ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÒÁÚÒÅÚ? üÔÏ m− u Ò£ÂÅÒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÉÓÔÏËÁ ×ÅÄÕÔ ××ÅÒÛÉÎÙ ÎÅ ÉÚ U , Á ÔÁËÖÅ v Ò£ÂÅÒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ V ×ÅÄÕÔ × ÓÔÏË. ÷ÓÅ ÏÎÉÉÍÅÀÔ �ÒÏ�ÕÓËÎÕÀ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ 1, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÒÅÚ ÒÁ×ÅÎm− u+ v É ÍÅÎØÛÅ k (ÍÙ Ó ÜÔÏÇÏ ÎÁÞÁÌÉ). ��Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × ÞÕÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÆÏÒÍÅ:9.3.30. ÷ ÛËÏÌÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÒÕÖËÏ×. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ × ËÁÖÄÏÍËÒÕÖËÅ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÔÁÒÏÓÔÕ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÜÔÏÇÏ ËÒÕÖËÁ, �ÒÉÞ£ÍÏÄÉÎ ÞÅÌÏ×ÅË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÁÒÏÓÔÏÊ Ä×ÕÈ ËÒÕÖËÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ uÎÁÊÄ£ÔÓÑ u ËÒÕÖËÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÍÅÓÔÅ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ u ÞÅÌÏ×ÅË.òÅÛÅÎÉÅ. ëÒÕÖËÉ | ÔÏÞËÉ × ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÅ, ÛËÏÌØÎÉËÉ | × �ÒÁ×ÏÊ, ÁÒ£ÂÒÁ ×ÅÄÕÔ ÏÔ ËÒÕÖËÁ ËÏ ×ÓÅÍ ÅÇÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ. �



176 9. òÁÚÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ÷ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÏÊ èÏÌÌÁ Ï �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔÅÌÑÈ (ÓÔÁÒÏÓÔÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ Ó×ÏÊ ËÒÕÖÏË). ÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÎÏÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ÅÓÌÉ × u ËÒÕÖËÁÈ ×ÓÅÇÏ ÚÁÎÉÍÁÀÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ u ÞÅÌÏ×ÅË, ÔÏÓÔÁÒÏÓÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ. ÷ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÎÏ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ,ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÏÒÄÁ {æÁÌËÅÒÓÏÎÁ. îÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ É ÂÅÚÎÅ£.9.3.31. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÞÉÓÌÕËÒÕÖËÏ×, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: (1) ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ uËÒÕÖËÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÍÅÓÔÅ ÚÁÎÉÍÁÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ u ÛËÏÌØÎÉËÏ×, É (2) ×ÓÅ-ÇÄÁ ÅÓÔØ ÚÁ�ÁÓ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÒÕÖËÏ× ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÛËÏÌØÎÉËÏ×× ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ËÒÕÖËÏ× × ÓÅÍÅÊÓÔ×Å.÷ÏÔ ÅÝ£ ÏÄÎÁ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑÔÅÏÒÅÍÏÊ ë£ÎÉÇÁ ; Å£ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÄÏÌÉ ÇÒÁÆÁ ×ÈÏÄÑÔ× ÎÅ£ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.9.3.32. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ × Ä×Õ-ÄÏÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÒÁ×ÅÎ ÒÁÚÍÅÒÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ×ÅÒÛÉÎÎÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ.(íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÎÙÍ �ÏËÒÙÔÉÅÍ, ÅÓÌÉ Õ ÌÀÂÏ-ÇÏ ÒÅÂÒÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÎÅ� �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ. ÷ÅÒÛÉÎÙÍÏÖÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÉÚ ÏÂÅÉÈ ÄÏÌÅÊ.)óÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÓÂÏÒÎÉËÁÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÎÏ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, Å£ ÒÅÛÅÎÉÅ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÔÒÅÂÕÅÔ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ èÏÌÌÁ × ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ×ÉÄÅ (Á ÏÓÏÂÅÎÎÏ �ÒÏÓÔÏ Å£ ÒÅÛÉÔØ, ÚÎÁÑÏ �ÏÔÏËÁÈ É ÒÁÚÒÅÚÁÈ).9.3.33. îÁ ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÊ ËÁÖÄÙÊ ÛËÏÌØÎÉË ÒÅÛÉÌ 5 ÚÁÄÁÞ, É ËÁÖÄÕÀÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÉÌÏ 5 ÛËÏÌØÎÉËÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÒÁÚ-ÂÏÒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÛËÏÌØÎÉË ÒÁÓÓËÁÚÁÌ ÏÄÎÕ ÉÚ ÒÅÛ£ÎÎÙÈ ÉÍ ÚÁÄÁÞÉ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÙÌÉ ÂÙ ÒÁÚÏÂÒÁÎÙ.[õËÁÚÁÎÉÅ. þÉÓÌÏ ÚÁÄÁÞ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÛËÏÌØÎÉËÏ× (�ÏÓÞÉÔÁÅÍ ÒÅÛÅ-ÎÉÑ Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÚÁ n. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÇÒÁÆÅÅÓÔØ ÄÒÏÂÎÙÊ �ÏÔÏË ×ÅÌÉÞÉÎÙ n, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÓÓËÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ Ó ×ÅÓÏÍ 1=5, ÚÎÁÞÉÔ, ÅÓÔØ É �ÅÌÙÊ �ÏÔÏË ÔÁËÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ. (åÓÌÉÉÚÂÅÇÁÔØ Õ�ÏÍÉÎÁÎÉÑ �ÏÔÏËÏ×, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅ ËÒÁÚÂÏÒÕ ×ÓÅÈ ÚÁÄÁÞ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ èÏÌÌÁ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ÉÚ U ×ÙÈÏÄÉÔ ÂÏÌØÛÅ Ò£ÂÅÒ, ÞÅÍ ÍÏÖÅÔ ÚÁÊÔÉ × V .)℄



10. óïðïó�á÷ìåîéåó ïâòáúãïí10.1. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ �ÒÉÍÅÒ10.1.1. éÍÅÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏ× x[1℄ : : : x[n℄. ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔÅ, ÉÍÅÀÔÓÑ ÌÉ × ÎÅÊ ÉÄÕÝÉÅ ÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÏÍ ÓÉÍ×ÏÌÙ ab
d. (äÒÕÇÉ-ÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÅÓÔØ ÌÉ × ÓÌÏ×Å x[1℄ : : : x[n℄ �ÏÄÓÌÏ×Ïab
d.)òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÎÏ n (ÅÓÌÉ ÂÙÔØ ÔÏÞÎÙÍ, n-3) �ÏÚÉ�ÉÊ,ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÉÓËÏÍÏÅ �ÏÄÓÌÏ×Ï × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÓÌÏ×Å. äÌÑËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÏÚÉ�ÉÊ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÔÁÍ ÏÎÏ ÎÁÈÏ-ÄÉÔÓÑ, ÓÒÁ×ÎÉ× ÞÅÔÙÒÅ ÓÉÍ×ÏÌÁ. ïÄÎÁËÏ ÅÓÔØ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ Ó�Ï-ÓÏÂ. þÉÔÁÑ ÓÌÏ×Ï x[1℄ : : : x[n℄ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, ÍÙ ÏÖÉÄÁÅÍ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÂÕ-Ë×Ù a. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÏÎÁ �ÏÑ×ÉÌÁÓØ, ÍÙ ÉÝÅÍ ÚÁ ÎÅÊ ÂÕË×Õ b, ÚÁÔÅÍ 
, É,ÎÁËÏÎÅ�, d. åÓÌÉ ÎÁÛÉ ÏÖÉÄÁÎÉÑ Ï�ÒÁ×ÄÙ×ÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÓÌÏ×Ï ab
d ÏÂÎÁÒÕ-ÖÅÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÉÚ ÎÕÖÎÙÈ ÂÕË× ÎÅ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ, ÍÙ ÏËÁÚÙ×ÁÅÍÓÑÕ ÒÁÚÂÉÔÏÇÏ ËÏÒÙÔÁ É ÎÁÞÉÎÁÅÍ ×Ó£ ÓÎÁÞÁÌÁ. �üÔÏÔ �ÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ × ÒÁÚÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ. éÓ-�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÍÏÖ-ÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÞÔÅÎÉÉ ÓÌÏ×Á x ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï ÍÙ × ËÁÖÄÙÊ ÍÏ-ÍÅÎÔ ÎÁÈÏÄÉÍÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ: �ÎÁÞÁÌØÎÏÅ� (0),�ÓÒÁÚÕ �ÏÓÌÅ a� (1), �ÓÒÁÚÕ �ÏÓÌÅ ab� (2), �ÓÒÁÚÕ �ÏÓÌÅ ab
� (3) É �ÓÒÁ-ÚÕ �ÏÓÌÅ ab
d� (4). þÉÔÁÑ ÏÞÅÒÅÄÎÕÀ ÂÕË×Õ, ÍÙ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ × ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ, ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ × ÔÁÂÌÉ�Å (ÓÍ. ÓÌÅÄÕÀÝÕÀÓÔÒÁÎÉ�Õ). ëÁË ÔÏÌØËÏ ÍÙ �Ï�ÁÄ£Í × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ 4, ÒÁÂÏÔÁ ÚÁËÁÎÞÉ×Á-ÅÔÓÑ.îÁÇÌÑÄÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÔÁË: ÆÉÛ-ËÁ Ä×ÉÇÁÅÔÓÑ ÉÚ ËÒÕÖËÁ × ËÒÕÖÏË �Ï ÓÔÒÅÌËÁÍ; ÓÔÒÅÌËÁ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÎÁÄ�ÉÓØ ÎÁ ÎÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÂÕË×Å ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á.þÔÏÂÙ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ÂÙÌ ÕÓ�ÅÛÎÙÍ, ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÂÕË×Ù



178 10. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚ�ÏÍ�ÅËÕÝÅÅ ïÞÅÒÅÄÎÁÑ îÏ×ÏÅÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÂÕË×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ0 a 10 ËÒÏÍÅ a 01 b 21 a 11 ËÒÏÍÅ a,b 02 
 32 a 12 ËÒÏÍÅ a,
 03 d 43 a 13 ËÒÏÍÅ a,d 0ðÒÁ×ÉÌÁ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁÂÙÌÁ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ËÒÕÖËÁ.0 1 2 3 4aaa
6= a; d6= a; 
6= a; b6= a a b 
 dÎÁÞÁÌÏ

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ (ÍÙ ÕËÁÚÙ×ÁÅÍ ÎÏ×ÏÅ ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÅ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÁÒÙÍ; ÜÔÉ ÓÔÒÏËÉ ÍÏÖÎÏ Ï�ÕÓÔÉÔØ):i:=1; state:=0;{i - �ÅÒ×ÁÑ ÎÅ�ÒÏÞÉÔÁÎÎÁÑ ÂÕË×Á, state - ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ}while (i <> n+1) and (state <> 4) do beginif state = 0 then beginif x[i℄ = a then beginstate:= 1;end else beginstate:= 0;end;end else if state = 1 then beginif x[i℄ = b then beginstate:= 2;end else if x[i℄ = a then beginstate:= 1;



10.1. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ �ÒÉÍÅÒ 179end else beginstate:= 0;end;end else if state = 2 then beginif x[i℄ = 
 then beginstate:= 3;end else if x[i℄ = a then beginstate:= 1;end else beginstate:= 0;end;end else if state = 3 then beginif x[i℄ = d then beginstate:= 4;end else if x[i℄ = a then beginstate:= 1;end else beginstate:= 0;end;end;end;answer := (state = 4);éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÈÒÁÎÉÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ÔÏÍ,ËÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ÎÁÛÅÇÏ ÏÂÒÁÚ�Á ab
d Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎ�ÏÍ �ÒÏ-ÞÉÔÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ. (åÇÏ ÄÌÉÎÁ É ÅÓÔØ ÔÏ �ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ�, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÛÌÁ ÒÅÞØ.)�ÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ, ÎÁÍÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÁÑ, ÔÁËÏ×Á. óÌÏ×Ï | ÜÔÏ ÌÀÂÁÑ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ, ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ |ÂÕË×ÁÍÉ. åÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÕË× Ó ËÏÎ�Á ÓÌÏ×Á, ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÄÒÕ-ÇÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÎÁÞÁÌÏÍ �ÅÒ×ÏÇÏ. ìÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÅÔ-ÓÑ Ó×ÏÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ. ëÏÎÅ� ÓÌÏ×Á | ÔÏ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØÎÅÓËÏÌØËÏ �ÅÒ×ÙÈ ÂÕË×. ìÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ËÏÎ�ÏÍ. ðÏÄÓÌÏ-×Ï | ÔÏ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÂÕË×Ù É Ó ÎÁÞÁÌÁ, É Ó ËÏÎ�Á.(äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÏÄÓÌÏ×Á | ÜÔÏ ËÏÎ�Ù ÎÁÞÁÌ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ, ÎÁÞÁÌÁËÏÎ�Ï×.)÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 1.3) ÓÉÔÕÁ�ÉÀ ÍÏÖÎÏÏ�ÉÓÁÔØ ÔÁË: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ Ä×ÁÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÉÓÔÉÎÁ� É �ÌÏÖØ� É ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ, ÉÍÅÀÝÉÈ ab
d Ó×ÏÉÍ�ÏÄÓÌÏ×ÏÍ. üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÊ, ÎÏ ÉÍÅÅÔ ÉÎÄÕËÔÉ×-ÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅx 7→ ÄÌÉÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÏ×Á ab
d, Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ËÏÎ�ÏÍ x:



180 10. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚ�ÏÍ10.2. ðÏ×ÔÏÒÅÎÉÑ × ÏÂÒÁÚ�Å | ÉÓÔÏÞÎÉË�ÒÏÂÌÅÍ10.2.1. íÏÖÎÏ ÌÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÏ×Ï ab
dÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï?òÅÛÅÎÉÅ. îÅÔ, É �ÒÏÂÌÅÍÙ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÏÂÒÁÚ�Å ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ�Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÂÕË×Ù. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÉÝÅÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÌÏ×Áabab
. ÷ÏÔ �ÏÑ×ÉÌÁÓØ ÂÕË×Á a, ÚÁ ÎÅÊ ÉÄ£Ô b, ÚÁ ÎÅÊ ÉÄ£Ô a, ÚÁÔÅÍ ÓÎÏ×Á b.÷ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ Ó ÎÅÔÅÒ�ÅÎÉÅÍ ÖÄ£Í ÂÕË×Ù 
. ïÄÎÁËÏ | Ë ÎÁÛÅÍÕÒÁÚÏÞÁÒÏ×ÁÎÉÀ | ×ÍÅÓÔÏ ÎÅ£ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÒÕÇÁÑ ÂÕË×Á, É ÎÁÛ ÏÂÒÁÚÅ�abab
 ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎ. ïÄÎÁËÏ ÎÁÓ ÍÏÖÅÔ ÏÖÉÄÁÔØ ÕÔÅÛÉÔÅÌØÎÙÊ �ÒÉÚ:ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ 
 �ÏÑ×ÉÌÁÓØ ÂÕË×Á a, ÔÏ ÎÅ ×Ó£ �ÏÔÅÒÑÎÏ: ÚÁ ÎÅÊ ÍÏÇÕÔ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÂÕË×Ù b É 
, É ÏÂÒÁÚÅ�-ÔÁËÉ ÂÕÄÅÔ ÎÁÊÄÅÎ. �÷ÏÔ ËÁÒÔÉÎËÁ, �ÏÑÓÎÑÀÝÁÑ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ:x y z a b a b a b 
 . . . ← ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ïa b a b 
 ← ÍÙ ÖÄÁÌÉ ÏÂÒÁÚ�Á ÚÄÅÓØa b a b 
 ← Á ÏÎ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÚÄÅÓØ�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ë ÍÏÍÅÎÔÕx y z a b a b ← ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ïa b a b 
 ← ÍÙ ÖÄÁÌÉ ÏÂÒÁÚ�Á ÚÄÅÓØa b a b 
 ← Á ÏÎ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÚÄÅÓØÅÓÔØ Ä×Á ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚ�Á, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÄÌÅÖÉÔ�ÒÏ×ÅÒËÅ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ×ÏÚÍÏÖÅÎ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, ÞÉ-ÔÁÀÝÉÊ ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÂÕË×Á ÚÁ ÂÕË×ÏÊ É �ÅÒÅÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ× ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÙÈ ÂÕË×.10.2.2. õËÁÖÉÔÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ É ÔÁÂÌÉ-�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ (ÎÏ×ÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÔÁÒÏÇÏ É ÞÉÔÁÅÍÏÊÂÕË×Ù).òÅÛÅÎÉÅ. ðÏ-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁÉÂÏÌØ-ÛÅÍÕ ÎÁÞÁÌÕ ÏÂÒÁÚ�Á, Ñ×ÌÑÀÝÅÍÕÓÑ ËÏÎ�ÏÍ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÌÏ×Á.éÈ ÂÕÄÅÔ ÛÅÓÔØ: 0, 1 (a), 2 (ab), 3 (aba), 4 (abab), 5 (abab
). �ÁÂÌÉ�Á�ÅÒÅÈÏÄÁ �ÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÔÒÁÎÉ�Å.



10.2. ðÏ×ÔÏÒÅÎÉÑ × ÏÂÒÁÚ�Å | ÉÓÔÏÞÎÉË �ÒÏÂÌÅÍ 181�ÅËÕÝÅÅ ïÞÅÒÅÄÎÁÑ îÏ×ÏÅÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÂÕË×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ0 a 1 (a)0 ËÒÏÍÅ a 01 (a) b 2 (ab)1 (a) a 1 (a)1 (a) ËÒÏÍÅ a,b 02 (ab) a 3 (aba)2 (ab) ËÒÏÍÅ a 03 (aba) b 4 (abab)3 (aba) a 1 (a)3 (aba) ËÒÏÍÅ a,b 04 (abab) 
 5 (abab
)4 (abab) a 3 (aba)4 (abab) ËÒÏÍÅ a,
 0äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÎÁ ×ÔÏÒÕÀ ÓÎÉÚÕ ÓÔÒÏËÕ. åÓ-ÌÉ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÎÞÁÌÁÓØ ÎÁ abab, Á ÚÁÔÅÍ �ÏÑ×ÉÌÁÓØ ÂÕË×Á a,ÔÏ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ ababa. îÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÎÁÞÁÌÏÏÂÒÁÚ�Á (abab
), Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ Å£ ËÏÎ�ÏÍ | ÜÔÏ aba. �æÉÌÏÓÏÆÓËÉÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,ÞÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÌÏÖÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚ�Á, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÉÓÔÉÎÎÙÍ. éÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÁÞÁÌ ÏÂÒÁÚ-�Á, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ËÏÎ�ÁÍÉ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á. îÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ �ÏÍÎÉÔÌÉÛØ ÓÁÍÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ ÉÚ ÎÉÈ. ëÁË ÖÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ?æÉÌÏÓÏÆÓËÉÊ ÏÔ×ÅÔ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÁÍÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ ÉÚ ÎÉÈ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÜÔÏ ÅÇÏ ËÏÎ�Ù, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÅÇÏÎÁÞÁÌÁÍÉ.îÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÒÕÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚ�Á ÎÁ�ÉÓÁÔØ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÕ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÝÕÀ �ÏÉÓË ÜÔÏÇÏ ÏÂÒÁÚ�Á Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ.ïÄÎÁËÏ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÎÁ�ÉÓÁÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÝÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÊ ÏÂÒÁÚÅ� × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÓÌÏ×Å. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ × Ä×Á ÜÔÁ�Á:ÓÎÁÞÁÌÁ �Ï ÏÂÒÁÚ�Õ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁÂÌÉ�Á �ÅÒÅÈÏÄÏ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ,Á ÚÁÔÅÍ ÞÉÔÁÅÔÓÑ ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï É ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ. ðÏÄÏÂÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÞÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÂÏ-ÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÚÁÄÁÞ �ÏÉÓËÁ (ÓÍ. ÄÁÌÅÅ), ÎÏ ÄÌÑ �ÏÉÓËÁ �ÏÄÓÌÏ×Á ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÏÍ ëÎÕÔÁ {íÏÒÒÉÓÁ {ðÒÁÔÔÁ. (òÁÎÅÅ ÓÈÏÄÎÙÅ ÉÄÅÉ ÂÙÌÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙà.÷.íÁÔÉÑÓÅ×ÉÞÅÍ.) îÏ �ÒÅÖÄÅ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×Ó�ÏÍÏ-ÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.



182 10. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚ�ÏÍ10.3. ÷Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑäÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á X ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ, ÏÄÎÏ×ÒÅ-ÍÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÅÇÏ ËÏÎ�ÁÍÉ, É ×ÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÓÁÍÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ. (îÅÓÞÉÔÁÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÓÁÍÏÇÏ ÓÌÏ×Á X.) âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ l(X).ðÒÉÍÅÒÙ: l(aba) = a, l(abab) = ab, l(ababa) = aba, l(ab
) = �ÕÓÔÏÅÓÌÏ×Ï.10.3.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á l(X), l(l(X)), l(l(l(X))) É Ô. Ä. Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÓÌÏ×Á X.òÅÛÅÎÉÅ. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. �ðÏ ÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ ×ÓÅ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎ�ÁÍÉ ÓÌÏ×Á X.10.3.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ-ÒÙ×ÁÅÔÓÑ (ÎÁ �ÕÓÔÏÍ ÓÌÏ×Å).òÅÛÅÎÉÅ. ëÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï ËÏÒÏÞÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. �10.3.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÁÞÁ-ÌÏÍ É ËÏÎ�ÏÍ ÓÌÏ×Á X (ËÒÏÍÅ ÓÁÍÏÇÏ X) ×ÈÏÄÉÔ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØl(X); l(l(X)); : : :òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï Y ÅÓÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁÞÁÌÏ É ËÏÎÅ� X. óÌÏ×Ïl(X) | ÓÁÍÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×, ÔÁË ÞÔÏ Y ÎÅ ÄÌÉÎÎÅÅ l(X). ïÂÁ ÜÔÉÓÌÏ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÁÍÉ X, �ÏÜÔÏÍÕ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÁÞÁÌÏÍ ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎÎÏÇÏ: Y ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ l(X). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Y ÅÓÔØ ËÏÎÅ�l(X). òÁÓÓÕÖÄÁÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÚÁÄÁÞÉ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ËÏÒÏÞÅ X , × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÓÌÏ×Á l(X). �ÁËÞÔÏ ÓÌÏ×Ï Y , Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ËÏÎ�ÏÍ É ÎÁÞÁÌÏÍ l(X), ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÏ l(X), ÌÉÂÏ×ÈÏÄÉÔ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ l(l(X)); l(l(l(X))),. . . , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØÄÏËÁÚÁÔØ. �10.4. áÌÇÏÒÉÔÍ ëÎÕÔÁ {íÏÒÒÉÓÁ {ðÒÁÔÔÁáÌÇÏÒÉÔÍ ëÎÕÔÁ {íÏÒÒÉÓÁ {ðÒÁÔÔÁ (ëíð) �ÏÌÕÞÁÅÔ ÎÁ ×ÈÏÄ ÓÌÏ×ÏX= x[1℄x[2℄ : : : x[n℄É �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ ÅÇÏ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï ÂÕË×Á ÚÁ ÂÕË×ÏÊ, ÚÁ�ÏÌÎÑÑ �ÒÉ ÜÔÏÍÍÁÓÓÉ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ l[1℄ : : : l[n℄, ÇÄÅl[i℄= ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á l(x[1℄ : : :x[i℄)



10.4. áÌÇÏÒÉÔÍ ëÎÕÔÁ {íÏÒÒÉÓÁ {ðÒÁÔÔÁ 183(ÆÕÎË�ÉÑ l Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÕÎËÔÅ). óÌÏ×ÁÍÉ: l[i℄ ÅÓÔØ ÄÌÉ-ÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÏ×Á x[1℄ : : : x[i℄, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑÅÇÏ ËÏÎ�ÏÍ.10.4.1. ëÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×Ó£ ÜÔÏ ÉÍÅÅÔ Ë �ÏÉÓËÕ �ÏÄÓÌÏ×Á? äÒÕÇÉ-ÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÁË ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ëíð ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÇÏ,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÓÌÏ×Ï A �ÏÄÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Á B?òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ëíð Ë ÓÌÏ×Õ A#B, ÇÄÅ # | Ó�Å�ÉÁÌØ-ÎÁÑ ÂÕË×Á, ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÁÑÓÑ ÎÉ × A, ÎÉ × B. óÌÏ×Ï A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÓÌÏ×ÏÍÓÌÏ×Á B ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ × ÍÁÓÓÉ×Å l ÂÕÄÅÔ ÞÉÓÌÏ,ÒÁ×ÎÏÅ ÄÌÉÎÅ ÓÌÏ×Á A. �10.4.2. ï�ÉÛÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÔÁÂÌÉ�Ù l[1℄ : : : l[n℄.òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÅ i ÚÎÁÞÅÎÉÊ l[1℄ : : : l[i℄ ÕÖÅÎÁÊÄÅÎÙ. íÙ ÞÉÔÁÅÍ ÏÞÅÒÅÄÎÕÀ ÂÕË×Õ ÓÌÏ×Á (Ô. Å. x[i+1℄) É ÄÏÌÖÎÙ×ÙÞÉÓÌÉÔØ l[i+1℄.1 i i+1ÕÖÅ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ x
︸ ︷︷ ︸Z ︸ ︷︷ ︸ZäÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÎÁÞÁÌÁ Z ÓÌÏ×Á x[1℄ : : : x[i+1℄,ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÅÇÏ ËÏÎ�ÁÍÉ | ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ×ÙÂÒÁÔØÓÁÍÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ. ïÔËÕÄÁ ÂÅÒÕÔÓÑ ÜÔÉ ÎÁÞÁÌÁ? ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ (ÎÅ ÓÞÉ-ÔÁÑ �ÕÓÔÏÇÏ) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏ×Á Z ′ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ ÂÕË×Ùx[i+1℄. óÌÏ×Ï Z ′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎ�ÏÍ ÓÌÏ×Á x[1℄ : : : x[i℄. ïÄÎÁ-ËÏ ÎÅ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎ�ÏÍ ÓÌÏ×Á x[1℄ : : :x[i℄,ÇÏÄÉÔÓÑ | ÎÁÄÏ, ÞÔÏÂÙ ÚÁ ÎÉÍ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÁ ÂÕË×Á x[i+1℄.ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÊ ÒÅ�Å�Ô ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÓÌÏ×Á Z. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÎÁÞÁ-ÌÁ ÓÌÏ×Á x[1℄ : : : x[i℄, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÅÇÏ ËÏÎ�ÁÍÉ. éÚ ÎÉÈ×ÙÂÅÒÅÍ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ | ÔÅ, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÉÄ£Ô ÂÕË×Á x[i+1℄. éÚ �ÏÄÈÏ-ÄÑÝÉÈ ×ÙÂÅÒÅÍ ÓÁÍÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ. ðÒÉ�ÉÓÁ× × ÅÇÏ ËÏÎÅ� x[i+1℄, �ÏÌÕÞÉÍÉÓËÏÍÏÅ ÓÌÏ×Ï Z.�Å�ÅÒØ �ÏÒÁ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÄÅÌÁÎÎÙÍÉ ÎÁÍÉ �ÒÉÇÏÔÏ×ÌÅÎÉÑÍÉÉ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁÞÁÌÁÍÉ É ËÏÎ-�ÁÍÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �Ï×ÔÏÒÎÙÍÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÍÉ Ë ÎÅÍÕÆÕÎË�ÉÉ l ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ. ÷ÏÔ ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ:i:=1; l[1℄:= 0;{ÔÁÂÌÉ�Á l[1℄..l[i℄ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ}while i <> n do beginlen := l[i℄



184 10. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚ�ÏÍ{len - ÄÌÉÎÁ ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÏ×Á x[1℄..x[i℄, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÅÇÏ ËÏÎ�ÏÍ; ×ÓÅ ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎÎÙÅ ÎÁÞÁÌÁ ÏËÁÚÁÌÉÓØÎÅ�ÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ}while (x[len+1℄ <> x[i+1℄) and (len > 0) do begin{ÎÁÞÁÌÏ ÎÅ �ÏÄÈÏÄÉÔ, �ÒÉÍÅÎÑÅÍ Ë ÎÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÀ l}len := l[len℄;end;{ÎÁÛÌÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÉÌÉ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ × ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ}if x[len+1℄ = x[i+1℄ do begin{x[1℄..x[len℄ - ÓÁÍÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÎÁÞÁÌÏ}l[i+1℄ := len+1;end else begin{�ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÎÅÔ}l[i+1℄ := 0;end;i := i+1;end; �10.4.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ × �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÍ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ Cn ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C .òÅÛÅÎÉÅ. üÔÏ ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ËÁÖÄÏÊ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÂÕ-Ë×Ù ÍÏÖÅÔ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÍÎÏÇÉÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÍ �ÉËÌÅ. ïÄÎÁËÏËÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÑ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ len �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ 1, É × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ l[i+1℄ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÎÏ ÍÅÎØÛÅ l[i℄. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÒÉÕ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ i ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ×ÅÌÉÞÉÎÁ l[i℄ ÍÏÖÅÔ ×ÏÚÒÁÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍÎÁ 1, ÔÁË ÞÔÏ ÞÁÓÔÏ É ÓÉÌØÎÏ ÕÂÙ×ÁÔØ ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ | ÉÎÁÞÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÅÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓËÏÍ�ÅÎÓÉÒÏ×ÁÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅÍ.âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïl[i+1℄6 l[i℄− (ÞÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÎÁ i-Í ÛÁÇÅ) + 1ÉÌÉ (ÞÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÎÁ i-Í ÛÁÇÅ)6 l[i℄− l[i+1℄+ 1:ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÓÌÏÖÉÔØ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �Ï ×ÓÅÍ i É �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÅÎËÕ Ó×ÅÒÈÕÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ. �10.4.4. âÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÑÓÎÉÔØ, Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÌÉ ÓÌÏ×Ï X ÄÌÉÎÙ n �ÏÄÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Á Y ÄÌÉÎÙ m. (ëÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÔØÓ �ÏÍÏÝØÀ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔÅÌÑ #, Ï�ÉÓÁÎÏ ×ÙÛÅ.) ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉ-ÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ C(n + m), É ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÁÑ �ÁÍÑÔØ ÔÏÖÅ.ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ, ËÁË ÏÂÏÊÔÉÓØ �ÁÍÑÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Cn (ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÅÎØÛÅ, ÅÓÌÉ ÉÓËÏÍÙÊ ÏÂÒÁÚÅ� ËÏÒÏÔËÉÊ, Á ÓÌÏ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍÅÇÏ ÉÝÕÔ | ÄÌÉÎÎÏÅ).



10.5. áÌÇÏÒÉÔÍ âÏÊÅÒÁ {íÕÒÁ 185òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÑÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ëíð Ë ÓÌÏ×Õ A#B. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ l[1℄; : : : ; l[n℄ �ÒÏ×ÏÄÉÍ ÄÌÑ ÓÌÏ×Á X ÄÌÉÎÙ n É ÚÁ�Ï-ÍÉÎÁÅÍ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÁÌØÛÅ ÍÙ �ÏÍÎÉÍ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ l[i℄ ÄÌÑÔÅËÕÝÅÇÏ i | ËÒÏÍÅ ÎÅÇÏ É ËÒÏÍÅ ÔÁÂÌÉ�Ù l[1℄ : : : l[n℄, ÎÁÍ ÄÌÑ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÎÕÖÎÏ. �îÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÓÌÏ×Á X É Y ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ �ÏÄÒÑÄ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÏ-ÓÍÏÔÒ ÓÌÏ×Á X É ÚÁÔÅÍ ÓÌÏ×Á Y ÕÄÏÂÎÏ ÏÆÏÒÍÉÔØ × ×ÉÄÅ ÒÁÚÎÙÈ �ÉËÌÏ×.üÔÏ ÉÚÂÁ×ÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÏÔ ÈÌÏ�ÏÔ Ó ÒÁÚÄÅÌÉÔÅÌÅÍ.10.4.5. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ (�ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÊ, Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÌÉ ÓÌÏ×Ï X= x[1℄ : : : x[n℄ �ÏÄÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Á Y= y[1℄ : : : y[m℄).òÅÛÅÎÉÅ. óÎÁÞÁÌÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÔÁÂÌÉ�Õ l[1℄ : : : l[n℄ ËÁË ÒÁÎØÛÅ. úÁ-ÔÅÍ �ÉÛÅÍ ÔÁËÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ:j:=0; len:=0;{len - ÄÌÉÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÏ×Á X, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÑ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ËÏÎ�ÏÍ ÓÌÏ×Á y[1℄..y[j℄}while (len <> n) and (j <> m) do beginwhile (x[len+1℄ <> y[j+1℄) and (len > 0) do begin{ÎÁÞÁÌÏ ÎÅ �ÏÄÈÏÄÉÔ, �ÒÉÍÅÎÑÅÍ Ë ÎÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÀ l}len := l[len℄;end;{ÎÁÛÌÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÉÌÉ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ × ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ}if x[len+1℄ = y[j+1℄ do begin{x[1℄..x[len℄ - ÓÁÍÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÎÁÞÁÌÏ}len := len+1;end else begin{�ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÎÅÔ}len := 0;end;j := j+1;end;{ÅÓÌÉ len=n, ÓÌÏ×Ï X ×ÓÔÒÅÔÉÌÏÓØ; ÉÎÁÞÅ ÍÙ ÄÏÛÌÉ ÄÏ ËÏÎ�ÁÓÌÏ×Á Y, ÔÁË É ÎÅ ×ÓÔÒÅÔÉ× X} �10.5. áÌÇÏÒÉÔÍ âÏÊÅÒÁ {íÕÒÁüÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÁÅÔ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ËÁÖÅÔÓÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖ-ÎÙÍ: × ÔÉ�ÉÞÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÏÎ ÞÉÔÁÅÔ ÌÉÛØ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØ ×ÓÅÈ ÂÕË×ÓÌÏ×Á, × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÝÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÏÂÒÁÚÅ�. ëÁË ÔÁË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ? éÄÅÑ�ÒÏÓÔÁ. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÉÝÅÍ ÏÂÒÁÚÅ� ab
d. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÞÅÔ×£Ò-ÔÕÀ ÂÕË×Õ ÓÌÏ×Á: ÅÓÌÉ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÜÔÏ ÂÕË×Á e, ÔÏ ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÎÅÏÂÈÏ-



186 10. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚ�ÏÍÄÉÍÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔØ �ÅÒ×ÙÅ ÔÒÉ ÂÕË×Ù. (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÏÂÒÁÚ�Å ÂÕË×Ù eÎÅÔ, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÎÁÞÁÔØÓÑ ÎÅ ÒÁÎØÛÅ �ÑÔÏÊ ÂÕË×Ù.)íÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÓÁÍÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÂÙÓÔÒÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. ðÕÓÔØ x[1℄ : : : x[n℄ |ÏÂÒÁÚÅ�, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÄÏ ÉÓËÁÔØ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ s ÎÁÊÄ£Í ÓÁÍÏÅ�ÒÁ×ÏÅ ÅÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ × ÓÌÏ×Ï X, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ k, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍx[k℄= s. üÔÉ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ × ÍÁÓÓÉ×Å pos[s℄; ÅÓÌÉ ÓÉÍ×ÏÌ s×Ï×ÓÅ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ pos[s℄ = 0 (ÍÙÕ×ÉÄÉÍ ÄÁÌØÛÅ, �ÏÞÅÍÕ).10.5.1. ëÁË ÚÁ�ÏÌÎÉÔØ ÍÁÓÓÉ× pos?òÅÛÅÎÉÅ.�ÏÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ pos[s℄ ÒÁ×ÎÙÍÉ 0for i:=1 to n do beginpos[x[i℄℄:=i;end; �÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ �ÏÉÓËÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ × �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ last ÎÏÍÅÒ ÂÕ-Ë×Ù × ÓÌÏ×Å, �ÒÏÔÉ× ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÂÕË×Á ÏÂÒÁÚ�Á. ÷ÎÁÞÁÌÅlast= n (ÄÌÉÎÁ ÏÂÒÁÚ�Á), ÚÁÔÅÍ last �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ.last:=n;{×ÓÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚ�Á ÕÖÅ �ÒÏ×ÅÒÅÎÙ}while last <= m do begin {ÓÌÏ×Ï ÎÅ ËÏÎÞÉÌÏÓØ}if x[n℄ <> y[last℄ then begin {�ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÂÕË×Ù ÒÁÚÎÙÅ}last := last + (n - pos[y[last℄℄);{n - pos[y[last℄℄ - ÜÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÄ×ÉÇ ÏÂÒÁÚ�Á,�ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁ�ÒÏÔÉ× y[last℄ ×ÓÔÁÎÅÔ ÔÁËÁÑ ÖÅÂÕË×Á × ÏÂÒÁÚ�Å. åÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÂÕË×Ù ÎÅÔ ×ÏÏÂÝÅ,ÔÏ ÓÄ×ÉÇÁÅÍ ÎÁ ×ÓÀ ÄÌÉÎÕ ÏÂÒÁÚ�Á}end else beginÅÓÌÉ ÎÙÎÅÛÎÅÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÄÈÏÄÉÔ, Ô.Å. ÅÓÌÉx[1℄..x[n℄ = y[last-n+1℄..y[last℄,ÔÏ ÓÏÏÂÝÉÔØ Ï ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÉ;last := last+1;end;end;úÎÁÔÏËÉ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÀÔ �ÒÏ×ÅÒËÕ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï,Ô. Å. ÎÁÞÉÎÁÑ Ó �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÂÕË×Ù ÏÂÒÁÚ�Á (× ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÚÁ×ÅÄÏÍÏÅÓÔØ). íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÎÅÍÎÏÇÏ ÓÜËÏÎÏÍÉÔØ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÑ ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ÚÁÒÁÎÅÅÉ ÈÒÁÎÑ ÎÅ pos[s℄, Á n-pos[s℄, Ô. Å. ÞÉÓÌÏ ÂÕË× × ÏÂÒÁÚ�Å Ó�ÒÁ×Á ÏÔ�ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÂÕË×Ù s.



10.6. áÌÇÏÒÉÔÍ òÁÂÉÎÁ 187÷ÏÚÍÏÖÎÙ ÒÁÚÎÙÅ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏÓÔÒÏËÕ last:=last+1 ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ last:=last+(n-u), ÇÄÅ u | ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ Ó�ÒÁ×Á ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÂÕË×Ù x[n℄ × ÏÂÒÁÚÅ�.10.5.2. ëÁË �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÕÞÅÓÔØ ÜÔÏ × �ÒÏÇÒÁÍÍÅ?òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÔÁÂÌÉ�Ù pos ÎÁ�ÉÓÁÔØfor i:=1 to n-1 do...(ÄÁÌÅÅ ËÁË ÒÁÎØÛÅ), Á × ÏÓÎÏ×ÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÅ ×ÍÅÓÔÏ last:=last+1 ÎÁ-�ÉÓÁÔØ last:= last+n-pos[y[last℄℄; �ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÎÁÍÉ Õ�ÒÏÝ£ÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ âÏÊÅÒÁ {íÕÒÁ× ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÔÒÅÂÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌØÛÅ n ÄÅÊÓÔ×ÉÊ (ÞÉÓÌÏÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ mn), �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ëÎÕÔÁ {íÏÒÒÉÓÁ {ðÒÁÔ-ÔÁ. 10.5.3. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÚÅ� ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ× ÓÌÏ×Ï, ÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÒÑÄËÁ mn ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÕÓÔÁ-ÎÏ×ÉÔØ.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÏÂÒÁÚÅ� ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ baaa : : : aa, Á ÓÁÍÏ ÓÌÏ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔÔÏÌØËÏ ÉÚ ÂÕË× a. �ÏÇÄÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÎÅÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ×ÙÑÓÎÑÅÔÓÑÌÉÛØ × �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÍÏÍÅÎÔ. �îÁÓÔÏÑÝÉÊ (ÎÅ Õ�ÒÏÝ£ÎÎÙÊ) ÁÌÇÏÒÉÔÍ âÏÊÅÒÁ {íÕÒÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕ-ÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ C(m + n) × ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. ïÎÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÉÄÅÉ, ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÉÄÅÑÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ëÎÕÔÁ {íÏÒÒÉÓÁ {ðÒÁÔ-ÔÁ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÌÉ ÏÂÒÁÚÅ� ÓÏ ×ÈÏÄÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ,ÉÄÑ Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÕÓÏË Z (Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ËÏÎ�ÏÍÏÂÒÁÚ�Á) ÓÏ×�ÁÌ, Á ÚÁÔÅÍ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÏÓØ ÒÁÚÌÉÞÉÅ: �ÅÒÅÄ Z × ÏÂÒÁÚ�ÅÓÔÏÉÔ ÎÅ ÔÏ, ÞÔÏ ×Ï ×ÈÏÄÎÏÍ ÓÌÏ×Å. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔÏ ×ÈÏÄÎÏÍ ÓÌÏ×Å? ÷ Î£Í ÏÂÎÁÒÕÖÅÎ ÆÒÁÇÍÅÎÔ, ÒÁ×ÎÙÊ Z, Á �ÅÒÅÄ ÎÉÍÓÔÏÉÔ ÎÅ ÔÁ ÂÕË×Á, ÞÔÏ × ÏÂÒÁÚ�Å. üÔÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÍÏÖÅÔ �ÏÚ×ÏÌÉÔØÓÄ×ÉÎÕÔØ ÏÂÒÁÚÅ� ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÏÚÉ�ÉÊ ×�ÒÁ×Ï ÂÅÚ ÒÉÓËÁ �ÒÏ�ÕÓÔÉÔØÅÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ. üÔÉ ÓÄ×ÉÇÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÁÒÁÎÅÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏËÏÎ�Á Z ÎÁÛÅÇÏ ÏÂÒÁÚ�Á. ëÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ ÚÎÁÔÏËÉ, ×Ó£ ÜÔÏ (×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÔÁ-ÂÌÉ�Ù ÓÄ×ÉÇÏ× É Å£ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ) ÍÏÖÎÏ ÕÌÏÖÉÔØ × C(m+ n) ÄÅÊÓÔ×ÉÊ.10.6. áÌÇÏÒÉÔÍ òÁÂÉÎÁüÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÅ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ × ÓÌÏ-×Å ÄÌÉÎÙ m ÍÙ ÉÝÅÍ ÏÂÒÁÚÅ� ÄÌÉÎÙ n. ÷ÙÒÅÖÅÍ ÏËÏÛÅÞËÏ ÒÁÚÍÅÒÁ n



188 10. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚ�ÏÍÉ ÂÕÄÅÍ Ä×ÉÇÁÔØ ÅÇÏ �Ï ×ÈÏÄÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ, ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÌÉ ÓÌÏ×Ï × ÏËÏÛÅÞËÅ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚ�ÏÍ. óÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ �Ï ÂÕË×ÁÍ ÄÏÌÇÏ.÷ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈÄÌÉÎÙ n. åÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÓÌÏ×Å × ÏËÏÛÅÞËÅ É ÎÁ ÏÂÒÁÚ�ÅÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ ÎÅÔ. �ÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÎÕÖÎÏ�ÒÏ×ÅÒÑÔØ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ �Ï ÂÕË×ÁÍ.þÔÏ ÍÙ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÍ �ÒÉ ÔÁËÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ? ëÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÎÉÞÅÇÏ |×ÅÄØ ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÓÌÏ×Å × ÏËÏÛÅÞËÅ, ×Ó£ ÒÁ×-ÎÏ ÎÕÖÎÏ �ÒÏÞÅÓÔØ ×ÓÅ ÂÕË×Ù ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á. �ÁË ÕÖ ÌÕÞÛÅ ÉÈ ÓÒÁÚÕ ÓÒÁ×-ÎÉÔØ Ó ÏÂÒÁÚ�ÏÍ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ×ÙÉÇÒÙÛ ×ÏÚÍÏÖÅÎ, É ×ÏÔ ÚÁ ÓÞ£Ô ÞÅÇÏ.ðÒÉ ÓÄ×ÉÇÅ ÏËÏÛÅÞËÁ ÓÌÏ×Ï ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ, Á ÌÉÛØ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑÂÕË×Á × ËÏÎ�Å É ÕÂÉÒÁÅÔÓÑ × ÎÁÞÁÌÅ. èÏÒÏÛÏ ÂÙ, ÞÔÏÂÙ �Ï ÜÔÉÍ ÄÁÎÎÙÍÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÒÁÓÓÞÉÔÁÔØ, ËÁË ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ.10.6.1. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÕÄÏÂÎÏÊ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ.òÅÛÅÎÉÅ. úÁÍÅÎÉÍ ×ÓÅ ÂÕË×Ù × ÓÌÏ×Å É ÏÂÒÁÚ�Å ÉÈ ÎÏÍÅÒÁÍÉ, �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ÓÏÂÏÊ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. �ÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ. (ðÒÉ ÓÄ×ÉÇÅ ÏËÏÛÅÞËÁ ÎÕÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÎÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ É ×Ù-ÞÅÓÔØ �ÒÏ�Á×ÛÅÅ.) �äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÏ×Á, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎÁ �ÒÉÍÅÎÉ-ÍÁ �ÌÏÈÏ. úÁÔÏ ÄÒÕÇÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÈÏÒÏÛÏ.÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÄÅÑ: ÎÁÄÏ ÚÁ�ÁÓÔÉ ÍÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÊ É × ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ. (�ÏÇÄÁ ×ÒÁÇ, ÖÅÌÁÀÝÉÊ �ÏÄÇÁÄÉÔØÎÁÛÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ, ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÚÎÁÔØ, Ó ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÅÍÕ ÂÏ-ÒÏÔØÓÑ.)10.6.2. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÕÄÏÂÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ p (ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ, ÓÍ. ÄÁ-ÌÅÅ) É ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÞÅÔ x �Ï ÍÏÄÕÌÀ p. ëÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n ÂÕÄÅÍÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÚÁÍÅÎÉ× ÂÕË×Ù ËÏ-ÄÁÍÉ). üÔÉ ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ n − 1 É ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p× ÔÏÞËÅ x. üÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ pÉ x �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó×ÏÑ ÆÕÎË�ÉÑ). óÄ×ÉÇ ÏËÏÛËÁ ÎÁ 1 ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÔÁÎÉÀ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ (xn−1 ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÁ-ÒÁÎÅÅ), ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ x É ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÀ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ. �óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ × �ÏÌØÚÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ ÎÅÓÌÉÛËÏÍ ×ÅÒÏÑÔÎÙ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ p ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ É Ë ÔÏÍÕ ÖÅ �ÒÏÓÔÏÅ,Á X É Y | Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n. �ÏÇÄÁ ÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÄÙ ×ÓÅÈ ÂÕË× ÒÁÚÌÉÞÎÙ |



10.7. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÏÂÒÁÚ�Ù É Á×ÔÏÍÁÔÙ 189ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ p ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ). óÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ x ÜÔÉ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × 0. òÁÚÎÏÓÔØ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n− 1 É ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n− 1 ËÏÒÎÅÊ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉn ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ p, ÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍÕ x ÍÁÌÏ ÛÁÎÓÏ× �Ï�ÁÓÔØ × ÎÅÕÄÁÞÎÕÀÔÏÞËÕ.10.7. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÏÂÒÁÚ�Ù É Á×ÔÏÍÁÔÙíÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓËÁÔØ ÎÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, Á �ÏÄÓÌÏ×Á ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØ ÓÌÏ×Á ×ÉÄÁ a?b, ÇÄÅ ×ÍÅÓÔÏ ? ÍÏÖÅÔ ÓÔÏÑÔØÌÀÂÁÑ ÂÕË×Á (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÂÕË×Á b ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 2�ÏÓÌÅ ÂÕË×Ù a).10.7.1. õËÁÖÉÔÅ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÊ, ÅÓÔØ ÌÉ ×Ï ×ÈÏÄ-ÎÏÍ ÓÌÏ×Å ÆÒÁÇÍÅÎÔ ×ÉÄÁ a?b.òÅÛÅÎÉÅ. þÉÔÁÑ ÓÌÏ×Ï, ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÍÎÉÔØ, ÅÓÔØ ÌÉ ÂÕË×Á a ÎÁ �ÏÓÌÅÄ-ÎÅÍ ÍÅÓÔÅ É ÎÁ �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÅÍ | �ÏËÁ ÎÅ ×ÓÔÒÅÔÉÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ.á×ÔÏÍÁÔ ÉÍÅÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ 00, 01, 10, 11, ÉÈ ÓÍÙÓÌ ÔÁËÏ×:00 ÎÁ �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÅÍ É �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÍÅÓÔÁÈ ÎÅÔ a01 ÎÁ �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÎÅÔ, ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÅÓÔØ10 ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÅÓÔØ, ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÎÅÔ11 ÅÓÔØ É ÔÁÍ, É ÔÁÍ�ÁÂÌÉ�Á �ÅÒÅÈÏÄÏ× Á×ÔÏÍÁÔÁ:�ÅËÕÝÅÅ ïÞÅÒÅÄÎÁÑ îÏ×ÏÅÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÂÕË×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ00 a 0100 ÎÅ a 0001 a 1101 ÎÅ a 1010 a 0110 b ÎÁÊÄÅÎÏ10 ÎÅ a É ÎÅ b 0011 a 1111 b ÎÁÊÄÅÎÏ11 ÎÅ a É ÎÅ b 10 �äÒÕÇÏÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÚÎÁË × ÏÂÒÁÚ�Å | ÜÔÏ Ú×£ÚÄÏÞËÁ (*), ÎÁ ÍÅ-ÓÔÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÂÒÁÚÅ�



190 10. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚ�ÏÍab*
d ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÝÅÍ �ÏÄÓÌÏ×Ï ab, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÔÏÕÇÏÄÎÏ, Á ÚÁÔÅÍ (ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ) ÉÄ£Ô 
d.10.7.2. õËÁÖÉÔÅ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÊ, ÅÓÔØ ÌÉ ×Ï ×ÈÏÄ-ÎÏÍ ÓÌÏ×Å ÏÂÒÁÚÅ� ab*
d (× Ï�ÉÓÁÎÎÏÍ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÓÍÙÓÌÅ).òÅÛÅÎÉÅ. �ÅËÕÝÅÅ ïÞÅÒÅÄÎÁÑ îÏ×ÏÅÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÂÕË×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÎÁÞÁÌØÎÏÅ a aÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÎÅ a ÎÁÞÁÌØÎÏÅa b aba a aa ÎÅ a É ÎÅ b ÎÁÞÁÌØÎÏÅab 
 ab
ab ÎÅ 
 abab
 d ÎÁÊÄÅÎÏab
 
 ab
ab
 ÎÅ 
 É ÎÅ d ab �åÝ£ ÏÄÉÎ ×ÉÄ �ÏÉÓËÁ | ÜÔÏ �ÏÉÓË ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÓÌÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Ó�ÉÓËÁ.10.7.3. äÁÎ Ó�ÉÓÏË ÓÌÏ× X1; : : : ; Xk É ÓÌÏ×Ï Y . ëÁË Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ×ÈÏ-ÄÉÔ ÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× Xi × ÓÌÏ×Ï Y (ËÁË �ÏÄÓÌÏ×Ï)? ëÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÓÕÍÍÁÒ-ÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× (ÉÚ Ó�ÉÓËÁ É ÔÏÇÏ, × ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÏÉÓË).òÅÛÅÎÉÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×ÏÉÚ Ó�ÉÓËÁ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ (Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×). ïÄÎÁËÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÎÅ ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÍÓÑ × ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏÄÅÊÓÔ×ÉÊ (ÉÚ-ÚÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ k ÎÁ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á Y ).ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÄÅÌÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ. ëÁÖÄÏÍÕ ÏÂÒÁÚ�Õ ÉÚ Ó�ÉÓËÁÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ.üÔÉ Á×ÔÏÍÁÔÙ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ × ÏÄÉÎ, ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ×ÓÅÈ ÔÅÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×.üÔÏ | ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ïÄÎÁËÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×ÏÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅÄÏÓÔÕ�ÎÙ (ÎÅ ÍÏÇÕÔ �ÏÑ×ÉÔØÓÑ �ÒÉ ÞÔÅÎÉÉ ×ÈÏÄÎÏÇÏÓÌÏ×Á) É ÚÁ ÓÞ£Ô ÜÔÏÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÜËÏÎÏÍÉÑ. ðÒÉÍÅÒÎÏ ÜÔÕ ÉÄÅÀ (ÎÏ× ÉÚÍÅÎ£ÎÎÏÍ ×ÉÄÅ) ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ.÷Ó�ÏÍÎÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ëÎÕÔÁ {íÏÒÒÉÓÁ {ðÒÁÔÔÁ. ÷ Î£Í, ÞÉÔÁÑ ×ÈÏÄ-ÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÍÙ ÈÒÁÎÉÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÎÁÞÁÌÏ ÏÂÒÁÚ�Á, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ËÏÎ-�ÏÍ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ. �Å�ÅÒØ ÎÁÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÈÒÁÎÉÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ



10.7. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÏÂÒÁÚ�Ù É Á×ÔÏÍÁÔÙ 191ÏÂÒÁÚ�Ï× ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ËÏÎ�ÏÍ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ ÞÁ-ÓÔÉ. òÅÛÁÀÝÉÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÒÁÎÉÔØ ÓÁ-ÍÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ ÉÚ ÎÉÈ | ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �Ï ÎÅÍÕ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ (ËÁËÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÎÁÞÁÌÁ ÏÂÒÁÚ�Ï×, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÅÇÏ ËÏÎ�ÁÍÉ).óËÌÅÉÍ ×ÓÅ ÏÂÒÁÚ�Ù × ÄÅÒÅ×Ï, ÏÂßÅÄÉÎÉ× ÉÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅÕÞÁÓÔËÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁÂÏÒÕ ÏÂÒÁÚ�Ï×
{aaa;aab; abab}ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÒÅ×Ï
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ræÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÄÅÒÅ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÎÁÞÁÌÁ ×ÓÅÈ ÏÂÒÁÚ-�Ï×, Á ÓÙÎÏ×ØÑ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ ÂÕË×Ù.þÉÔÁÑ ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÍÙ Ä×ÉÇÁÅÍÓÑ �Ï ÜÔÏÍÕ ÄÅÒÅ×Õ: ÔÅËÕÝÁÑ ×ÅÒ-ÛÉÎÁ | ÜÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ (ÓÁÍÁÑ �ÒÁ×ÁÑ) ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ËÏÎ�ÏÍ�ÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ( = ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ËÏÎÅ� �ÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ, Ñ×ÌÑÀ-ÝÉÊÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÏÂÒÁÚ�Ï×).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ l, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔ-ÓÑ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÅÒÅ×Á. éÍÅÎÎÏ, l(P ) = ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÄÅÒÅ×Á, Ñ×ÌÑ-ÀÝÁÑÓÑ ËÏÎ�ÏÍ P . (îÁ�ÏÍÎÉÍ, ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÅÒÅ×Á | ÜÔÏ ÓÌÏ×Á.) îÁÍ �Ï-ÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:10.7.4. ðÕÓÔØ P | ×ÅÒÛÉÎÁ ÄÅÒÅ×Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ×ÅÒÛÉÎ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ËÏÎ�ÁÍÉ P , ÒÁ×ÎÏ {l(P ); l(l(P )); : : :}òÅÛÅÎÉÅ. óÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁ ëÎÕÔÁ {íÏÒÒÉÓÁ {ðÒÁÔÔÁ. ��Å�ÅÒØ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ, ÎÁÈÏÄÑÓØ × ×ÅÒÛÉÎÅ P É ÞÉÔÁÑ ÂÕ-Ë×Õ z ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á. îÁÄÏ �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ P , l(P ), l(l(P )),. . . , �ÏËÁ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ ÔÁËÁÑ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÈÏÄÉÔÓÔÒÅÌËÁ Ó ÂÕË×ÏÊ z. �Á ×ÅÒÛÉÎÁ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÜÔÁ ÓÔÒÅÌËÁ ×ÅÄ£Ô, É ÂÕÄÅÔÎÁÛÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ.ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏÎÑÔØ, ËÁË ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÅÒÅ×Á ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÕËÁÚÁ-ÔÅÌØ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ l × ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÎØÛÅ,�ÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ l ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÉÈ ÓÌÏ× ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÉ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ l. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÅÒÅ×ÁÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÈ ÄÌÉÎÙ. îÅÔÒÕÄÎÏ �Ï-ÎÑÔØ, ÞÔÏ ×Ó£ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÌÏÖÉÔØ × ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ (ÈÏÔÑ



192 10. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚ�ÏÍËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÂÕË× × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ). ïÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ�ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. × ÇÌÁ×Å 9. �íÏÖÎÏ �ÏÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØÓÑ, ËÁËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÏ× ÒÁÓ�ÏÚÎÁÀÔÓÑ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÓÔÏ Ï�É-ÓÙ×ÁÅÍÙÊ ËÌÁÓÓ ÏÂÒÁÚ�Ï×, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á | ËÌÁÓÓ ÒÅÇÕ-ÌÑÒÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ �, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÉÊ ÓÉÍ×ÏÌÏ× �, ", (, ), * É | (ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ É ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ �ÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÔØÓÑ Ó ÂÕË×ÁÍÉ). òÅ-ÇÕÌÑÒÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓÔÒÏÑÔÓÑ �Ï ÔÁËÉÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ:(Á) ÂÕË×Á ÁÌÆÁ×ÉÔÁ � | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ;(Â) ÓÉÍ×ÏÌÙ �, " | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ;(×) ÅÓÌÉ A;B;C; : : : ; E | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÔÏ(ABC : : :E) | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ;(Ç) ÅÓÌÉ A;B;C; : : : ; E | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÔÏ(A|B|C| : : : |E) | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ;(Ä) ÅÓÌÉ A | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ A* | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ.ëÁÖÄÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁ£Ô ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ � �ÏÔÁËÉÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ:(Á) ÂÕË×Å ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÄ-ÎÏÂÕË×ÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÜÔÏÊ ÂÕË×Ù;(Â) ÓÉÍ×ÏÌÕ " ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á ÓÉÍ×ÏÌÕ �| ÏÄÎÏÜÌÅ-ÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï;(×) ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ (ABC : : : E) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÅÓÌÉ Ë ÓÌÏ×Õ ÉÚ A �ÒÉ�ÉÓÁÔØÓÌÏ×Ï ÉÚ B, ÚÁÔÅÍ ÉÚ C ,. . . , ÚÁÔÅÍ ÉÚ E (ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×);(Ç) ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ (A|B|C| : : : |E) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÂßÅÄÉ-ÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍ A;B;C; : : : ; E;(Ä) ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ A* ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÉÔÅÒÁ�ÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ×,ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ËÕÓËÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ËÕÓÏË �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ A. (÷ ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï ×ÓÅÇÄÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × A*.)



10.7. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÏÂÒÁÚ�Ù É Á×ÔÏÍÁÔÙ 193íÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ-ÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ. ÷ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒÏ×:÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ íÎÏÖÅÓÔ×Ï(a|b)* ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÂÕË× a É b(aa)* ÓÌÏ×Á ÉÚ Þ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÕË× a(�|a|b|aa|ab|ba|bb) ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2 ÉÚ ÂÕË× a, b10.7.5. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÉÚ ÂÕË× a É b, × ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ÂÕË× a Þ£ÔÎÏ.òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ b* ÚÁÄÁ£Ô ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÂÅÚ ÂÕË×Ù a, Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ(b*ab*a b*) | ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÒÏ×ÎÏ Ó Ä×ÕÍÑ ÂÕË×ÁÍÉ a. ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÏÂßÅÄÉ-ÎÉÔØ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Á �ÏÔÏÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÉÔÅÒÁ�ÉÀ:((b* ab*a b*) | b*)*äÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÏÔ×ÅÔÁ: (b* ab*a)* b* �10.7.6. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁ£Ô ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÉÚ ÂÕË× a; b;
, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏ×Ï ba
 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÓÌÏ×ÏÍ.òÅÛÅÎÉÅ. ((a|b|
)*ba
(a|b|
)*) �10.7.7. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁ£Ô ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÉÚ ÂÕË× a; b; 
, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏ×Ï ba
 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄ-ÓÌÏ×ÏÍ.[õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓÌÏÖÎÅÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ; ×ÉÄÉÍÏ, ÓÁÍÙÊ �ÒÏÓÔÏÊÓ�ÏÓÏÂ Å£ ÒÅÛÉÔØ | �ÅÒÅÊÔÉ Ë ËÏÎÅÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÁÍ É ×ÅÒÎÕÔØÓÑ ÏÂÒÁÔ-ÎÏ (ÓÍ. ÎÉÖÅ ÚÁÄÁÞÕ 10.7.14).℄ ��Å�ÅÒØ ÚÁÄÁÞÕ Ï �ÏÉÓËÅ ÏÂÒÁÚ�Á × ÓÌÏ×Å ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØÔÁË: �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÓÌÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕÄÁÎÎÏÍÕ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ.10.7.8. ëÁËÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÂÒÁÚ�ÁÍ a?b É ab*
d, ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ? (÷ ÏÂÒÁÚ�Å ÓÉÍ×ÏÌ * ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÅ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ,ÞÔÏ × ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÈ!) ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÂÕË×Ù a; b; 
; d; e.òÅÛÅÎÉÅ.((a|b|
|d|e)*a (a|b|
|d|e)b (a|b|
|d|e)*)((a|b|
|d|e)*ab(a|b|
|d|e)*
d(a|b|
|d|e)*) �



194 10. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚ�ÏÍ10.7.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ�ÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ£Ô ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅÜÔÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×.òÅÛÅÎÉÅ. îÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÏ×ÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ | �ÏÎÑÔÉÅ ÉÓÔÏÞÎÉ-ËÁ, ÉÌÉ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅ-ÂÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ | ËÁÒÔÉÎËÕ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÞÅË (×ÅÒÛÉÎ)É ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÅÌÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ (Ò£ÂÅÒ). ðÕÓÔØ ÎÁ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÈ Ò£ÂÒÁÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÂÕË×Ù (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁ ×ÓÅÈ). ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅÓÒÅÄÉ ×ÅÒÛÉÎ ×ÙÂÒÁÎÙ Ä×Å | ÎÁÞÁÌØÎÁÑ î É ËÏÎÅÞÎÁÑ ë. �ÁËÁÑ ËÁÒ-ÔÉÎËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ.âÕÄÅÍ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÉÚ î × ë, ÞÉÔÁÑ ÂÕË×Ù �ÏÄÏÒÏÇÅ (ÎÁ ÔÅÈ ÓÔÒÅÌËÁÈ, ÇÄÅ ÏÎÉ ÅÓÔØ). ëÁÖÄÏÍÕ �ÕÔÉ ÉÚ î × ë, ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï. á ÉÓÔÏÞÎÉËÕ × �ÅÌÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× | ÔÅÈ ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÅÓÔØ ÎÁ �ÕÔÑÈÉÚ î × ë.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ × ×É-ÄÅ ÔÏÞÅË, Á �ÅÒÅÈÏÄÙ �ÒÉ ÞÔÅÎÉÉ ÂÕË× ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÔÒÅÌÏË, ÔÏÓÔÁÎÅÔ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ | ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ.(ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍÉ: (Á) ÎÁ ×ÓÅÈ ÓÔÒÅÌËÁÈ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅ-ÎÉÅÍ ×ÅÄÕÝÉÈ × ë, ÅÓÔØ ÂÕË×Ù; (Â) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚÎÅ£ ÓÔÒÅÌËÁÈ ËÁÖÄÁÑ ÂÕË×Á ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ.)íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ �Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ× Ä×Á �ÒÉ£ÍÁ. óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÉÓÔÏÞÎÉË, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÅÔ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×. úÁÔÅÍ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ�ÏÓÔÒÏÉÍ Á×ÔÏÍÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÓÌÏ×Ï ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ.10.7.10. ðÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÓÔÏÞÎÉË, ÚÁÄÁÀ-ÝÉÊ ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.òÅÛÅÎÉÅ. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ. âÕ-Ë×ÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÇÒÁÆÙ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÒÅÁÌÉÚÕ-ÅÔÓÑ ÔÁË:
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10.7. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÏÂÒÁÚ�Ù É Á×ÔÏÍÁÔÙ 195îÁÒÉÓÏ×ÁÎÁ ËÁÒÔÉÎËÁ ÄÌÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÔÒ£È ÍÎÏÖÅÓÔ×, �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉ-ËÉ | ÜÔÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÉ, ÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ; ÕËÁÚÁÎÙ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ É ËÏ-ÎÅÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. îÁ ÎÏ×ÙÈ ÓÔÒÅÌËÁÈ (ÉÈ 6) ÂÕË× ÎÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ.ëÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÁÒÔÉÎËÁ
r -î rî1 ë1 r -rî2 ë2 r -rî3 ë3 r -r ëîÁËÏÎÅ�, ÉÔÅÒÁ�ÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÁÒÔÉÎËÁ

s

s -î î1 s -









� J
J

J
J]ë1 s

s ë
�10.7.11. äÁÎ ÉÓÔÏÞÎÉË. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, �ÒÏ×ÅÒÑÀ-ÝÉÊ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ (ÔÏÅÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÏÞÅÓÔØ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï, ÉÄÑ ÉÚ î × ë).òÅÛÅÎÉÅ. óÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÂÕÄÕÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÉÓÔÏÞ-ÎÉËÁ. éÍÅÎÎÏ, �ÒÏÞÔÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÞÁÌÏ X ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ÍÙ ÂÕÄÅÍ�ÏÍÎÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÊÔÉÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ, �ÒÏÞÉÔÁ× ÎÁ �ÕÔÉ ÓÌÏ×Ï X. ��ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁÄÁÞÁ 10.7.9 ÒÅÛÅÎÁ. �ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, Á×ÔÏÍÁÔÙ É ÉÓÔÏÞÎÉËÉÒÁÓ�ÏÚÎÁÀÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ, ÎÁÍÏÓÔÁÌÏÓØ ÒÅÛÉÔØ ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ:10.7.12. äÁÎ ÉÓÔÏÞÎÉË. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÀ-ÝÅÅ ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÞÔÏ É ÜÔÏÔ ÉÓÔÏÞÎÉË.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÉÓÔÏÞÎÉË ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÛÉÎÙ 1; : : : ; k. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ 1 | ÜÔÏ ÎÁÞÁÌÏ, Á k| ËÏÎÅ�. þÅÒÅÚDi;j;s ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÅÓÔØ ÎÁ �ÕÔÉ ÉÚ i × j, ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÏÍÅ-ÖÕÔÏÞÎÙÈ �ÕÎËÔÏ× ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÛÉÎÙ 1; : : : ; s.óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÓÔÏÞÎÉËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D1;k;k.éÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï s ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Di;j;s�ÒÉ ×ÓÅÈ i É j. ðÒÉ s = 0 ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ (�ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÚÁ-�ÒÅÝÅÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÂÕË×).



196 10. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚ�ÏÍéÚ ÞÅÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Di;j;s+1? ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁ �ÕÔÉ ÍÏÍÅÎÔÙ,× ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÚÁÈÏÄÉÔ × (s+ 1)-À ×ÅÒÛÉÎÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÕÔØ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑÎÁ ÞÁÓÔÉ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÖÅ ÎÅ ÚÁÈÏÄÉÔ × ÎÅ£. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÅÇËÏÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏDi;j;s+1 =Di;j;s | (Di;s+1;s Ds+1;s+1;s* Ds+1;j;s)(×ÏÌØÎÏÓÔØ ÚÁ�ÉÓÉ: ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÁË ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ). ïÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÉ. �10.7.13. çÄÅ ÅÝ£ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ?ïÔ×ÅÔ. ÷ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ æÌÏÊÄÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÅÎÙ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÕÔÉ,ÓÍ. ÇÌÁ×Õ 9 (òÁÚÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ). �10.7.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÓÑ ÂÙ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÒÁÚÒÅÛÉÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÎÅÔÏÌØËÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ, ÎÏ É ÏÔÒÉ�ÁÎÉÅ (Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ |ÏÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ É ÏÔÒÉ�ÁÎÉÅ).òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ× �ÅÒÅÈÏÄ Ë ÏÔÒÉ�ÁÎÉÀ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁ �ÒÁËÔÉËÅ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏ-ÍÁÔÁ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÕÔ ×Ó£ ÎÅ ÔÁË �ÒÏÓÔÏ, É �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÉÓÔÏÞÎÉËÁË Á×ÔÏÍÁÔÕ ÔÒÅÂÕÅÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ðÏÄÒÏÂ-ÎÏÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÜÔÉÍ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ É �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ×Ï-�ÒÏÓÏ× | ÄÅÌÏ ÏÓÏÂÏÅ (ÓÍ. ËÎÉÇÕ áÈÏ, õÌØÍÁÎÁ É óÅÔÉ Ï ËÏÍ�ÉÌÑÔÏÒÁÈ).10.8. óÕÆÆÉËÓÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑäÏ ÓÉÈ �ÒÏ ÎÁÛÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÏÌÕÞÁÌÉ ÏÂÒÁÚÅ�, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ-ÄÏ ÉÓËÁÔØ, Á �ÏÔÏÍ ÔÅËÓÔ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÄÏ ÉÓËÁÔØ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ×Ó£ ÎÁÏÂÏÒÏÔ.10.8.1. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÎÁ ×ÈÏÄ ÓÌÏ×Ï Y ÄÌÉÎÙ m É ÍÏÖÅÔ ÅÇÏÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÔØ (�ÏËÁ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ×ÒÅÍÑ É �ÁÍÑÔØ). úÁÔÅÍ ÏÎÁ�ÏÌÕÞÁÅÔ ÓÌÏ×Ï X ÄÌÉÎÙ n É ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÏÂÝÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÏ �ÏÄÓÌÏ-×ÏÍ ÓÌÏ×Á Y . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÒÉ ÏÂÒÁÂÏÔËÅ ÓÌÏ×Á X ÄÏÌÖÎÏÂÙÔØ �ÏÒÑÄËÁ n (ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ 
n, ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 
 ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ). ëÁË ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÔÁËÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ?òÅÛÅÎÉÅ. ðÏËÁ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉËÁËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ×ÒÅÍÑÉ �ÁÍÑÔØ �ÒÉ ÏÂÒÁÂÏÔËÅ Y , ÜÔÏ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÒÕÄÁ. éÍÅÎÎÏ, ÎÁÄÏÓËÌÅÉÔØ ×ÓÅ �ÏÄÓÌÏ×Á ÓÌÏ×Á Y × ÄÅÒÅ×Ï, ÏÂßÅÄÉÎÉ× ÓÌÏ×Á Ó ÏÂÝÉÍÉ ÎÁÞÁ-



10.8. óÕÆÆÉËÓÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ 197ÌÁÍÉ (ËÁË ÍÙ ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÉ, ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÂÒÁÚ�Ï×).îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ Y = abab
 �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÄÅÒÅ×Ï �ÏÄÓÌÏ× (ÎÁ ÒÅÂÒÅ ÎÁ-�ÉÓÁÎÁ ÂÕË×Á, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ �Ï ÜÔÏÍÕ ÒÅÂÒÕ; ×ÅÒ-ÛÉÎÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÏÄÓÌÏ×ÁÍÉÓÌÏ×Á Y ): ba
 b b ba a
 
 
 
ðÕÓÔØ ÔÁËÏÅ ÄÅÒÅ×Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÏ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ, ÞÉÔÁÑ ÓÌÏ×Ï X ÓÌÅ×Á ÎÁ-�ÒÁ×Ï, ÍÙ �ÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÅÍ X × ÄÅÒÅ×Å, ÎÁÞÁ× Ó ËÏÒÎÑ; ÓÌÏ×Ï X ÂÕÄÅÔ �ÏÄ-ÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Á Y , ÅÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÎÅ ×ÙÊÄÅÍ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ÄÅÒÅ×Á. �úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÓÌÏ× U , Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ �ÏÄÓÌÏ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á: �Ï-ÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÄÅÒÅ×Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÏ ÌÀÂÏÅÓÌÏ×Ï X Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ Ë U ÚÁ ×ÒÅÍÑ, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÏÅ ÄÌÉÎÅ X. (îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÈÒÁÎÉÔØ × ×ÅÒÛÉÎÅ ÄÅÒÅ×ÁÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÅÊ ÓÌÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ UÉÌÉ ÌÉÛØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÌÏ×Á, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ U .)10.8.2. òÅÛÉÔÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉ-ÅÍ: ÏÂß£Í ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÊ �ÁÍÑÔÉ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎ ÄÌÉÎÅ ÓÌÏ×Á Y .òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÖÎÉÊ Ó�ÏÓÏÂ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ: ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á ÒÁ×ÎÏÞÉÓÌÕ �ÏÄÓÌÏ× ÓÌÏ×Á Y , Á Õ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ m ÞÉÓÌÏ �ÏÄÓÌÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ�ÏÒÑÄËÁ m2, Á ÎÅ m. ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÓÖÁÔØ� ÎÁÛÅ ÄÅÒÅ×Ï, ÏÓÔÁ×É××ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÌÉÛØ ÔÏÞËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ (ÇÄÅ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÙÎÁ). �ÏÇÄÁ ÎÁÒ£ÂÒÁÈ ÄÅÒÅ×Á ÎÁÄÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÕÖÅ ÎÅ ÂÕË×Ù, Á ËÕÓËÉ ÓÌÏ×Á Y .÷ÏÔ ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÒÉ ÓÖÁÔÉÉ ÎÁÛÅÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ:bab
 
ab

ab
âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ), ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÂÕË×Á ÓÌÏ×Á Y ÂÏÌØÛÅ× Î£Í ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ. (üÔÏÇÏ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÉÞØ, ÄÏ�ÉÓÁ× ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÆÉËÔÉ×ÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ.) �ÏÇÄÁ ÌÉÓÔØÑ ÓÖÁÔÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÔ ËÏÎ�ÁÍ ÓÌÏ×Á Y , Á ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÔÏÞËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ) |



198 10. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚ�ÏÍÔÁËÉÍ �ÏÄÓÌÏ×ÁÍ s ÓÌÏ×Á Y , ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × Y ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ,É �ÒÉÔÏÍ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ �ÏÓÌÅ s.õ ËÁÖÄÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÎÅ ÌÉÓÔÁ) ÓÖÁÔÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÅÓÔØ ÎÅÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÓÙÎÏ×ÅÊ. ÷ ÄÅÒÅ×ØÑÈ Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÞÉÓÌÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ ÌÉÓÔØÅ×. (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÓÌÅ-×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏ×ÙÊ �ÕÔØ Ë ÌÉÓÔÕ.)ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÓÔØÅ× m, ×ÓÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2m, É ÍÙ ÕÌÏÖÉÍÓÑ × ÌÉ-ÎÅÊÎÕÀ �Ï m �ÁÍÑÔØ, ÅÓÌÉ ÂÕÄÅÍ ÜËÏÎÏÍÎÏ ÈÒÁÎÉÔØ �ÏÍÅÔËÉ ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ.ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ �ÏÍÅÔËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Á Y , É �ÏÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ Å£ ÎÁÞÁÌÁ É ËÏÎ�Á × Y . üÔÏ ÎÅ �ÏÍÅÛÁÅÔ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ �ÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï X × ÜÔÏÍ ÄÅÒÅ×Å ÂÕË×ÁÚÁ ÂÕË×ÏÊ, �ÒÏÓÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ×ÎÕÔÒÉÒ£ÂÅÒ (É ÄÏÌÖÎÙ �ÏÍÎÉÔØ, ×ÎÕÔÒÉ ËÁËÏÇÏ ÒÅÂÒÁ É × ËÁËÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ÍÙÎÁÈÏÄÉÍÓÑ). ðÒÉ �ÏÑ×ÌÅÎÉÉ ÎÏ×ÏÊ ÂÕË×Ù ÓÌÏ×Á X Å£ ÎÕÖÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØÓ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÂÕË×ÏÊ �ÏÍÅÔËÉ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ (ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁO(1) ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÔÁË ËÁË ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÜÔÏÊ ÂÕË×Ù ÍÙ ÚÎÁÅÍ.) �ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÓÖÁÔÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÖÁÔÙÍ ÓÕÆÆÉËÓÎÙÍÄÅÒÅ×ÏÍ ÓÌÏ×Á Y (ËÏÎ�Ù ÓÌÏ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÓÕÆÆÉËÓÁÍÉ�).10.8.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÓÖÁÔÏÇÏ ÓÕÆÆÉËÓÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×ÁÍÏÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ÚÁ ×ÒÅÍÑ O(m2) Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ O(m) �ÁÍÑÔÉ.òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ × ÓÕÆÆÉËÓÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÓÕÆÆÉËÓÙ �Ï ÏÞÅÒÅ-ÄÉ. äÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÓÕÆÆÉËÓÁ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É �ÒÏ×ÅÒËÁ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ: ÍÙ ÞÉÔÁÅÍ ÅÇÏ ÂÕË×Á ÚÁ ÂÕË×ÏÊ É �ÒÏËÌÁÄÙ×ÁÅÍ �ÕÔØ× ÄÅÒÅ×Å. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍÙÊ ÓÕÆÆÉËÓ ×ÙÊÄÅÔ ÚÁ �ÒÅ-ÄÅÌÙ ÄÅÒÅ×Á (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÓÌÏ×ÁÕÎÉËÁÌÅÎ).åÓÌÉ ÜÔÏ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô �ÏÓÅÒÅÄÉÎÅ ÒÅÂÒÁ, ÔÏ ÒÅÂÒÏ �ÒÉÄ£ÔÓÑ × ÜÔÏÍÍÅÓÔÅ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ. òÅÂÒÏ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × Ä×Á, ÅÇÏ �ÏÍÅÔËÁ ÒÁÚÒÅÖÅÔÓÑ ÎÁÄ×Å, �ÏÑ×ÉÔÓÑ ÎÏ×ÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ (ÔÏÞËÁ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ) É Å£ ÎÏ×ÙÊ ÓÙÎ-ÌÉÓÔ.åÓÌÉ ÔÏÞËÁ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄ£Ô Ó ÕÖÅ ÉÍÅ×ÛÅÊÓÑ × ÄÅÒÅ×Å, ÔÏ Õ ÎÅ£�ÏÑ×ÉÔÓÑ ÎÏ×ÙÊ ÓÙÎ-ÌÉÓÔ. ÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÓÌÅ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ ÍÅÓÔÁ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ O(1) Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÄÌÑ �ÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ ÄÅÒÅ×Á (× ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÅ �ÏÍÅÔËÉ ÎÁ Ä×Å ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÅÇËÏ, ÔÁË ËÁË �ÏÍÅÔËÉÈÒÁÎÑÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁÞÁÌÁ É ËÏÎ�Á × ÓÌÏ×Å Y ). �çÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÓÖÁÔÏÇÏ ÓÕÆ-ÆÉËÓÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÚÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ×ÒÅÍÑ (×ÍÅÓÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ, ËÁË × �ÒÅ-ÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ). þÔÏÂÙ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ íÁËËÒÅÊÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÅ-ÛÁÅÔ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÇÏÔÏ×ÌÅÎÉÑ.äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ Ï�ÉÛÅÍ ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÄÅÒÅ×Á, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ, É Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ó ÎÉÍ.



10.8. óÕÆÆÉËÓÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ 199íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÄÅÒÅ×ØÑ Ó ËÏÒÎÅÍ, ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÙÓÌÏ×Á (�ÏÍÅÔËÉ); ×ÓÅ �ÏÍÅÔËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÄÓÌÏ×ÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÒÁÎÅÅÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á Y . ðÒÉ ÜÔÏÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÔÁËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:
• ËÁÖÄÁÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×ÕÈ ÓÙÎÏ×ÅÊ;
• �ÏÍÅÔËÉ ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑÎÁ ÒÁÚÎÙÅ ÂÕË×Ù.ëÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ v ÔÁËÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁ-�ÉÓÁÎÏ ÎÁ �ÕÔÉ ÏÔ ËÏÒÎÑ r Ë ×ÅÒÛÉÎÅ v. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï s(v).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÍÅÔËÕ ÎÁ ÒÅÂÒÅ, ×ÅÄÕÝÅÍ Ë v, ÞÅÒÅÚ l(v), Á ÏÔ�Á ×ÅÒÛÉ-ÎÙ v | ÞÅÒÅÚ f(v). �ÏÇÄÁ s(r) = � (�ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï), Ás(v) = s(f(v)) + l(v)ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v 6= r (ÚÎÁË �+� ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÔÒÏË).ðÏÍÉÍÏ ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÏÚÉ�ÉÉ × Î£Í, ËÏ-ÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ, Á ÔÁËÖÅ �×ÎÕÔÒÉ Ò£ÂÅÒ�(ÒÁÚÄÅÌÑÑ �ÏÍÅÔËÕ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ). æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, �Ï-ÚÉ�ÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÁÒÕ (v; k), ÇÄÅ v | ×ÅÒÛÉÎÁ (ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔËÏÒÎÑ), Á k | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ × �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; |l(v)|), ÕËÁÚÙ×ÁÀÝÅÅ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÂÕË× ÎÁÄÏ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ ÏÔ v Ë ËÏÒÎÀ. úÄÅÓØ |l(v)| | ÄÌÉÎÁ �Ï-ÍÅÔËÉ l(v); ÚÎÁÞÅÎÉÅ k = l(v) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÂÙ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅÉ �ÏÔÏÍÕ ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ. ë ÞÉÓÌÕ �ÏÚÉ�ÉÊ ÍÙ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ ÔÁËÖÅ �Á-ÒÕ (r; 0), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ËÏÒÎÀ ÄÅÒÅ×Á. ëÁÖÄÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ p = (v; k)ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï s(p), ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ k �ÏÓÌÅÄÎÉÈÓÉÍ×ÏÌÏ× ÉÚ s(v).ðÕÓÔØ p | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÏÚÉ�ÉÑ × ÄÅÒÅ×Å, Á w | ÓÌÏ×Ï. ðÒÏÊÔÉ×ÄÏÌØ w, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó p, ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÊÔÉ ÄÒÕÇÕÀ �ÏÚÉ�ÉÀ q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊs(q) = s(p) + w. åÓÌÉ ÔÁËÁÑ �ÏÚÉ�ÉÑ ÅÓÔØ, ÔÏ (�ÒÉ Ï�ÉÓÁÎÎÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅÈÒÁÎÅÎÉÑ �ÏÍÅÔÏË, ËÏÇÄÁ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÉÈ ÎÁÞÁÌÁ É ËÏÎ�Á×ÎÕÔÒÉ Y ) Å£ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÚÁ ×ÒÅÍÑ, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÌÉÎÅ ÓÌÏ×Á w.åÓÌÉ ÔÁËÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ÎÅÔ, ÔÏ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ �Ó×ÅÒÎ£Í Ó �ÕÔÉ�;× ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÍÏÖÎÏ �Ï�ÏÌÎÉÔØ ÄÅÒÅ×Ï, ÓÄÅÌÁ× ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ × ÄÅ-ÒÅ×Å ÞÁÓÔØ ÓÌÏ×Á w �ÏÍÅÔËÏÊ ÎÁ �ÕÔÉ Ë ÎÏ×ÏÍÕ ÌÉÓÔÕ. îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ,ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ �ÏÍÅÔËÁ ÂÙÌÁ �ÏÄÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Á Y (�ÒÉ ÎÁÛÅÍ Ó�ÏÓÏÂÅ ÈÒÁÎÅ-ÎÉÑ �ÏÍÅÔÏË); ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ, ÅÓÌÉ �ÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÅÍÏÅ ÓÌÏ×Ï wÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Á Y .úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÏ×ÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ (ÅÓÌÉÒÁÚ×ÉÌËÁ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ×ÎÕÔÒÉ ÒÅÂÒÁ), Á ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØÓÑ (ÅÓÌÉ ÒÁÚ-×ÉÌËÁ ÏËÁÚÁÌÁÓØ × ×ÅÒÛÉÎÅ). þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÒÉ ÔÁËÏÊ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ



200 10. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚ�ÏÍ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÄÌÉÎÅ �ÒÏÊÄÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÌÏ×Á (ÄÌÉÎÁ ÎÅ�ÒÏÊÄÅÎÎÏÊÎÅ ×ÁÖÎÁ).ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ×ÉÇÁ�ÉÀ × ÄÅÒÅ×Å ÍÏÖÎÏ ÕÓËÏÒÉÔØ, ÅÓÌÉ ÚÁÒÁÎÅÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÕÓ�ÅÛÎÏÊ.10.8.4. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ p É ÓÌÏ×Á w ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,ÞÔÏ × ÄÅÒÅ×Å ÅÓÔØ �ÏÚÉ�ÉÑ q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ s(q) = s(p) + w. ðÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ �ÏÚÉ�ÉÀ q ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÚÁ ×ÒÅÍÑ, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÕ Ò£ÂÅÒÄÅÒÅ×Á ÎÁ �ÕÔÉ ÏÔ p Ë q. (üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅÄÌÉÎÙ ÓÌÏ×Á w, ÅÓÌÉ �ÏÍÅÔËÉ ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ ÄÌÉÎÎÙÅ.)òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉ ÎÁ×ÉÇÁ�ÉÉ ÎÕÖÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØÓÑ ÌÉÛØ× ×ÅÒÛÉÎÁÈ (×ÙÂÉÒÁÔØ ÉÓÈÏÄÑÝÅÅ ÒÅÂÒÏ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊÂÕË×Ù); × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ �ÕÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÊ É �ÏÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÄ×É-ÇÁÔØÓÑ ÓÒÁÚÕ Ë ËÏÎ�Õ ÒÅÂÒÁ. �ðÏÄ×ÅÄ£Í ÉÔÏÇÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÄÅÒÅ×ØÅ× �ÏÚ×ÏÌÑ-ÅÔ (ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á Y )
• ÓÏÚÄÁÔØ ÄÅÒÅ×Ï ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ [O(1)℄;
• ÎÁÊÔÉ ÏÔ�Á ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ (ËÒÏÍÅ ËÏÒÎÑ) [O(1)℄;
• ÕÚÎÁÔØ �ÏÍÅÔËÕ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ (ËÒÏÍÅ ËÏÒÎÑ), ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÍÅÔËÕ×ÅÄÕÝÅÇÏ Ë ÎÅÊ ÒÅÂÒÁ [O(1)℄;
• �ÒÏÊÔÉ ÉÚ ÌÀÂÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ p ×ÄÏÌØ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á w, ÅÓÌÉ ÚÁÒÁÎÅÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ×ÙÊÄÅÍ ÉÚ ÄÅÒÅ×Á; ÒÅÚÕÌØÔÁÔ | �ÏÚÉ�ÉÑ q× ÄÅÒÅ×Å, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ s(q) = s(p) + w [O(ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ ÎÁ �ÕÔÉ)℄;
• ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÓÌÏ×Ï w (ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄÓÌÏ×Ï ÓÌÏ×Á Y ), ÎÁÞÁ× Ó �ÏÚÉ�ÉÉ p;ÅÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ × ÄÅÒÅ×Å ÎÅÔ �ÏÚÉ�ÉÉ q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ s(q) = s(p) ++ w, ÔÏ ÄÅÒÅ×Ï ÍÅÎÑÅÔÓÑ É ÔÁËÁÑ �ÏÚÉ�ÉÑ q ÓÏÚÄÁ£ÔÓÑ (ÏÎÁ ÂÕÄÅÔÌÉÓÔÏÍ) [O(ÞÉÓÌÏ ÂÕË× × w, ÎÅ ×ÏÛÅÄÛÉÈ × l(q)℄;
• ÎÁËÏÎÅ�, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á X ÍÏÖÎÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÌÉ × ÄÅ-ÒÅ×Å �ÏÚÉ�ÉÑ q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ s(q) =X [O(|X|)℄.÷ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ ÕËÁÚÁÎÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.åÝ£ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÄÅÒÅ×Á �ÓÕÆÆÉËÓÎÙÅ ÓÓÙÌËÉ�(× ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ),ÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÄÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁËÏÅ.îÁÞÎ£Í Ó �ÏÌÎÏÇÏ (ÎÅ ÓÖÁÔÏÇÏ) ÓÕÆÆÉËÓÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÄÌÑ ÓÌÏ×Á Y .ëÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÅ (ËÒÏÍÅ ËÏÒÎÑ) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÏÄ-ÓÌÏ×Ï ÓÌÏ×Á Y . åÓÌÉ ÍÙ ÏÔÒÅÖÅÍ Õ ÜÔÏÇÏ �ÏÄÓÌÏ×Á �ÏÓÌÅÄÎÀÀ ÂÕË×Õ,



10.8. óÕÆÆÉËÓÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ 201ÔÏ × ÄÅÒÅ×Å Ó�ÕÓÔÉÍÓÑ ÎÁ ÏÄÉÎ ÛÁÇ Ë ËÏÒÎÀ. îÏ ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÍÙÏÔÒÅÖÅÍ �ÅÒ×ÕÀ ÂÕË×Õ? óÎÏ×Á �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÏÄÓÌÏ×Ï, ÎÏ ÏÎÏ ÕÖÅ ÂÕÄÅÔÓÏ×ÓÅÍ × ÄÒÕÇÏÍ ÍÅÓÔÅ ÄÅÒÅ×Á.÷ÏÔ ËÁË ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÜÔÉ �ÅÒÅÈÏÄÙ × ÎÁÛÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ (ÏÔÒÅÚÁÎÉÅ �ÅÒ×ÏÊÂÕË×Ù ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÕÎËÔÉÒÎÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ):ba
 b b ba a
 
 
 
üÔÉ ÓÔÒÅÌËÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÕÆÆÉËÓÎÙÍÉ ÓÓÙÌËÁÍÉ, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ ÏÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÅÒÅÈÏÄÕ ÏÔ ÓÌÏ×Á Ë ÅÇÏ ÓÕÆÆÉËÓÕ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�ÕÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ. ïÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ, ËÒÏÍÅ ËÏÒÎÑ.æÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË. ðÕÓÔØ w′ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÏ×Ï w ÂÅÚ �ÅÒ-×ÏÊ ÂÕË×Ù (w′ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅ�ÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á w). �ÏÇÄÁ ÓÕÆ-ÆÉËÓÎÁÑ ÓÓÙÌËÁ ×ÅÄ£Ô ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ p × ×ÅÒÛÉÎÕ q, ÅÓÌÉ s(q) = s(p)′ (ÎÁ-�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ s(u) | ÓÌÏ×Ï, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×ÅÒÛÉÎÅ u).10.8.5. ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÕÆÆÉËÓÎÙÅ ÓÓÙÌËÉ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ (ÏÔ-�Á É ÓÙÎÁ)?ïÔ×ÅÔ. ïÎÉ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, É ÂÕË×Á ÎÁ ÓÏÅÄÉÎÑÀ-ÝÅÍ ÉÈ ÒÅÂÒÅ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ. �10.8.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÓÖÁÔÏÍÕ ÓÕÆÆÉËÓÎÏÍÕ ÄÅÒÅ×ÕÓÓÙÌËÉ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÉÄÕÔ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ × ×ÅÒÛÉÎÕ (ÎÅ ×ÎÕÔÒØ Ò£ÂÅÒ).òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �Ï ÎÁÛÅÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÂÕ-Ë×Á ÓÌÏ×Á ÂÏÌØÛÅ × Î£Í ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÌÉÓÔÁ ÓÓÙÌËÁ ×ÅÄ£Ô× ÌÉÓÔ. á ÅÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ (ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ËÏÒÎÑ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ×ÅÔ×ÌÅ-ÎÉÑ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÅÊ ÓÌÏ×Ï s ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ�ÏÓÌÅ ÎÅÇÏ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÕË× a É b ÓÌÏ×Á sa É sbÑ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÄÓÌÏ×ÁÍÉ ÓÌÏ×Á Y . ïÔÒÅÚÁ× ÏÔ ÎÉÈ �ÅÒ×ÕÀ ÂÕË×Õ, �ÏÌÕÞÉÍÓÌÏ×Á s′a É s′b, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÄÓÌÏ×ÁÍÉ ÓÌÏ×Á Y , �ÏÜÔÏÍÕÉ s′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ. �÷ÏÔ ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÌÑ ÎÁÛÅÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ:bab
 
ab

ab




202 10. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚ�ÏÍ�Å�ÅÒØ ÍÙ ÕÖÅ ÇÏÔÏ×Ù Ë ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ íÁËËÒÅÊÔÁ. óÖÁ-ÔÏÅ ÓÕÆÆÉËÓÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÓÔÒÏÉÍ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ, ÄÏÂÁ×ÌÑÑ Ë ÎÅÍÕ ÓÕÆÆÉËÓÙ�Ï ÍÅÒÅ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ÉÈ ÄÌÉÎÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Yi ÓÕÆÆÉËÓ, ÎÁÞÉÎÁÀ-ÝÉÊÓÑ Ó i-Ê ÂÕË×Ù ÓÌÏ×Á Y . (�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Y1 = Y , Á Ym ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÏÄÎÏÊ ÂÕË×Ù.) ðÏÓÌÅ i ÛÁÇÏ× �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÁÛÅ ÄÅÒÅ×Ï ÂÕÄÅÔ ÈÒÁÎÉÔØY1; : : : ; Yi.10.8.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÆÆÉËÓÎÙÅ ÓÓÙÌËÉ × ÔÁËÏÍ ÄÅÒÅ×Å Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (×ÅÄÕÔ × ÄÒÕÇÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÔÏÇÏ ÖÅ ÄÅÒÅ×Á) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ, ËÒÏÍÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÌÉÓÔÁ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÅÇÏ ÓÌÏ×Õ Yi) É ÅÇÏ ÏÔ�Á.òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÕÆÆÉËÓÎÁÑ ÓÓÙÌËÁ ÉÚ ÌÉÓÔÁ Yj ×ÅÄ£Ô× ÌÉÓÔ Yj+1, É �ÏÔÏÍÕ ÅÊ ÅÓÔØ ËÕÄÁ ×ÅÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÀÀ ×ÅÒÛÉÎÕ v, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÏÔ�ÏÍ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÌÉÓÔÁ. ðÕÓÔØ × ÎÅÊÒÁÚ×ÅÔ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×Á �ÕÔÉ × ÌÉÓÔØÑ Yj É Yk. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ j; k < i (ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÕÔÅÊ ×ÅÄ£Ô × Yi, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏÚÁÍÅÎÉÔØ ÄÒÕÇÉÍ, ×ÅÄØ ×ÅÒÛÉÎÁ v �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÎÅ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÒÁÚ-×ÉÌËÁ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÕÔÉ). ïÔÒÅÚÁ× ÏÔ ÜÔÉÈ �ÕÔÅÊ �ÅÒ×ÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ, �ÏÌÕÞÉÍ�ÕÔÉ × ÌÉÓÔØÑ Yj+1 É Yk+1; ÜÔÉ �ÕÔÉ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ × ÄÅÒÅ×Å (�ÏÓËÏÌØ-ËÕ j + 1 É k + 1 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ i), Á ÔÏÞËÁ ÉÈ ÒÁÚ×ÉÌËÉ ÂÕÄÅÔ ËÏÎ�ÏÍÓÕÆÆÉËÓÎÏÊ ÓÓÙÌËÉ ×ÅÒÛÉÎÙ v. �óÕÆÆÉËÓÎÙÅ ÓÓÙÌËÉ ÄÌÑ ÌÉÓÔØÅ× ÎÁÍ ÎÅ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ, É ×ÙÞÉÓÌÑÔØÍÙ ÉÈ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á ÍÙ ÉÈ ÂÕÄÅÍ ×Ù-ÞÉÓÌÑÔØ É ÈÒÁÎÉÔØ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, �ÏÓÌÅ i ÛÁÇÏ× ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ
• × ÄÅÒÅ×Å ÈÒÁÎÑÔÓÑ ÓÌÏ×Á Y1; : : : Yi (É ×ÓÅ ÉÈ ÎÁÞÁÌÁ);
• ÁÄÒÅÓ ÌÉÓÔÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÏÍÕ ÓÕÆ-ÆÉËÓÕ (Yi) ÈÒÁÎÉÔÓÑ × �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ last;
• ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á, ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÏÔ�Á ×ÅÒ-ÛÉÎÙ last, ÈÒÁÎÉÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÓÕÆÆÉËÓÎÁÑ ÓÓÙÌËÁ.îÁÄÏ �ÏÎÑÔØ, ËÁË �ÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÔØ ÜÔÏ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏÓÕÆÆÉËÓÁ. íÏÖÎÏ, ÎÅ ÍÕÄÒÓÔ×ÕÑ ÌÕËÁ×Ï, ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ Yi+1 ÂÕË×Á ÚÁ ÂÕ-Ë×ÏÊ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÒÎÑ ÄÅÒÅ×Á. (éÍÅÎÎÏ ÔÁË ÍÙ ÒÁÎØÛÅ É ÄÅÌÁÌÉ, É ÜÔÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ.)ëÁËÉÅ ÔÕÔ ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ? ðÅÒ×ÁÑ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÙÍÏÖÅÍ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ �Ï ÄÅÒÅ×Õ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÅÓÌÉ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÉÚ ÎÅÇÏÎÅ ×ÙÊÄÅÍ. ÷ÔÏÒÁÑ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÕÆÆÉËÓÎÙÈ ÓÓÙÌÏË.ïÂÁ ×ÁÒÉÁÎÔÁ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔ, ÞÔÏ ÏÔÅ� u ÌÉÓÔÁ last ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ËÏÒÎÅÍ. (åÓÌÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ, ÎÁÍ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ Yi+1 ÏÔ ËÏÒÎÑ.)



10.8. óÕÆÆÉËÓÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ 203ðÕÓÔØ tail | �ÏÍÅÔËÁ ÌÉÓÔÁ last, Á head= s(u); ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÌÏ×Ïhead ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÅ u. �ÏÇÄÁYi = head+ tail:ïÔÒÅÚÁÑ �ÅÒ×ÕÀ ÂÕË×Õ, �ÏÌÕÞÁÅÍYi+1 = head ′ + tail:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ head ′ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ÄÅÒÅ×Á. ÷ ÓÁ-ÍÏÍ ÄÅÌÅ, u ÂÙÌÏ ÔÏÞËÏÊ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÏÍÉÍÏ ÌÉÓÔÁ Yi ÞÅÒÅÚÔÏÞËÕ u �ÒÏÈÏÄÉÌ É ÌÉÓÔ Yj Ó j < i. �ÏÇÄÁ Yj ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ head, Á Yj+1ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ head ′ É ÕÖÅ ÅÓÔØ × ÄÅÒÅ×Å.ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÒÏÓÌÅÄÉÔØ head ′ (ÎÁÊÔÉ �ÏÚÉ�ÉÀ v, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ s(v) = head ′), Á �ÏÔÏÍ ÕÖÅ ÄÏÂÁ×ÉÔØ tail, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó v.head tail last [Yi℄[Yj ℄uðÅÒ×ÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ: head ′ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÅÓÔØ × ÄÅÒÅ×Å.üÔÁ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÑ ÎÉËÁË ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÓÕÆÆÉËÓÎÙÈ ÓÓÙÌÏË. ÷ÔÏÒÏÊÓ�ÏÓÏÂ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÉÈ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ É �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ (× ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ�ÒÉÍÅÎÉÍ) ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ �ÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÎÉÑ Yi+1 ÏÔ ËÏÒÎÑ (ËÁË ÕÓËÏÒÅÎ-ÎÏÇÏ, ÔÁË É ÏÂÙÞÎÏÇÏ). ðÕÓÔØ ÎÁ �ÕÔÉ Ë ÌÉÓÔÕ last, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÍÕÓÕÆÆÉËÓ Yi, ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ v, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÆÆÉËÓÎÁÑ ÓÓÙÌËÁ ÕËÁÚÙ-×ÁÅÔ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÕ w, ÔÁË ÞÔÏ s(w) = s(v)′. ðÕÓÔØ p | ÓÌÏ×Ï ÎÁ �ÕÔÉ ÏÔ vË last. �ÏÇÄÁYi = s(v) + p; Yi+1 = Y ′i = s(v)′ + p= s(w) + p;É ÄÌÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ Yi+1 × ÄÅÒÅ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÓÌÏ×Ï p, ÎÁÞÉÎÁÑÓ ×ÅÒÛÉÎÙ w.÷ÔÏÒÏÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÞÅÔÁÅÔÓÑ Ó �ÅÒ×ÙÍ: ÏÔÒÅÚÏË ÓÌÏ×Á pÏÔ v ÄÏ ÏÔ�Á ÌÉÓÔÁ last ÍÏÖÎÏ �ÒÏÈÏÄÉÔØ Ó Õ×ÅÒÅÎÎÏÓÔØÀ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ×ÙÊÄÅÍ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ÄÅÒÅ×Á.éÔÁË, ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÉÓÁÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÍÙÅ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÓÕÆÆÉËÓÁ Yi+1 × ÄÅÒÅ×Ï, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.



204 10. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚ�ÏÍpp last [Yi℄[Yi+1℄vw÷ÔÏÒÏÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ: �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÕÆÆÉËÓÎÏÊ ÓÓÙÌËÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ �ÕÔÉ Ë last.ðÕÓÔØ u | ÏÔÅ� ÌÉÓÔÁ last, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÕÖÅ ÄÏ-ÂÁ×ÌÅÎÎÏÍÕ ÓÕÆÆÉËÓÕ Yi.óÌÕÞÁÊ 1: u ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ ÄÅÒÅ×Á. �ÏÇÄÁ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÊ ÎÅ�ÒÉÍÅÎÉÍÁ, É ÍÙ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ Yi+1, ÎÁÞÉÎÁÑ ÏÔ ËÏÒÎÑ.óÌÕÞÁÊ 2: u ÎÅ ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ ÄÅÒÅ×Á, ÎÏ ÏÔÅ� u ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ ÄÅÒÅ-×Á (ÌÉÓÔ last ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ×ÙÓÏÔÅ 2). �ÏÇÄÁ Yi = head + tail, ÇÄÅ headÉ tail | �ÏÍÅÔËÉ ×ÅÒÛÉÎ u É last. íÙ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ �ÅÒ×ÕÀ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÀÉ �ÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÅÍ head ′ Ó ÇÁÒÁÎÔÉÅÊ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ z, Á �ÏÔÏÍÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ tail ÏÔ z.óÌÕÞÁÊ 3: u ÎÅ ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ ÄÅÒÅ×Á É ÅÇÏ ÏÔÅ� v ÔÁËÖÅ ÎÅ ÅÓÔØËÏÒÅÎØ ÄÅÒÅ×Á. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ v ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÕÆÆÉËÓÎÁÑ ÓÓÙÌËÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏ-ÒÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ w, É s(w) = s(v)′. ðÕÓÔØ pretail | �ÏÍÅÔËÁ ×ÅÒÛÉÎÙ u,Á tail | �ÏÍÅÔËÁ ÌÉÓÔÁ last, �ÒÉ ÜÔÏÍ Yi = s(v) + pretail+ tail É �ÏÔÏÍÕYi+1 = Y ′i = s(w) + pretail + tail. ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÒÏÓÌÅÄÉÔØ pretail ÏÔ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ w Ó ÇÁÒÁÎÔÉÅÊ, �ÏÌÕÞÉ× ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÏÚÉ�ÉÀ z, Á �ÏÔÏÍ ÄÏÂÁ×ÉÔØ tailÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ z.ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÅÝ£ �ÏÎÑÔØ, ËÁË �ÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÓÕÆÆÉËÓÎÙÈÓÓÙÌÏË (ÁÄÒÅÓ ÎÏ×ÏÇÏ ÌÉÓÔÁ Õ ÎÁÓ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÓÁÍ ÓÏÂÏÊ,ÔÁË ÞÔÏ Ó ÎÉÍ �ÒÏÂÌÅÍ ÎÅÔ) É Ï�ÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉÜÔÉÈ �ÒÏ�ÅÄÕÒ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÕÆÆÉËÓÏ×.îÁÞÎ£Í Ó ÓÕÆÆÉËÓÎÙÈ ÓÓÙÌÏË. ðÏ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ Õ ×ÓÅÈ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ, ËÒÏÍÅ ÏÔ�Á ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÌÉÓÔÁ. ðÏÜÔÏ-ÍÕ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ ÏÂ ÏÔ�Å ÌÉÓÔÁ last, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ Yi (ÜÔÏÔÌÉÓÔ �ÅÒÅÓÔÁÌ ÂÙÔØ �ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÍ�; ÎÁ�ÒÏÔÉ×, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑÎÏ×ÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ËÁË ÒÁÚ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔ�ÏÍ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÌÉÓÔÁÉ × ÎÅÊ ÓÕÆÆÉËÓÎÁÑ ÓÓÙÌËÁ ÎÅ ÎÕÖÎÁ). üÔÏ ÁËÔÕÁÌØÎÏ × ÓÌÕÞÁÑÈ 2 É 3,ÎÏ × ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �Ï ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ ÂÙÌÁ ÎÁÊÄÅÎÁ ÎÕÖÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ z, ËÕÄÁÉ ÂÕÄÅÔ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÁ ÓÕÆÆÉËÓÎÁÑ ÓÓÙÌËÁ ÉÚ u. óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, z ÍÏÇÌÁÂÙÔØ ÎÅ ×ÅÒÛÉÎÏÊ, Á �ÏÚÉ�ÉÅÊ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ �ÏÓÌÅ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÎÁ ÓÔÁÎÅÔ×ÅÒÛÉÎÏÊ (ÏÔ�ÏÍ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÌÉÓÔÁ) | ×ÅÄØ × ÎÏ×ÏÍ ÄÅ-



10.8. óÕÆÆÉËÓÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ 205ÒÅ×Å u ÕÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔ�ÏÍ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÌÉÓÔÁ, É �ÏÔÏÍÕ ÓÕÆÆÉËÓÎÁÑÓÓÙÌËÁ ÉÚ u, ËÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÄÏÌÖÎÁ ×ÅÓÔÉ × ×ÅÒÛÉÎÕ. (äÒÕÇÉÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, × ÓÌÕÞÁÑÈ 2 É 3, ÅÓÌÉ �ÏÚÉ�ÉÑ z ÂÙÌÁ ×ÎÕÔÒÉ ÒÅÂÒÁ, ÔÏ × ÎÅÊÒÅÂÒÏ ÒÁÚÒÅÚÁÅÔÓÑ.)÷Ó£ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÍÏÖÎÏ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÏ-ÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÕÆÆÉËÓÁ Yi+1:
{ ÄÅÒÅ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÕÆÆÉËÓÙ Y1; : : : ; Yis(last) = YiÉÍÅÀÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÓÕÆÆÉËÓÎÙÅ ÓÓÙÌËÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ, ËÒÏÍÅ ÏÔ�Á ÌÉÓÔÁ last }u := ÏÔÅ� ÌÉÓÔÁ last;tail := �ÏÍÅÔËÁ ÌÉÓÔÁ last;
{ Yi = s(u) + tail }if u= ËÏÒÅÎØ ÄÅÒÅ×Á then begin
{ Yi+1 = tail ′ }ÄÏÂÁ×ÉÔØ tail ′, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÒÎÑ,�ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÌÉÓÔ �ÏÍÅÓÔÉÔØ × lastend else beginv := ÏÔÅ� ×ÅÒÛÉÎÙ u;pretail := �ÏÍÅÔËÁ ×ÅÒÛÉÎÙ u;
{ Yi = s(v) + pretail+ tail }if v = ËÏÒÅÎØ ÄÅÒÅ×Á then begin
{ Yi+1 = pretail ′ + tail }�ÒÏÓÌÅÄÉÔØ pretail ′ ÉÚ ËÏÒÎÑ × zend else beginw := ÓÕÆÆÉËÓÎÁÑ ÓÓÙÌËÁ ×ÅÒÛÉÎÙ v;
{ s(w) = s(v)′, Yi+1 = s(w) + pretail+ tail }�ÒÏÓÌÅÄÉÔØ pretail ÉÚ w × zend;

{ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏÂÁ×ÉÔØ tail ÉÚ z É ÓÓÙÌËÕ ÉÚ u × z }if �ÏÚÉ�ÉÑ z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÏÊ then begin�ÏÍÅÓÔÉÔØ × u ÓÓÙÌËÕ ÎÁ z;ÄÏÂÁ×ÉÔØ tail, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó z,�ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÌÉÓÔ �ÏÍÅÓÔÉÔØ × last;end else beginÄÏÂÁ×ÉÔØ tail, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó z,�ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÌÉÓÔ �ÏÍÅÓÔÉÔØ × last;�ÏÍÅÓÔÉÔØ × u ÓÓÙÌËÕ ÎÁ ÏÔ�Á ÌÉÓÔÁ last;endend;



206 10. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚ�ÏÍïÓÔÁÌÏÓØ Ï�ÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ �ÒÉ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÓÕÆÆÉËÓÏ× Y1; : : : ; Ym. ðÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ËÁÖÄÏ-ÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÕÆÆÉËÓÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÊ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÒÉ ��ÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÎÉÉ� É �ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ�.îÁÍ ÎÁÄÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÅÓÔØ O(m); ÄÌÑ ÜÔÏ-ÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÒÉ×ÓÅÈ �ÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÎÉÑÈ ÅÓÔØ O(m) É ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÒÉ ×ÓÅÈÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑÈ ÅÓÔØ O(m). (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÎÉÑ ÉÌÉÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÄÏÌÇÉÍÉ | ÎÏ ÜÔÏ ËÏÍ�ÅÎÓÉÒÕÅÔÓÑ ÄÒÕÇÉÍÉ.)ðÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÎÉÑ. äÌÉÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÎÉÑ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁ ÞÉ-ÓÌÕ k ÚÁÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÎÎÙÈ × Î£Í Ò£ÂÅÒ, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÓÏÔÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÌÉÓÔÁ (ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ ÎÁ �ÕÔÉ Ë ÎÅÍÕ) Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁk − O(1) (�Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÌÉÓÔÏÍ). þÔÏÂÙÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÔÒÅÔØÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÓÏÔÁ×ÅÒÛÉÎÙ s(w) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ ×ÙÓÏÔÙ ×ÅÒÛÉÎÙ s(v) ÒÁÚ×Å ÞÔÏ ÎÁÅÄÉÎÉ�Õ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÆÆÉËÓÎÙÅ ÓÓÙÌËÉ ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÁ �ÕÔÉ Ë v (ÎÅÓÞÉÔÁÑ ËÏÒÎÑ, ÇÄÅ ÎÅÔ ÓÕÆÆÉËÓÎÏÊ ÓÓÙÌËÉ) ×ÅÄÕÔ × ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ �ÕÔÉË w. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÙÓÏÔÁ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÓÔÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÞÉÓÌÏÍ m, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ,ÞÔÏ ÏÂÝÁÑ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ �ÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÎÉÊ ÅÓÔØ O(m).äÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ. òÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÏ ÓÌÅÄÉÍ ÎÅ ÚÁ ×ÙÓÏÔÏÊ �Ï-ÓÌÅÄÎÅÇÏ ÌÉÓÔÁ, Á ÚÁ ÄÌÉÎÏÊ ÅÇÏ �ÏÍÅÔËÉ. ðÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÓÌÏ×Á tail (ÉÌÉtail ′) ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÞÉÓÌÕ �ÒÏÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÂÕË×, ÎÏËÁÖÄÁÑ �ÒÏÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ ÂÕË×Á (ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÏÄÎÏÊ) ÕÍÅÎØÛÁÅÔÄÌÉÎÕ �ÏÍÅÔËÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ: × �ÏÍÅÔËÅ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÎÅ�ÒÏÓÍÏ-ÔÒÅÎÎÙÅ ÂÕË×Ù (ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ �ÅÒ×ÏÊ). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ×ÓÅ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÕÈÏÄÉÔ× ÏÂÝÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(m) ÄÅÊÓÔ×ÉÊ.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÔÒÏÉÔ ÓÖÁÔÏÅÓÕÆÆÉËÓÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÓÌÏ×Á Y ÄÌÉÎÙm ÚÁ O(m) ÄÅÊÓÔ×ÉÊ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á X ÄÌÉÎÙ n ÍÏÖÎÏ ÚÁ O(n) ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ×ÙÑÓÎÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑÌÉ X �ÏÄÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Á Y .10.8.8. ëÁË ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÕÆÆÉËÓÎÏÇÏ ÄÅ-ÒÅ×Á, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÕÚÎÁ×ÁÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï X �ÏÄÓÌÏ×ÏÍÓÌÏ×Á Y , ÎÏ É (ÅÓÌÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ) ÕËÁÚÙ×ÁÔØ ÍÅÓÔÏ, ÇÄÅ ÏÎÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ(ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÍÅÓÔ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÎÅÓËÏÌØËÏ)? ÷ÒÅÍÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÏÌÖÎÏÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ O(|Y |), ×ÒÅÍÑ �ÏÉÓËÁ �ÏÄÓÌÏ×Á | O(|X|).òÅÛÅÎÉÅ. ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÖÁÔÏÇÏ ÓÕÆÆÉËÓÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÏÄÓÌÏ×Õ ÓÌÏ×Á Y ; × ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ÂÙÌÁÄÏÂÁ×ÌÅÎÁ × ÄÅÒÅ×Ï, ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, × ËÁËÏÍ ÍÅÓÔÅ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ �ÏÄÓÌÏ×Ï, É ÍÏÖ-ÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÅÒÛÉÎÅ, ÇÄÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÏÄÓÌÏ×Ï ËÏÎÞÁÅÔÓÑ. �



10.8. óÕÆÆÉËÓÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ 20710.8.9. ëÁË ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ�ÏÄÓÌÏ×Á ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ �ÅÒ×ÏÅ (ÓÁÍÏÅ ÌÅ×ÏÅ) ×ÈÏÖÄÅ-ÎÉÅ?[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÉ ÎÏ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ ÒÅÂÒÅ ÎÕÖÎÏ ÂÒÁÔØÅ£ �ÅÒ×ÏÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ (ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔØ ÎÁ ËÏÎ�Å ÒÅÂÒÁ), Á ÎÅ×ÔÏÒÏÅ, ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÏÅ.℄ �10.8.10. ëÁË ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ�ÏÄÓÌÏ×Á ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ (ÓÁÍÏÅ �ÒÁ×ÏÅ) ×ÈÏ-ÖÄÅÎÉÅ?[õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ �ÒÏÈÏÄÅ ËÏÒÒÅËÔÉÒÏ×ÁÔØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ×ÄÏÌØ �ÕÔÉ, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏÌÇÏ; ÂÙÓÔÒÅÅ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÅÒÅ×Ï, ÚÁÔÅÍ ×ÎÏ×Ø ÅÇÏÏÂÏÊÔÉ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÏÍÅÎÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÏÄÓÌÏ×Á.℄ �10.8.11. ëÁË ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÖÁÔÏÅ ÓÕÆÆÉËÓÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á Y ÚÁ ×ÒÅÍÑO(|Y |) ÎÁÊÔÉ ÓÁÍÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ �ÏÄÓÌÏ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ×ÈÏÄÉÔ × Y ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ?òÅÛÅÎÉÅ. �ÁËÏÅ �ÏÄÓÌÏ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÓÖÁÔÏÇÏÓÕÆÆÉËÓÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÚ ×ÓÅÈ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ×ÚÑÔØÔÕ, ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÁÍÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ ÏÂÏÊÔÉ ×ÓÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÄÌÉÎÕ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ �Ï ÍÅÒÅ ÏÂÈÏÄÁ,ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ ÄÌÉÎÙ �ÏÍÅÔÏË ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ). �îÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ É ÄÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÎÁÈÏÖÄÅ-ÎÉÑ ÓÁÍÏÇÏ ÄÌÉÎÎÏÇÏ �ÏÄÓÌÏ×Á, ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ Ä×ÁÖÄÙ, | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊÍÁÓÓÉ× ÓÕÆÆÉËÓÏ×. á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÞÉÓÌÏ i ËÁË �ËÏÄ�ËÏÎ�Á ÓÌÏ×Á, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÇÏ Ó i-Ê ÂÕË×Ù. ÷×ÅÄ£Í ÎÁ ËÏÄÁÈ �ÏÒÑÄÏË, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍÕ (ÓÌÏ×ÁÒÎÏÍÕ) �ÏÒÑÄËÕ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ:ËÏÄ i �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÄÕ j, ÅÓÌÉ ËÏÎÅ� ÓÌÏ×Á, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ Ó i, × ÌÅËÓÉ-ËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÉÄ£Ô ÒÁÎØÛÅ ËÏÎ�Á ÓÌÏ×Á, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÇÏÓÑ Ó j.ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÔÓÏÒÔÉÒÕÅÍ ËÏÄÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÉÍ �ÏÒÑÄËÏÍ, �Ï-ÌÕÞÉ× ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÍÁÓÓÉ×Á 1; 2; 3; : : : ;m (ÇÄÅ m | ÄÌÉÎÁÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á Y ). åÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÓÌÏ×Ï X ×ÈÏÄÉÔ × ÓÌÏ×Ï Y Ä×ÁÖÄÙ,ÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ Ä×ÕÈ ËÏÎ�Ï× ÓÌÏ×Á Y . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÜÔÉ ËÏÎ�ÙÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ×ÓÅ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÔÏÖÅ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÎÁ X. úÎÁÞÉÔ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÏÎ�Ï× �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ÓËÏÌØËÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÂÕË× Õ ÎÉÈÓÏ×�ÁÄÁÅÔ, É ×ÚÑÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ.üÔÏÔ Ó�ÏÓÏÂ ÔÒÅÂÕÅÔ ÍÅÎØÛÅ �ÁÍÑÔÉ (ÎÁÍ ÎÕÖÅÎ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÍÁÓÓÉ×ÉÚ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï), ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÔÒÅÂÏ-×ÁÔØ ÂÏÌØÛÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ: ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÁ ÓÁÍÁ �Ï ÓÅÂÅ ÔÒÅÂÕÅÔ



208 10. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÏÂÒÁÚ�ÏÍ�ÏÒÑÄËÁm logm ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ËÁÖÄÏÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÄÌÉÔØ-ÓÑ ÄÏÌÇÏ, ÅÓÌÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ ËÕÓÏË ÂÏÌØÛÏÊ. îÏ × ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÄÌÉÎ-ÎÙÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ ËÕÓËÏ× ÍÁÌÏ, ÔÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÅ�ÌÏÈÏ.10.8.12. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× Ë ÌÀÂÉÍÏÊ ËÎÉÇÅÉ ÏÂßÑÓÎÉÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.[õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÉÎÎÙÅ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ËÕÓËÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÈÕÄÏÖÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ �ÒÉ£ÍÏÍ (ËÁË × ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÓÔÉÛËÅ �ÒÏ ÄÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÓÔÒÏÉÌäÖÅË) ÉÌÉ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÚÁÂÙ×ÞÉ×ÏÓÔÉ Á×ÔÏÒÁ. äÌÑ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ Á×ÔÏ-ÒÏ× ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÎÅÕÍÅÒÅÎÎÏÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑÉ ×ÓÔÁ×ËÉ (ÚÁÌÉ×ËÉ ÔÅËÓÔÁ × ÍÙÛØ É ×ÙÌÉ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÍÙÛÉ, ÅÓÌÉ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÒÆÅÊÓ) × ÔÅËÓÔÏ×ÏÍ ÒÅÄÁËÔÏÒÅ.℄ �



11. áîáìéú éçò11.1. ðÒÉÍÅÒÙ ÉÇÒ11.1.1. ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÔ × ÔÁËÕÀ ÉÇÒÕ: ÎÁ ÓÔÏÌÅ ÌÅÖÉÔ 20 Ó�ÉÞÅË; ÉÇÒÁ-ÀÝÉÅ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÍÏÇÕÔ ×ÚÑÔØ ÏÔ 1 ÄÏ 4 Ó�ÉÞÅË; ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØÈÏÄÁ (Ó�ÉÞÅË ÎÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ) | �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ëÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÒÉ �ÒÁ-×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ?òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÔÏÒÏÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÂÕÄÅÔ ÄÏ�ÏÌÎÑÔØ ÈÏÄ �ÅÒ×ÏÇÏÄÏ 5 Ó�ÉÞÅË (ÅÓÌÉ �ÅÒ×ÙÊ ÂÅÒ£Ô ÏÄÎÕ, ×ÔÏÒÏÊ ÄÏÌÖÅÎ ×ÚÑÔØ ÞÅÔÙÒÅ É ÔÁËÄÁÌÅÅ). �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅ ÞÅÔÙÒ£È ÒÁÕÎÄÏ× Ó�ÉÞÅË ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ É �ÅÒ×ÙÊ�ÒÏÉÇÒÁÅÔ. �11.1.2. ëÔÏ ×ÙÉÇÒÁÅÔ | �ÅÒ×ÙÊ ÉÌÉ ×ÔÏÒÏÊ | ÅÓÌÉ Ó�ÉÞÅË ÎÅ 20,Á 23?òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒ×ÙÊ: ÅÓÌÉ ÏÎ ×ÏÚØÍ£Ô ÔÒÉ Ó�ÉÞËÉ, ÔÏ ÓÔÁÎÅÔ ×ÔÏÒÙÍ× ÕÖÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÊ ÉÇÒÅ É �ÏÔÏÍÕ ÓÍÏÖÅÔ ×ÙÉÇÒÁÔØ. �áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔ×ÅÔ É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ó�ÉÞÅË N :ÅÓÌÉ N ËÒÁÔÎÏ �ÑÔÉ, ÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ, Á ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ �ÅÒ×ÙÊ.11.1.3. éÚÍÅÎÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÇÒÙ: �ÕÓÔØ ×ÚÑ×ÛÉÊ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ Ó�ÉÞËÕ�ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ëÔÏ ÔÅ�ÅÒØ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ? �11.1.4. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÉÇÒÏËÁÍ ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ ÂÒÁÔØ 1, 2 ÉÌÉ 4 Ó�ÉÞËÉ,Á ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ, �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ëÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÒÉ �ÒÁ-×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ, ÅÓÌÉ ×ÎÁÞÁÌÅ ÂÙÌÏ 20 Ó�ÉÞÅË?òÅÛÅÎÉÅ. úÄÅÓØ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË �ÒÏÓÔÏ ÓÒÁÚÕ ÕËÁÚÁÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁ-ÔÅÇÉÀ ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÌÉ ×ÔÏÒÏÇÏ. îÁÞÎ£Í Ó ÎÅÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ó�ÉÞÅË,ÉÚÏÂÒÁÚÉ× ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÙÅ ÈÏÄÙ × ×ÉÄÅ ÓÔÒÅÌÏË (ÒÉÓ. 11.1). éÇÒÏË, ÏËÁ-ÚÁ×ÛÉÊÓÑ × �ÏÚÉ�ÉÉ 0, �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ (ÔÁËÏ×Ù �ÒÁ×ÉÌÁ), �ÏÜÔÏÍÕ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÒÕÖÏË �ÏÍÅÔÉÍ ÂÕË×ÏÊ ð. éÇÒÏË, ÏËÁÚÁ×ÛÉÊÓÑ × �ÏÚÉ-�ÉÑÈ 1, 2 ÉÌÉ 4, ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÚÁÂÒÁÔØ ×ÓÅ Ó�ÉÞËÉÉ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ �Ï ÓÔÒÅÌËÅ × �ÏÚÉ�ÉÀ 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ �ÏÍÅÔÉÍ



210 11. áÎÁÌÉÚ ÉÇÒ 0123456789 ð÷÷÷ ð÷÷ ð÷ð òÉÓ. 11.1. éÇÒÁ ÓÏ Ó�ÉÞËÁÍÉ.ÜÔÉ �ÏÚÉ�ÉÉ ÂÕË×ÏÊ ÷. �Å�ÅÒØ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ �ÏÚÉ�ÉÑ 3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÇÒÙÛ-ÎÏÊ: ÉÚ ÎÅ£ ÍÏÖÎÏ �ÏÊÔÉ ÔÏÌØËÏ × 1 É 2, É ÔÏÇÄÁ �ÒÏÔÉ×ÎÉË (ËÁË ÍÙÕÖÅ ÚÎÁÅÍ) ×ÙÉÇÒÁÅÔ. ðÏÍÅÔÉÍ Å£ ÂÕË×ÏÊ ð. äÁÌÅÅ ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ �Ï-ÚÉ�ÉÉ 4, 5 É 7 ÂÕÄÕÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÍÉ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ �Ï�ÁÓÔØ× �ÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ ÄÌÑ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ �ÏÚÉ�ÉÀ 3; ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ �ÏÚÉ�ÉÉ 4ÍÏÖÎÏ ×ÙÉÇÒÁÔØ É ÂÙÓÔÒÅÅ, �ÏÊÄÑ × 0). �Å�ÅÒØ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÏÚÉ�ÉÑ 6�ÒÏÉÇÒÙÛÎÁÑ (×ÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÉÚ ÎÅ£ ×ÅÄÕÔ × ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÅ ÄÌÑ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ�ÏÚÉ�ÉÉ), 8 | ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ, 9| �ÒÏÉÇÒÙÛÎÁÑ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ 3.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ Ó�ÉÞÅË ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÔÏ �ÏÚÉ�ÉÑ �ÒÏ-ÉÇÒÙÛÎÁÑ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ | ÔÏ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÉÇÒÅ Ó 20 Ó�ÉÞËÁÍÉ�ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ. �11.1.5. ëÁË ÏÎ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÌÖÅÎ ÉÇÒÁÔØ?òÅÛÅÎÉÅ. óÔÁ×ÉÔØ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ × �ÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ �ÏÚÉ�ÉÀ, ÔÏ ÅÓÔØÓÌÅÄÉÔØ, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÌÅ ÅÇÏ ÈÏÄÁ ÞÉÓÌÏ Ó�ÉÞÅË ÂÙÌÏ ËÒÁÔÎÏ ÔÒ£Í (× ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, × ÎÁÞÁÌÅ ÉÇÒÙ ×ÚÑÔØ 2 Ó�ÉÞËÉ, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÌÏÓØ 18). �11.1.6. îÁ ÓÔÏÌÅ ÌÅÖÁÔ Ä×Å ËÕÞËÉ Ó�ÉÞÅË: × ÏÄÎÏÊ m, × ÄÒÕÇÏÊ n. úÁÏÄÉÎ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ (ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ) ÞÉÓÌÏ Ó�ÉÞÅË, ÎÏ ÔÏÌØËÏÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÕÞËÉ (ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ×ÓÅ Ó�ÉÞËÉ × ÎÅÊ); ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØÈÏÄ, �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ëÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ?ïÔ×ÅÔ: �ÒÉ m= n ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ, �ÒÉ m 6= n | �ÅÒ×ÙÊ. �11.1.7. îÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ ÓÔÏÉÔ ÌÁÄØÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÉÇÒÏËÉ �Ï ÏÞÅÒÅ-ÄÉ Ä×ÉÇÁÀÔ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ ÓÄ×ÉÇÁÔØ Å£ ×ÌÅ×Ï É ×ÎÉÚ (ÏÓÔÁ×ÌÑÔØÎÁ ÍÅÓÔÅ ÎÅÌØÚÑ); ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ, �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ëÔÏ ×ÙÉÇÒÙ-×ÁÅÔ �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ?[õËÁÚÁÎÉÅ. ëÁË ÜÔÁ ÉÇÒÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ?℄ �11.1.8. (éÇÒÁ �ÎÉÍ�) éÍÅÅÔÓÑ k ËÕÞÅË ÉÚ n1; : : : ; nk Ó�ÉÞÅË; ÚÁ ÏÄÉÎÈÏÄ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ (ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ) ÞÉÓÌÏ Ó�ÉÞÅË, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊËÕÞÉ (ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ×ÓÅ Ó�ÉÞËÉ × ÎÅÊ); ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ, �ÒÏ-ÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ëÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ?



11.2. ãÅÎÁ ÉÇÒÙ 211òÅÛÅÎÉÅ. úÁ�ÉÛÅÍ ÞÉÓÌÁ n1; : : : ; nk × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑÄÒÕÇ �ÏÄ ÄÒÕÇÏÍ, ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÌÉÓØ ÉÈ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ. åÓÌÉ × ËÁ-ÖÄÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÁÌÏÓØ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ�, ÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ×ÔÏÒÏÊ, × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ | �ÅÒ×ÙÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ×Ï ×ÓÅÈÒÁÚÒÑÄÁÈ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ�, ÔÏ �ÏÓÌÅ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚ ÅÇÏ ÒÁÚÒÑÄÏ× ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ É × ÜÔÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅ-Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ�. (üÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÚ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ�ÏÚÉ�ÉÉ ÌÀÂÏÊ ÈÏÄ ×ÅÄ£Ô × ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ.) åÓÌÉ ÖÅ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ (��ÌÏ-ÈÉÈ�) ÒÁÚÒÑÄÁÈ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ�, ×ÏÚØÍ£Í ÓÔÁÒÛÉÊ �ÌÏÈÏÊ ÒÁÚÒÑÄÉ ÔÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ ÅÄÉÎÉ�Õ. �ÏÇÄÁ, ÉÚÍÅ-ÎÉ× × ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ×ÓÅ �ÌÏÈÉÅ ÒÁÚÒÑÄÙ, �ÏÌÕÞÉÍ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ�ÏÓÔÁ×ÉÔ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ × �ÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ �ÏÚÉ�ÉÀ. (óÍ. �ÒÁ×ÉÌÁ ÄÌÑ ×Ù-ÉÇÒÙÛÎÙÈ É �ÒÏÉÇÒÙÛÎÙÈ �ÏÚÉ�ÉÊ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.) �11.1.9. ÷ ÒÑÄ ÌÅÖÁÔ N ÑÝÉËÏ×, × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ �Ï ÍÏÎÅÔÅ. úÁ ÏÄÉÎÈÏÄ ÉÇÒÏË ÍÏÖÅÔ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ÍÏÎÅÔÕ ÉÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÍÏÎÅÔÙ ÉÚ ÓÏÓÅÄ-ÎÉÈ ÑÝÉËÏ×; ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ, �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ëÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ�ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ?òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒ×ÙÊ: ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ×ÚÑÔØ ÏÄÎÕ ÉÌÉ Ä×Å ÍÏÎÅÔÙ × �ÅÎÔÒÅ,Á �ÏÔÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ �Ï×ÔÏÒÑÔØ ÈÏÄÙ ×ÔÏÒÏÇÏ. �11.2. ãÅÎÁ ÉÇÒÙáÎÁÌÉÚÉÒÕÑ ÉÇÒÙ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÅ (ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ) �ÒÁ×ÉÌÁ:1. åÓÌÉ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ p ÍÏÖÎÏ �ÏÊÔÉ (�Ï ÓÔÒÅÌËÁÍ) × ÎÅËÏÔÏ-ÒÕÀ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ (ÄÌÑ �Ï�Á×ÛÅÇÏ × ÎÅ£ ÉÇÒÏËÁ) �ÏÚÉ�ÉÀ, ÔÏ �ÏÚÉ�ÉÑ pÑ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ (ÄÌÑ �Ï�Á×ÛÅÇÏ × ÎÅ£).2. åÓÌÉ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ p ÍÏÖÎÏ �ÏÊÔÉ ÔÏÌØËÏ × ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÅ�ÏÚÉ�ÉÉ, ÔÏ �ÏÚÉ�ÉÑ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ.11.2.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ �ÏÚÉ�ÉÊ × ÉÇÒÅ ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅÔ �É-ËÌÏ× (ÎÅÌØÚÑ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ × ÏÄÎÁÖÄÙ �ÒÏÊÄÅÎÎÕÀ �ÏÚÉ�ÉÀ) É �ÒÏ ×ÓÅÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ �ÏÚÉ�ÉÉ (ÇÄÅ ÎÅÌØÚÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄÁ) ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ËÔÏ ×Ù-ÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÔÏ �ÒÁ×ÉÌÁ 1 É 2 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ×ÓÅ �ÏÚÉ�ÉÉ ÎÁ ×Ù-ÉÇÒÙÛÎÙÅ É �ÒÏÉÇÒÙÛÎÙÅ.òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÜÔÉ �ÒÁ×ÉÌÁ, �ÏËÁ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ñÓÎÏ,ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ �ÏÚÉ�ÉÑ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÏÂßÑ×ÌÅÎÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊÉ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ (ÄÌÑ �Ï�Á×ÛÅÇÏ × ÎÅ£). îÁÄÏ ÌÉÛØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �ÓÏÍÎÉÔÅÌØÎÙÈ� �ÏÚÉ�ÉÊ (ÎÅ ÏÔÎÅÓ£ÎÎÙÈ ÎÉ Ë ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÍ,



212 11. áÎÁÌÉÚ ÉÇÒÎÉ Ë �ÒÏÉÇÒÙÛÎÙÍ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÓÏÍÎÉÔÅÌØÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ×ÅÄ£Ô ÓÔÒÅÌËÁ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÕ ÓÏÍÎÉÔÅÌØÎÕÀ �ÏÚÉ�ÉÀ. (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ ×ÅÄÕÔ × ÎÅÓÏÍÎÅÎÎÙÅ �ÏÚÉ�ÉÉ, ÔÏ ÌÉÂÏ ×ÓÅ ÏÎÉ ×Ù-ÉÇÒÙÛÎÙÅ, ÌÉÂÏ ÅÓÔØ ÈÏÔØ ÏÄÎÁ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÁÑ, É ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÏÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÒÁ×ÉÌ.) úÎÁÞÉÔ, ÉÄÑ �Ï ÓÔÒÅÌËÁÍ × ÓÏÍÎÉ-ÔÅÌØÎÙÅ �ÏÚÉ�ÉÉ, ÍÙ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ �ÏÌÕÞÉÍ �ÉËÌ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ. �11.2.2. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑÉÇÒ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ ÎÉÞØÉ. �éÇÒÙ Ó ÎÉÞÅÊÎÙÍ ÉÓÈÏÄÏÍ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ËÏÎÅÞÎÙÈÉÇÒ Ó �ÏÌÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ É ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ × ÔÅÏ-ÒÉÉ ÉÇÒ. þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÔÁËÕÀ ÉÇÒÕ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ:1) ÕËÁÚÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �Ï-ÚÉ�ÉÑÍÉ;2) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ÕËÁÚÁÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ(ÉÇÒÁ ÚÁËÏÎÞÅÎÁ) ÉÌÉ ÎÅÔ;3) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ÕËÁÚÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÇÒÙ (ÞÉ-ÓÌÏ); ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÄÅÎÅÇ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÄÉÎ ÉÇÒÏË�ÌÁÔÉÔ ÄÒÕÇÏÍÕ;4) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÎÅÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ÕËÁÚÁÔØ, ËÔÏ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ×ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ × ÜÔÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ É ËÁËÉÅ ÒÁÚÒÅÛÅÎÙ ÈÏÄÙ (× ËÁ-ËÉÅ �ÏÚÉ�ÉÉ ÜÔÏÔ ÉÇÒÏË ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÊÔÉ);5) ÕËÁÚÁÔØ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ �ÏÚÉ�ÉÀ ÉÇÒÙ.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÂÙÌÏ �ÉËÌÏ× (ÎÅÌØÚÑ ÂÙÌÏ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ× ÕÖÅ �ÒÏÊÄÅÎÎÕÀ �ÏÚÉ�ÉÀ �ÏÓÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÈÏÄÏ×).ðÏÚÉ�ÉÉ ÉÇÒÙ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ É ÉÚÏÂÒÁ-ÖÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ; ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÈÏÄÙ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ Ò£ÂÒÁÍÉ ÇÒÁÆÁÉ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ. éÇÒÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÅÒÅÄ×É-ÖÅÎÉÅ ÆÉÛËÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÝÅÊ ÔÅËÕÝÕÀ �ÏÚÉ�ÉÀ ÉÇÒÙ, �Ï ÜÔÏÍÕ ÇÒÁÆÕ.÷ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ, ËÔÏ ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ (ÅÓÌÉ ÉÇÒÁ ÎÅ ËÏÎ-ÞÉÌÁÓØ) ÉÌÉ ËÔÏ É ÓËÏÌØËÏ ×ÙÉÇÒÁÌ (ÅÓÌÉ ÉÇÒÁ ËÏÎÞÉÌÁÓØ). ïÄÎÁ ÉÚ×ÅÒÛÉÎ ÕËÁÚÁÎÁ ËÁË ÎÁÞÁÌØÎÁÑ �ÏÚÉ�ÉÑ.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÇÒÏËÏ× íÁËÓ É íÉÎ É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÇÒÙÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÓËÏÌØËÏ íÉÎ �ÌÁÔÉÔ íÁËÓÕ. (íÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÁ: íÁËÓ ÈÏÞÅÔ,ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÂÙÌÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, Á íÉÎ | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ | Á ÌÕÞ-ÛÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÇÄÁ ÏÎ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÄÅÎØÇÉ!) ëÔÏ



11.2. ãÅÎÁ ÉÇÒÙ 213ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ÄÅÌÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÈÏÄ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÅÊ. úÁ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÔÅ�ÅÒØ ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÇÒÏËÉ ÈÏÄÑÔ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ:ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÉÇÒÏË ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÏÄÏ× �ÏÄÒÑÄ.(�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÉÇÒÅ ÓÏ Ó�ÉÞËÁÍÉ ËÁÖÄÙÊ ËÒÕÖÏË ÎÁ ÒÉ-ÓÕÎËÅ 11.1 ÔÅ�ÅÒØ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × Ä×Å �ÏÚÉ�ÉÉ: Ó ÈÏÄÏÍ íÁËÓÁ É Ó ÈÏÄÏÍíÉÎÁ.)éÇÒÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÄÉÎ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ, Á ÄÒÕÇÏÊ �ÒÏÉÇÒÙ×Á-ÅÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ±1 × ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ (+1 ÏÚÎÁ-ÞÁÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛíÁËÓÁ, −1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛíÉÎÁ). éÇÒÙ Ó ÎÉÞÅÊÎÙÍÉÉÓÈÏÄÁÍÉ �ÏÌÕÞÁÔÓÑ, ÅÓÌÉ �ÒÉ�ÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÏ 0 ÎÉÞÅÊÎÙÍ �ÏÚÉ�ÉÑÍ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÏÎÑÔÉÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ. óÔÒÁÔÅÇÉÑ ÄÌÑ íÁËÓÁ (ÉÌÉíÉÎÁ) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ, ËÁË ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÈÏÄÉÔØ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÏÚÉ�ÉÊ (ÇÄÅ ÈÏÄÚÁ ÎÉÍ); ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ s, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÏÚÉ�ÉÊ,ÇÄÅ ÈÏÄ ÚÁ ÎÉÍ. úÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÚÉ�ÉÉ, �ÒÉ ÜÔÏÍÈÏÄÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚ p × s(p) ÄÏÌÖÎÁ ×ÅÓÔÉÓÔÒÅÌËÁ.óÔÒÁÔÅÇÉÉ ÔÁËÏÇÏ ÔÉ�Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔ × ÔÅÏÒÉÉ ÉÇÒ �ÏÚÉ�ÉÏÎÎÙÍÉ, �ÏÄ-Þ£ÒËÉ×ÁÑ, ÞÔÏ ×ÙÂÏÒ ÈÏÄÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÔÅËÕÝÅÊ �ÏÚÉ�ÉÉ, ÎÏ ÎÅÏÔ ÉÓÔÏÒÉÉ ÉÇÒÙ (ËÁË ÍÙ × ÜÔÕ �ÏÚÉ�ÉÀ �Ï�ÁÌÉ). (äÒÕÇÉÅ ÓÔÒÁÔÅ-ÇÉÉ ÎÁÍ ÎÅ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï ��ÏÚÉ�ÉÏÎÎÁÑ� ÍÙ ÂÕÄÅÍ Ï�ÕÓ-ËÁÔØ.)åÓÌÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÌÑ íÁËÓÁ É íÉÎÁ, ÔÏ ÉÓÈÏÄ ÉÇÒÙ �ÒÅ-ÄÏ�ÒÅÄÅÌ£Î: ÜÔÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ�ÏÚÉ�ÉÊ (��ÁÒÔÉÀ�) É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÇÒÙ.11.2.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÇÒÙ G ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ 
 ÉÓÔÒÁÔÅÇÉÉ M É m ÄÌÑ íÁËÓÁ É íÉÎÁ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ:(1) íÁËÓ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ M , ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÓÅÂÅ ×ÙÉÇÒÙÛ ÎÅÍÅÎÅÅ 
, ËÁË ÂÙ ÎÉ ÉÇÒÁÌ íÉÎ;(2) íÉÎ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ m, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÓÅÂÅ �ÒÏÉÇÒÙÛ ÎÅÂÏÌÅÅ 
, ËÁË ÂÙ ÎÉ ÉÇÒÁÌ íÁËÓ.þÉÓÌÏ 
 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÅÎÏÊ ÉÇÒÙ G. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÅÎÁ ÉÇÒÙ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (1) É (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Õ íÁËÓÁ ÎÅÔÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÅÊ ÅÍÕ ×ÙÉÇÒÙÛ ÂÏÌØÛÅ 
 (�ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÎÅÍÏÖÅÔ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ �ÒÏÔÉ× ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ m), Á Õ íÉÎÁ ÎÅÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, ÇÁ-ÒÁÎÔÉÒÕÀÝÅÊ ÅÍÕ �ÒÏÉÇÒÙÛ ÍÅÎØÛÅ 
.äÌÑ ÉÇÒ Ó Ä×ÕÍÑ ÉÓÈÏÄÁÍÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÔÅÏ-ÒÅÍÏÊ ãÅÒÍÅÌÏ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÏ×ÎÏ Õ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ÉÍÅÅÔÓÑ ×Ù-ÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ. åÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ É ÎÉÞØÉ, ÔÏ ÌÉÂÏ Õ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚÉÇÒÏËÏ× ÅÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ, ÌÉÂÏ Õ ÏÂÏÉÈ ÅÓÔØ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ, ÇÁ-ÒÁÎÔÉÒÕÀÝÁÑ ÎÉÞØÀ.



214 11. áÎÁÌÉÚ ÉÇÒòÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ p | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÏÚÉ�ÉÑ ÉÇÒÙ G. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÉÇÒÕ Gp, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ G ÌÉÛØ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÅÊ, É ÜÔÁ ÎÁ-ÞÁÌØÎÁÑ �ÏÚÉ�ÉÑ ÅÓÔØ p. (åÓÌÉ p| ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÔÏ ÉÇÒÁ GpÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ: ÉÇÒÁ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ, ÎÅ ÎÁÞÁ×ÛÉÓØ, É ÉÇÒÏËÁÍ ÓÏÏÂÝÁÅÔÓÑ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔ ÉÇÒÙ.) ëÁË ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ Õ×ÉÄÉÍ, �ÅÎÕ ÉÇÒÙ Gp (ËÁË ÆÕÎË�ÉÀÏÔ p) ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ �ÏÚÉ-�ÉÊ.âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 
, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ:
• 
(p) ÒÁ×ÎÏ ×ÙÉÇÒÙÛÕ íÁËÓÁ (=�ÒÏÉÇÒÙÛÕ íÉÎÁ) × �ÏÚÉ�ÉÉ p,ÅÓÌÉ �ÏÚÉ�ÉÑ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ;
• 
(p) = max{
(p′)}, ÅÓÌÉ × ×ÅÒÛÉÎÅ p ÈÏÄÉÔ íÁËÓ; ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒ£Ô-ÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ p′, × ËÏÔÏÒÙÅ íÁËÓ ÍÏÖÅÔ �ÏÊÔÉ ÉÚ p �Ï�ÒÁ×ÉÌÁÍ ÉÇÒÙ;
• 
(p) = min{
(p′)}, ÅÓÌÉ × ×ÅÒÛÉÎÅ p ÈÏÄÉÔ íÉÎ; ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒ£ÔÓÑ�Ï ×ÓÅÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ p′, × ËÏÔÏÒÙÅ íÉÎ ÍÏÖÅÔ �ÏÊÔÉ ÉÚ p �Ï �ÒÁ×É-ÌÁÍ ÉÇÒÙ.ìÅÍÍÁ. üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÆÕÎË�ÉÑ 
 (ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ | ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ | ÞÉÓÌÁ), ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. îÁÚÏ×£Í ÒÁÎÇÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ ÈÏÄÏ×, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ �Ï �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÀ × ÉÇÒÅ ÎÅÔ �ÉËÌÏ×, ÔÏ ÒÁÎÇ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ×ÅÒÛÉÎ. äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï k, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ ÆÕÎË-�ÉÑ 
, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÒÁÎÇÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. äÌÑ k = 0 ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ûÁÇ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÔ ÔÁËÏÅ (ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ) ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ p ÍÏÖÎÏ ÓÄÅ-ÌÁÔØ ÈÏÄ × ×ÅÒÛÉÎÕ p′, ÔÏ ÒÁÎÇ ×ÅÒÛÉÎÙ p′ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÎÇÁ ×ÅÒÛÉÎÙ p.ðÏÜÔÏÍÕ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁ£Ô ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ×ÅÒ-ÛÉÎÁÈ ÒÁÎÇÁ k, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÍÅÎØÛÉÈ ÒÁÎÇÏ×.ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 
(p) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÎÏÊ ÉÇÒÙ Gp. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ (�ÏÚÉ�ÉÏÎÎÕÀ) ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÄÌÑ íÁËÓÁ: ÉÚ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ p ÈÏÄÉÔØ × ÔÕ ×ÅÒÛÉÎÕ p′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 
(p′) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ(É ÒÁ×ÎÏ 
(p)). åÓÌÉ íÁËÓ ÓÌÅÄÕÅÔ ÜÔÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, ÔÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔÈÏÄÏ× íÉÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 
(q) ÄÌÑ ÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ q ÎÅ ÕÂÙ×ÁÅÔ × ÈÏÄÅÉÇÒÙ (�ÒÉ ÈÏÄÁÈ íÉÎÁ ÏÎÏ ÕÂÙ×ÁÔØ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, �ÒÉ ÈÏÄÁÈ íÁË-ÓÁ ÏÎÏ ÎÅ ÕÂÙ×ÁÅÔ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ × ×ÅÒÛÉÎÅ p



11.2. ãÅÎÁ ÉÇÒÙ 215íÁËÓÕ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎ ×ÙÉÇÒÙÛ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 
(p). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÅÓÌÉ íÉÎ ÈÏÄÉÔ × ÔÕ ×ÅÒÛÉÎÕ p′, ÇÄÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍ 
(p′) (ÒÁ×-ÎÙÊ 
(p)), ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 
(q) ÎÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ × ÈÏÄÅ ÉÇÒÙ É �ÏÔÏÍÕ íÉÎ�ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 
(p).�ÅÏÒÅÍÁ ãÅÒÍÅÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �11.2.4. éÇÒÁ × ËÒÅÓÔÉËÉ-ÎÏÌÉËÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÎÁ ÂÏÌØÛÏÍË×ÁÄÒÁÔÎÏÍ �ÏÌÅ Ä×Á ÉÇÒÏËÁ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÓÔÁ×ÑÔ ËÒÅÓÔÉËÉ É ÎÏÌÉËÉ × ÅÝ£ÎÅ ÚÁÎÑÔÙÅ ËÌÅÔËÉ (ÎÁÞÉÎÁÀÔ ËÒÅÓÔÉËÉ). ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ �ÅÒ×ÙÍ�ÏÓÔÁ×ÉÔ �ÑÔØ Ó×ÏÉÈ ÚÎÁËÏ× �ÏÄÒÑÄ (�Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ, ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ ÉÌÉÄÉÁÇÏÎÁÌÉ). åÓÌÉ ×Ó£ �ÏÌÅ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÏ, Á ÔÁËÏÇÏ ÎÅ ÓÌÕÞÉÌÏÓØ, �ÁÒÔÉÑÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÎÉÞÅÊÎÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ËÒÅÓÔÉËÏ× ÅÓÔØ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ, ÇÁ-ÒÁÎÔÉÒÕÀÝÁÑ ÉÍ ÎÉÞØÀ ÉÌÉ ×ÙÉÇÒÙÛ.òÅÛÅÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ãÅÒÍÅÌÏ, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Õ ÎÏÌÉËÏ×ÅÓÔØ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÁÑ ÉÍ ×ÙÉÇÒÙÛ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÒÅÓÔÉ-ËÉ ÍÏÇÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÔÕ ÖÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, ÚÁÂÙ× Ï Ó×Ï£Í�ÅÒ×ÏÍ ÈÏÄÅ. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ËÒÅÓÔÉËÉ ÄÅÌÁÀÔ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÅÒ×ÙÊ ÈÏÄ (ËÁÒÁÎÄÁÛÏÍ), Á ÚÁÔÅÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ (ÞÅÒÎÉÌÁÍÉ)ÎÁ ÈÏÄÙ ÎÏÌÉËÏ× �Ï ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÌÑ ÎÏÌÉËÏ× (ÓÞÉÔÁÑ ÈÏÄÙÎÏÌÉËÏ× ËÒÅÓÔÉËÁÍÉ É ÚÁÂÙ× Ï Ó×Ï£Í �ÅÒ×ÏÍ ÈÏÄÅ).íÏÖÅÔ ÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÅÒ×ÙÊ ÈÏÄ �ÏÍÅÛÁÔØ? íÏÖÅÔ, ÅÓÌÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ËÁË ÒÁÚ ÎÁ ÔÕ ËÌÅÔËÕ, ÇÄÅ ÕÖÅ ÓÔÏÉÔ ËÁÒÁÎÄÁÛÎÙÊ ËÒÅÓÔÉË.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ ËÁÒÁÎÄÁÛÎÙÊ ËÒÅÓÔÉË ÏÂ×ÅÓÔÉ ÞÅÒÎÉÌÁÍÉ, Á ËÁÒÁÎ-ÄÁÛÏÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ × ÌÀÂÕÀ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ËÌÅÔËÕ. åÓÌÉ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ËÌÅÔÏËÎÅÔ, ÔÏ �ÏÚÉ�ÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÁÍÅÎÙ ËÒÅÓÔÉËÏ× ÎÁÎÏÌÉËÉ) ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ × ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ �ÁÒÔÉÉ ÄÌÑ ÎÏÌÉËÏ×,É �ÏÔÏÍÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÇÒÁ ÍÏÖÅÔ ËÏÎÞÉÔØÓÑ ÒÁÎØÛÅ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÅÓÌÉ ËÁÒÁÎÄÁÛ-ÎÙÊ ËÒÅÓÔÉË ÏÂÒÁÚÕÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÊ ÒÑÄ Ó ÞÅÒÎÉÌØÎÙÍÉ | ÎÏ ÜÔÏ ÎÁÍÔÏÌØËÏ ÌÕÞÛÅ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ ÎÏÌÉËÏ× ÅÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛ-ÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ, ÔÏ É Õ ËÒÅÓÔÉËÏ× ÅÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ | É ÅÓÌÉÄÁÔØ ÜÔÉÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑÍ ÉÇÒÁÔØ ÄÒÕÇ �ÒÏÔÉ× ÄÒÕÇÁ, �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÒÏÔÉ×Ï-ÒÅÞÉÅ. �11.2.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÎÁ ÌÀÂÏÊ ÉÇÒÙ ÒÁ×ÎÁ ×ÙÉÇÒÙÛÕ × ÏÄÎÏÊÉÚ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ. �11.2.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ãÅÒÍÅÌÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ó×ÏÅÇÏ ÞÁÓÔ-ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÉÇÒ Ó Ä×ÕÍÑ ÉÓÈÏÄÁÍÉ (×ÙÉÇÒÙÛ �ÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ).[õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Ó ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÙÉÇÒÙÛ ÍÅÎØÛÅ 
 �ÒÏ-ÉÇÒÙÛÅÍ, Á ÂÏÌØÛÅ 
 | ×ÙÉÇÒÙÛÅÍ.℄ �



216 11. áÎÁÌÉÚ ÉÇÒ11.2.7. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÇÒÁ G. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÚÁËÌÀÞÉ-ÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ É ÂÕÄÅÍ ÍÅÎÑÔØ ×ÙÉÇÒÙÛ × ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ: �ÏÌÏÖÉ× ÅÇÏÒÁ×ÎÙÍ 
, �ÏÌÕÞÉÍ ÉÇÒÕ G[
℄. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÎÕ ÜÔÏÊ ÉÇÒÙ ËÁË ÆÕÎË�ÉÀÏÔ 
. þÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ ÆÕÎË�ÉÑ?ïÔ×ÅÔ. ãÅÎÁ ÉÇÒÙ G[
℄ ÒÁ×ÎÁ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ Ë 
 ÔÏÞËÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔ-ÒÅÚËÁ [a; b℄ (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ ÉÇÒÙ G). �÷ÏÔ ÅÝ£ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ ÉÇÒÙ, ÇÄÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ãÅÒÍÅÌÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏ-ËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ.üÔÁ ÉÇÒÁ ÎÁÚ×ÁÎÁ × ËÎÉÇÁÈ í.çÁÒÄÎÅÒÁ (�íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÄÏÓÕÇÉ�,í.: íÉÒ, 1972; �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ É ÒÁÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ�, í.: íÉÒ,1971) ÉÇÒÏÊ çÅÊÌÁ ÉÌÉ �ÂÒÉÄÖ-ÉÔ�. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÓÅÔØÉÚ �ÕÎËÔÉÒÎÙÈ ÌÉÎÉÊ ×ÙÓÏÔÙ n É ÛÉÒÉÎÙ n + 1 (ÒÉÓ. 11.2); ×ÅÒÛÉÎÙ
òÉÓ. 11.2. éÇÒÁ çÅÊÌÁ.ÓÅÔÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ �ÕÎËÔÉÒÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÄÌÉÎÙ 1. ðÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË ËÁ-ÖÄÙÍ Ó×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ ÏÂ×ÏÄÉÔ (Ó�ÌÏÛÎÏÊ ÌÉÎÉÅÊ) ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ×. åÇÏÚÁÄÁÞÁ | ÓÏÅÄÉÎÉÔØ Ó�ÌÏÛÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ ÌÅ×ÕÀ É �ÒÁ×ÕÀ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÒÑ-ÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. úÁÄÁÞÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ | ÅÍÕ �ÏÍÅÛÁÔØ; ËÁÖÄÙÍ Ó×ÏÉÍÈÏÄÏÍ ÏÎ ÓÔÉÒÁÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× (ÌÉÛÁÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ×�Ï-ÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÅÇÏ ÏÂ×ÅÓÔÉ). éÇÒÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÏÂ×ÅÄÅ-ÎÙ ÉÌÉ ÓÔ£ÒÔÙ; �ÅÒ×ÙÊ ×ÙÉÇÒÁÌ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅ×ÁÑ É �ÒÁ×ÁÑ ÓÔÏÒÏÎÙ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ.11.2.8. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ ãÅÒÍÅÌÏ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏËÉÍÅÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ.[õËÁÚÁÎÉÅ. éÇÒÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÂÏÌÅÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍ ×ÉÄÅ, ÅÓ-ÌÉ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÓÅÔËÕ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ (ÒÉÓ. 11.3) É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÊÈÏÞÅÔ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ ÓÔÏÒÏÎÙ Ó×ÏÅÊ ÓÅÔËÉ, Á ÌÉÎÉÑÍ�ÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÏ× ÚÁ�ÒÅÝÅÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÒÏ×Å-ÄÑ Ó×ÏÀ ÌÉÎÉÀ, ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË ËÁË ÂÙ ÓÔÉÒÁÅÔ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ Å£ ÌÉÎÉÀ



11.2. ãÅÎÁ ÉÇÒÙ 217�ÅÒ×ÏÇÏ). åÓÌÉ ÉÇÒÁ ÚÁËÏÎÞÉÌÁÓØ (× ËÁÖÄÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ �ÅÒÅÓÅÞÅ-ÎÉÑ �ÒÏ×ÅÄÅÎÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÉÌÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÉÑ), ÔÏ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ×ÙÉÇÒÁÌ: ÍÏÖÎÏ �ÒÏÊÔÉ �Ï ÌÉÎÉÑÍ ÉÌÉ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, ÉÌÉÓ×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ, ÎÏ ÎÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. áËËÕÒÁÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÉÎ-ÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÑÓÎÏÇÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ×�ÒÏÞÅÍ, ÎÅ ÔÁË �ÒÏÓÔÏ.℄ �
òÉÓ. 11.3. éÇÒÁ çÅÊÌÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ.ëÁË �ÉÛÅÔ çÁÒÄÎÅÒ, ëÌÏÄ ûÅÎÎÏÎ (ÓÏÚÄÁÔÅÌØ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ)�ÒÉÄÕÍÁÌ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÉÇÒÙ ÌÀÂÏ�ÙÔÎÕÀ �ÆÉÚÉÞÅÓËÕÀ� ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, ËÏÔÏ-ÒÁÑ ÌÅÇËÏ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÓÅÔØ ÌÉÎÉÊ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ×ÓÅÓÔÏÒÏÎÙ ×ÓÅÈ ËÌÅÔÏË ÓÅÔÉ (ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊÒÅÚÉÓÔÏÒÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ, ËÒÏÍÅ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÄÅÌÁÎÙ ÉÚ �ÒÏ×ÏÄÁ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ.ðÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË Ó×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ ÚÁËÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ ÜÔÉ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ, Á ×ÔÏÒÏÊÉÇÒÏË ÒÁÚÒÙ×ÁÅÔ ÉÈ (ÄÅÌÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ). óÔÒÁÔÅÇÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ �ÏÄËÌÀÞÉÔØ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊÓÔÏÒÏÎÁÍÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, É ÚÁËÏÒÁÞÉ×ÁÔØ (ÏÂ×ÏÄÉÔØ) ÔÏ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅ-ÎÉÅ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÏÅ ÉÄ£Ô ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÏË (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÎÁËÏÔÏÒÏÍ �ÁÄÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÏ×). åÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÓÏ�ÒÏ-ÔÉ×ÌÅÎÉÊ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÎÅÓËÏÌØËÏ, ÍÏÖÎÏ ÚÁËÏÒÁÞÉ×ÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÎÉÈ.éÚ ËÎÉÇ çÁÒÄÎÅÒÁ ÎÅ ÑÓÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ×ÙÉÇÒÙÛ-ÎÏÊ. úÁÔÏ ÔÁÍ �ÒÉ×ÅÄÅÎÁ Ñ×ÎÁÑ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ (ÓÏ ÓÓÙÌËÏÊÎÁ ï. çÒÏÓÓÁ). þÔÏÂÙ ÏÂßÑÓÎÉÔØ Å£, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÅÌØÀ �ÅÒ×ÏÇÏÉÇÒÏËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÄÁÔØ ×ÔÏÒÏÍÕ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ×ÅÒÈ É ÎÉÚ. (íÙ ÕÖÅ Õ�Ï-ÍÉÎÁÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÅÌØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ.) îÁÞÁÌØÎÙÊ ÈÏÄ �ÅÒ×ÏÇÏÉÇÒÏËÁ �ÏËÁÚÁÎ ÎÁ ÒÉÓ. 11.4; ÜÔÏÔ ÈÏÄ ÚÁ�ÒÅÝÁÅÔ ÏÄÎÏ ÉÚ Ò£ÂÅÒ ×ÔÏÒÏÇÏÉÇÒÏËÁ. òÁÚÄÅÌÉÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ò£ÂÒÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÎÁ �ÁÒÙ ÓÏÓÅÄÎÉÈ,ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÒÉÓÕÎËÅ. ðÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÔÏÒÏ-ÍÕ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÏÂÁ ÒÅÂÒÁ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ �ÁÒÙ: ÅÓÌÉ ×ÔÏÒÏÊ �ÒÏ×£Ì ÏÄÎÏ ÉÚÒ£ÂÅÒ �ÁÒÙ, �ÅÒ×ÙÊ ÎÅ ÄÁ£Ô �ÒÏ×ÅÓÔÉ ×ÔÏÒÏÅ ÒÅÂÒÏ ÜÔÏÊ �ÁÒÙ (�ÒÏ×Å-
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òÉÓ. 11.4. éÇÒÁ çÅÊÌÁ: ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ.ÄÑ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅ ÅÇÏ Ó×Ï£ ÒÅÂÒÏ). óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏÜÔÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ (�ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË ÎÅ ÄÁ£Ô ×ÔÏÒÏÍÕÓÏÅÄÉÎÉÔØ ×ÅÒÈ É ÎÉÚ É �ÏÔÏÍÕ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÌÅ×ÕÀ É �ÒÁ×ÕÀ ÓÔÏÒÏÎÙ).11.2.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ �ÕÔØ �Ï ÌÉÎÉÑÍ �ÕÎËÔÉÒÎÏÊ ÓÅÔËÉ,ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ×ÅÒÈ É ÎÉÚ ÒÉÓÕÎËÁ 11.4, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ Ä×Á ÒÅÂÒÁÏÄÎÏÊ �ÁÒÙ.òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÑÓÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÔÏÌØËÏ �ÕÎËÔÉÒÎÙÅ ÌÉ-ÎÉÉ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÒÉÓ. 11.5). ïÔÍÅÔÉÍ ÓÅÒÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ,ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ Ò£ÂÒÁ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÓÅÒÙÅ É ÂÅÌÙÅ.
òÉÓ. 11.5. éÇÒÁ çÅÊÌÁ: ÁÎÁÌÉÚ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÕÔØ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÎÉÏÄÎÏÊ �ÁÒÙ Ò£ÂÅÒ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ �ÕÔØ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ Ä×ÁÖ-ÄÙ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ (×ÙÂÒÏÓÉÍ �ÉËÌÙ). ëÁÖÄÙÊ ÛÁÇ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÕÔÉÍÏÖÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔØÓÑ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÏÓØÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ: ÞÅÔÙÒÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ(ÓÅ×ÅÒ, ×ÏÓÔÏË, ÀÇ É ÚÁ�ÁÄ) ËÏÍÂÉÎÉÒÕÀÔÓÑ Ó Ä×ÕÍÑ �×ÅÔÁÍÉ (ÓÅÒÙÍ



11.3. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÅÎÙ: �ÏÌÎÙÊ ÏÂÈÏÄ 219É ÂÅÌÙÍ). ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÒÉÓÕÎËÁ, �ÕÔØ ÄÏÌÖÅÎ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ Ó ÓÅÒÏÇÏ ÛÁ-ÇÁ ÎÁ ÓÅ×ÅÒ, Á ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÂÅÌÙÍ ÛÁÇÏÍ ÎÁ ÓÅ×ÅÒ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ × ÓÉÌÕ ÎÁÛÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ (ÎÅÌØÚÑÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ Ä×Á ÒÅÂÒÁ ÏÄÎÏÊ �ÁÒÙ É ÎÅÌØÚÑ Ä×ÁÖÄÙ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ). þÔÏ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÍÏÖÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÚÁ ÓÅÒÙÍ ÛÁÇÏÍ ÎÁÓÅ×ÅÒ? åÝ£ ÏÄÉÎ ÓÅÒÙÊ ÛÁÇ ÎÁ ÓÅ×ÅÒ, ÓÅÒÙÊ ÛÁÇ ÎÁ ÚÁ�ÁÄ ÉÌÉ ÂÅÌÙÊÛÁÇ ÎÁ ×ÏÓÔÏË. úÁ ÓÅÒÙÍ ÛÁÇÏÍ ÎÁ ÚÁ�ÁÄ ÍÏÖÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÓÅÒÙÊ ÛÁÇÎÁ ÚÁ�ÁÄ ÉÌÉ ÓÅÒÙÊ ÛÁÇ ÎÁ ÓÅ×ÅÒ. òÁÚÂÉÒÁÑ �ÏÏÞÅÒ£ÄÎÏ ×ÓÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ,ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ �ÕÔØ, ÎÁÞÁ×ÛÉÓØ ÓÅÒÙÍ ÛÁÇÏÍ ÎÁ ÓÅ×ÅÒ, ÎÉËÏÇÄÁÎÅ ×ÙÊÄÅÔ (ÅÓÌÉ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔ �ÒÁ×ÉÌ) ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
{ÓÅÒÙÊ ÛÁÇ ÎÁ ÓÅ×ÅÒ, ÓÅÒÙÊ ÛÁÇ ÎÁ ÚÁ�ÁÄ,ÂÅÌÙÊ ÛÁÇ ÎÁ ×ÏÓÔÏË, ÂÅÌÙÊ ÛÁÇ ÎÁ ÀÇ}.ðÏÜÔÏÍÕ ÂÅÌÙÊ ÛÁÇ ÎÁ ÓÅ×ÅÒ (ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ × �ÕÔÉ)ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ, É ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ×ÅÒÈ É ÎÉÚ ÒÉÓÕÎËÁ ÎÅÌØÚÑ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ�ÕÔ£Í, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍ �Ï Ä×ÕÍ Ò£ÂÒÁÍ ÏÄÎÏÊ �ÁÒÙ. �11.2.10. ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ, �Ï ÏÞÅÒÅÄÉÏÂ×ÏÄÑ ËÒÁÓÎÙÍ É ÓÉÎÉÍ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÌÅÔÏË (ÚÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÍÏÖÎÏ ÏÂ×ÅÓÔÉÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÌÀÂÏÊ ËÌÅÔËÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÅÝ£ ÎÅ ÏÂ×ÅÄÅÎÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ×ÔÏÒÏÊ ÍÏÖÅÔ ×ÏÓ�ÒÅ�ÑÔÓÔ×Ï×ÁÔØ �ÅÒ×ÏÍÕ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ �ÕÔØÉÚ ÌÉÎÉÊ Ó×ÏÅÇÏ �×ÅÔÁ.[õËÁÚÁÎÉÅ. ïÎ ÍÏÖÅÔ �ÏÍÅÛÁÔØ �ÅÒ×ÏÍÕ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �Ï×ÅÒÎÕÔØ Ó ÚÁ-�ÁÄÁ ÎÁ ÓÅ×ÅÒ, ÒÁÚÂÉ× ×ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÌÅÔÏË ÎÁ �ÁÒÙ É ÎÅ ÄÁ×ÁÑ �ÏËÒÙÔØÏÂÁ ÞÌÅÎÁ �ÁÒÙ.℄ �11.2.11. (äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ) îÁ �ÏÌÅ ÄÌÑ ÉÇÒÙçÅÊÌÁ (ÒÉÓ. 11.2) ËÁÖÄÁÑ ÉÚ �ÕÎËÔÉÒÎÙÈ ÌÉÎÉÊ ÏÂ×ÅÄÅÎÁ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏ-ÓÔØÀ 1=2 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÕÔØ ÏÔ ÌÅ×ÏÊ ÄÏ �ÒÁ×ÏÊÓÔÏÒÏÎÙ (�Ï ÏÂ×ÅÄ£ÎÎÙÍ ÌÉÎÉÑÍ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=2. �11.3. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÅÎÙ: �ÏÌÎÙÊ ÏÂÈÏÄëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ãÅÒÍÅÌÏ, ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑÏ�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÍÅÔØ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ �ÅÎÙ ×ÓÅÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ �ÏÚÉ�ÉÉ ÉÇÒÙ ÏÂÒÁ-ÚÕÀÔ ÄÅÒÅ×Ï (×ÅÄÕÝÉÅ ××ÅÒÈ Ò£ÂÒÁ ÄÅÒÅ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ× ÄÁÎÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ÈÏÄÁÍ) É �ÏËÁÖÅÍ, ËÁË �ÒÉÍÅÎÉÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÏÂÈÏÄÁÄÅÒÅ×Á (ÇÌÁ×Á 3).



220 11. áÎÁÌÉÚ ÉÇÒîÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ òÏÂÏÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ × ËÁÖÄÙÊ ÍÏ-ÍÅÎÔ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á É ÕÍÅÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ ËÏÍÁÎÄÙ××ÅÒÈ ÎÁÌÅ×Ï, ×�ÒÁ×Ï É ×ÎÉÚ. òÏÂÏÔ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ × ËÏÒÎÅ ÄÅÒÅ×Á(ÒÏÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÅ�ÅÒØ ÉÇÒÁÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ �ÏÚÉ�ÉÑ ÉÇÒÙ). òÁÎØÛÅ òÏÂÏÔÕÍÅÌ ÅÝ£ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ; ÔÅ�ÅÒØ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÍÏ-ÖÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÉ� ÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒ£È: max, min É final,ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁÍ íÁËÓÁ, íÉÎÁ É ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ) É ÍÏÖÅÔÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ ÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁËÌÀÞÉ-ÔÅÌØÎÏÊ.11.3.1. îÁ�ÉÛÉÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ Õ�ÒÁ×ÌÑÅÔ òÏÂÏÔÏÍ É ×ÙÞÉ-ÓÌÑÅÔ �ÅÎÕ ÉÇÒÙ.òÅÛÅÎÉÅ. îÁ�ÉÛÅÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ, ËÏÔÏÒÁÑ, ÎÁÞÁ× Ó ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÏÂÈÏÄÉÔ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔ òÏÂÏÔÁÎÁ ÍÅÓÔÏ É ÓÏÏÂÝÁÅÔ �ÅÎÕ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÇÄÅ ÏÎÁ ÎÁÞÁÌÁ É ËÏÎÞÉÌÁ):pro
edure find_
ost (var 
: integer)var x: integer;beginif ÔÉ� = final then begin
:= ÓÔÏÉÍÏÓÔØ;end else if ÔÉ� = max then begin××ÅÒÈ_ÎÁÌÅ×Ï;find_
ost (
);{
 = ÍÁËÓÉÍÕÍ �ÅÎ ÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÂÒÁÔØÅ× ÓÌÅ×Á}while ÅÓÔØ_Ó�ÒÁ×Á do begin×�ÒÁ×Ï;find_
ost (x);
 := max (
,x);end;{
=�ÅÎÁ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÏÄ ÔÅËÕÝÅÊ}×ÎÉÚ;end else begin {ÔÉ� = ÍÉÎ}...ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ max(
,x) ÎÁ min(
,x)end;end;íÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ Õ ×ÅÒÛÉÎ ÔÉ�Á max É min ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÉÎ ÓÙÎ (×ÅÒÛÉÎÙ ÂÅÚ ÓÙÎÏ×ÅÊ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ, É ÍÙ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÔÎÅÓÅÎÙ Ë ÔÉ�Õ final). �11.3.2. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÅÎÙÉÇÒÙ (ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÄÅÒÅ×ÏÍ, �Ï ËÏÔÏÒÏÍÕ ÈÏÄÉÔ òÏÂÏÔ).



11.3. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÅÎÙ: �ÏÌÎÙÊ ÏÂÈÏÄ 221òÅÛÅÎÉÅ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÒÅËÕÒÓÉÀ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÒÁÎÉÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÔÅË.÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÔÅËÁ ÂÕÄÅÔ ÈÒÁÎÉÔØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀÏÂ ÏÄÎÏÍ ÉÚ �ÒÅÄËÏ× ÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÞÅÍ ÄÁÌØÛÅ, ÔÅÍ ÇÌÕÂÖÅ | ÎÁÄÎÅ ÓÔÅËÁ ÂÕÄÅÔ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ Ï ËÏÒÎÅ). ëÏÇÄÁ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍÓÑ × ËÏÒÎÅ,ÓÔÅË �ÕÓÔ, �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ××ÅÒÈ �Ï ÄÅÒÅ×Õ ÏÎ ÕÄÌÉÎÑÅÔÓÑ, �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ×ÎÉÚ | ÕËÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ.ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÔÅËÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÁÒÕ; �ÅÒ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ |ÔÉ� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ (min/max), Á ×ÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ | ÍÉÎÉ-ÍÕÍ/ÍÁËÓÉÍÕÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÓÅÈ Å£ ÓÙÎÏ×ÅÊ ÌÅ×ÅÅ ÔÅËÕÝÅÇÏ. ÷ �ÒÏÇÒÁÍÍÅÉÚ ÇÌÁ×Ù 3 ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÌÉ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ: ïì ÏÚÎÁÞÁÌÏ,ÞÔÏ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÙ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÅ×ÅÅ ÔÅËÕÝÅÊ (ÔÅ, �ÕÔØ × ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔ-ËÌÏÎÑÅÔÓÑ ÎÁÌÅ×Ï ÏÔ �ÕÔÉ × ÔÅËÕÝÕÀ); ïìî ÏÚÎÁÞÁÌÏ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÙ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÅ×ÅÅ É ÎÁÄ ÔÅËÕÝÅÊ (ÜÔÏ ÂÙ×ÁÌÏ, ËÏÇÄÁ ÍÙ �ÒÏÈÏÄÉÌÉ×ÅÒÛÉÎÕ ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚ).ðÏÍÉÍÏ ÓÔÅËÁ (ËÏÔÏÒÙÊ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÈÒÁÎÉÔØ ÄÁÎÎÙÅ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ×ÙÛÅ) �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÅÝ£ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ 
. ÷ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ïì ÜÔÁ�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ, Á × ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ïìî ÏÎÁ ÈÒÁÎÉÔ �ÅÎÕ ÔÅ-ËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ �ÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÔØ ÜÔÏ, Ï�ÉÓÁ× ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÑ Ó �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ É ÓÔÅËÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ òÏÂÏÔÁ(ÓÒ. Ó. 64):
• {ïì, ÎÅ ÅÓÔØ Ó×ÅÒÈÕ} ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ {ïìî}:× �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ 
 ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍ �ÅÎÕ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÌÉÓÔÁ;
• {ïì, ÅÓÔØ Ó×ÅÒÈÕ} ××ÅÒÈ ÎÁÌÅ×Ï {ïì}:�ÅÒÅÄ ÔÅÍ, ËÁË ÉÄÔÉ ××ÅÒÈ, ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ × ÓÔÅË ÔÉ� ÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ(max/min) É ÚÎÁÞÅÎÉÅ −∞/+∞ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÍÅÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏÍÁËÓÉÍÕÍ �ÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁ×ÅÎ −∞, Á ÍÉÎÉÍÕÍ ÒÁ×ÅÎ +∞;
• {ÅÓÔØ Ó�ÒÁ×Á, ïìî} ×�ÒÁ×Ï {ïì}:ÏÂÎÏ×ÌÑÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ×ÅÒÛÉÎÅ ÓÔÅËÁ, ÂÅÒÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÌÉ ÍÉÎÉ-ÍÕÍ (× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÉ�Á ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÔÅËÁ) ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÏÊ 
;
• {ÎÅ ÅÓÔØ Ó�ÒÁ×Á, ÅÓÔØ ÓÎÉÚÕ, ïìî} ×ÎÉÚ {ïìî}:× �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ 
 �ÏÍÅÝÁÅÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ/ÍÉÎÉÍÕÍ (× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔÔÉ�Á ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÔÅËÁ) Å£ �ÒÅÖÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÅÓÔÅËÁ (ÏÎÏ ÚÁÂÉÒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÔÅËÁ, É ÓÔÅË ÕËÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ).ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÉ ÓÔÅËÁ É ÚÎÁ-ÞÅÎÉÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ 
 ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÀÔÓÑ, É �Ï ÏËÏÎÞÁÎÉÀ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÙÓÔÅË ÂÕÄÅÔ �ÕÓÔ, Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ 
 ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ �ÅÎÅ ÉÇÒÙ. �



222 11. áÎÁÌÉÚ ÉÇÒ11.3.3. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔØ ÜÔÕ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÅÎÙ ×ÓÅÈ×ÅÒÛÉÎ?[õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ïìî ÍÙ ÚÎÁÅÍ �ÅÎÕ ÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÉÔÁËÏÅ ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ.℄ �11.4. áÌØÆÁ-ÂÅÔÁ-�ÒÏ�ÅÄÕÒÁíÙ ×ÉÄÅÌÉ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÅÎÕ ÉÇÒÙ, ÏÂÏÊÄÑ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Å£ÄÅÒÅ×Á. ïÄÎÁËÏ ÉÎÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÜËÏÎÏÍÉÔØ É ÞÁÓÔØ ÄÅÒÅ×Á ÎÅ �ÏÓÅÝÁÔØ.ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÇÒÁ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÉÓÈÏÄÁ (×ÙÉÇÒÙÛ É �ÒÏÉÇÒÙÛ) É ÍÙÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ (�ÏÓÌÅ �ÒÏÓÍÏÔÒÁ ÞÁÓÔÉ ÄÅÒÅ×Á), ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÈÏÄ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÁÓ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÍ. �ÏÇÄÁ ÎÅÔ ÓÍÙÓÌÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÅÈÏÄÙ. âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÈÏÄ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÉÊ ÎÁÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÙÊ ×ÙÉÇÒÙÛ (ÄÏ�ÕÓËÁÅÍÙÊ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ ÉÇÒÙ), ÔÏ ÎÅÔ ÓÍÙÓÌÁ ÉÓËÁÔØÄÁÌØÛÅ.ðÏÄÏÂÎÁÑ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÑ ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ × ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁÍÙ ÚÎÁÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ×ÙÉÇÒÙÛ. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÅÒÅ-×Ï ÉÇÒÙ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÊ ×ÉÄ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 11.6, �ÒÉÞ£Í a> b É ÍÙ ÏÂÈÏÄÉÍ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÅÒÅ×Á ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï. �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅ �ÒÏÓÍÏÔÒÁ ×ÅÒÛÉÎÙ a ÍÙ
max mina b

òÉÓ. 11.6. ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÑ ×ÏÚÍÏÖÎÁ �ÒÉ a> b.ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ �ÅÎÁ ËÏÒÎÅ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ a. ðÅÒÅÊÄÑ Ë min-×ÅÒÛÉÎÅÉ �ÒÏÓÍÏÔÒÅ× Å£ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÙÎÁ b, ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ, ÞÔÏ �ÅÎÁ min-×ÅÒÛÉÎÙÎÅ ÂÏÌØÛÅ b É (�ÒÉ b6 a) ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �Ï×ÌÉÑÔØ ÎÁ �ÅÎÕ ËÏÒÎÑ. ðÏÜÔÏÍÕÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÓÅÒÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ) É ÉÈ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑ ÎÁÍ�ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ÎÕÖÎÏ.ðÒÉÍÅÎ£ÎÎÕÀ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÀ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÁË.ðÒÉÓÔÕ�ÁÑ Ë Ï�ÅÎËÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏ-ÍÅÖÕÔÏË [m;M ℄, × �ÒÅÄÅÌÁÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ �ÅÎÁ ÜÔÏÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ | ÌÉÂÏ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÙÊÔÉ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ



11.4. áÌØÆÁ-ÂÅÔÁ-�ÒÏ�ÅÄÕÒÁ 223�ÒÏÍÅÖÕÔËÁ (ËÁË × �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÌÕÞÛÅ ×ÙÉÇÒÙÛÁ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅÂÙ×ÁÅÔ), ÌÉÂÏ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÁÍ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÁ£Ô (ËÁË ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ �ÅÎÙ ÍÅÎØÛÅ a ÄÌÑ ÎÁÓ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙ ÏÔ a).âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ××ÅÄ£Í ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ x[a;b℄, ÇÄÅ x| ÞÉÓÌÏ, Á [a; b℄ |�ÒÏÍÅÖÕÔÏË: x[a;b℄ =





a; ÅÓÌÉ x6 a;x; ÅÓÌÉ a6 x6 b;b; ÅÓÌÉ b6 x.äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, x[a;b℄ | ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ Ë x ÔÏÞËÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b℄, ËÏ-ÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ��ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍ Ë [a; b℄ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ x�. �Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ �ÒÏÓÍÏÔÒÁ ×ÅÒÛÉÎÙ a ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 11.6 ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕ-ÅÔ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ Ë [a;+∞℄ �ÅÎÁ min-×ÅÒÛÉÎÙ (×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÍÅÎØÛÉÅ a,ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÎÙ), Á �ÏÓÌÅ �ÒÏÓÍÏÔÒÁ ×ÅÒÛÉÎÙ b ÜÔÁ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ �ÅÎÁ ÕÖÅÉÚ×ÅÓÔÎÁ (ÒÁ×ÎÁ a). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÅÎÁ ÉÇÒÙ Ó Ä×ÕÍÑ ÉÓÈÏÄÁÍÉ
±1 ÒÁ×ÎÁ Å£ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ Ë ÏÔÒÅÚËÕ [−1;+1℄ �ÅÎÅ, É �ÏÓÌÅ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÇÏ ÈÏÄÁ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÑÓÎÙÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÅÎÁ ÒÁ×ÎÁ +1.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÁ�ÉÛÅÍ Ï�ÔÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ,× ËÏÔÏÒÏÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ Ë �ÒÏÍÅÖÕÔËÕ [a; b℄�ÅÎÁ ÉÇÒÙ × ÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ:pro
edure find_redu
ed_
ost (a,b: integer; var 
: integer)var x: integer;beginif ÔÉ� = final then begin
:= ÓÔÏÉÍÏÓÔØ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ Ë [a,b℄end else if ÔÉ� = max then begin××ÅÒÈ_ÎÁÌÅ×Ï;find_redu
ed_
ost (a,b,
);{
 = ÍÁËÓÉÍÕÍ �ÅÎÙ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÂÒÁÔØÅ× ÓÌÅ×Á,�ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ Ë [a,b℄while ÅÓÔØ_Ó�ÒÁ×Á and (
<b) do begin×�ÒÁ×Ï;find_redu
ed_
ost (
,b,x);
 := x;end;{
=�ÅÎÁ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÏÄ ÔÅËÕÝÅÊ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ Ë [a,b℄}×ÎÉÚ;end else begin {ÔÉ� = ÍÉÎ}...ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏend;end;



224 11. áÎÁÌÉÚ ÉÇÒüÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �-�-�ÒÏ�ÅÄÕÒÏÊ �Ï ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÍ�ÒÉÞÉÎÁÍ (ÇÒÁÎÉ�Ù ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉÓØ ÂÕË×ÁÍÉ � É �). ðÏÄÒÏÂÎÏ(ÚÁ�ÕÔÁÎÎÁÑ) ÉÓÔÏÒÉÑ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ï�ÉÓÁÎÁ × ÓÔÁÔØÅ ëÎÕÔÁ É íÕ-ÒÁ × ÖÕÒÎÁÌÅ Arti�
ial Intelligen
e, 6(4), 293{326 (1975). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÏÎÉ �ÉÛÕÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÅÒÅÏÔËÒÙ×ÁÌÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ, ×ÎÁÞÁ-ÌÅ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÌÓÑ ËÁË Ü×ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ (Ô.Å. ÓÏËÒÁÝÁÀÝÉÊ �ÅÒÅÂÏÒ, ÎÏÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÉÊ ÔÏÞÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ), Á Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎ ÏÎ ÂÙÌ ×�ÅÒ×ÙÅ ×ÓÔÁÔØÅ âÒÕÄÎÏ 1963 ÇÏÄÁ �Ó ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ� (ËÁË�ÉÛÕÔ ëÎÕÔ É íÕÒ).åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÎÁÓËÏÌØËÏ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÑ �ÏÍÏÇÁ-ÅÔ ÕÍÅÎØÛÉÔØ �ÅÒÅÂÏÒ? íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÊ �ÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØÉÇÒÁ ÉÍÅÅÔ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÄÌÉÎÕ, ÉÚ ËÁÖÄÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×ÁÈÏÄÁ, ÉÇÒÏËÉ ÈÏÄÑÔ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ, ËÁÖÄÙÊ ÄÅÌÁÅÔ n ÈÏÄÏ× É �ÅÎÙ ÌÉÓÔØÅ×ÒÁ×ÎÙ 0 ÉÌÉ 1. äÅÒÅ×Ï ÔÁËÏÊ ÉÇÒÙ | �ÏÌÎÏÅ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï, min-É max-ÕÒÏ×ÎÉ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ, × ÌÉÓÔØÑÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉ�Ù, É ÎÕÖÎÏ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ËÏÒÎÅ. (åÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ 1 = ÉÓÔÉÎÁ, 0 = ÌÏÖØ,ÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ É ÍÉÎÉÍÕÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍ OR (éìé) É AND(é), �ÏÜÔÏÍÕ ÉÎÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÏÂ AND-OR-ÄÅÒÅ×Å.)óËÏÌØËÏ ÌÉÓÔØÅ× ÎÕÖÎÏ �ÏÓÅÔÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ËÏÒ-ÎÅ? îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÏ ÌÉÓÔØÅ× 22n ÄÌÑ ÄÅÒÅ×Á Ó 2n ÕÒÏ×ÎÑÍÉ (ËÁÖÄÙÊÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ÄÅÌÁÅÔ n ÈÏÄÏ×).11.4.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÌÉÓÔØÑÈ Ï�ÉÓÁÎÎÙÊÎÁÍÉ Ï�ÔÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2n ÌÉÓÔØÅ×.òÅÛÅÎÉÅ. îÁ ÕÒÏ×ÎÅ 2 ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. ÷ ÈÏÄÅ ÒÁÂÏÔÙÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÏÌÖÅÎ ÕÚÎÁÔØ �ÅÎÕ ÉÇÒÙ ÈÏÔÑ ÂÙ × Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ. ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ ÎÉÖÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÅÓÔØ min-×ÅÒÛÉÎÁ. åÓÌÉ × ÎÅÊ ÎÕÌØ, ÔÏ× ÏÄÎÏÍ ÉÚ Å£ ÓÙÎÏ×ÅÊ ÔÏÖÅ ÎÕÌØ. á ÒÁÚ ÜÔÏ max-×ÅÒÛÉÎÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÕÓÔÁ-ÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ �ÅÎÕ ÏÂÏÉÈ ÓÙÎÏ×ÅÊ (ÒÁ×ÎÕÀ ÎÕÌÀ).÷ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ: × ËÏÒÎÅ ÅÄÉÎÉ�Á. �ÏÇÄÁ × ÏÂÅÉÈ ÅÇÏ ÓÙÎÏ×ØÑÈ ÄÏÌÖÎÁÂÙÔØ ÅÄÉÎÉ�Á, É ÞÔÏÂÙ ÂÙÔØ × ÜÔÏÍ Õ×ÅÒÅÎÎÙÍ, ÎÕÖÎÏ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ�ÏÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ÏÄÎÏÇÏ ÓÙÎÁ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÄÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ 2 ÎÕÖÎÙ Ä×Á ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ 4 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ | × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ 2n ÎÕÖÎÏÚÎÁÔØ 2n ÚÎÁÞÅÎÉÊ. �äÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ Ï ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÍ×ÙÛÅ. îÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ: ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÌÉ-ÓÔØÑÈ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ËÏÒÎÅ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÍÅÎÅÅ 2n ÚÎÁÞÅÎÉÊ.11.4.2. ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.



11.4. áÌØÆÁ-ÂÅÔÁ-�ÒÏ�ÅÄÕÒÁ 225[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÕÖÅ ×Ó£ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÜÔÏ ÏÆÏÒ-ÍÉÔØ.℄ ��ÏÌØËÏ ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÏÔÎÏÓÉÌÁÓØ Ë ÓÁÍÏÍÕ ÂÌÁÇÏ�ÒÉÑÔÎÏÍÕÓÌÕÞÁÀ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÁ�ÒÏÔÉ×, ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÎÁÉÈÕÄ-ÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.11.4.3. ðÕÓÔØ Õ ÎÁÓ Ó�ÒÁÛÉ×ÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÌÉÓÔØÑÈ AND-OR-ÄÅÒÅ×Á× ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÎÁÍ �ÏÒÑÄËÅ, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ�Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÕÓÍÏÔÒÅÎÉÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ (�ÏËÁ ÅÓÔØ ÈÏÔØ ÏÄÎÏ ÎÅ ÎÁÚ×ÁÎÎÏÅÚÎÁÞÅÎÉÅ) �ÅÎÁ ËÏÒÎÑ ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÂÙ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÇÌÁ ÂÙÔØÉ ÎÕÌ£Í, É ÅÄÉÎÉ�ÅÊ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÅÝ£ ÎÅ ÎÁÚ×ÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ).üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ �ÅÎÙ ËÏÒ-ÎÑ × ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÎÅÂÌÁÇÏ�ÒÉÑÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÎÕÖÄÅÎ ÏÂÈÏÄÉÔØ ×ÓÅ ÌÉÓÔØÑ(× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÛ Ï�ÔÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÉËÁËÏÇÏ ×ÙÉÇÒÙÛÁ ÎÅÄÁ£Ô).òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ×ÙÓÏÔÅ ÄÅÒÅ×Á. ðÕÓÔØËÏÒÅÎØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ AND-×ÅÒÛÉÎÏÊ. �ÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÏÔÔÑÇÉ×ÁÔØ (�Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÄÅÔÑÈ ËÏÒÎÑ, Á ËÏÇÄÁ ÄÁÌØÛÅÏÔÔÑÇÉ×ÁÔØ ÂÕÄÅÔ ÎÅÌØÚÑ (�ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÌÉÓÔ �ÏÄÄÅÒÅ×Á ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÙÍ), ÓÄÅÌÁÅÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï ÂÙÌÏ ÉÓÔÉÎÎÙÍ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍÚÎÁÞÅÎÉÅ × ËÏÒÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ × ÄÒÕÇÏÍ �ÏÄÄÅÒÅ×Å É ÍÏÖÅÔÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ ÄÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ. �âÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÞÉÓÌÁ Ï�ÒÏÛÅÎÎÙÈ ÌÉ-ÓÔØÅ×. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ find redu
ed 
ost �ÒÉÍÅÎÑÅÔ-ÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ AND-OR-ÄÅÒÅ×Õ (Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙ-ÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × ÌÉÓÔØÑÈ), ÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÏÒÑÄÏË �ÒÏÓÍÏÔÒÁÄ×ÕÈ Å£ ÄÅÔÅÊ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ. �ÏÇÄÁ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÏÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈÌÉÓÔØÅ× ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ.11.4.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ×ÅÌÉÞÉÎÙ (ÓÒÅÄÎÅÅ �Ï ×ÓÅÍ �ÏÒÑÄËÁÍ �ÒÏÓÍÏÔÒÏ×) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ AND-OR-ÄÅÒÅ×Á ×ÙÓÏÔÙ 2n (Ó 4n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 3n.òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ n = 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÅÒÅ×Ï ÇÌÕÂÉ-ÎÙ 2. ðÕÓÔØ ÅÇÏ ËÏÒÅÎØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ AND-×ÅÒÛÉÎÏÊ. åÓÌÉ × ËÏÒÎÅ ÎÁÈÏÄÉÔ-ÓÑ 0, ÔÏ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ 0; 0 ÉÌÉ 0; 1. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ�ÒÏÓÍÏÔÒÅÔØ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ (ÎÁÊÄÑ �ÅÒ×ÙÊ ÎÕÌØ, ÍÙ ÎÅ ÉÝÅÍ ×ÔÏÒÏÊ).÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=2 ÎÁÍ È×ÁÔÉÔ Ä×ÕÈ, Á Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏ-ÓÔØÀ 1=2 �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÔÒÉ ÉÌÉ ÞÅÔÙÒÅ. åÓÌÉ ÖÅ × AND-ËÏÒÎÅ ÎÁÈÏÄÉÔ-ÓÑ 1, ÔÏ × ÏÂÅÉÈ OR-×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÅÄÉÎÉ�Á, É ÎÁ



226 11. áÎÁÌÉÚ ÉÇÒËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÎÕÖÎÏ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 3=2 �ÒÏÓÍÏÔÒÏ× ÌÉÓÔØÅ×(Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 1=2 ÍÙ ÓÒÁÚÕ �Ï�ÁÄÁÅÍ × ÌÉÓÔ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊÉ ×ÔÏÒÏÊ ÌÉÓÔ ÎÅ ÓÍÏÔÒÉÍ).äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. ðÕÓÔØÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÚÁ�ÒÁÛÉ×ÁÅÍÙÈ ÌÉÓÔØÅ× ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÇÌÕ-ÂÉÎÙ 2k ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 3k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÒÅ×Ï ÇÌÕÂÉÎÙ 2k + 2 Ó ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × ÌÉÓÔØÑÈ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ �ÏÒÑÄËÁ ÎÁ�ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÕÒÏ×ÎÑÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ×ÅÒÛÉÎ ×ÙÓÏÔÙ 2 ÂÕ-ÄÕÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÌÉ-ÓÔØÅ× �ÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÓÏÔÙ 2 (ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ �Ï ×ÓÅÍ�ÏÒÑÄËÁÍ ÏÂÈÏÄÁ) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 3k. äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÕÓÒÅÄÎÑÅÍ �Ï �ÏÒÑÄËÁÍÎÁ Ä×ÕÈ �ÅÒ×ÙÈ ÕÒÏ×ÎÑÈ É ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÂÏÌØÛÅ ÔÒ£È ×ÅÒÛÉÎ ×ÙÓÏÔÙ 2. �11.4.5. ðÏÌÕÞÉÔÅ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ �ÒÏÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈÌÉÓÔØÅ× × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ. [õËÁÚÁÎÉÅ. éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ ÒÁÚÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ËÏÒÎÅ; ÜÔÏ �ÏÚ×ÏÌÉÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ √3 × Ï�ÅÎËÅÎÁ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ (1 +√33)=4.℄ �11.4.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÌÉÓÔØÑÈ AND-OR-ÄÅÒÅ×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ �ÏÒÑÄÏË �ÒÏÓÍÏÔÒÁ ÓÙÎÏ×ÅÊ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ�ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÒÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n ÌÉÓÔØÅ×. �11.5. òÅÔÒÏÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚóÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉ Ï�ÉÓÁÎÎÏÅ × �ÒÏÛÌÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÕÌÕÞÛÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÁ (�ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ �ÏÌÎÏÇÏ �ÅÒÅÂÏÒÁ Ë �-�-�ÒÏ�ÅÄÕÒÅ)? ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÄÁ: × ÎÁÛÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ 4n Ë 3n ÄÁ£Ô ×ÙÉÇÒÙÛ × (4=3)n ÒÁÚ,Á (4=3)n ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÒÁÓÔ£Ô Ó ÒÏÓÔÏÍ n. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜËÓ-�ÏÎÅÎÔÁ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÏÊ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ Å£ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑÓ 4 ÄÏ 3, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÅÖÄÙ �ÏÌÎÏÓÔØÀ �ÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÄÁÖÅ ÎÅ ÏÞÅÎØÓÌÏÖÎÕÀ É ÄÏÌÇÕÀ ÉÇÒÕ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÏÞÔÉ ÎÅÔ.ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÏÂÙÞÎÏ ×ÙÂÉÒÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ Ï�ÅÎËÕ �ÏÚÉ-�ÉÉ | ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ �Ï ÍÎÅÎÉÀ �ÒÁËÔÉËÏ×ËÁË-ÔÏ ÏÔÒÁÖÁÅÔ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ (ÓËÁÖÅÍ, ÍÁÔÅ-ÒÉÁÌØÎÙÊ �ÅÒÅ×ÅÓ × ÛÁÈÍÁÔÁÈ). úÁÔÅÍ ×ÍÅÓÔÏ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÉÇÒÙ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÉÇÒÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÂÏÌØ-ÛÏÅ ÞÉÓÌÏ k ÈÏÄÏ×, Á ÚÁÔÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÉÇÒÙ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ, É × ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔ �ÅÒÅÂÏÒ (�ÒÉÍÅÎÑÑ �-�-Ï�ÔÉ-ÍÉÚÁ�ÉÀ). ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÉÇÒÅ, ÎÏÞÔÏ �ÏÄÅÌÁÅÛØ.



11.5. òÅÔÒÏÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ 227âÙ×ÁÀÔ, ÏÄÎÁËÏ, É ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ ÕÄÁ£ÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÅÎÕ ÄÁÎÎÏÊ�ÏÚÉ�ÉÉ ÔÏÞÎÏ. üÔÏ ÕÄÁ£ÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÄÌÑ ÛÁÈÍÁÔÎÙÈ ÜÎÄÛ�ÉÌÅÊ Ó ÎÅ-ÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÆÉÇÕÒ | ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÞÉÔÁÔØ, ÚÁ ËÁËÏÅ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ× ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÍÁÔ ËÏÒÏÌ£Í, ÓÌÏÎÏÍ É ËÏÎ£Í�ÒÏÔÉ× ÏÄÉÎÏËÏÇÏ ËÏÒÏÌÑ × ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ. úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ× ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÒÑÔØÓÑ ÄÅÓÑÔËÁÍÉ, Á ËÁÖÄÙÊ ÈÏÄÉÍÅÅÔ ÄÅÓÑÔËÉ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×, �ÏÜÔÏÍÕ Ï �ÏÌÎÏÍ �ÅÒÅÂÏÒÅ (ÉÌÉ ÄÁÖÅ Ï ÎÅ-ÓËÏÌØËÏ ÓÏËÒÁÝ£ÎÎÏÍ) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÄÔÉ É ÒÅÞÉ.11.5.1. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÄÒÕÇÏÊ �ÏÄÈÏÄ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÚÉ�ÉÊ (ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÞÅÔÙÒ£È Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÈÆÉÇÕÒ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ ÜÔÏ 644 = 224 = 16 �ÍÅÇÁ�ÏÚÉ�ÉÊ�; Ó ÕÞ£ÔÏÍÏÞÅÒ£ÄÎÏÓÔÉ ÈÏÄÁ ÂÕÄÅÔ 32 ÍÅÇÁ�ÏÚÉ�ÉÉ; ÍÁÓÓÉ× ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ �ÏÍÅ-ÝÁÅÔÓÑ × �ÁÍÑÔØ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÏ× ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ).òÅÛÅÎÉÅ. úÁ×ÅÄ£Í ÍÁÓÓÉ×, ÏÔ×ÅÄÑ ÑÞÅÊËÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ. ðÒÏ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ É ÏÔÍÅÔÉÍ ×ÓÅ ÍÁÔÏ×ÙÅ �ÏÚÉ�ÉÉ (ÚÁ�ÉÓÁ× ÔÕÄÁÞÉÓÌÏ 0 × ÚÎÁË ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÏÚÉ�ÉÑ �ÒÏÉÇÒÁÎÁ É ÂÏÌØÛÅ ÈÏÄÉÔØ ÎÅÌØÚÑ).úÁÔÅÍ �ÒÏÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÓÓÉ× ÅÝ£ ÒÁÚ É �ÏÍÅÔÉÍ ËÁË ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÅ ×ÓÅ �Ï-ÚÉ�ÉÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ �ÏÊÔÉ × ÍÁÔÏ×ÙÅ (ÎÁ�ÉÛÅÍ ÔÁÍ 1 × ÚÎÁË ÔÏÇÏ,ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÉÇÒÁÔØ ÚÁ 1 ÈÏÄ). úÁÔÅÍ ÏÔÍÅÔÉÍ ×ÓÅ (ÅÝ£ ÎÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ)�ÏÚÉ�ÉÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÈÏÄÙ ×ÅÄÕÔ × �ÏÚÉ�ÉÉ Ó ÍÅÔËÏÊ 1, ÎÁ�ÉÓÁ×ÔÁÍ −2; ÏÎÉ �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÔÓÑ × Ä×Á ÈÏÄÁ. úÁÔÅÍ | �ÏÚÉ�ÉÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÅÓÔØ ÈÏÄ × �ÏÚÉ�ÉÉ Ó ÍÅÔËÏÊ −2 (ÎÁ�ÉÓÁ× ÔÁÍ 3), �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ | �ÏÚÉ�ÉÉ,ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÈÏÄÙ ×ÅÄÕÔ × 1- ÉÌÉ 3-�ÏÚÉ�ÉÉ (ÎÁ�ÉÓÁ× ÔÁÍ −4) É Ô. �.�ÁË ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÂÕÄÕÔ �ÏÑ×ÌÑÔØÓÑ ÎÏ×ÙÅ �ÏÍÅÔËÉ.ëÁË ÔÏÌØËÏ ÜÔÏ ËÏÎÞÉÔÓÑ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ÂÕÄÅÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÍÏÖÎÏÌÉ × ÎÅÊ ×ÙÉÇÒÁÔØ É ÓËÏÌØËÏ ÈÏÄÏ× ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ. �æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ãÅÒ-ÍÅÌÏ (ÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ÔÏÍ, ÓËÏÌØËÏ ÈÏÄÏ×ÄÏ ×ÙÉÇÒÙÛÁ ÉÌÉ �ÒÏÉÇÒÙÛÁ �ÒÉ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ ÉÇÒÅ).11.5.2. íÏÇÕÔ ÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÓÔÁÔØÓÑ ÎÅÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ �ÏÚÉ�ÉÉ É ÞÅÍÕÏÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ?ïÔ×ÅÔ. üÔÏ �ÏÚÉ�ÉÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÁ ÉÇÒÏËÁ ÍÏÇÕÔ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÕÀ ÉÇÒÕ ÂÅÚ �ÒÏÉÇÒÙÛÁ. ÷�ÒÏÞÅÍ, �ÒÁ×ÉÌÏ ÔÒÏ-ÅËÒÁÔÎÏÇÏ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑ �ÏÚÉ�ÉÉ × ÛÁÈÍÁÔÁÈ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔÓÞÉÔÁÔØ �ÁÒÔÉÀ ÎÉÞÅÊÎÏÊ. (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÕÞ£Ô ÜÔÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÓÌÏÖÎÑÅÔ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÅ�ÅÒØ × �ÏÎÑÔÉÅ �ÏÚÉ�ÉÉ ÎÁ-ÄÏ ×ËÌÀÞÁÔØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÆÉÇÕÒ ÎÁ ÄÏÓËÅÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ.) �



228 11. áÎÁÌÉÚ ÉÇÒá.ì.âÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÔÁËÏÊ �ÒÅÔÒÏ-Ó�ÅËÔÉ×ÎÙÊ� ÁÎÁÌÉÚ ÔÒÅÂÕÅÔ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ ÒÅÓÕÒÓÏ× É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ ÎÁ ÏÞÅÎØ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ �ÁÍÑÔÉ, ÈÏÔÑ ÄÌÑ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅ �ÒÏÓÔÁ: �ÕÓÔØ ÂÅÌÙÅ ÉÍÅÀÔ ËÏÒÏÌÑ ÎÁ �ÏÌÅ 
3, ËÏÔÏÒÏÇÏÉÍ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÏ Ä×ÉÇÁÔØ, É ÆÅÒÚÑ (ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÄÒÕÇÏÍ �ÏÌÅ) É ÈÏÔÑÔ �Ï-ÓÔÁ×ÉÔØ ÍÁÔ ÏÄÉÎÏËÏÍÕ Þ£ÒÎÏÍÕ ËÏÒÏÌÀ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ (ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÓÔØËÏÒÏÌÑ), ÚÁÔÒÕÄÎÑÀÝÅÅ ÖÉÚÎØ ÞÅÌÏ×ÅËÕ-ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÕ, ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÁÎÁÌÉÚ(ÕÍÅÎØÛÁÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÚÉ�ÉÊ �ÏÞÔÉ ÞÔÏ × 64 ÒÁÚÁ ÚÁ ÓÞ£Ô ÔÏÇÏ, ÞÔÏÎÅ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÒÏÌÑ!)éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÔÁÂÌÉ�Ù Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ �ÒÉÍÅÎÅ-ÎÉÅÍ ÍÅÔÏÄÁ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ (ÍÙ ÎÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ �ÅÎÕÉÇÒÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ �ÏÚÉ�ÉÉ ÓÎÏ×Á É ÓÎÏ×Á, ÏÂÈÏÄÑ ÄÅÒÅ×Ï, Á ÚÁ-�ÏÌÎÑÅÍ ÔÁÂÌÉ�Õ �ÅÎ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ).



12. ïð�éíáìøîïåëïäéòï÷áîéå12.1. ëÏÄÙéÍÅÑ 2n ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ n ÂÉÔÁ-ÍÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 2n ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÉÚ n ÂÉÔÏ×. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖ-ÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ 4 = 22 ÓÉÍ×ÏÌÁ á, ç, �, ã (ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ �ÒÉ ÚÁ�É-ÓÉ ÇÅÎÏÍÏ×) Ä×ÕÈÂÉÔÏ×ÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ 00, 01, 10 É 11. äÒÕÇÏÊ �ÒÉ-ÍÅÒ: �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÉÚ 8 ÂÉÔÏ× (ÂÁÊÔÁÍÉ) ÍÏÖÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ256 ÓÉÍ×ÏÌÏ× (É ÜÔÏÇÏ È×ÁÔÁÅÔ ÎÁ ÌÁÔÉÎÓËÉÅ É ÒÕÓÓËÉÅ ÂÕË×Ù, ÚÎÁËÉ�ÒÅ�ÉÎÁÎÉÑ É ÄÒ.).âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ: �ÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎ ÁÌÆÁ×ÉÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ ÉÌÉ ÂÕË×ÁÍÉ ÜÔÏÇÏÁÌÆÁ×ÉÔÁ. ëÏÄÏÍ ÄÌÑ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ (ÔÁÂÌÉ�Á) �, ËÏ-ÔÏÒÁÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ a ÉÚ A ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï �(a), ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÍÏÅ ËÏÄÏ×ÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ, ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ËÏÄÏÍ ÜÔÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ. (ä×ÏÉÞÎÏÅÓÌÏ×Ï | ËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�.) îÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ,ÞÔÏÂÙ ËÏÄÙ ×ÓÅÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÉÍÅÌÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÄÌÉÎÙ.íÙ ÄÏ�ÕÓËÁÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÉÍÅÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ËÏÄÙ. óÏ-ÇÌÁÓÎÏ ÎÁÛÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ×ÓÅ ÂÕË×Ù ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÚÁËÏÄÉ-ÒÏ×ÁÔØ ÓÌÏ×ÏÍ 0 (É ÄÁÖÅ �ÕÓÔÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ) | ÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÁËÏÊ ËÏÄ ÂÕÄÅÔÂÅÓ�ÏÌÅÚÅÎ. èÏÒÏÛÉÊ ËÏÄ ÄÏÌÖÅÎ �ÏÚ×ÏÌÑÔØ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ (×ÏÓÓÔÁÎÏ-×ÌÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÍ×ÏÌÏ× �Ï Å£ ËÏÄÕ).æÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ÁÌÆÁ×ÉÔ A ÉËÏÄ � ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á P × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A (ÔÏ ÅÓÔØÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÄ×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï �(P ), ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁ�ÉÓÁÔØ �ÏÄÒÑÄ ËÏÄÙ×ÓÅÈ ÂÕË× ÉÚ P (ÂÅÚ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔÅÌÅÊ). ëÏÄ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÏÄÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÙ: �(P ) 6=�(P ′) �ÒÉ P 6=P ′.12.1.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒ£ÈÂÕË×ÅÎÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ {a; b; 
} É ËÏÄ �(a) = 0,�(b) = 01 É �(
) = 00. âÕÄÅÔ ÌÉ ÜÔÏÔ ËÏÄ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ?



230 12. ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅòÅÛÅÎÉÅ. îÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏ×Á aa É 
 ËÏÄÉÒÕÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï. �12.1.2. äÌÑ ÔÏÇÏ ÖÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÄ �(a) = 0, �(b) = 10É �(
) = 11. âÕÄÅÔ ÌÉ ÜÔÏÔ ËÏÄ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ?òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÔ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ËÁËÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÌÏ×Ï P �Ï ÅÇÏ ËÏÄÕ �(P ). åÓÌÉ �(P ) ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑÓ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï P ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó a. åÓÌÉ �(P ) ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑÓ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÔÏ ÓÌÏ×Ï P ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó b ÉÌÉ Ó 
 | ÞÔÏÂÙ ÕÚÎÁÔØ, Ó ÞÅÇÏÉÍÅÎÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÂÉÔ ÓÌÏ×Á �(P ). ÷ÏÓÓÔÁÎÏ×É×�ÅÒ×ÕÀ ÂÕË×Õ ÓÌÏ×Á P , ÍÙ ÚÁÂÙ×ÁÅÍ Ï ÎÅÊ É Ï Å£ ËÏÄÅ, É �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍ×Ó£ ÓÎÁÞÁÌÁ. �÷ÅÒÎÏ É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. îÁÚÏ×£Í ËÏÄ �ÒÅÆÉËÓÎÙÍ, ÅÓÌÉËÏÄÙ ÂÕË× ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ (ÓÌÏ×Ï �(p) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á �(q), ÅÓÌÉ ÂÕË×Ù p É q ÒÁÚÌÉÞÎÙ).12.1.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ �ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-ÎÙÍ.òÅÛÅÎÉÅ. äÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ×ÅÓÔÉ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï. ðÅÒ×ÁÑ ÂÕË×Á×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: ÅÓÌÉ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÂÕË× p É q ÓÌÏ×Á �(p)É �(q) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ËÏÄÁ, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× �(p) É �(q) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ-ÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÌÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ. é ÔÁË ÄÁÌÅÅ. �12.1.4. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ËÏÄÁ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ �ÒÅ-ÆÉËÓÎÙÍ.[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ �(a) = 0, �(b) = 01, �(
) = 11. üÔÏÔ ËÏÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÓÕÆÆÉËÓÎÙÍ�, ÎÏ ÎÅ �ÒÅÆÉËÓÎÙÍ.℄ �12.1.5. îÁÊÄÉÔÅ ÔÁÂÌÉ�Õ ÄÌÑ ÁÚÂÕËÉ íÏÒÚÅ. ïÂßÑÓÎÉÔÅ, �ÏÞÅÍÕ Å£ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ, ÈÏÔÑ ÏÎÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ �ÒÅÆÉËÓÎÙÍ,ÎÉ ÄÁÖÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ËÏÄÏÍ. �12.2. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ {íÁËÍÉÌÌÁÎÁúÁÞÅÍ ×ÏÏÂÝÅ ÎÕÖÎÙ ËÏÄÙ Ó ÒÁÚÎÏÊ ÄÌÉÎÏÊ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×? äÅÌÏ ×ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÒÁÚÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Ó ÒÁÚÎÏÊÞÁÓÔÏÔÏÊ, É ×ÙÇÏÄÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÞÁÓÔÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ËÏÒÏÔËÉÍÉ ÓÌÏ×Á-ÍÉ. (üÔÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÓÔÁÔÉ, ÕÞÉÔÙ×ÁÌÏÓØ �ÒÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÁÚÂÕËÉíÏÒÚÅ.)ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÂÕË×Ù a ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ Å£ ÞÁÓÔÏÔÁp(a) | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÒÉÞ£Í ÓÕÍÍÙ ÞÁÓÔÏÔ ×ÓÅÈ ÂÕË× ÒÁ×ÎÙ



12.2. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ {íÁËÍÉÌÌÁÎÁ 231ÅÄÉÎÉ�Å. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÄÁ � ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÒÅÄÎÀÀ ÄÌÉÎÕÜÔÏÇÏ ËÏÄÁ ËÁË ÓÕÍÍÕ E =∑ p(a)|�(a)|�Ï ×ÓÅÍ ÂÕË×ÁÍ a ∈ A, ÇÄÅ |�(a)| | ÄÌÉÎÁ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á �(a) ÂÕË×Ù a.(óÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ × ÓÌÏ×Å ÄÌÉÎÙ N ÂÕË×Á a ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑÓ ÞÁÓÔÏÔÏÊ p(a), ÔÏ ÔÁËÉÈ ÂÕË× ÂÕÄÅÔ Np(a) É ÎÁ ÉÈ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÕÊÄ£ÔNp(a)|�(a)| ÂÉÔÏ×; ÏÂÝÁÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÁ ÂÕÄÅÔ ∑Np(a)|�(a)| É × ÓÒÅÄÎÅÍÎÁ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÂÕË×Ù ÕÊÄ£Ô E ÂÉÔÏ×.)�Å�ÅÒØ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ: ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÞÁÓÔÏÔ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-ÎÙÊ ËÏÄ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÙ. �ÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ�ÅÒÅÂÏÒÏÍ (ÅÓÌÉ × ËÏÄÅ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÏÞÅÎØ ÄÌÉÎÎÏÅ ËÏÄÏ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï,ÔÏ ÅÇÏ ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ×ÅÌÉËÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÉÅ ËÏÄÙ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÔØ; ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×). îÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ É ÂÅÚ�ÅÒÅÂÏÒÁ, É × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÎÁÕÞÉÍÓÑ ÜÔÏ ÄÅÌÁÔØ.äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ �ÏÊÍ£Í, ÞÔÏ ÍÅÛÁÅÔ ÎÁÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á ËÏÒÏÔ-ËÉÍÉ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅ: ÄÌÉÎÙ n1; : : : ; nkËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ2−n1 + 2−n2 + : : :+ 2−nk 6 1;ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÍÕ × ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ëÒÁÆÔÁ {íÁËÍÉÌ-ÌÁÎÁ.12.2.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ�ÒÉÍÅÒÏ× ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ËÏÄÏ×. �12.2.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ{íÁËÍÉÌÌÁÎÁ.òÅÛÅÎÉÅ. ïÔÒÅÚÏË [0; 1℄ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Å �ÏÌÏ×ÉÎÙ. îÁÚÏ×£ÍÌÅ×ÕÀ I0, Á �ÒÁ×ÕÀ I1. ëÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÚÏÂØ£Í �Ï�ÏÌÁÍ: ÏÔÒÅÚÏË I0ÒÁÚÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÅ×ÕÀ �ÏÌÏ×ÉÎÕ I00 É �ÒÁ×ÕÀ I01, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ I1 ÄÅÌÉÔ-ÓÑ ÎÁ I10 É I11. é ÔÁË ÄÁÌÅÅ: ÌÀÂÏÍÕ Ä×ÏÉÞÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ x ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÏÔÒÅÚÏË Ix. äÌÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÅÓÔØ 2−|x|, ÇÄÅ |x| | ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á x.åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á y, ÔÏ ÏÔÒÅÚÏË Ix ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÒÅ-ÚÏË Iy; ÅÓÌÉ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× x É y ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÔÏÏÔÒÅÚËÉ Ix É Iy ÎÅ �ÅÒÅËÒÙ×ÁÀÔÓÑ (ÎÁ ÔÏÍ ÚÎÁËÅ, ÇÄÅ x É y ×�ÅÒ×ÙÅÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ, Ix É Iy �Ï�ÁÄÁÀÔ × ÒÁÚÎÙÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÔÒÅÚËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÌÏ×ÁÍ �ÒÅÆÉËÓÎÏ-ÇÏ ËÏÄÁ. ïÎÉ ÎÅ �ÅÒÅËÒÙ×ÁÀÔÓÑ. á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÕÍÍÁ ÉÈ ÄÌÉÎ ÎÅ ÂÏÌØÛÅÅÄÉÎÉ�Ù, ÞÔÏ É ÄÁ£Ô ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ {íÁËÍÉÌÌÁÎÁ. �



232 12. ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ12.2.3. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ k �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ n1; : : : ; nk, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ëÒÁÆÔÁ{íÁËÍÉÌÌÁÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ�ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ÄÌÑ k-ÂÕË×ÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ËÏ-ÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× n1; : : : ; nk.òÅÛÅÎÉÅ. é ÚÄÅÓØ �ÏÌÅÚÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÌÏ×Á-ÍÉ É ÏÔÒÅÚËÁÍÉ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÄÅÌÏ ÔÁË: Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊÏÔÒÅÚÏË [0; 1℄, É ÍÙ ×ÙÄÅÌÑÅÍ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÑÍ �Ï ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ.åÓÌÉ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌØ �ÒÉÈÏÄÉÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ ni, ÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÅÍÕ ÎÁÄÏ×ÙÄÁÔØ × �ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× ÄÌÉÎÏÊ 2−ni , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÈ ËÏÄÏ×ÙÍ ÓÌÏ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ ni. (�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÇÏÄÑÔÓÑ ÎÅ ÌÀÂÙÅ ÏÔÒÅÚËÉÔÁËÏÊ ÄÌÉÎÙ, Á ÌÉÛØ ��ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ�.) ëÏÄ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ�ÒÅÆÉËÓÎÙÍ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ ÒÁÚÎÙÈ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÎÅ ÄÏÌÖ-ÎÙ �ÅÒÅËÒÙ×ÁÔØÓÑ. îÁÍ ÄÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ×ÓÅÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ ÎÅÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù. ëÁË ÉÈ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÉÔØ? íÏÖÎÏ ÏÔ×ÏÄÉÔØ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅ-×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑÄÌÉÎ (ÔÏÇÄÁ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÂÕÄÕÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ �Ï-ÓÌÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎÎÙÈ). �12.2.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÙÄÅÌÑÔØ ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á (ÍÅÓÔÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ)ÍÏÖÎÏ É × �ÏÒÑÄËÅ �ÏÓÔÕ�ÌÅÎÉÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ (ËÁË ÉÎÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ, × �ÒÅ-ÖÉÍÅ on-line�): �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌØ �ÒÉÈÏÄÉÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ ni É ÕÈÏÄÉÔ Ó �ÒÁ×ÉÌØÎÏÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÄÌÉÎÙ 2−ni , �ÒÉÞ£Í ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ {íÁËÍÉÌÌÁÎÁ, ÔÏ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÕÊÄ£Ô ÏÂÉÖÅÎÎÙÍ (×ÓÅÍ È×ÁÔÉÔÍÅÓÔÁ, É �ÅÒÅÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÅÇÏ ÎÅ �ÒÉÄ£ÔÓÑ).[õËÁÚÁÎÉÅ. îÕÖÎÏ �ÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÁË ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÌÉÎ,×ÙÄÅÌÑÑ ËÁÖÄÏÍÕ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÀ ËÕÓÏË ÉÚ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÏÔ-ÒÅÚËÁ É ÄÏÒÁÚÂÉ×ÁÑ ÏÓÔÁÔÏË.℄ �12.2.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ{íÁËÍÉÌÌÁÎÁ ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ, ÎÏ É ×ÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ËÏÄÁ. (éÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÌ íÁËÍÉÌÌÁÎ; ëÒÁÆÔ ÄÏËÁÚÁÌÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ �ÒÅÆÉËÓÎÙÈ ËÏÄÏ×.)òÅÛÅÎÉÅ. åÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ; ÍÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í�ÒÏÓÔÏÅ É ËÒÁÓÉ×ÏÅ, ÈÏÔÑ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÇÁÄÏÞÎÏÅ, ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÉÍÅ-ÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ËÏÄ Ó k ËÏÄÏ×ÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ P1; : : : ; Pk. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÈ ÄÌÉÎÙ ni = |Pi| ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ëÒÁÆÔÁ{íÁË-ÍÉÌÌÁÎÁ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑÓÉÍ×ÏÌÙ a É b (ËÁËÁÑ ÒÁÚÎÉ�Á, ÉÚ ÞÅÇÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ËÏÄÙ?). úÁ�ÉÛÅÍ



12.2. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ {íÁËÍÉÌÌÁÎÁ 233ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅP1 + P2 + : : :+ Pk(ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ a É b, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ a É b, ÂÅÚ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅ�ÅÎØ). �Å�ÅÒØ (ÅÝ£ ÂÏÌÅÅÓÔÒÁÎÎÏÅ ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ) ×ÏÚ×ÅÄ£Í ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÓÔÅ-�ÅÎØ N (�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ) É ÒÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÑ�ÏÒÑÄÏË �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÎÅ ÓÏÂÉÒÁÑ ×ÍÅÓÔÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ) × ÏÄ-ÎÏÞÌÅÎÁÈ: (P1 + P2 + : : :+ Pk)N = ÓÕÍÍÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×:îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ËÏÄÁ ÓÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ 0; 10; 11 (ËÏÔÏÒÙÅ ÔÅ�ÅÒØ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑËÁË a; ba; bb) É ÄÌÑ N = 2 �ÏÌÕÞÁÅÍ(a+ ba+ bb)2 = (a+ ba+ bb)(a+ ba+ bb) == aa+ aba+ abb+ baa+ baba+ babb+ bba+ bbba+ bbbb:÷ ÜÔÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ ×ÓÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ (ÅÓÌÉ ÎÅ �ÅÒÅ-ÓÔÁ×ÌÑÔØ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ), É ÜÔÏ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ: ÔÁË ÂÕÄÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏÇÏ ËÏÄÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÎÉËÁËÏÅÓÌÏ×Ï ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÏ Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ �ÒÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÉ ËÏÄÏ-×ÙÈ ÓÌÏ×.�Å�ÅÒØ �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ a= b= 1=2 × ÎÁÛÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑÂÕË×, ÔÏ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÉÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ). óÌÅ×Á �ÏÌÕÞÉÔÓÑ(2−n1 + 2−n2 + : : :+ 2−nk)N(× ÓËÏÂËÅ ËÁË ÒÁÚ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÒÁÆÔÁ {íÁËÍÉÌÌÁÎÁ).ðÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÙ Ï�ÅÎÉÍ Ó×ÅÒÈÕ, ÓÇÒÕ��ÉÒÏ×Á× ÓÌÏ×Á �Ï ÄÌÉÎÁÍ: ÉÍÅ-ÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2l ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÄÌÉÎÙ l, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ 2−l,É �ÏÔÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ × ÓÕÍÍÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÅÄÉÎÉ�Ù,Á �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÔÏ ÅÓÔØN maxni. éÔÁË, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ(2−n1 + 2−n2 + : : :+ 2−nk)N <N maxni;É ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ N . åÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÏÌØÛÅÅÄÉÎÉ�Ù, ÔÏ �ÒÉ ÂÏÌØÛ�ÉÈN ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ (�ÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓÔ£Ô ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ËÏÄÁ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ {íÁËÍÉÌÌÁÎÁ. �



234 12. ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ12.3. ëÏÄ èÁÆÆÍÁÎÁ�Å�ÅÒØ ÚÁÄÁÞÁ Ï ËÏÄÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÙ �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÔÁ-ËÕÀ ÆÏÒÍÕ: ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ p1; : : : ; pk, ÒÁ×ÎÙÈ × ÓÕÍÍÅ ÅÄÉ-ÎÉ�Å, ÎÁÊÔÉ �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ n1; : : : ; nk, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ {íÁËÍÉÌÌÁÎÁ, Á ÓÕÍÍÁk∑i=1 piniÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ (ÓÒÅÄÉ ÎÁÂÏÒÏ× n1; : : : ; nk, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ). úÁÄÁÞÁ 12.2.5 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÒÅÄ-ÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÜÔÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ, Á ÚÁÄÁÞÁ 12.2.3ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÉÎÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, �ÒÉÞ£Í ÄÁÖÅ ÄÌÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏËÏÄÁ. ëÁË ÖÅ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÁ n1; : : : ; nk, ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÜÔÏÔ ÍÉÎÉÍÕÍ?12.3.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÂÕË× Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÄ×ÕÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ 1, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÞÁÓÔÏÔ ÂÕË×. �þÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁÞÎ£Í Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÒÏÓÔÙÈÚÁÍÅÞÁÎÉÊ.12.3.2. ðÕÓÔØ ÞÁÓÔÏÔÙ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ÕÂÙ×ÁÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ: p1 >> p2 > : : : > pk. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏ× Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÁÉÄÕÔ × ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ: n1 6 n2 6 : : :6 nk.òÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÂÙ ÂÏÌÅÅ ÒÅÄËÁÑ ÂÕË×Á ÉÍÅÌÁ ÂÙ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ËÏÄÏ-×ÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÔÏ, ÏÂÍÅÎÑ× ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á, ÍÙ ÓÏËÒÁÔÉÌÉ ÂÙ ÓÒÅÄÎÀÀ ÄÌÉÎÕËÏÄÁ. �12.3.3. ïÓÔÁÎÅÔÓÑ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ × ÓÉÌÅ, ÅÓÌÉÞÁÓÔÏÔÙ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ (×ÏÚÍÏÖÎÙ ÒÁ×ÎÙÅ)?òÅÛÅÎÉÅ. îÅÔ: ÅÓÌÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ ÂÕË×Ù Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ 1=3, ÔÏÏ�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÄ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏ× 1; 2; 2 (ÅÓÌÉ ÂÙ Ä×Á ËÏÄÏ×ÙÈÓÌÏ×Á ÉÍÅÌÉ ÄÌÉÎÕ 1, ÔÏ ÎÁ ÔÒÅÔØÅ ÕÖÅ ÎÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÂÙ ÍÅÓÔÁ), É ÏÎÉÍÏÇÕÔ ÉÄÔÉ × ÌÀÂÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. �úÁÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÉÓËÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÁ (ÄÌÑ ÎÅ×ÏÚ-ÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÞÁÓÔÏÔ) ÍÙ ×�ÒÁ×Å ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ËÏÄÁÍÉ, × ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÄÌÉÎÙ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ÎÅÕÂÙ×ÁÀÔ (�ÏÓËÏÌØËÕ ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÑ ÂÕË×ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÞÁÓÔÏÔ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÙËÏÄÁ).



12.3. ëÏÄ èÁÆÆÍÁÎÁ 23512.3.4. ðÕÓÔØ ÞÁÓÔÏÔÙ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ(p1 > p2 > : : :> pk), Á ÄÌÉÎÙ ÓÌÏ× × Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÍ ËÏÄÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ÎÅ-ÕÂÙ×ÁÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ n1 6 n2 6 : : : 6 nk. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ nk−1 = nk (�ÒÉk > 2).òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, É ÞÔÏ ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÁ-ÍÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ ËÏÄÏ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ nk. �ÏÇÄÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ{íÁË-ÍÉÌÌÁÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ,ËÒÏÍÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ (�ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ), ËÒÁÔÎÙ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÍÕ �ÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÓÌÁ-ÇÁÅÍÏÍÕ. úÎÁÞÉÔ, × ÜÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÅÓÔØ ÚÁ�ÁÓ, �ÒÉÞ£Í ÎÅ ÍÅÎØÛÉÊ�ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ. á ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ nk ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ, ÎÅÎÁÒÕÛÁÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÏÂ Ï�ÔÉÍÁÌØ-ÎÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ËÏÄÁ. �üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÉÓËÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÍÏÖÎÏÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÄÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ Ä×Å ÓÁÍÙÅ ÒÅÄËÉÅ ÂÕË×Ù ÉÍÅÀÔËÏÄÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ.12.3.5. ëÁË Ó×ÅÓÔÉ ÚÁÄÁÞÕ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÄÌÉÎ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× Ï�ÔÉÍÁÌØ-ÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÑ k ÞÁÓÔÏÔp1 > p2 > : : :> pk−2 > pk−1 > pkË ÚÁÄÁÞÅ �ÏÉÓËÁ ÄÌÉÎ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÑ k − 1 ÞÁÓÔÏÔp1; p2; : : : ; pk−2; pk−1 + pk(ÞÁÓÔÏÔÙ Ä×ÕÈ ÓÁÍÙÈ ÒÅÄËÉÈ ÂÕË× ÏÂßÅÄÉÎÅÎÙ)?òÅÛÅÎÉÅ. íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÄÙ Ónk−1 = nk. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ {íÁËÍÉÌÌÁÎÁ ÔÏÇÄÁ ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ ËÁË2−n1 + 2−n2 + : : :+ 2−nk−2 + 2−nk−1 + 2−nk == 2−n1 + 2−n2 + : : :+ 2−nk−2 + 2−n 6 1;ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ nk−1 = nk = n+ 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÁ n1; : : : ; nk−2; nÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ëÒÁÆÔÁ{íÁËÍÉÌÌÁÎÁ ÄÌÑ k − 1ÂÕË×. óÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÙ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ËÏÄÏ× ÂÕÄÕÔ Ó×ÑÚÁÎÙ:p1n1 + : : :+ pk−2nk−2 + pk−1nk−1 + pknk == p1n1 + : : :+ pk−2nk−2 + (pk−1 + pk)n+ [pk−1 + pk℄:ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ (Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÓËÏÂËÁ) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÉÒÁÅÍÏÇÏËÏÄÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁÄÏ ÏÓÔÁÌØÎÏÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÒÁÚ ÓÒÅÄ-ÎÀÀ ÄÌÉÎÕ ËÏÄÁ Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÌÏ× n1; : : : ; nk−2; n ÄÌÑ ÞÁÓÔÏÔ p1; p2; : : :: : : ; pk−2; pk−1 + pk. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ �ÏÌÏÖÉÔØ nk−1 = nk = n+ 1, É ÜÔÏÄÁÓÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÄ ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. �



236 12. ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅéÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÄÌÉÎ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×. ó ËÁÖÄÙÍ ×ÙÚÏ×ÏÍ ÞÉÓÌÏ ÂÕË× ÂÕ-ÄÅÔ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ, �ÏËÁ ÍÙ ÎÅ Ó×ÅÄ£Í ÚÁÄÁÞÕ Ë ÓÌÕÞÁÀ Ä×ÕÈ ÂÕË×, ËÏÇÄÁÏ�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÏ× 0 É 1. úÁÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ É ÓÁÍÉËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 12.2.3). îÏ �ÒÏÝÅ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ ÜÔÉ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÑ É ÓÒÁÚÕ ÉÓËÁÔØ ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ×ÅÄØ ÚÁÍÅÎÁ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ Ä×Á ÞÉÓÌÁn+ 1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á P ÎÁ Ä×Á ÓÌÏ×Á P0 É P1 ÎÁÅÄÉÎÉ�Õ ÂÏÌØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ (É ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÚÁÍÅÎÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÒÅÆÉËÓ-ÎÏÓÔØ ËÏÄÁ).ëÏÄ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÍÅÔÏÄÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÄÏÍ èÁÆÆÍÁÎÁ.íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÒÅÄÎÀÀ ÄÌÉÎÕ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈËÏÄÏ× (ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÞÁÓÔÏÔ ÂÕË×). ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÉ-ÓÌÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÄÁ èÁÆÆÍÁÎÁ.12.3.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ ÞÁÓÔÏÔÙ p1; : : : ; pk, ÓÄÅ-ÌÁ× O(k log k) Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ i-Å ËÏÄÏ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÚÁ×ÒÅÍÑ, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÅÇÏ ÄÌÉÎÅ.[õËÁÚÁÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÎËÁ ×ÒÅÍÅÎÉ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÉÌØÎÁÑ: ÔÏÌØ-ËÏ ÎÁ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÕ ÞÉÓÅÌ pi ÕÖÅ ÕÈÏÄÉÔ O(k log k) ÄÅÊÓÔ×ÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ,�ÒÉÍÅÎÑÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÎÕÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÏÒÔÉ-ÒÏ×ËÉ k ÞÉÓÅÌ �ÒÉ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÅ ÍÅÎØÛÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ. üÔÏ ÍÏÖÎÏÓÄÅÌÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÞÅÒÅÄÉ Ó �ÒÉÏÒÉÔÅÔÁÍÉ, ×ÙÎÉÍÁÑ Ä×Á ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÌÁ É ÄÏÂÁ×ÌÑÑ ÉÈ ÓÕÍÍÕ ÚÁ O(log k) ÄÅÊÓÔ×ÉÊ. üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÉÅ Ä×Å ÂÕË×Ù ÎÁÄÏ ÓÏÅÄÉÎÑÔØ × ÏÄÎÕ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ.ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ Ó ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÂÕË× ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÄÅÒÅ×Ï ËÏÄÏ×, �ÒÏ×ÏÄÑÒ£ÂÒÁ (�ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ 0 É 1) ÏÔ ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÊ ÂÕË×Ù Ë ËÁÖÄÏÊ ÉÚ Å£ �Ï-ÌÏ×ÉÎÏË. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ O(1) ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ. ðÏÓÌÅÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÔØ ËÏÄ ÌÀÂÏÊ ÂÕË×Ù ÍÏÖÎÏ ÓÉÍ×ÏÌÚÁ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ.℄ �12.4. ëÏÄ ûÅÎÎÏÎÁ {æÁÎÏíÙ ×ÉÄÅÌÉ, ËÁË ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÄ (ÉÍÅÀÝÉÊ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÒÅÄÎÀÀ ÄÌÉÎÕ) ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÞÁÓÔÏÔ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÁËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÎÅ ÄÁ£Ô ÎÉËÁËÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÙ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏËÏÄÁ (ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ ÞÁÓÔÏÔ pi). óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÁËÕÀÏ�ÅÎËÕ (Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1).12.4.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÏÔ p1; : : : ; pk(× ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�Å) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÄ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅH(p1; : : : ; pk) + 1, ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ H (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ ûÅÎÎÏÎÁ)



12.4. ëÏÄ ûÅÎÎÏÎÁ {æÁÎÏ 237Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊH(p1; : : : ; pn) = p1(− log2 p1) + : : :+ pk(− log2 pk)òÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÞÁÓÔÏÔÙ pi �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ �ÅÌÙÅ (ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÙÅ) ÓÔÅ�ÅÎÉ Ä×ÏÊËÉ, ÔÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÏÌÏÖÉÍni = − log pi (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ×ÓÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ Ä×ÏÉÞÎÙÅ). �ÏÇÄÁ 2−ni = piÉ �ÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ni ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ{íÁËÍÉÌÌÁÎÁ.ðÏ ÚÁÄÁÞÅ 12.2.3 ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ËÏÄÏ×ÙÈÓÌÏ× n1; : : : ; nk, É ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ËÏÄÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ H(p1; : : : ; pk)(É ÄÁÖÅ ÅÄÉÎÉ�Õ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ).üÔÁ ÅÄÉÎÉ�Á �ÒÉÇÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ log pi ÎÅ �ÅÌÙÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ×ÚÑÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ni, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ 2−ni 6 pi. äÌÑ ÔÁËÉÈ ni ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ{íÁËÍÉÌÌÁÎÁ, É ÏÎÉ ÂÏÌØÛÅ − log pi ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ (�ÏÔÏÍÕ É �ÏÓÌÅ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ ÕÈÕÄÛÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ). �ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ËÏÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÄÏÍ ûÅÎÎÏ-ÎÁ {æÁÎÏ1. üÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ ÉÚ×ÌÅËÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 12.2.3:ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÞÉÓÌÁ ni = −⌊log pi⌋ (ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÙÈ 2−ni 6 pi) × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ, ÍÙ ÏÔ×ÏÄÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚÎÉÈ ËÏÄÏ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÕÞÁÓÔÏË ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄ ÓÌÅ×Á ÎÁ-�ÒÁ×Ï.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÍ × ÄÌÉÎÅ ËÏÄÁ (�Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó Ï�ÔÉÍÁÌØ-ÎÙÍ ËÏÄÏÍ) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÅÄÉÎÉ�Ù: ËÁË ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ Õ×ÉÄÉÍ, ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁÌÀÂÏÇÏ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ) ËÏÄÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ H(p1; : : : ; pk).12.4.2. (äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ(�ÒÉ ÄÁÎÎÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÏÔÁÈ, × ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÝÉÈ ÅÄÉÎÉ�Õ) ÓÒÅÄ-ÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ÌÀÂÏÇÏ (ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ) ËÏÄÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ H(p1; : : : ; pk).òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÑ × ×ÉÄÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ{íÁËÍÉÌÌÁÎÁ, ÍÙ ÄÏÌ-ÖÎÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ2−n1 + : : : 2−nk 6 1;ÔÏ p1n1 + : : :+ pknk >H(p1; : : : ; pk):1èÏÔÑ ÜÔÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ É Õ�ÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÏ, ÏÎÏ ÎÅ ×�ÏÌÎÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ Ó ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÏÊÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ. ï�ÉÓÁÎÎÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÂÙÌÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ûÅÎÎÏÎÏÍ; æÁÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÉÌÄÒÕÇÏÊ ÍÅÔÏÄ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÄÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÂÕË×Ù Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÀÔÓÑ �Ï ÕÂÙ×ÁÎÉÀÞÁÓÔÏÔ É ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù × ÔÁËÏÍ ÍÅÓÔÅ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÙ ÞÁÓÔÏÔ × ÇÒÕ��ÁÈÂÙÌÉ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÌÉÖÅ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ. âÕË×Ù �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÏÄÉÒÕÀÔÓÑ ËÏÄÁÍÉ,ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÍÉÓÑ Ó ÎÕÌÑ, Á ×ÔÏÒÏÊ | ËÏÄÁÍÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÍÉÓÑ Ó ÅÄÉÎÉ�Ù. ðÒÏ�ÅÓÓ�Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Ù.



238 12. ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅüÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ni, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÅÌÙÈ. õÄÏÂÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ niË ×ÅÌÉÞÉÎÁÍ qi = 2−ni ; ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ ÇÌÁÓÉÔ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ p1; : : : ; pk É q1; : : : ; qk | Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,É ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÍ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å, ÔÏp1(− log q1) + : : :+ pk(− log qk)> p1(− log p1) + : : :+ pk(− log pk):äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÅp1(− log q1) + : : :+ pk(− log qk)(ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ pi ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ q1; : : : ; qk, × ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�Å) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉ-ÎÉÍÕÍÁ �ÒÉ qi = pi. ïÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÅÓÔØ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÏÓÔØ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ (ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÒÉ n= 3, ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ �ÒÉ n= 4 É Ô. Ä.)É �ÒÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ Ë ÇÒÁÎÉ�Å ÏÄÎÏ ÉÚ qi ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÍÁÌÙÍ, Á ÅÇÏ ÍÉÎÕÓÌÏÇÁÒÉÆÍ ÕÈÏÄÉÔ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ. úÎÁÞÉÔ, ÍÉÎÉÍÕÍ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÏÓÔÉÇÁ-ÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ. ÷ ÔÏÞËÅ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÇÒÁÄÉÅÎÔ (−p1=q1; : : : ;−pn=qn)ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÑ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÁ (ÉÎÁÞÅ ÓÄ×ÉÇ ×ÄÏÌØ ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÕÍÅÎØÛÁÌ ÂÙ ÆÕÎË�ÉÀ), ÔÏÅÓÔØ ×ÓÅ pi=qi ÒÁ×ÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ∑ pi =∑ qi = 1, ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏpi = qi.äÒÕÇÏÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ: ÆÕÎË�ÉÑ log ×Ù�ÕËÌÁ ××ÅÒÈ, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �i, × ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�Å, É ÄÌÑÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË xi ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï log (∑�ixi)>∑�i log xi:ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔØ �i = pi, xi = qi=pi; × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÅÄÉÎÉ�Ù, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÕÌØ, Á ∑ pi log(qi=pi) ÅÓÔØ ËÁË ÒÁÚ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. �÷ÅÌÉËÁ ÌÉ ÜËÏÎÏÍÉÑ ÏÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÄÏ×, Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ × ÜÔÏÍ ÒÁÚ-ÄÅÌÅ? üÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÞÁÓÔÏÔ ÂÕË×: ÅÓÌÉ ÏÎÉ ×ÓÅ ÏÄÉÎÁËÏ-×ÙÅ, ÔÏ ÎÉËÁËÏÊ ÜËÏÎÏÍÉÉ ÎÅ ÂÕÄÅÔ. ìÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÒÕÓÓËÏÍÑÚÙËÅ ÒÁÚÎÙÅ ÂÕË×Ù ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÕÀ ÞÁÓÔÏÔÕ. åÓÌÉ, ÓËÁÖÅÍ, × ÔÅËÓÔÁÈ(TEX-ÆÁÊÌÁÈ) ÜÔÏÊ ËÎÉÖËÉ (ÎÁ ÍÏÍÅÎÔ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ) ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÏÌØ-ËÏ 33 ÓÔÒÏÞÎÙÅ ÒÕÓÓËÉÅ ÂÕË×Ù ÏÔ �Á� ÄÏ �Ñ�, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ, ÔÏ ÓÁÍÏÊ ÞÁÓÔÏÊ ÂÕË×ÏÊ ÂÕÄÅÔ ÂÕË×Á �Ï� (ÞÁÓÔÏÔÁ 0;105),Á ÓÁÍÏÊ ÒÅÄËÏÊ | Ô×£ÒÄÙÊ ÚÎÁË (ÞÁÓÔÏÔÁ 0;00019). úÎÁÞÅÎÉÅ ÜÎÔÒÏ�ÉÉûÅÎÎÏÎÁ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ 4;454 (ÓÒÁ×ÎÉÔÅ Ó 5 ÂÉÔÁÍÉ, ÎÅÏÂÈÏ-ÄÉÍÙÍÉ ÄÌÑ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ 32 ÂÕË×). ÷ÙÉÇÒÙÛ ÎÅ ÔÁË ×ÅÌÉË. ïÎ ÂÕÄÅÔ



12.4. ëÏÄ ûÅÎÎÏÎÁ {æÁÎÏ 239ÂÏÌØÛÅ, ÅÓÌÉ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ É ÄÒÕÇÉÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ (�ÒÏ�ÉÓÎÙÅ ÂÕË×Ù,ÚÎÁËÉ �ÒÅ�ÉÎÁÎÉÑ É ÄÒ.), ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ÔÅËÓÔÅ ÇÏÒÁÚÄÏ ÒÅÖÅ.îÁËÏÎÅ�, ÍÏÖÎÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅ ÂÕË×Ù, Á Ä×ÕÈÂÕË×ÅÎÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÉÌÉÅÝ£ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ. éÍÅÎÎÏ ÔÁË �ÏÓÔÕ�ÁÀÔ �Ï�ÕÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÓÖÁÔÉÑÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (ÔÉ�Á zip), ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÍÎÏÇÉÅ ÔÅËÓÔÙ× �ÏÌÔÏÒÁ-Ä×Á ÒÁÚÁ (Á ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÆÁÊÌÙ ÄÁÎÎÙÈ | É × ÂÏÌØÛÅÅÞÉÓÌÏ ÒÁÚ).12.4.3. ëÏÍ�ÁÎÉÑ M. ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ Å£ ÎÏ×ÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÓÕ�ÅÒ-ÓÖÁÔÉÑ ÆÁÊÌÏ× �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÖÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÆÁÊÌ ÄÌÉÎÏÊ ÂÏÌØÛÅ 100 000 ÂÁÊ-ÔÏ× �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ 10% ÂÅÚ �ÏÔÅÒÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ-×ÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÆÁÊÌ �Ï ÅÇÏ ÓÖÁÔÏÍÕ ×ÁÒÉÁÎÔÕ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ×Ò£Ô. �



13. ðòåäó�á÷ìåîéåíîïöåó�÷.èåûéòï÷áîéå13.1. èÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó ÏÔËÒÙÔÏÊ ÁÄÒÅÓÁ�ÉÅÊ÷ ÇÌÁ×Å 6 ÂÙÌÏ ÕËÁÚÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ. ïÄÎÁ-ËÏ × ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ,ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ É ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, �ÒÏ-�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. îÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÜÔÏ ÂÙ×ÁÅÔÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ó�ÏÓÏÂÙ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ �ÏÌÕÞÉÔØ ÄÌÑ ×ÓÅÈÔÒ£È Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ Ï�ÅÎËÕ C logn. ïÄÉÎ ÉÚ ÔÁËÉÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÍÙÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁ×Å. ÷ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÍÙ ÒÁÚÂÅÒ£Í Ó�ÏÓÏÂ, ËÏÔÏ-ÒÙÅ ÈÏÔÑ É �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë Cn ÄÅÊÓÔ×ÉÑÍ × ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÏ ÚÁÔÏ �× ÓÒÅÄ-ÎÅÍ� ÔÒÅÂÕÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÉÈ ÞÉÓÌÁ. (íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÕÔÏÞÎÑÔØÓÌÏ× �× ÓÒÅÄÎÅÍ�, ÈÏÔÑ ÜÔÏ É ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ.) üÔÏÔ Ó�ÏÓÏÂ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÈÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ.ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÉ�Á T,�ÒÉÞ£Í ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÎÉÈ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÍÅÎØÛÅ n. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÅËÏÔÏ-ÒÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ h, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÔÉ�Á T É �ÒÉÎÉÍÁÀÝÕÀÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 : : : n-1. âÙÌÏ ÂÙ ÈÏÒÏÛÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÌÁ ÎÁÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÂÕÄÕÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÂÏÌÅÅ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ. (èÕÄÛÉÊ ÓÌÕÞÁÊ | ÜÔÏ ËÏÇÄÁ Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÈ ÈÒÁÎÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.) üÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÅÊ, ÉÌÉ, ËÁË ÅÝ£ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÆÕÎË�ÉÅÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ.÷×ÅÄ£Í Ä×Á ÍÁÓÓÉ×Ával: array [0..n-1℄ of T;used: array [0..n-1℄ of boolean;(ÍÙ �ÏÚ×ÏÌÑÅÍ ÓÅÂÅ �ÉÓÁÔØ n-1 × ËÁÞÅÓÔ×Å ÇÒÁÎÉ�Ù × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÔÉ�Á,



13.1. èÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó ÏÔËÒÙÔÏÊ ÁÄÒÅÓÁ�ÉÅÊ 241ÈÏÔÑ × �ÁÓËÁÌÅ ÜÔÏ ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ). ÷ ÜÔÉÈ ÍÁÓÓÉ×ÁÈ ÂÕÄÕÔ ÈÒÁÎÉÔØÓÑÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á: ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ val[i℄ ÄÌÑ ÔÅÈ i, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ used[i℄, �ÒÉÞ£Í ×ÓÅ ÜÔÉ val[i℄ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ðÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉÍÙ ÂÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ t ÎÁ ÍÅÓÔÅ h(t), ÓÞÉÔÁÑ ÜÔÏ ÍÅÓÔÏ �ÉÓËÏÎ-ÎÙÍ� ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ t. ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÏ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ,ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏÂÁ×ÉÔØ, �ÒÅÔÅÎÄÕÅÔ ÎÁ ÕÖÅ ÚÁÎÑÔÏÅ ÍÅÓÔÏ (ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ used ÉÓÔÉÎÎÏ). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÏÔÙÝÅÍ ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ Ó�ÒÁ×ÁÓ×ÏÂÏÄÎÏÅ ÍÅÓÔÏ É ÚÁ�ÉÛÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÕÄÁ. (�ó�ÒÁ×Á� ÚÎÁÞÉÔ �× ÓÔÏÒÏ-ÎÕ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÏ×�; ÄÏÊÄÑ ÄÏ ËÒÁÑ, ÍÙ �ÅÒÅÓËÁËÉ×ÁÅÍ × ÎÁÞÁÌÏ.)ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÓÅÇÄÁ ÍÅÎØÛÅ n, ÔÁË ÞÔÏ �ÕÓÔÙÅÍÅÓÔÁ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÂÕÄÕÔ.æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÂÌÀÄÁÔØÓÑ ÔÁËÏÅ ÔÒÅ-ÂÏ×ÁÎÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÕÞÁÓÔÏË Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ÅÇÏ ÉÓËÏÎ-ÎÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÄÏ ÅÇÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÅÓÔÁ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁ�ÏÌÎÅÎ.âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÜÔÏÍÕ �ÒÏ×ÅÒËÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ tÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅÇËÏ: ×ÓÔÁ× ÎÁ h(t), Ä×ÉÇÁÅÍÓÑ ÎÁ�ÒÁ×Ï, �ÏËÁ ÎÅ ÄÏÊ-Ä£Í ÄÏ �ÕÓÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÉÌÉ ÄÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ t. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÌÅÍÅÎÔ tÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÎÁ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ �ÕÓÔÏÅ ÍÅÓÔÏ. åÓÌÉ�ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÅÇÏ ÕÄÁÌÉÔØ (�ÏÌÏÖÉ× used= false).13.1.1. ÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÁÂÚÁ�Å ÅÓÔØ ÏÛÉÂËÁ. îÁÊÄÉÔÅ Å£ É ÉÓ�ÒÁ×ØÔÅ.òÅÛÅÎÉÅ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÏÔÓÕÔ-ÓÔ×ÉÑ �ÕÓÔÏÔ� ÍÏÖÅÔ ÎÁÒÕÛÉÔØÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÔÁË. óÏÚÄÁ×ÄÙÒÕ, ÂÕÄÅÍ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÎÁ�ÒÁ×Ï, �ÏËÁ ÎÅ ÎÁÔÏÌËÎ£ÍÓÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÓÔÏ-ÑÝÉÊ ÎÅ ÎÁ ÉÓËÏÎÎÏÍ ÍÅÓÔÅ, ÉÌÉ ÎÁ ÅÝ£ ÏÄÎÏ �ÕÓÔÏÅ ÍÅÓÔÏ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍÓÌÕÞÁÅ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÕÓ�ÏËÏÉÔØÓÑ. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÅÎÕÖÎÏ ÌÉ ÎÁÊÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÍÅÓÔÏ ÄÙÒÙ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ�ÒÏÄÏÌÖÁÅÍ �ÏÉÓË, ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÚÁÔÙËÁÅÍ ÉÍ ÓÔÁÒÕÀ ÄÙÒÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÎÏ×ÁÑ ÄÙÒÁ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÌÁÅÍ ×Ó£ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ. �13.1.2. îÁ�ÉÛÉÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ, ÄÏÂÁ×ÌÅ-ÎÉÑ É ÕÄÁÌÅÎÉÑ.òÅÛÅÎÉÅ.fun
tion �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ (t: T): boolean;var i: integer;begini := h (t);while used [i℄ and (val [i℄ <> t) do begini := (i + 1) mod n;end; {not used [i℄ or (val [i℄ = t)}



242 13. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×. èÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÅ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ := used [i℄ and (val [i℄ = t);end;pro
edure ÄÏÂÁ×ÉÔØ (t: T);var i: integer;begini := h (t);while used [i℄ and (val [i℄ <> t) do begini := (i + 1) mod n;end; {not used [i℄ or (val [i℄ = t)}if not used [i℄ then beginused [i℄ := true;val [i℄ := t;end;end;pro
edure ÉÓËÌÀÞÉÔØ (t: T);var i, gap: integer;begini := h (t);while used [i℄ and (val [i℄ <> t) do begini := (i + 1) mod n;end; {not used [i℄ or (val [i℄ = t)}if used [i℄ and (val [i℄ = t) then beginused [i℄ := false;gap := i;i := (i + 1) mod n;{gap - ÄÙÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÚÁËÒÙÔØÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ i,i+1,...}while used [i℄ do beginif i = h (val[i℄) then begin{ÎÁ Ó×Ï£Í ÍÅÓÔÅ, ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÔØ}end else if dist(h(val[i℄),i) < dist(gap,i) then begin{gap...h(val[i℄)...i, ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÔØ}end else beginused [gap℄ := true;val [gap℄ := val [i℄;used [i℄ := false;gap := i;end;i := (i + 1) mod n;end;end;end;úÄÅÓØ dist(a,b) | ÉÚÍÅÒÅÎÎÏÅ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ (ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï)



13.2. èÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÏ Ó�ÉÓËÁÍÉ 243ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ a ÄÏ b, ÔÏ ÅÓÔØdist (a,b)= (b-a +n) mod n:(íÙ �ÒÉÂÁ×ÉÌÉ n, ÔÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ mod �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ �ÒÉ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÄÅÌÉÍÏÍ.) �13.1.3. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÈÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÑ. ïÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÔÁ-ËÏ×: ÏÂÎÁÒÕÖÉ×, ÞÔÏ ÉÓËÏÎÎÏÅ ÍÅÓÔÏ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ i) ÚÁÎÑÔÏ, ÂÕÄÅÍ ÉÓ-ËÁÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÎÅ ÓÒÅÄÉ i+ 1; i+ 2; : : :, Á ÓÒÅÄÉ r(i); r(r(i)); r(r(r(i))); : : :,ÇÄÅ r | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ {0; : : : ; n − 1} × ÓÅÂÑ. ëÁËÉÅ �ÒÉ ÜÔÏÍÂÕÄÕÔ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ?ïÔ×ÅÔ. (1) îÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÕÓÔÙÅ ÍÅÓÔÁ ÅÓÔØ, ÔÏ ÍÙÉÈ ÎÁÊÄ£Í. (2) ðÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÎÅÑÓÎÏ, ËÁË ÚÁ�ÏÌÎÑÔØ ÄÙÒÙ. (îÁ �ÒÁËÔÉ-ËÅ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÎÅ ÎÕÖÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÔÁËÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÔÁËÖÅ�ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ. óÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕÄÁÞÎÙÊ �ÏÄÂÏÒ ÆÕÎË�ÉÉ r ÍÏÖÅÔ �ÒÅ-ÄÏÔ×ÒÁÔÉÔØ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÓËÏ�ÌÅÎÉÊ� ÚÁÎÑÔÙÈ ÑÞÅÅË.) �13.1.4. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÒÕÓÓËÉÈÓÌÏ× × �ÒÏÇÒÁÍÍÅ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÏÒÆÏÇÒÁÆÉÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÈÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÅ.þÔÏ ÎÕÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ, ÞÔÏÂÙ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÕÍÅÔØ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ�ÅÒÅ×ÏÄ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á?òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÍÉÍÏ ÍÁÓÓÉ×Á val, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÕÓÓËÉ-ÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÕÖÅÎ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÍÁÓÓÉ× ÉÈ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÈ �ÅÒÅ×ÏÄÏ×. �13.2. èÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÏ Ó�ÉÓËÁÍÉîÁ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÀ Ó k ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÎÁ Ó�ÏÓÏÂ Ó×Å-ÓÔÉ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÈÒÁÎÅÎÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ë ×Ï�ÒÏÓÕ Ï ÈÒÁÎÅ-ÎÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÅÎØÛÉÈ. éÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÑ Ó k ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÍÉ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ k �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× (×ÏÚÍÏÖ-ÎÏ, �ÕÓÔÙÈ), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÉ.÷Ï�ÒÏÓ Ï �ÒÏ×ÅÒËÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ, ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÉÌÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÄÌÑ ÂÏÌØ-ÛÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÁËÏÍÕ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓÕ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÍÅÎØÛÉÈ(ÞÔÏÂÙ ÕÚÎÁÔØ, ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ, ÎÁÄÏ �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÉ).üÔÉ ÍÅÎØÛÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÕÄÏÂÎÏ ÈÒÁÎÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÓÙÌÏË; ÉÈ ÓÕÍ-ÍÁÒÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÈÅÛÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. óÌÅÄÕ-ÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÜÔÏÔ �ÌÁÎ.13.2.1. ðÕÓÔØ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1 : : : k. äÌÑ ËÁÖÄÏ-ÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅ-



244 13. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×. èÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÅÓÔ×Á Ó ÄÁÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÉ. âÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ ÜÔÉ k Ó�ÉÓËÏ×Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈóÏÄÅÒÖÁÎÉÅ: array [1..n℄ of T;óÌÅÄÕÀÝÉÊ: array [1..n℄ of 1..n;ðÅÒ×ó×ÏÂ: 1..n;÷ÅÒÛÉÎÁ: array [1..k℄ of 1..n;ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÍÙ ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÉ ÄÌÑ k ÓÔÅËÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÄÌÉ-ÎÙ. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ. (õÄÁÌÅÎÉÅ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀÓ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÁÄÒÅÓÁ�ÉÅÊ Õ�ÒÏÝÁÅÔÓÑ.)òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒÅÄ ÎÁÞÁÌÏÍ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁÄÏ �ÏÌÏÖÉÔØ ÷ÅÒÛÉÎÁ[i℄= 0 ÄÌÑ×ÓÅÈ i= 1 : : : k, É Ó×ÑÚÁÔØ ×ÓÅ ÍÅÓÔÁ × Ó�ÉÓÏË Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,�ÏÌÏÖÉ× ðÅÒ×ó×ÏÂ = 1 É óÌÅÄÕÀÝÉÊ[i℄ = i+1 ÄÌÑ i= 1 : : : n-1, Á ÔÁËÖÅóÌÅÄÕÀÝÉÊ[n℄= 0.fun
tion �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ (t: T): boolean;var i: integer;begini := ÷ÅÒÛÉÎÁ[h(t)℄;{ÏÓÔÁÌÏÓØ ÉÓËÁÔØ × Ó�ÉÓËÅ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó i}while (i <> 0) and (óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ[i℄ <> t) do begini := óÌÅÄÕÀÝÉÊ[i℄;end; {(i=0) or (óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [i℄ = t)}�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ := (i<>0) and (óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ[i℄=t);end;pro
edure ÄÏÂÁ×ÉÔØ (t: T);var i: integer;beginif not �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ(t) then begini := ðÅÒ×ó×ÏÂ;{ðÅÒ×ó×ÏÂ <> 0 - ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÅ �ÅÒÅ�ÏÌÎÑÅÔÓÑ}ðÅÒ×ó×ÏÂ := óÌÅÄÕÀÝÉÊ[ðÅÒ×ó×ÏÂ℄óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ[i℄:=t;óÌÅÄÕÀÝÉÊ[i℄:=÷ÅÒÛÉÎÁ[h(t)℄;÷ÅÒÛÉÎÁ[h(t)℄:=i;end;end;pro
edure ÉÓËÌÀÞÉÔØ (t: T);var i, pred: integer;begini := ÷ÅÒÛÉÎÁ[h(t)℄; pred := 0;



13.2. èÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÏ Ó�ÉÓËÁÍÉ 245{ÏÓÔÁÌÏÓØ ÉÓËÁÔØ × Ó�ÉÓËÅ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó i; pred -�ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÅÓÔØ, É 0, ÅÓÌÉ ÎÅÔ}while (i <> 0) and (óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ[i℄ <> t) do beginpred := i; i := óÌÅÄÕÀÝÉÊ[i℄;end; {(i=0) or (óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ [i℄ = t)}if i <> 0 then begin{óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ[i℄=t, ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÓÔØ, ÎÁÄÏ ÕÄÁÌÉÔØ}if pred = 0 then begin{ÜÌÅÍÅÎÔ ÏËÁÚÁÌÓÑ �ÅÒ×ÙÍ × Ó�ÉÓËÅ}÷ÅÒÛÉÎÁ[h(t)℄ := óÌÅÄÕÀÝÉÊ[i℄;end else beginóÌÅÄÕÀÝÉÊ[pred℄ := óÌÅÄÕÀÝÉÊ[i℄end;{ÏÓÔÁÌÏÓØ ×ÅÒÎÕÔØ i × Ó�ÉÓÏË Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ}óÌÅÄÕÀÝÉÊ[i℄ := ðÅÒ×ó×ÏÂ;ðÅÒ×ó×ÏÂ:=i;end;end; �13.2.2. (äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.) ðÕÓÔØ ÈÅÛ-ÆÕÎË-�ÉÑ Ó k ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÏÍ× ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁ-ÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ C(1 + n=k),ÅÓÌÉ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍÙÊ (ÕÄÁÌÑÅÍÙÊ, ÉÓËÏÍÙÊ) ÜÌÅÍÅÎÔ t ×ÙÂÒÁÎ ÓÌÕÞÁÊÎÏ,�ÒÉÞ£Í ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ h(t) ÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (ÒÁ×ÎÙÅ 1=k).òÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ l(i) | ÄÌÉÎÁ Ó�ÉÓËÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅ-ÎÉÀ i, ÔÏ ÞÉÓÌÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ C(1 + l(h(t))); ÕÓÒÅÄÎÑÑ, �Ï-ÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÏÔ×ÅÔ, ÔÁË ËÁË ∑i l(i) = n. �üÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ Ï ÒÁ×ÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÈ. ïÄ-ÎÁËÏ × ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ×Ó£ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÔÁË, É ÚÎÁÞÅÎÉÑÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÇÕÔ �ÓËÕÞÉ×ÁÔØÓÑ�: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÈÅÛ-ÆÕÎË-�ÉÉ ÅÓÔØ �ÎÅÕÄÁÞÎÙÅ� ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÂÏÌØÛÉÍ. ðÒÉ£Í, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÈÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ, �ÏÚ×ÏÌÑ-ÅÔ ÏÂÏÊÔÉ ÜÔÕ �ÒÏÂÌÅÍÕ. éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÂÅÒ£ÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉÞ£Í ÌÀÂÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÕÄÁÞÎÏÊ ÌÉÛØ ÄÌÑÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á.ðÕÓÔØ H | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ k ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 0 : : : k − 1). çÏ×Ï-ÒÑÔ, ÞÔÏ H | ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÄ×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ s É t ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑh(s) = h(t) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ h ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á H ÒÁ×ÎÁ 1=k. (äÒÕ-



246 13. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×. èÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÅÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ H , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ h(s) = h(t), ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ1=k-À ÞÁÓÔØ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ × H .)úÁÍÅÞÁÎÉÅ. âÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ Ë ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ H ÍÏÇÌÏ ÂÙ ÓÏ-ÓÔÏÑÔØ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× s É t ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á T ÚÎÁÞÅÎÉÑ h(s) É h(t) ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ h Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÚÁ-×ÉÓÉÍÙÍÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍÉ ÎÁ0 : : : k − 1.13.2.3. ðÕÓÔØ t1; : : : ; tn | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, �ÒÏÉÓ-ÈÏÄÑÝÉÈ �ÒÉ �ÏÍÅÝÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× t1; : : : ; tn × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÈÅÛÉÒÕÅÍÏÅÓ �ÏÍÏÝØÀ ÆÕÎË�ÉÉ h ÉÚ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á H . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÓÒÅÄÎÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÊ (ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ | �Ï ×ÓÅÍ h ÉÚ H) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓ-ÈÏÄÉÔ Cn(1 + n=k).òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ mi ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁ×ÎÁ i. (þÉÓÌÁ m0; : : : ;mk−1 ÚÁ×É-ÓÑÔ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÉ.) ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ËÏÔÏ-ÒÏÅ ÍÙ ÈÏÔÉÍ Ï�ÅÎÉÔØ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÒÁ×-ÎÏ m20 +m21 + : : : +m2k−1. (åÓÌÉ s ÞÉÓÅÌ �Ï�ÁÄÁÀÔ × ÏÄÎÕ ÈÅÛ-ÑÞÅÊËÕ,ÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÎÏ 1 + 2 + : : : + s ÄÅÊÓÔ×ÉÊ.) üÔÕ ÖÅÓÕÍÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁË ÞÉÓÌÏ �ÁÒ 〈p; q〉, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈh(tp) = h(tq). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÓÏÂÙ-ÔÉÅ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ p É q, ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 1=k �ÒÉ p 6= q, �ÏÜÔÏÍÕÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÏ 1=k, Á ÄÌÑ ×ÓÅÊÓÕÍÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕ �ÏÒÑÄËÁ n2=k, Á ÔÏÞÎÅÅ n+ n2=k, ÅÓÌÉ ÕÞÅÓÔØÞÌÅÎÙ Ó p= q. �üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÉ-ÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÒÅÄÎÅÍ C(1 + n=k) Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. ÷ ÜÔÏÊ Ï�ÅÎËÅ ÄÒÏÂØ n=k ÉÍÅÅÔÓÍÙÓÌ �ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ� ÈÅÛ-ÔÁÂÌÉ�Ù.13.2.4. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ, �ÏÉÓËÁ É ÕÄÁÌÅÎÉÑ (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏÄÌÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ, ËÁË × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ).[õËÁÚÁÎÉÅ. âÕÄÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ × ÈÏÄÅ �ÏÉÓËÁ, ÄÏÂÁ×ÌÅ-ÎÉÑ É ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÏÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï Ó�ÉÓËÕ Ó×ÏÉÈ ËÏÌÌÅÇ Ó ÔÅÍÖÅ ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, �ÏËÁ ÎÅ ÎÁÊÄ£Ô Ó×ÏÅÇÏ Ä×ÏÊÎÉËÁ ÉÌÉ ÎÅ ÄÏÊÄ£Ô ÄÏËÏÎ�Á Ó�ÉÓËÁ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ i-j-ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÅÍ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÅ ti Ó tj .(ïÎÏ ÌÉÂÏ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô, ÌÉÂÏ ÎÅÔ | × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ h.) ïÂÝÅÅ ÞÉ-ÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ×ÓÅÈ �ÒÏÉÓÛÅÄÛÉÈ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ�ÌÀÓ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÒÉ ti 6= tj ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ i-j-ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=k. ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ ÒÁ×ÎÙÍÉ



13.2. èÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÏ Ó�ÉÓËÁÍÉ 247ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T É �ÏÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÎÁ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÉÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ. ïÎÉ ÉÄÕÔ �Ï �ÉËÌÕ: ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ |�ÒÏ×ÅÒËÉ | ÕÄÁÌÅÎÉÅ | ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ | �ÒÏ×ÅÒËÉ | ÕÄÁÌÅÎÉÅ | . . .óÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÍÅÖÄÕ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ É ÓÌÅÄÕÀÝÉ-ÍÉ ÚÁ ÎÉÍ �ÒÏ×ÅÒËÁÍÉ (ÄÏ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ), �ÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ÉÈÞÉÓÌÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÁ×ÎÙÈ x.℄ ��Å�ÅÒØ �ÒÉ×ÅÄ£Í �ÒÉÍÅÒÙ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÌÑÌÀÂÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÔÏÂÒÁÖÁ-ÀÝÉÈ A × B, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÔ �ÒÉÍÅÒ Ó �ÒÁËÔÉ-ÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÂÅÓ�ÏÌÅÚÅÎ: ÄÌÑ ÚÁ�ÏÍÉÎÁÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÎÕÖÅÎ ÍÁÓÓÉ×, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁ×ÎÏ ÞÉ-ÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A. (á ÅÓÌÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÅÂÅ �ÏÚ×ÏÌÉÔØ ÔÁËÏÊÍÁÓÓÉ×, ÔÏ ÎÉËÁËÏÇÏ ÈÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ!)âÏÌÅÅ �ÒÁËÔÉÞÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ�ÏÓÔÒÏÅÎÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÎÅÓÌÏÖÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÊ. þÅ-ÒÅÚ Zp ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÙÞÅÔÏ× �Ï �ÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p, Ô. Å.
{0; 1; : : : ; p − 1}; ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ × ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×Ù�ÏÌ-ÎÑÀÔÓÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÓÅ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ÎÁ Z

np ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × Zp. âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ, �ÕÓÔØa1; : : : ; an | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Zp; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅh : 〈x1 : : : xn〉 7→ a1x1 + : : :+ anxn:íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÉÚ pn ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Z
np → Zp �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎ-ÎÏÅ ÎÁÂÏÒÁÍÉ 〈a1 : : : an〉.13.2.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ.[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ x É y|ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Z

np . ëÁËÏ×Á×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ ÎÉÈ ÏÄÉ-ÎÁËÏ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ? äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÎÁ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÉ x − y? ïÔ×ÅÔ ÄÁ£ÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ:�ÕÓÔØ u | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ; ÔÏÇÄÁ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌÁ ÎÁ Î£Í ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ.℄ �÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B= {0; 1} ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2.13.2.6. óÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ B
n × B

m Ñ×ÌÑÅÔÓÑÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ. �òÏÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÈÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÉÄÅÉ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÌÅÚÎÙ-ÍÉ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ (ÒÁÓÓËÁÚÁÌ ä.÷ÁÒÓÁÎÏÆØÅ×). ðÕÓÔØ ÍÙ ÈÏ-



248 13. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×. èÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÅÔÉÍ ÎÁ�ÉÓÁÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÌÁ (ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï) Ï�ÅÞÁ-ÔÏË × ÔÅËÓÔÅ, ÎÏ ÎÅ ÈÏÔÉÍ ÈÒÁÎÉÔØ Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÓÌÏ×ÏÆÏÒÍ.ðÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÏÓÔÕ�ÉÔØ ÔÁË: ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ N É ÎÁÂÏÒ ÆÕÎË�ÉÊf1; : : : ; fk, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÈ ÒÕÓÓËÉÅ ÓÌÏ×Á × 1; : : : ; N . ÷ ÍÁÓÓÉ×Å ÉÚ N ÂÉ-ÔÏ× �ÏÌÏÖÉÍ ×ÓÅ ÂÉÔÙ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÎÕÌÀ, ËÒÏÍÅ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅÍ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÂÏÒÁ ÎÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÓÌÏ×ÏÆÏÒÍÅ.�Å�ÅÒØ �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÙÊ ÔÅÓÔ ÎÁ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏ×ÏÆÏÒÍÙ ÔÁËÏ×: �ÒÏ×Å-ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÂÏÒÁ ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÌÏ×ÏÆÏÒÍÅ �Ï�ÁÄÁÀÔÎÁ ÍÅÓÔÁ, ÚÁÎÑÔÙÅ ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ. (üÔÏÔ ÔÅÓÔ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÈ ÏÛÉÂÏË, ÎÏ ×ÓÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÓÌÏ×ÏÆÏÒÍÙ ÂÕÄÕÔ ÏÄÏÂÒÅÎÙ.)



14. ðòåäó�á÷ìåîéåíîïöåó�÷. äåòå÷øñ.óâáìáîóéòï÷áîîùåäåòå÷øñ14.1. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ó �ÏÍÏÝØÀ ÄÅÒÅ×ØÅ×ðÏÌÎÏÅ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï. T -ÄÅÒÅ×ØÑîÁÒÉÓÕÅÍ ÔÏÞËÕ. éÚ ÎÅ£ �ÒÏ×ÅÄ£Í Ä×Å ÓÔÒÅÌËÉ (×ÌÅ×Ï ××ÅÒÈ É ×�ÒÁ-×Ï ××ÅÒÈ) × Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÔÏÞËÉ. éÚ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË �ÒÏ×ÅÄ£Í �ÏÄ×Å ÓÔÒÅÌËÉ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ðÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ (× n-Í ÓÌÏÅ ÂÕÄÅÔ 2n−1ÔÏÞÅË) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÏÌÎÙÍ Ä×ÏÉÞÎÙÍ ÄÅÒÅ×ÏÍ. îÉÖÎÀÀ ÔÏÞËÕ ÎÁÚÙ×Á-ÀÔ ËÏÒÎÅÍ. õ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÅÓÔØ Ä×Á ÓÙÎÁ (Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ, × ËÏÔÏÒÙÅÉÄÕÔ ÓÔÒÅÌËÉ) | ÌÅ×ÙÊ É �ÒÁ×ÙÊ. õ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÒÏÍÅ ËÏÒÎÑ, ÅÓÔØÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÔÅ�.ðÕÓÔØ ×ÙÂÒÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ �ÏÌÎÏÇÏ Ä×Ï-ÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ É ×ÓÅÈ Å£ �ÒÅÄ-ËÏ×. ðÕÓÔØ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á T (ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÉ�Á T ). �Ï, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ T -ÄÅ-ÒÅ×ÏÍ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ T -ÄÅÒÅ×ØÅ× ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Tree(T ).òÅËÕÒÓÉ×ÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ÓÑËÏÅ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ T -ÄÅÒÅ×Ï ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÔÒÉ ÞÁÓÔÉ: ËÏÒÅÎØ (ÎÅÓÕÝÉÊ �ÏÍÅÔËÕ ÉÚ T ), ÌÅ×ÏÅ É �ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑ(ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÕÓÔÙÍÉ). üÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ×ÚÁÉÍ-ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ T -ÄÅÒÅ×ØÅ×É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ T × Tree(T )× Tree(T ). ïÂÏÚÎÁÞÉ× ÞÅÒÅÚ empty �ÕÓÔÏÅÄÅÒÅ×Ï, ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØTree(T ) = {empty}+ T × Tree(T )× Tree(T ):



250 14. äÅÒÅ×ØÑ. óÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑðÏÄÄÅÒÅ×ØÑ. ÷ÙÓÏÔÁæÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ T -ÄÅÒÅ×Ï. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ x Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÏ Å£ ÌÅ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï (ÌÅ×ÙÊ ÓÙÎ ×ÅÒÛÉÎÙ x É ×ÓÅ ÅÇÏ �ÏÔÏÍËÉ),�ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï (�ÒÁ×ÙÊ ÓÙÎ ×ÅÒÛÉÎÙ x É ×ÓÅ ÅÇÏ �ÏÔÏÍËÉ) É �ÏÄÄÅ-ÒÅ×Ï Ó ËÏÒÎÅÍ × x (×ÅÒÛÉÎÁ x É ×ÓÅ Å£ �ÏÔÏÍËÉ).
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ìÅ×ÏÅ É �ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑ ×ÅÒÛÉÎÙ x ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÕÓÔÙÍÉ, Á �ÏÄÄÅ-ÒÅ×Ï Ó ËÏÒÎÅÍ × x ×ÓÅÇÄÁ ÎÅ�ÕÓÔÏ (ÓÏÄÅÒÖÉÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ x). ÷Ù-ÓÏÔÏÊ �ÏÄÄÅÒÅ×Á ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ �Å�É y1 : : : yn ÅÇÏ×ÅÒÛÉÎ, × ËÏÔÏÒÏÊ yi+1 | ÓÙÎ yi ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. (÷ÙÓÏÔÁ ÄÅÒÅ×Á ÉÚ ÏÄÎÏÇÏËÏÒÎÑ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å, ×ÙÓÏÔÁ �ÕÓÔÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á | ÎÕÌÀ.)õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ T -ÄÅÒÅ×ØÑðÕÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÉ�Á T ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ �ÏÒÑÄÏË. îÁÚÏ×£ÍT -ÄÅÒÅ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ x ×ÓÅ �ÏÍÅÔËÉ × Å£ ÌÅ×ÏÍ �ÏÄÄÅÒÅ×Å ÍÅÎØÛÅ �ÏÍÅÔËÉ × x, Á ×ÓÅ�ÏÍÅÔËÉ × Å£ �ÒÁ×ÏÍ �ÏÄÄÅÒÅ×Å ÂÏÌØÛÅ �ÏÍÅÔËÉ × x.
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14.1.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å ×ÓÅ �ÏÍÅÔËÉ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙ.[õËÁÚÁÎÉÅ. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï ×ÙÓÏÔÅ ÄÅÒÅ×Á.℄ �ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ó �ÏÍÏÝØÀ ÄÅÒÅ×ØÅ×ëÁÖÄÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ �Ï-ÍÅÔÏË ÎÁ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.



14.1. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ó �ÏÍÏÝØÀ ÄÅÒÅ×ØÅ× 251åÓÌÉ ÄÅÒÅ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÏ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÖÅÔ ÌÅÇËÏ �ÎÁÊÔÉÓ×Ï£ ÍÅÓÔÏ� × ÄÅÒÅ×Å: �ÒÉÄÑ × ËÁËÕÀ-ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÕ É ÓÒÁ×ÎÉ× ÓÅÂÑ Ó ÔÅÍ,ËÔÏ ÔÁÍ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ, ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÅÛÁÅÔ, ÉÄÔÉ ÅÍÕ ÎÁÌÅ×Ï ÉÌÉ ÎÁ�ÒÁ×Ï.
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y < x y > x

îÁÞÁ× Ó ËÏÒÎÑ É Ä×ÉÇÁÑÓØ �Ï ÜÔÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ, ÏÎ ÌÉÂÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔ, ÞÔÏÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÕÖÅ ÅÓÔØ, ÌÉÂÏ ÎÁÊÄ£Ô ÍÅÓÔÏ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ.÷ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÔÉ�Á T ÚÁÄÁÎ �Ï-ÒÑÄÏË, É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏÌØËÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ.èÒÁÎÅÎÉÅ ÄÅÒÅ×ØÅ× × �ÒÏÇÒÁÍÍÅíÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÏÌÎÏÇÏ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×ÁÓ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; 2; 3; : : : (ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÌÅ×ÙÊ ÓÙÎ k ÅÓÔØ 2k, �ÒÁ×ÙÊ ÓÙÎ k ÅÓÔØ2k + 1) É ÈÒÁÎÉÔØ �ÏÍÅÔËÉ × ÍÁÓÓÉ×Å val[1..n℄. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÔ Ó�ÏÓÏÂÎÅÜËÏÎÏÍÅÎ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÁÔÉÔÓÑ ÍÅÓÔÏ ÎÁ ÈÒÁÎÅÎÉÅ �ÕÓÔÙÈ ×ÁËÁÎÓÉÊ× �ÏÌÎÏÍ Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å.âÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÅÎ ÔÁËÏÊ Ó�ÏÓÏÂ. ÷×ÅÄ£Í ÔÒÉ ÍÁÓÓÉ×Ával: array [1..n℄ of T;left, right: array [1..n℄ of 0..n;(n | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á) É �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀroot:0..n. ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÈÒÁÎÉÍÏÇÏ T -ÄÅÒÅ×Á ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÏÍÅÒ |ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ n. òÁÚÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÎÏÍÅÒÁ. ðÏÍÅÔËÁ× ×ÅÒÛÉÎÅ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ x ÒÁ×ÎÁ val[x℄. ëÏÒÅÎØ ÉÍÅÅÔ ÎÏÍÅÒ root. åÓ-ÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ i ÉÍÅÅÔ ÓÙÎÏ×ÅÊ, ÔÏ ÉÈ ÎÏÍÅÒÁ ÒÁ×ÎÙ left[i℄É right[i℄. ïÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÙÎÏ×ØÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ 0. áÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ root=0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÕÓÔÏÍÕ ÄÅÒÅ×Õ.äÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÄÅÒÅ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÞÁÓÔØ ÍÁÓÓÉ×Á; ÄÌÑ ÔÅÈ i,ËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙ (ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎ), ÚÎÁÞÅÎÉÑ val[i℄ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÎÙ. îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÂÙÌÉ �Ó×Ñ-ÚÁÎÙ × Ó�ÉÓÏË�: �ÅÒ×ÏÅ ÈÒÁÎÉÔÓÑ × Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ free:0..n,Á ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ i Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÒÁÎÉÔÓÑ × left[i℄, ÔÁË ÞÔÏ Ó×ÏÂÏÄ-ÎÙ ÞÉÓÌÁ free, left[free℄, left[left[free℄℄, ...



252 14. äÅÒÅ×ØÑ. óÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑäÌÑ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ i ÚÎÁÞÅÎÉÅ left[i℄ ÒÁ×ÎÏ 0. òÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï free=0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌØÛÅ ÎÅÔ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÄÌÑ Ó×ÑÚÙ×ÁÎÉÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ×Ó�ÉÓÏË ÍÁÓÓÉ× left, ÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, Ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓ�ÅÈÏÍ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØ ÍÁÓÓÉ× right.÷ÍÅÓÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 (ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÝÅÇÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ) ÍÏÖÎÏ ÂÙ-ÌÏ ÂÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÀÂÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÎÅ 1..n. þÔÏÂÙ �ÏÄÞÅÒË-ÎÕÔØ ÜÔÏ, ÂÕÄÅÍ ×ÍÅÓÔÏ 0 ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ null=0.14.1.2. óÏÓÔÁ×ØÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÕÀ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÌÉ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ t:T × Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å (ÈÒÁÎÉÍÏÍ ÔÁË, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ Ï�É-ÓÁÎÏ).òÅÛÅÎÉÅ.if root = null then begin..ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔend else beginx := root;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÏÓÔÁ£ÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÁÌÉÞÉÅ t × ÎÅ�ÕÓÔÏÍ�ÏÄÄÅÒÅ×Å Ó ËÏÒÎÅÍ x}while ((t < val [x℄) and (left [x℄ <> null)) or((t > val [x℄) and (right [x℄ <> null)) do beginif t < val [x℄ then begin {left [x℄ <> null}x := left [x℄;end else begin {t > val [x℄, right [x℄ <> null}x := right [x℄;end;end;{ÌÉÂÏ t = val [x℄, ÌÉÂÏ t ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ × ÄÅÒÅ×Å}..ÏÔ×ÅÔ = (t = val [x℄)end; �14.1.3. õ�ÒÏÓÔÉÔÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÔÒÀË. òÁÓÛÉÒÉÍÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÓÓÉ×Á val, ÄÏÂÁ×É× ÑÞÅÊËÕ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ null É �Ï-ÌÏÖÉÍ val[null℄=t.òÅÛÅÎÉÅ.val [null℄ := t;x := root;while t <> val [x℄ do beginif t < val [x℄ then beginx := left [x℄;end else begin



14.1. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ó �ÏÍÏÝØÀ ÄÅÒÅ×ØÅ× 253x := right [x℄;end;end;..ÏÔ×ÅÔ: (x <> null). �14.1.4. óÏÓÔÁ×ØÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ t × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÄÅÒÅ×ÏÍ (ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ t ÕÖÅ ÅÓÔØ, ÎÉ-ÞÅÇÏ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ).òÅÛÅÎÉÅ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ get free (var i:integer), ÄÁÀ-ÝÕÀ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ (ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÏÍÅÒÏÍ) ÞÉÓÌÏ i É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÕÀ Ó�ÉÓÏË Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.pro
edure get_free (var i: integer);begin{free <> null}i := free;free := left [free℄;end;ó Å£ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÔÁËÏÊ ×ÉÄ:if root = null then beginget_free (root);left [root℄ := null; right [root℄ := null;val [root℄ := t;end else beginx := root;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏÂÁ×ÉÔØ t Ë ÎÅ�ÕÓÔÏÍÕ �ÏÄÄÅÒÅ×Õ ÓËÏÒÎÅÍ × x}while ((t < val [x℄) and (left [x℄ <> null)) or((t > val [x℄) and (right [x℄ <> null)) do beginif t < val [x℄ then beginx := left [x℄;end else begin {t > val [x℄}x := right [x℄;end;end;if t <> val [x℄ then begin {t ÎÅÔ × ÄÅÒÅ×Å}get_free (i);left [i℄ := null; right [i℄ := null;val [i℄ := t;if t < val [x℄ then beginleft [x℄ := i;end else begin {t > val [x℄}



254 14. äÅÒÅ×ØÑ. óÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑright [x℄ := i;end;end;end; �14.1.5. óÏÓÔÁ×ØÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ t ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á,�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÄÅÒÅ×ÏÍ (ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÔÁÍ ÎÅÔ, ÎÉÞÅÇÏ ÄÅ-ÌÁÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ).òÅÛÅÎÉÅ.if root = null then begin{ÄÅÒÅ×Ï �ÕÓÔÏ, ÎÉÞÅÇÏ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ}end else beginx := root;{ÏÓÔÁÌÏÓØ ÕÄÁÌÉÔØ t ÉÚ �ÏÄÄÅÒÅ×Á Ó ËÏÒÎÅÍ × x; �ÏÓËÏÌØËÕÜÔÏ ÍÏÖÅÔ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ × ÏÔ�Å x, ××ÅÄ£Í�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ father: 1..n É dire
tion: (l, r);�ÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÅÍ ÔÁËÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÅÓÌÉ x ÎÅ ËÏÒÅÎØ, ÔÏ father- ÅÇÏ ÏÔÅ�, Á dire
tion ÒÁ×ÎÏ l ÉÌÉ r × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔÔÏÇÏ, ÌÅ×ÙÍ ÉÌÉ �ÒÁ×ÙÍ ÓÙÎÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ x}while ((t < val [x℄) and (left [x℄ <> null)) or((t > val [x℄) and (right [x℄ <> null)) do beginif t < val [x℄ then beginfather := x; dire
tion := l;x := left [x℄;end else begin {t > val [x℄}father := x; dire
tion := r;x := right [x℄;end;end;{t = val [x℄ ÉÌÉ t ÎÅÔ × ÄÅÒÅ×Å}if t = val [x℄ then begin..ÕÄÁÌÅÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ x Ó ÏÔ�ÏÍ father ÉÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ dire
tionend;end;õÄÁÌÅÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕpro
edure make_free (i: integer);beginleft [i℄ := free;free := i;end;



14.1. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ó �ÏÍÏÝØÀ ÄÅÒÅ×ØÅ× 255ïÎÁ ×ËÌÀÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ i × Ó�ÉÓÏË Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ. ðÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ4 ÓÌÕÞÁÑ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÎÁÌÉÞÉÑ ÉÌÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÓÙÎÏ×ÅÊ Õ ÕÄÁÌÑÅÍÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ.if (left [x℄ = null) and (right [x℄ = null) then begin{x - ÌÉÓÔ, Ô.Å. ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÙÎÏ×ÅÊ}make_free (x);if x = root then beginroot := null;end else if dire
tion = l then beginleft [father℄ := null;end else begin {dire
tion = r}right [father℄ := null;end;end else if (left[x℄=null) and (right[x℄ <> null) then begin{x ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ, Á right [x℄ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÍÅÓÔÏ x}make_free (x);if x = root then beginroot := right [x℄;end else if dire
tion = l then beginleft [father℄ := right [x℄;end else begin {dire
tion = r}right [father℄ := right [x℄;end;end else if (left[x℄ <> null) and (right[x℄=null) then begin..ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏend else begin {left [x℄ <> null, right [x℄ <> null}..ÕÄÁÌÉÔØ ×ÅÒÛÉÎÕ Ó Ä×ÕÍÑ ÓÙÎÏ×ØÑÍÉend;õÄÁÌÅÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó Ä×ÕÍÑ ÓÙÎÏ×ØÑÍÉ ÎÅÌØÚÑ ÓÄÅÌÁÔØ �ÒÏÓÔÏ ÔÁË, ÎÏ Å£ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ �ÏÍÅÎÑÔØ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ, �ÏÍÅÔËÁ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ (× �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ) ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÚÁ�ÏÍÅÔËÏÊ ÎÁ x.y := right [x℄;father := x; dire
tion := r;{ÔÅ�ÅÒØ father É dire
tion ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ×ÅÒÛÉÎÅ y}while left [y℄ <> null do beginfather := y; dire
tion := l;y := left [y℄;end;{val [y℄ - ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ �ÏÍÅÔÏË, ÂÏÌØÛÉÈ val [x℄,y ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÏÇÏ ÓÙÎÁ}



256 14. äÅÒÅ×ØÑ. óÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑval [x℄ := val [y℄;..ÕÄÁÌÉÔØ ×ÅÒÛÉÎÕ y (ËÁË ÕÄÁÌÑÔØ ×ÅÒÛÉÎÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÔÌÅ×ÏÇÏ ÓÙÎÁ, ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ) �14.1.6. õ�ÒÏÓÔÉÔÅ ÜÔÕ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ÚÁÍÅÔÉ×, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÕÞÁÉ(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È) ÍÏÖÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ. �14.1.7. éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ ÄÌÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÆÕÎË�ÉÊ, ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅ-ÎÉÊ ÔÉ�Á T, Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÔÉ� U. ï�ÅÒÁ�ÉÉ: ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ, ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎ-ÔÅ, ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ, ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ.òÅÛÅÎÉÅ. äÅÌÁÅÍ ËÁË ÒÁÎØÛÅ, ÄÏÂÁ×É× ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÍÁÓÓÉ×fun
_val: array [1..n℄ of U;ÅÓÌÉ val[x℄ = t, fun
 val[x℄ = u, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÈÒÁÎÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ tÒÁ×ÎÏ u. �14.1.8. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÍÅÔØ ÔÁËÖÅ ÏÔÙÓËÉ×ÁÔØ k-ÊÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (× �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ), �ÒÉÞ£Í ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ C · (×ÙÓÏÔÁ ÄÅÒÅ×Á). ëÁËÕÀ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØ-ÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ ÎÁÄÏ ÈÒÁÎÉÔØ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÄÅÒÅ×Á?òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÂÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ Å£ �ÏÔÏÍËÏ×.äÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ É ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÂÕÅÔ ËÏÒÒÅË�ÉÉ ÌÉÛØ ÎÁ �ÕÔÉ ÏÔËÏÒÎÑ Ë ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ. ÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ �ÏÉÓËÁ k-Ê ×ÅÒÛÉÎÙ �ÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÅÔÓÑÔÁËÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÉÓËÏÍÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ s-Ê ×ÅÒÛÉÎÏÊ �ÏÄÄÅÒÅ×ÁÓ ËÏÒÎÅÍ × x (ÚÄÅÓØ s É x | �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ). �ï�ÅÎËÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÊäÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ (�ÒÏ×ÅÒËÉ, ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ É ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ) ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ C · (×ÙÓÏÔÁ ÄÅÒÅ×Á). äÌÑ �ÒÏ×ÎÏ �ÏÄ-ÓÔÒÉÖÅÎÎÏÇÏ� ÄÅÒÅ×Á (ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÌÉÓÔØÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ×ÙÓÏÔÅ) ×ÙÓÏÔÁ �Ï�ÏÒÑÄËÕ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÒÁ×ÎÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ËÒÉ×Ï-ÂÏËÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ×Ó£ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÇÏÒÁÚÄÏ ÈÕÖÅ: × ÎÁÉÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �Å�Ø É ×ÙÓÏÔÁ ÒÁ×ÎÁ ÞÉÓÌÕ ×ÅÒÛÉÎ. �ÁË ÓÌÕÞÉÔ-ÓÑ, ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÍ ÉÌÉ ÕÂÙ-×ÁÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× �× ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ� ÓÒÅÄÎÑÑ ×ÙÓÏÔÁ ÄÅÒÅ×Á ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅC log(ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ). åÓÌÉ ÜÔÏÊ Ï�ÅÎËÉ �× ÓÒÅÄÎÅÍ� ÍÁÌÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �Ï �ÏÄÄÅÒÖÁÎÉÀ �ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ� ÄÅÒÅ-×Á. ïÂ ÜÔÏÍ ÓÍ. × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÕÎËÔÅ.



14.2. óÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ 25714.2. óÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑäÅÒÅ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ (ÉÌÉ á÷ì-ÄÅÒÅ×ÏÍ × ÞÅÓÔØÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌÅÊ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ç.í.áÄÅÌØÓÏÎÁ-÷ÅÌØÓËÏÇÏ É E.í.ìÁÎÄÉ-ÓÁ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÓÏÔÙ ÌÅ×ÏÇÏ É �ÒÁ×ÏÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÅ×ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1. (÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ ÏÄ-ÎÏÇÏ ÉÚ ÓÙÎÏ×ÅÊ ÎÅÔ, ÄÒÕÇÏÊ | ÅÓÌÉ ÏÎ ÅÓÔØ | ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÌÉÓÔÏÍ.)14.2.1. îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ × ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å ×ÙÓÏÔÙ n.òÅÛÅÎÉÅ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÒÁ×ÎÏ 2n − 1. åÓÌÉ mn | ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ, ÔÏ, ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, mn+2 = 1 +mn +mn+1,ÏÔËÕÄÁ mn = �n+2 − 1 (�n | n-Å ÞÉÓÌÏ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, �1 = 1, �2 = 1,�n+2 =�n +�n+1). �14.2.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÍÅ-ÅÔ ×ÙÓÏÔÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ C logn ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊÏÔ n.òÅÛÅÎÉÅ. éÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �n+2 > an, ÇÄÅa | ÂÏÌØÛÉÊ ËÏÒÅÎØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ a2 = 1 + a, ÔÏ ÅÓÔØ a == (√5 + 1)=2. ïÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. �÷ÒÁÝÅÎÉÑíÙ ÈÏÔÉÍ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÄÅÒÅ×Á �ÏÓÌÅ ×ËÌÀ-ÞÅÎÉÑ É ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ËÁËÉÅ-ÔÏ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÅÒÅ×Á, ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏÍÅÔÏË ÎÁ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÈ É ÎÅÎÁÒÕÛÁÀÝÉÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔÉ, ÎÏ Ó�ÏÓÏÂÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÌÕÞÛÅÊ ÓÂÁÌÁÎÓÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ. ï�ÉÛÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.
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ðÕÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ a ÉÍÅÅÔ �ÒÁ×ÏÇÏ ÓÙÎÁ b. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P ÌÅ×ÏÅ �ÏÄ-ÄÅÒÅ×Ï ×ÅÒÛÉÎÙ a, ÞÅÒÅÚ Q É R| ÌÅ×ÏÅ É �ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑ ×ÅÒÛÉÎÙ b.õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔØ ÄÅÒÅ×Á ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ P < a <Q< b <R (ÔÏÞÎÅÅ ÓÌÅ-



258 14. äÅÒÅ×ØÑ. óÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ �ÌÀÂÁÑ �ÏÍÅÔËÁ ÎÁ P ÍÅÎØÛÅ �ÏÍÅÔËÉ ÎÁ a�, ��ÏÍÅÔËÁÎÁ a ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÊ �ÏÍÅÔËÉ ÎÁ Q� É Ô. Ä., ÎÏ ÍÙ �ÏÚ×ÏÌÉÍ ÓÅÂÅ ÜÔÏÇÏÎÅ ÄÅÌÁÔØ). �ÏÞÎÏ ÔÏÇÏ ÖÅ ÔÒÅÂÕÅÔ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔØ ÄÅÒÅ×Á Ó ËÏÒÎÅÍ b,ÅÇÏ ÌÅ×ÙÍ ÓÙÎÏÍ a, × ËÏÔÏÒÏÍ P É Q | ÌÅ×ÏÅ É �ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑ a,R | �ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï b. ðÏÜÔÏÍÕ �ÅÒ×ÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÔØ ×Ï ×ÔÏÒÏÅ, ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÑ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔÉ. �ÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÎÁÚÏ×£Í ÍÁÌÙÍ �ÒÁ×ÙÍ ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ (�ÒÁ×ÙÍ | �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ, ÌÅ×ÏÅ, ÍÁÌÙÍ | �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÔØ É ÂÏÌØÛÏÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙÓÅÊÞÁÓ Ï�ÉÛÅÍ).ðÕÓÔØ b | �ÒÁ×ÙÊ ÓÙÎ a, 
 | ÌÅ×ÙÊ ÓÙÎ b, P | ÌÅ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï a,Q É R | ÌÅ×ÏÅ É �ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑ 
, S | �ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï b. �ÏÇÄÁP < a <Q< 
 <R < b < S.
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�ÁËÏÊ ÖÅ �ÏÒÑÄÏË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÒÅ×Õ Ó ËÏÒÎÅÍ 
, ÉÍÅÀÝÉÍ ÌÅ×ÏÇÏÓÙÎÁ a É �ÒÁ×ÏÇÏ ÓÙÎÁ b, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ P É Q| �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑ ×ÅÒÛÉÎÙ a,Á R É S | �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑ ×ÅÒÛÉÎÙ b. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÏÌØÛÉÍ �ÒÁ×ÙÍ ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ. (áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ-ÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÅÍÕ ÂÏÌØÛÏÅ ÌÅ×ÏÅ ×ÒÁÝÅÎÉÅ.)14.2.3. äÁÎÏ ÄÅÒÅ×Ï, ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ËÏÒÎÑ, × ËÏ-ÔÏÒÏÍ ÒÁÚÎÉ�Á ×ÙÓÏÔ ÒÁ×ÎÁ 2 (Ô. Å. ÌÅ×ÏÅ É �ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑ ËÏÒÎÑÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÙ É ÉÈ ×ÙÓÏÔÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ 2). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅ×ÒÁÝÅÎÏ × ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, �ÒÉÞ£Í ×ÙÓÏÔÁ ÅÇÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �ÒÅÖÎÅÊ ÉÌÉ ÕÍÅÎØÛÉÔ-ÓÑ ÎÁ 1.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÂÏÌÅÅ ÎÉÚËÉÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÅ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï,É ÅÇÏ ×ÙÓÏÔÁ ÒÁ×ÎÁ k. �ÏÇÄÁ ×ÙÓÏÔÁ �ÒÁ×ÏÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Á ÒÁ×ÎÁ k + 2.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÒÅÎØ ÞÅÒÅÚ a, Á ÅÇÏ �ÒÁ×ÏÇÏ ÓÙÎÁ (ÏÎ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÅÓÔØ)ÞÅÒÅÚ b. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÅ×ÏÅ É �ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑ ×ÅÒÛÉÎÙ b. ïÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÙÓÏÔÕ k + 1, Á ÄÒÕÇÏÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÙÓÏÔÕ k ÉÌÉk + 1 (ÍÅÎØÛÅ k ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÔÁË ËÁË �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÙ).



14.2. óÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ 259åÓÌÉ ×ÙÓÏÔÁ ÌÅ×ÏÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Á ÒÁ×ÎÁ k + 1, Á �ÒÁ×ÏÇÏ | k, ÔÏ �ÏÔÒÅÂÕ-ÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÏÅ �ÒÁ×ÏÅ ×ÒÁÝÅÎÉÅ; × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÏÍÏÇÁÅÔ ÍÁÌÏÅ.÷ÏÔ ËÁË ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ ÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ËÉ ÄÅÒÅ×Á:
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�14.2.4. ÷ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÄÏÂÁ×ÉÌÉ ÉÌÉ ÉÚ ÎÅÇÏ ÕÄÁÌÉÌÉÌÉÓÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ Ó �ÏÍÏ-ÝØÀ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ×ÒÁÝÅÎÉÊ, �ÒÉÞ£Í ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ×ÙÓÏÔÙ ÄÅÒÅ×Á.òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ:ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ × ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å X ÏÄÎÏ ÉÚ ÅÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ-×ØÅ× Y ÚÁÍÅÎÉÌÉ ÎÁ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï Z, �ÒÉÞ£Í ×ÙÓÏÔÁ Z ÏÔ-ÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ×ÙÓÏÔÙ Y ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÔÁËÏÊ ��ÒÉ×É×-ËÏÊ� ÄÅÒÅ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔØ × ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÒÁÝÅÎÉÑÍÉ (�ÒÉ-Þ£Í ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÒÁÝÅÎÉÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ×ÙÓÏÔÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÌÁÅÔÓÑ�ÒÉ×É×ËÁ).þÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ �ÒÉ×É×ËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÁ �ÕÓÔÏÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Á ÎÁÌÉÓÔ ÉÌÉ ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï ×ÙÓÏÔÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÌÁÅÔÓÑ�ÒÉ×É×ËÁ. åÓÌÉ ÏÎÁ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ËÏÒÎÅ (ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ×Ó£ ÄÅÒÅ×Ï �ÅÌÉ-



260 14. äÅÒÅ×ØÑ. óÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑËÏÍ), ÔÏ ×Ó£ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ (��ÒÉ×ÏÊ� ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ). ðÕÓÔØ ÚÁ-ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÅ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ x. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.1) ðÏÓÌÅ �ÒÉ×É×ËÉ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ × ×ÅÒÛÉÎÅ x ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÌÁÓØ(ÈÏÔÑ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÁÒÕÛÉÌÁÓØ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ × �ÒÅÄËÁÈ x:×ÙÓÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÅ×Á Ó ËÏÒÎÅÍ × x ÍÏÇÌÁ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ). �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÍÙ �ÒÉ×É×ÁÌÉ�ÅÌÉËÏÍ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï Ó ËÏÒÎÅÍ × x.2) óÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ × x ÎÁÒÕÛÉÌÁÓØ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÎÉ�Á ×ÙÓÏÔÒÁ×ÎÁ 2 (ÂÏÌØÛÅ ÏÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÔÁË ËÁË ×ÙÓÏÔÁ Z ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑÏÔ ×ÙÓÏÔÙ Y ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1). òÁÚÂÅÒ£Í Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ.
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AA YZ k(Á) (Â)Á) ÷ÙÛÅ �ÒÁ×ÏÅ (ÎÅ ÚÁÍÅÎÑ×ÛÅÅÓÑ) �ÏÄÄÅÒÅ×Ï ×ÅÒÛÉÎÙ x. ðÕÓÔØ×ÙÓÏÔÁ ÌÅ×ÏÇÏ (Ô. Å. Z) ÒÁ×ÎÁ k, �ÒÁ×ÏÇÏ | k + 2. ÷ÙÓÏÔÁ ÓÔÁ-ÒÏÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Á ×ÅÒÛÉÎÙ x (Ô. Å. Y ) ÂÙÌÁ ÒÁ×ÎÁ k + 1.ðÏÄÄÅÒÅ×Ï Ó ËÏÒÎÅÍ x ÉÍÅÌÏ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å ×ÙÓÏÔÕ k + 3,É ÜÔÁ ×ÙÓÏÔÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ �ÏÓÌÅ �ÒÉ×É×ËÉ.ðÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ×ÒÁÝÅÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï ÓËÏÒÎÅÍ × x × ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï ×ÙÓÏÔÙ k + 2 ÉÌÉk + 3. �Ï ÅÓÔØ ×ÙÓÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÅ×Á Ó ËÏÒÎÅÍ x | × ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉÓ ÅÇÏ �ÒÅÖÎÅÊ ×ÙÓÏÔÏÊ | ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ ÉÌÉ ÕÍÅÎØÛÉÌÁÓØÎÁ 1, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÉÎÄÕË-�ÉÉ.Â) ÷ÙÛÅ ÌÅ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï ×ÅÒÛÉÎÙ x. ðÕÓÔØ ×ÙÓÏÔÁ ÌÅ×ÏÇÏ(Ô. Å. Z) ÒÁ×ÎÁ k + 2, �ÒÁ×ÏÇÏ | k. ÷ÙÓÏÔÁ ÓÔÁÒÏÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ�ÏÄÄÅÒÅ×Á (Ô. Å. Y ) ÂÙÌÁ ÒÁ×ÎÁ k + 1. ðÏÄÄÅÒÅ×Ï Ó ËÏÒÎÅÍ x× ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å X ÉÍÅÌÏ ×ÙÓÏÔÕ k + 2, �ÏÓÌÅ �ÒÉ×É×ËÉ ÏÎÁÓÔÁÌÁ ÒÁ×ÎÁ k + 3. ðÏÓÌÅ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ×ÒÁÝÅÎÉÑ (ÓÍ. �ÒÅÄÙ-ÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ) �ÏÄÄÅÒÅ×Ï Ó ËÏÒÎÅÍ × x ÓÔÁÎÅÔ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ-×ÁÎÎÙÍ, ÅÇÏ ×ÙÓÏÔÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ k + 2 ÉÌÉ k + 3, ÔÁË ÞÔÏÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ×ÙÓÏÔÙ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ×ÙÓÏÔÏÊ �ÏÄÄÅÒÅ×Á Ó ËÏÒ-ÎÅÍ x × ÄÅÒÅ×Å X ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1 É ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ. �



14.2. óÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ 26114.2.5. óÏÓÔÁ×ØÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ É ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÓÏ-ÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ. þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÉÔØ C · (×ÙÓÏÔÁ ÄÅÒÅ×Á). òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÈÒÁÎÉÔØ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÄÅÒÅ×Á ÄÏ-�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ �ÒÉ ÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ËÅ.òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁÚÎÉ�Õ ÍÅÖÄÕ ×Ù-ÓÏÔÏÊ Å£ �ÒÁ×ÏÇÏ É ÌÅ×ÏÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÅ×:diff [i℄= (×ÙÓÏÔÁ �ÒÁ×ÏÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Á ×ÅÒÛÉÎÙ i)−
− (×ÙÓÏÔÁ ÌÅ×ÏÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Á ×ÅÒÛÉÎÙ i).îÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÂÏÌØÛÉÍ É ÍÁ-ÌÙÍ �ÒÁ×ÙÍ É ÌÅ×ÙÍ ×ÒÁÝÅÎÉÑÍÉ. îÏ ×ÎÁÞÁÌÅ Ä×Á ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. (1) îÁÍÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÉ ×ÒÁÝÅÎÉÉ �ÏÄÄÅÒÅ×Á ÎÏÍÅÒ ÅÇÏ ËÏÒÎÑ ÎÅ ÍÅÎÑÌÓÑ.(÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÂÙ ËÏÒÒÅËÔÉÒÏ×ÁÔØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ× ÏÔ�Å ËÏÒÎÑ, ÞÔÏ ÎÅÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ.) üÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÉÞØ, ÔÁË ËÁË ÎÏ-ÍÅÒÁ ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. (îÁËÁÒÔÉÎËÁÈ ÎÏÍÅÒ ÕËÁÚÁÎ ÓÂÏËÕ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ, Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ | ×ÎÕÔÒÉ.)
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(2) ðÏÓÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÍÁÓÓÉ×Å diff. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ×ÙÓÏÔÙ ÄÅÒÅ×ØÅ×P;Q; : : : Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏÏÄÎÁ ÉÚ ×ÙÓÏÔ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.



262 14. äÅÒÅ×ØÑ. óÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ÷ÏÔ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ×ÒÁÝÅÎÉÊ:pro
edure SR (a:integer); {ÍÁÌÏÅ �ÒÁ×ÏÅ ×ÒÁÝÅÎÉÅ Ó ËÏÒÎÅÍ a}var b: 1..n; val_a,val_b: T; h_P,h_Q,h_R: integer;beginb := right [a℄; {b <> null}val_a := val [a℄; val_b := val [b℄;h_Q := 0; h_R := diff[b℄; h_P := (max(h_Q,h_R)+1)-diff[a℄;val [a℄ := val_b; val [b℄ := val_a;right [a℄ := right [b℄ {�ÏÄÄÅÒÅ×Ï R}right [b℄ := left [b℄ {�ÏÄÄÅÒÅ×Ï Q}left [b℄ := left [a℄ {�ÏÄÄÅÒÅ×Ï P}left [a℄ := b;diff [b℄ := h_Q - h_P;diff [a℄ := h_R - (max (h_P, h_Q) + 1);end;pro
edure BR(a:integer);{ÂÏÌØÛÏÅ �ÒÁ×ÏÅ ×ÒÁÝÅÎÉÅ Ó ËÏÒÎÅÍ a}var b,
: 1..n; val_a,val_b,val_
: T;h_P,h_Q,h_R,h_S: integer;beginb := right [a℄; 
 := left [b℄; {b,
 <> null}val_a := val [a℄; val_b := val [b℄; val_
 := val [
℄;h_Q := 0; h_R := diff[
℄; h_S := (max(h_Q,h_R)+1)+diff[b℄;h_P := 1 + max (h_S, h_S-diff[b℄) - diff [a℄;val [a℄ := val_
; val [
℄ := val_a;left [b℄ := right [
℄ {�ÏÄÄÅÒÅ×Ï R}right [
℄ := left [
℄ {�ÏÄÄÅÒÅ×Ï Q}left [
℄ := left [a℄ {�ÏÄÄÅÒÅ×Ï P}left [a℄ := 
;diff [b℄ := h_S - h_R;diff [
℄ := h_Q - h_P;diff [a℄ := max (h_S, h_R) - max (h_P, h_Q);end;ìÅ×ÙÅ ×ÒÁÝÅÎÉÑ (ÂÏÌØÛÏÅ É ÍÁÌÏÅ) ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ.ðÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ É ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÉÛÕÔÓÑ ËÁË ÒÁÎØÛÅ,ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ É ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏ�ÒÏ×ÏÖÄÁÔØÓÑ ËÏÒÒÅË�ÉÅÊÍÁÓÓÉ×Á diff É ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅÍ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:ÄÁÎÏ: ÌÅ×ÏÅ É �ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ aÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÙ, × ÓÁÍÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÒÁÚÎÉ�Á ×ÙÓÏÔ ÎÅ ÂÏÌØ-ÛÅ 2, × �ÏÄÄÅÒÅ×Å Ó ËÏÒÎÅÍ a ÍÁÓÓÉ× diff ÚÁ�ÏÌÎÅÎ �ÒÁ-×ÉÌØÎÏ;



14.2. óÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ 263ÎÁÄÏ: �ÏÄÄÅÒÅ×Ï Ó ËÏÒÎÅÍ a ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÏ É ÍÁÓÓÉ× diffÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎ£Î, d| ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÅÇÏ ×ÙÓÏÔÙ (ÒÁ×ÎÏ 0ÉÌÉ -1); × ÏÓÔÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ×Ó£ ÏÓÔÁÌÏÓØ ËÁË ÂÙÌÏ | × ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ diff.pro
edure balan
e (a: integer; var d: integer);begin {-2 <= diff[a℄ <= 2}if diff [a℄ = 2 then beginb := right [a℄;if diff [b℄ = -1 then beginBR (a); d := -1;end else if diff [b℄ = 0 then beginSR (a); d := 0;end else begin {diff [b℄ = 1}SR (a); d := - 1;end;end else if diff [a℄ = -2 then beginb := left [a℄;if diff [b℄ = 1 then beginBL (a); d := -1;end else if diff [b℄ = 0 then beginSL (a); d := 0;end else begin {diff [b℄ = -1}SL (a); d := - 1;end;end else begin {-2 < diff [a℄ < 2, ÎÉÞÅÇÏ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ}d := 0;end;end;÷ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÔÒÅÂÕÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÏÔ ÌÉÓÔØÅ×Ë ËÏÒÎÀ, �ÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÈÒÁÎÉÔØ × ÓÔÅËÅ �ÕÔØ ÏÔ ËÏÒÎÑ ÄÅÒÅ×Á Ë ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÅÒÛÉÎÅ. üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅËÁ ÂÕÄÕÔ �ÁÒÙ
〈×ÅÒÛÉÎÁ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÉÚ ÎÅ£〉, Ô. Å. ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÉ�Áre
ordvert: 1..n; {×ÅÒÛÉÎÁ}dire
tion : (l, r); {l - ÌÅ×ÏÅ, r - �ÒÁ×ÏÅ}end;ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ t ÔÅ�ÅÒØ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:if root = null then beginget_free (root);left[root℄ := null; right[root℄ := null; diff[root℄ := 0;



264 14. äÅÒÅ×ØÑ. óÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑval[root℄ := t;end else beginx := root;..ÓÄÅÌÁÔØ ÓÔÅË �ÕÓÔÙÍ{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏÂÁ×ÉÔØ t Ë ÎÅ�ÕÓÔÏÍÕ �ÏÄÄÅÒÅ×Õ ÓËÏÒÎÅÍ × x; ÓÔÅË ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÕÔØ Ë x}while ((t < val [x℄) and (left [x℄ <> null)) or((t > val [x℄) and (right [x℄ <> null)) do beginif t < val [x℄ then begin..ÄÏÂÁ×ÉÔØ × ÓÔÅË �ÁÒÕ <x, l>x := left [x℄;end else begin {t > val [x℄}..ÄÏÂÁ×ÉÔØ × ÓÔÅË �ÁÒÕ <x, r>x := right [x℄;end;end;if t <> val [x℄ then begin {t ÎÅÔ × ÄÅÒÅ×Å}get_free (i); val [i℄ := t;left [i℄ := null; right [i℄ := null; diff [i℄ := 0;if t < val [x℄ then begin..ÄÏÂÁ×ÉÔØ × ÓÔÅË �ÁÒÕ <x, l>left [x℄ := i;end else begin {t > val [x℄}..ÄÏÂÁ×ÉÔØ × ÓÔÅË �ÁÒÕ <x, r>right [x℄ := i;end;d := 1;{ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÓÔÅË ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÕÔØ Ë ÉÚÍÅÎÉ×ÛÅÍÕÓÑ�ÏÄÄÅÒÅ×Õ, ×ÙÓÏÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ Õ×ÅÌÉÞÉÌÁÓØ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀÓ ×ÙÓÏÔÏÊ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å ÎÁ d (=0 ÉÌÉ 1); ÜÔÏ�ÏÄÄÅÒÅ×Ï ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÏ; ÚÎÁÞÅÎÉÑ diff ÄÌÑ ÅÇÏ×ÅÒÛÉÎ �ÒÁ×ÉÌØÎÙ; × ÏÓÔÁÌØÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å ×Ó£ ÏÓÔÁÌÏÓØËÁË ÂÙÌÏ - × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ diff}while (d <> 0) and ..ÓÔÅË ÎÅ�ÕÓÔ do begin {d = 1}..×ÚÑÔØ ÉÚ ÓÔÅËÁ �ÁÒÕ × <v, dire
t>if dire
t = l then beginif diff [v℄ = 1 then begin
 := 0;end else begin
 := 1;end;diff [v℄ := diff [v℄ - 1;end else begin{dire
t = r}



14.2. óÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ 265if diff [v℄ = -1 then begin
 := 0;end else begin
 := 1;end;diff [v℄ := diff [v℄ + 1;end;{
 = ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ×ÙÓÏÔÙ �ÏÄÄÅÒÅ×Á Ó ËÏÒÎÅÍ × v �ÏÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÄÅÒÅ×ÏÍ; ÍÁÓÓÉ× diffÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Á;×ÏÚÍÏÖÎÏ ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ × v}balan
e (v, d1); d := 
 + d1;end;end;end;ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ d ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ ÔÏÌØËÏ 0 ÉÌÉ 1 (ÎÏÎÅ -1): ÅÓÌÉ 
=0, ÔÏ diff[v℄=0 É ÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ËÁ ÎÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ.ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. å£ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔÔÁËÏ×: {ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÓÔÅË ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÕÔØ Ë ÉÚÍÅÎÉ×ÛÅÍÕÓÑ �ÏÄÄÅÒÅ×Õ,×ÙÓÏÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ×ÙÓÏÔÏÊ ×ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å ÎÁ d (=0 ÉÌÉ -1); ÜÔÏ �ÏÄÄÅÒÅ×ÏÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÏ; ÚÎÁÞÅÎÉÑ diff ÄÌÑ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ �ÒÁ×ÉÌØÎÙ;× ÏÓÔÁÌØÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å ×Ó£ ÏÓÔÁÌÏÓØ ËÁË ÂÙÌÏ -× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ diff}while (d <> 0) and ..ÓÔÅË ÎÅ�ÕÓÔ do begin{d = -1}..×ÚÑÔØ ÉÚ ÓÔÅËÁ �ÁÒÕ × <v, dire
t>if dire
t = l then beginif diff [v℄ = -1 then begin
 := -1;end else begin
 := 0;end;diff [v℄ := diff [v℄ + 1;end else begin {dire
t = r}if diff [v℄ = 1 then begin
 := -1;end else begin
 := 0;end;diff [v℄ := diff [v℄ - 1;end;



266 14. äÅÒÅ×ØÑ. óÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ{
 = ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ×ÙÓÏÔÙ �ÏÄÄÅÒÅ×Á Ó ËÏÒÎÅÍ × v �ÏÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÄÅÒÅ×ÏÍ; ÍÁÓÓÉ× diff ÓÏÄÅÒÖÉÔ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Á;×ÏÚÍÏÖÎÏ ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ × v}balan
e (v, d1);d := 
 + d1;end;ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ d ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ ÔÏÌØËÏ 0 ÉÌÉ -1 (ÎÏÎÅ -2): ÅÓÌÉ 
=-1, ÔÏ diff[v℄=0 É ÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ËÁ ÎÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ.ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÓÔÅËÁ ÄÅÌÁÅÔ ÉÚÌÉÛÎÉÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅfather É dire
tion (ÉÈ ÒÏÌØ ÔÅ�ÅÒØ ÉÇÒÁÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÔÅËÁ). �14.2.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ(Á) ×ÔÏÒÏÊ ÉÚ ÔÒ£È ÓÌÕÞÁÅ× ÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ËÉ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË ÎÁ Ó. 259)ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ;(Â) �ÏÌÎÁÑ ÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ËÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ×ÒÁÝÅÎÉÑ (�ÏÓÌÅÞÅÇÏ ×Ó£ ÄÅÒÅ×Ï ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË �ÒÉÕÄÁÌÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÅÔ �ÏÎÁÄÏÂÉÔØÓÑ ÍÎÏÇÏ ×ÒÁÝÅÎÉÊ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ÓÔÁÒÁÌÉÓØ ÚÁ�ÉÓÁÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ É ÕÄÁ-ÌÅÎÉÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ �ÏÈÏÖÉÍÉ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ.éÓ�ÏÌØÚÕÑ Ó�Å�ÉÆÉËÕ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ, ÍÏÖÎÏ ÍÎÏÇÏÅ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ.óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ Ó�ÏÓÏÂÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÇÁÒÁÎÔÉ-ÒÕÀÝÉÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ logn ÎÁ ËÁÖÄÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ. ï�ÉÛÅÍÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ â-ÄÅÒÅ×ØÑÍÉ).äÏ ÓÉÈ �ÏÒ ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÌÁ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÈÒÁÎÉÍÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á. üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÌÕÖÉÌ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÍÅÖÄÕ ÌÅ×ÙÍ É �ÒÁ×ÙÍ �ÏÄÄÅ-ÒÅ×ÏÍ. âÕÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÈÒÁÎÉÔØ × ×ÅÒÛÉÎÅ k > 1 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á(ÞÉÓÌÏ k ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ Ë ×ÅÒÛÉÎÅ, Á ÔÁËÖÅ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅ-ÎÉÉ É ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÎÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÓÍ. ÄÁÌÅÅ). üÔÉ k ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÌÕÖÁÔÒÁÚÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÄÌÑ k + 1 �ÏÄÄÅÒÅ×ØÅ×. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅÞÉÓÌÏ t> 1. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÄÅÒÅ×ØÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ-×ÁÍÉ:1) ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔ t ÄÏ 2t ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉ-ÅÍ ËÏÒÎÑ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÔ 0ÄÏ 2t).2) ÷ÅÒÛÉÎÁ Ó k ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ k + 1 ÓÙÎÏ×ÅÊ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔÓÙÎÏ×ÅÊ ×ÏÏÂÝÅ (Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÓÔÏÍ).3) ÷ÓÅ ÌÉÓÔØÑ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ×ÙÓÏÔÅ.



14.2. óÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ 267äÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÁË. åÓÌÉ ÌÉÓÔ, × ËÏÔÏÒÙÊ ÏÎ �Ï-�ÁÄÁÅÔ, ÎÅ�ÏÌÏÎ (Ô. Å. ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎÅÅ 2t ÜÌÅÍÅÎÔÏ×), ÔÏ ÎÅÔ �ÒÏÂÌÅÍ.åÓÌÉ ÏÎ �ÏÌÏÎ, ÔÏ 2t+ 1 ÜÌÅÍÅÎÔ (×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÌÉÓÔÁ É ÎÏ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ)ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍ ÎÁ Ä×Á ÌÉÓÔÁ �Ï t ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÊ ÉÈ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊÜÌÅÍÅÎÔ. üÔÏÔ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÄÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ × ×ÅÒÛÉÎÕ �ÒÅÄÙÄÕ-ÝÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ. üÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ × ÎÅÊ ÍÅÎÅÅ 2t ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. åÓÌÉ É ÏÎÁ�ÏÌÎÁ, ÔÏ Å£ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ÎÁ Ä×Å, ×ÙÄÅÌÑÀÔ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ É Ô. Ä. åÓ-ÌÉ × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× ÍÙ ÚÁÈÏÔÉÍ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ × ËÏÒÅÎØ, Á ÏÎ ÏËÁÖÅÔ-ÓÑ �ÏÌÎÙÍ, ÔÏ ËÏÒÅÎØ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ, Á ×ÙÓÏÔÁ ÄÅÒÅ×ÁÕ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 1.õÄÁÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÎÅ × ÌÉÓÔÅ, Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÄÁÌÅÎÉÀÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÚÁ ÎÉÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÌÉÓÔÅ. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÕÄÁÌÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÌÉÓÔÁ. åÓÌÉ ÌÉÓÔ �ÒÉÜÔÏÍ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÁÌÅÎØËÉÍ, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �Ï�ÏÌÎÉÔØ ÚÁ ÓÞ£ÔÓÏÓÅÄÎÅÇÏ ÌÉÓÔÁ | ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ É ÏÎ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊÒÁÚÍÅÒ t. åÓÌÉ ÖÅ ÏÂÁ ÌÉÓÔÁ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒ t, ÔÏ ÎÁ ÎÉÈ ×ÍÅÓÔÅ 2t ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×, ×ÍÅÓÔÅ Ó ÒÁÚÄÅÌÉÔÅÌÅÍ | 2t + 1. ðÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ 2t ÜÌÅÍÅÎÔÏ× | ËÁË ÒÁÚ ÎÁ ÏÄÉÎ ÌÉÓÔ. åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ×ÅÒÛÉÎÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ ÎÏÒÍÙ, �ÒÏ�ÅÓÓ �Ï-×ÔÏÒÑÅÔÓÑ É Ô. Ä.14.2.7. òÅÁÌÉÚÕÊÔÅ Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ÓÈÅÍÕ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÕÂÅÄÉ×-ÛÉÓØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÔÁËÖÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÂÏÊÔÉÓØ C logn ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ×ËÌÀÞÅÎÉÑ, ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ É �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ. �14.2.8. íÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÄÅÒÅ×Á ÉÎÁÞÅ: ÔÒÅÂÏ-×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Å£ ÌÅ×ÏÅ É �ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑ ÉÍÅÌÉÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ. (ðÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×ÏÔÁËÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÒÁÝÅÎÉÑÈ ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÎÉÖÅ ÔÏÞËÉ ×ÒÁÝÅÎÉÑ.)òÅÁÌÉÚÕÊÔÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÜÔÏÊ ÉÄÅÉ Ó�ÏÓÏÂ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÇÁÒÁÎÔÉ-ÒÕÀÝÉÊ Ï�ÅÎËÕ × C logn ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÄÌÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ, ÕÄÁÌÅÎÉÑ É �ÒÏ×ÅÒËÉ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ.[õËÁÚÁÎÉÅ. ïÎ ÔÁËÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÂÏÌØÛÉÅ É ÍÁÌÙÅ ×ÒÁÝÅÎÉÑ. ðÏ-ÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. × ËÎÉÇÅ òÅÊÎÇÏÌØÄÁ, îÉ×ÅÒÇÅÌØÔÁ É äÅÏ �ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅÁÌÇÏÒÉÔÍÙ�.℄ �



15. ëïî�åëó�îï-ó÷ïâïäîùåçòáííá�éëé15.1. ïÂÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÚÂÏÒÁþÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÁÍ-ÍÁÔÉËÏÊ (ëó-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ), ÎÁÄÏ:
• ÕËÁÚÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ; ÅÇÏ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ; ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÍ-×ÏÌÏ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÌÏ×ÁÍÉ (× ÄÁÎÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ);
• ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ×ÓÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù: ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÅ(�ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÅ�) É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÅ (��ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ�);
• ×ÙÂÒÁÔØ ÓÒÅÄÉ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÏÄÉÎ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÎÁ-ÞÁÌØÎÙÍ ;
• ÕËÁÚÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÁ×ÉÌ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ K→X, ÇÄÅ K | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÊÓÉÍ×ÏÌ, Á X | ÓÌÏ×Ï (× ÎÅÇÏ ÍÏÇÕÔ ×ÈÏÄÉÔØ É ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÅ, É ÎÅ-ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ).ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ëó-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ (ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ Ï�ÕÓËÁÔØ �ÒÅ-ÆÉËÓ �ëó-�, ÔÁË ËÁË ÄÒÕÇÉÈ ÇÒÁÍÍÁÔÉË Õ ÎÁÓ ÎÅ ÂÕÄÅÔ). ÷Ù×ÏÄÏÍ × ÜÔÏÊÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏ× X0; X1; : : : ; Xn, × ËÏ-ÔÏÒÏÊ X0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ, É ÜÔÏÔ ÓÉÍ×ÏÌ | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ,Á Xi+1 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Xi ÚÁÍÅÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÍ-×ÏÌÁ K ÎÁ ÓÌÏ×Ï X �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ �ÒÁ×ÉÌ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ. óÌÏ×Ï, ÓÏÓÔÁ-×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù×ÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ×Ù×ÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×Ù×ÏÄÉÍÙÈ ÓÌÏ×(ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÑÚÙËÏÍ, �ÏÒÏÖÄÁÅÍÙÍ ÄÁÎÎÏÊÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ.



15.1. ïÂÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÚÂÏÒÁ 269÷ ÜÔÏÊ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁ×Å ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÊ ×Ï�ÒÏÓ:ÄÁÎÁ ëó-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ; �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÓÌÏ×Õ�ÒÏ×ÅÒÑÅÔ, ×Ù×ÏÄÉÍÏ ÌÉ ÏÎÏ × ÜÔÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ.ðÒÉÍÅÒ 1. áÌÆÁ×ÉÔ: ( ) [ ℄ E(ÞÅÔÙÒÅ ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÁ É ÏÄÉÎ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ E). îÁ-ÞÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ: E. ðÒÁ×ÉÌÁ: E→ (E)E→ [E℄E→ EEE→(× �ÏÓÌÅÄÎÅÍ �ÒÁ×ÉÌÅ Ó�ÒÁ×Á ÓÔÏÉÔ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï).ðÒÉÍÅÒÙ ×Ù×ÏÄÉÍÙÈ ÓÌÏ×: (�ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï)()([ ℄)()[([℄)℄[()[℄()[℄℄ðÒÉÍÅÒÙ ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍÙÈ ÓÌÏ×: ()((℄([)℄üÔÁ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ ×ÓÔÒÅÞÁÌÁÓØ × ÒÁÚÄÅÌÅ 6.1 (ÇÄÅ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔØ × ÎÅÊ �ÒÏ-×ÅÒÑÌÁÓØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÔÅËÁ).ðÒÉÍÅÒ 2. äÒÕÇÁÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ ÔÏÔ ÖÅ ÑÚÙË:áÌÆÁ×ÉÔ: ( ) [ ℄ T EðÒÁ×ÉÌÁ: E→E→ TET→ (E)T→ [E℄



270 15. ëÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉîÁÞÁÌØÎÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ×Ï ×ÓÅÈ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÄÁÌÅÅ �ÒÉÍÅÒÁÈ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉ-ÔÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌ, ÓÔÏÑÝÉÊ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅÜÔÏ ÓÉÍ×ÏÌ E), ÎÅ ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÑ ÜÔÏÇÏ ÏÓÏÂÏ.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÅÇÏ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ(ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ × Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÉ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ × ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ). ëÁÖÄÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ ÍÏÖÎÏÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ðÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅÔÏÌØËÏ ÞÔÏ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ. ðÕÓÔØ T É E | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏ×(ÉÚ ÓËÏÂÏË), ×Ù×ÏÄÉÍÙÈ ÉÚ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× T É E ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ�ÒÁ×ÉÌÁÍ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:E→ E ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×ÏE→ TE ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï A �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ T ,Á ÓÌÏ×Ï B �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ E, ÔÏÓÌÏ×Ï AB �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ET→ [E℄ ÅÓÌÉ A �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ E, ÔÏ ÓÌÏ×Ï[A℄ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ TT→ (E) ÅÓÌÉ A �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ E, ÔÏ ÓÌÏ×Ï(A) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ TóÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ× E, T ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÜÔÉ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÎÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ × ËÁÞÅ-ÓÔ×Å E É T ×ÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ×). ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÓÒÅÄÉÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ.15.1.1. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÔÏÞÎÏ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ. �15.1.2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù×ÏÄÉÍÙ ÓÌÏ×Á(Á) 00..0011..11 (ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÅÄÉÎÉ�);(Â) 00..0011..11 (ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉ�);(×) 00..0011..11 (ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉ�);(É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ). �15.1.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ëó-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, × ËÏÔÏÒÏÊÂÙÌÉ ÂÙ ×Ù×ÏÄÉÍÙ ÓÌÏ×Á ×ÉÄÁ 00..0011..1122..22, × ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÁÎÕÌÅÊ, ÅÄÉÎÉ� É Ä×ÏÅË ÒÁ×ÎÙ, É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ.[õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ëó-ÇÒÁÍ-ÍÁÔÉËÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á F , ×Ù×ÏÄÉÍÏÇÏ × ÜÔÏÊÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÅÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ ABCDE, ÞÔÏ



15.1. ïÂÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÚÂÏÒÁ 271ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ AB : : : BCD : : :DE, ÇÄÅ B É D �Ï×ÔÏÒÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÔÁËÖÅ ×Ù×ÏÄÉÍÏ × ÜÔÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ. (üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ-×ÉÔØ, ÎÁÊÄÑ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ, ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊÓÑ Ó×ÏÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ �ÎÁÓÌÅÄÎÉËÏÍ� × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ×Ù×ÏÄÁ.)℄ �îÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÒÏÄÏ×ÏÅ ÉÍÑ�ÄÌÑ ×Ù×ÏÄÉÍÙÈ ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÌÏ×. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ ÄÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ× ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÒÕÓ-ÓËÉÈ ÓÌÏ×, ÚÁËÌÀÞ£ÎÎÙÅ × ÕÇÌÏ×ÙÅ ÓËÏÂËÉ. (ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉËÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ | ÏÄÉÎ ÓÉÍ×ÏÌ!)ðÒÉÍÅÒ 3. áÌÆÁ×ÉÔ:ÔÅÒÍÉÎÁÌÙ: + * ( ) xÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÙ: 〈×ÙÒ〉 〈ÏÓÔ×ÙÒ〉 〈ÓÌÁÇ〉 〈ÏÓÔÓÌÁÇ〉 〈ÍÎÏÖ〉ðÒÁ×ÉÌÁ:
〈×ÙÒ〉 → 〈ÓÌÁÇ〉 〈ÏÓÔ×ÙÒ〉

〈ÏÓÔ×ÙÒ〉 → + 〈×ÙÒ〉
〈ÏÓÔ×ÙÒ〉 →
〈ÓÌÁÇ〉 → 〈ÍÎÏÖ〉 〈ÏÓÔÓÌÁÇ〉

〈ÏÓÔÓÌÁÇ〉 → * 〈ÓÌÁÇ〉
〈ÏÓÔÓÌÁÇ〉 →
〈ÍÎÏÖ〉 → x
〈ÍÎÏÖ〉 → ( 〈×ÙÒ〉 )óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ 〈×ÙÒ〉 | ÜÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ 〈ÓÌÁÇ〉, ÒÁÚÄÅÌ£ÎÎÙÈ �ÌÀÓÁÍÉ, ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ | ÜÔÏ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ 〈ÍÎÏÖ〉, ÒÁÚÄÅÌ£ÎÎÙÈ Ú×£ÚÄÏÞËÁÍÉ (ÚÎÁËÁÍÉÕÍÎÏÖÅÎÉÑ), Á ÍÎÏÖÉÔÅÌØ | ÜÔÏ ÌÉÂÏ ÂÕË×Á x, ÌÉÂÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÓËÏÂ-ËÁÈ.15.1.4. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÄÒÕÇÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÔÏÔ ÖÅÑÚÙË.ïÔ×ÅÔ. ÷ÏÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×:
〈×ÙÒ〉 → 〈×ÙÒ〉 + 〈×ÙÒ〉
〈×ÙÒ〉 → 〈×ÙÒ〉 * 〈×ÙÒ〉
〈×ÙÒ〉 → x
〈×ÙÒ〉 → ( 〈×ÙÒ〉 ) �üÔÁ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÈÏÔØ É �ÒÏÝÅ, ÎÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ ÈÕÖÅ,Ï Þ£Í ÍÙ ÅÝ£ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ.



272 15. ëÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ15.1.5. äÁÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ëó-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ�ÒÏ×ÅÒËÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÍÕ ÅÊ ÑÚÙËÕ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ �ÏÌÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ (Ô. Å. ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÏÔÄÌÉÎÙ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÏÇÏ ÓÌÏ×Á; �ÏÌÉÎÏÍ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ).òÅÛÅÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÉÓËÌÀÞÁÅÔ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÍ ÎÁ �ÅÒÅÂÏÒÅ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×Ù-×ÏÄÏ×. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÏÓËÏÌØ-ËÕ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÎ ÎÅ ÉÍÅÅÔ (ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅëó-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉ-ÍÉ ÓÔÒÏÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ), ÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ÌÉÛØ ÏÂÝÕÀÓÈÅÍÕ ÒÅÛÅÎÉÑ.(1) ðÕÓÔØ × ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÅÓÔØ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÙK1; : : : ;Kn. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÏ-×ÕÀ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÕ Ó ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁÍÉ K′1; : : : ;K′n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: ÉÚ K ′i ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ (× ÎÏ×ÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ) ÔÅ ÖÅ ÓÌÏ×Á, ÞÔÏÉÚ Ki × ÓÔÁÒÏÊ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ �ÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ.þÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ÔÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, ÎÁÄÏ ×ÙÑÓ-ÎÉÔØ, ÉÚ ËÁËÉÈ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ �ÕÓÔÏÅÓÌÏ×Ï, Á ÚÁÔÅÍ ËÁÖÄÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ �ÒÁ×ÉÌ, �ÏÌÕ-ÞÁÀÝÉÈÓÑ, ÅÓÌÉ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ Ï�ÕÓÔÉÔØ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×,ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï, Á Õ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÛÔÒÉÈÉ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÂÙÌÏ �ÒÁ×ÉÌÏK → L M N,�ÒÉÞ£Í ÉÚ L É N ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï, Á ÉÚ M ÎÅÔ, ÔÏ ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ÎÁÄÏÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ �ÒÁ×ÉÌÁ K′→ L′M′N′K′→ M′N′K′→ L′M′K′→ M′(2) éÔÁË, ÍÙ Ó×ÅÌÉ ÄÅÌÏ Ë ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ, ÇÄÅ ÎÉ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁÎÅ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï. �Å�ÅÒØ ÕÓÔÒÁÎÉÍ ��ÉËÌÙ� ×ÉÄÁK→ LL→ MM→ NN→ K(× �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ ÏÄÉÎ ÓÉÍ×ÏÌ, É ÜÔÉ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÏÂÒÁ-ÚÕÀÔ �ÉËÌ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ): ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×É× ×ÓÅ×ÈÏÄÑÝÉÅ × �ÉËÌ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÙ.



15.1. ïÂÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÚÂÏÒÁ 273(3) �Å�ÅÒØ �ÒÏ×ÅÒËÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÓÌÏ×Á ÑÚÙËÕ, �Ï-ÒÏÖÄ£ÎÎÏÍÕ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ, ÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÏÄ-ÓÌÏ×Á �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÏÇÏ ÓÌÏ×Á É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ ×ÙÑÓÎÑÅÍ, �ÏÒÏ-ÖÄÁÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏ �ÏÄÓÌÏ×Ï ÜÔÉÍ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÄÓÌÏ×Á �ÒÏ×Å-ÒÑÀÔÓÑ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÄÌÉÎ, Á ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÙ| × ÔÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ,ÞÔÏÂÙ �ÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ �ÒÁ×ÉÌÁ K → L ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ L �ÒÏ×ÅÒÑÌÓÑ ÒÁÎØÛÅÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ K. (üÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ × ÓÉÌÕ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ �ÉËÌÏ×.) ðÏÑÓÎÉÍÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ.ðÕÓÔØ × ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÅÓÔØ �ÒÁ×ÉÌÁK→ LK→ M N LÉ ÄÒÕÇÉÈ �ÒÁ×ÉÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ K × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÎÅÔ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÕÚÎÁÔØ,×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï A ÉÚ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ K. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÔÁË × ÏÄÎÏÍÉÚ ÓÌÕÞÁÅ×:
• ÅÓÌÉ A ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ L;
• ÅÓÌÉ A ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ ÓÌÏ×Á B, C, D, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈB ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ M, C ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ N, Á D ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ L.÷ÓÑ ÜÔÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÕÖÅ ÅÓÔØ (ÓÌÏ×Á B, C , D ËÏÒÏÞÅ A, Á L ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÄÏ K).ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ.óÔÅ�ÅÎØ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× × �ÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ �ÒÁ-×ÉÌ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÎÉÖÅÎÁ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ Ë ÆÏÒÍÅ,× ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2 ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× (ÜÔÏÌÅÇËÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ××ÏÄÑ ÎÏ×ÙÅ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÙ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÁ×ÉÌÏ K → LMKÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ K → LN É N → MK, ÇÄÅ N| ÎÏ×ÙÊ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ). �15.1.6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÕ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏÍ K,ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁÍÉ 0, 1, 2, 3 É �ÒÁ×ÉÌÁÍÉK→ 0K→ 1 KK→ 2 K KK→ 3 K K KëÁË �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÌÏ×Á × ÜÔÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ, ÞÉÔÁÑ ÓÌÏ×Ï ÓÌÅ-×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï? (þÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ �ÒÉ �ÒÏÞÔÅÎÉÉ ÏÄÎÏÊ ÂÕË×Ù ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.)



274 15. ëÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉòÅÛÅÎÉÅ. èÒÁÎÉÔÓÑ �ÅÌÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ n, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ: ÓÌÏ×Ï ×Ù×ÏÄÉ-ÍÏ ⇔ ÎÅ�ÒÏÞÉÔÁÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÀ (ÓÏÅÄÉ-ÎÅÎÉÅ) n ×Ù×ÏÄÉÍÙÈ ÓÌÏ×. �15.1.7. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉK→ 0K→ K 1K→ K K 2K→ K K K 3 �15.2. íÅÔÏÄ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÇÏ Ó�ÕÓËÁ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ (�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅ-ÇÏ ÞÉÓÔÏ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ), ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÇÏÓ�ÕÓËÁ ÞÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ. üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ �ÒÉÍÅÎÉÍ, ÏÄÎÁËÏ,ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ËÏ ×ÓÅÍ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁÍ. íÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ�ÏÚÄÎÅÅ.éÄÅÑ ÍÅÔÏÄÁ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÇÏ Ó�ÕÓËÁ ÔÁËÏ×Á. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁ-ÌÁ K ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ReadK, ËÏÔÏÒÁÑ | × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÌÀÂÏÍÕ×ÈÏÄÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ x | ÄÅÌÁÅÔ Ä×Å ×ÅÝÉ:
• ÎÁÈÏÄÉÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÎÁÞÁÌÏ z ÓÌÏ×Á x, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÞÁ-ÌÏÍ ×Ù×ÏÄÉÍÏÇÏ ÉÚ K ÓÌÏ×Á;
• ÓÏÏÂÝÁÅÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï z ×Ù×ÏÄÉÍÙÍ ÉÚ K.ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ, ÄÏÇÏ×ÏÒÉÍÓÑÏ ÔÏÍ, ËÁË �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ �ÏÌÕÞÁÀÔ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï ×ÈÏÄÎÏÍ ÓÌÏ×Å É ËÁË ÓÏÏÂ-ÝÁÀÔ Ï ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ Ó×ÏÅÊ ÒÁÂÏÔÙ. íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÂÕË×Ù ×ÈÏÄ-ÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á �ÏÓÔÕ�ÁÀÔ Ë ÎÉÍ �Ï ÏÄÎÏÊ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉ�Á, ÏÔÄÅÌÑ-ÀÝÁÑ ��ÒÏÞÉÔÁÎÎÕÀ� ÞÁÓÔØ ÏÔ �ÎÅ�ÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ�. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ (ÂÅÚ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×)Next: SymbolÄÁÀÝÁÑ �ÅÒ×ÙÊ ÎÅ�ÒÏÞÉÔÁÎÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ. å£ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÅÒ-ÍÉÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ, Á ÔÁËÖÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ EOI (End Of Input |ËÏÎÅ� ×ÈÏÄÁ), ÏÚÎÁÞÁÀÝÉÊ, ÞÔÏ ×Ó£ ÓÌÏ×Ï ÕÖÅ �ÒÏÞÉÔÁÎÏ. ÷ÙÚÏ× ÜÔÏÊÆÕÎË�ÉÉ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ÓÄ×ÉÇÁÅÔ ÇÒÁÎÉ�Ù ÍÅÖÄÕ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ É ÎÅ-�ÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ | ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÅÓÔØ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ Move, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÄ×É-ÇÁÅÔ ÇÒÁÎÉ�Õ ÎÁ ÏÄÉÎ ÓÉÍ×ÏÌ. (ïÎÁ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ, ÅÓÌÉ Next<>EOI.) ðÕÓÔØ,ÎÁËÏÎÅ�, ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÕÌÅ×ÓËÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ b.



15.2. íÅÔÏÄ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÇÏ Ó�ÕÓËÁ 275�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁÛÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ Ë �ÒÏ�ÅÄÕÒÅReadK. ïÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ:
• ReadK �ÒÏÞÉÔÙ×ÁÅÔ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ ÓÌÏ×Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁ-ÞÁÌÏ A, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ×Ù×ÏÄÉÍÏÇÏ ÉÚ K;
• ÚÎÁÞÅÎÉÅ b ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÉÓÔÉÎÎÙÍ ÉÌÉ ÌÏÖÎÙÍ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔÔÏÇÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ A ×Ù×ÏÄÉÍÙÍ ÉÚ K ÉÌÉ ÌÉÛØ ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍÙÍ ÎÁ-ÞÁÌÏÍ ×Ù×ÏÄÉÍÏÇÏ (ÉÚ K) ÓÌÏ×Á.äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ××ÅÄ£Í ÔÁËÕÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ: ×Ù×ÏÄÉÍÏÅ ÉÚ K ÓÌÏ×Ï ÂÕ-ÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ K-ÓÌÏ×ÏÍ, Á ÌÀÂÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ÌÀÂÏÇÏ ×Ù×ÏÄÉÍÏÇÏ ÉÚ K ÓÌÏ×Á |K-ÎÁÞÁÌÏÍ. ä×Á ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ×ÍÅÓÔÅ ÂÕÄÅÍ ×ÙÒÁÖÁÔØÓÌÏ×ÁÍÉ �ReadK ËÏÒÒÅËÔÎÁ ÄÌÑ K�.îÁÞÎ£Í Ó �ÒÉÍÅÒÁ. ðÕÓÔØ �ÒÁ×ÉÌÏK → L MÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÏÍ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ K × ÌÅ×ÏÊÞÁÓÔÉ, �ÕÓÔØ L, M | ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÙ É ReadL, ReadM | ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ (ÄÌÑÎÉÈ) �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ:pro
edure ReadK;beginReadL;if b then beginReadM;end;end;15.2.1. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÏÊÄÌÑ K.ïÔ×ÅÔ. ðÕÓÔØ ÉÚ L ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ 00..00, Á ÉÚ M ×Ù×Ï-ÄÉÔÓÑ ÌÉÛØ ÓÌÏ×Ï 01. �ÏÇÄÁ ÉÚ K ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÏ×Ï 00001, ÎÏ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁReadK ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÚÁÍÅÔÉÔ. �õËÁÖÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ReadK. äÌÑÜÔÏÇÏ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙëó-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ É ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ N ÜÔÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ N -ÓÌÏ×Ï A, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ B, ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀ-



276 15. ëÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉÝÅÅÓÑ N-ÓÌÏ×ÏÍ (ÅÓÌÉ ÔÁËÉÅ ÅÓÔØ). äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× A É BÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ, ÉÄÕÝÉÊ × A ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ B.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ðÏÓÌ(N). (åÓÌÉ ÎÉËÁËÏÅN -ÓÌÏ×Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ N -ÓÌÏ×Á, ÔÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ðÏÓÌ(N) �ÕÓÔÏ.)15.2.2. õËÁÖÉÔÅ (Á) ðÏÓÌ(E) ÄÌÑ �ÒÉÍÅÒÁ 1 (Ó. 269); (Â) ðÏÓÌ(E) ÉðÏÓÌ(T) ÄÌÑ �ÒÉÍÅÒÁ 2 (Ó. 269); (×) ðÏÓÌ(〈ÓÌÁÇ〉) É ðÏÓÌ(〈ÍÎÏÖ〉) ÄÌÑ�ÒÉÍÅÒÁ 3 (Ó. 271);ïÔ×ÅÔ. (Á) ðÏÓÌ(E) = {[; (}. (Â) ðÏÓÌ(E) = {[; (}; ðÏÓÌ(T) �ÕÓÔÏ (ÎÉ-ËÁËÏÅ T-ÓÌÏ×Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ). (×) ðÏÓÌ(〈ÓÌÁÇ〉) = {*};ðÏÓÌ(〈ÍÎÏÖ〉) �ÕÓÔÏ. �ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ N ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ îÁÞ(N)ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ �ÅÒ×ÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ ÎÅ�ÕÓÔÙÈN -ÓÌÏ×. üÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ | ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ | �ÏÚ×ÏÌÉÔ ÄÁÔØÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ReadK × Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅÓÉÔÕÁ�ÉÉ.15.2.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ðÏÓÌ(L) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó îÁÞ(M) É ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ M-ÓÌÏ× ÎÅ�ÕÓÔÏ, ÔÏ ReadK ËÏÒÒÅËÔÎÁ.òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.(1) ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅ ReadL ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ b ÌÏÖÎÏ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ReadL ÞÉÔÁÅÔ ÓÏ ×ÈÏÄÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ L-ÎÁÞÁÌÏ A, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑL-ÓÌÏ×ÏÍ. ïÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ K-ÎÁÞÁÌÏÍ (ÚÄÅÓØ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M-ÓÌÏ×ÎÅ�ÕÓÔÏ.). âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÎÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ K-ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÒÅÄÉ ÎÁÞÁÌ ×ÈÏÄÁ?åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á BC, ÇÄÅ B ÅÓÔØ L-ÓÌÏ×Ï, C ÅÓÔØM-ÎÁÞÁÌÏ É BC | ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ×ÈÏÄÁ, ÞÅÍ A. åÓÌÉ B ÄÌÉÎÎÅÅ A,ÔÏ A| ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ×ÈÏÄÁ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ L-ÎÁÞÁÌÏÍ, ÞÔÏ �ÒÏ-ÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ReadL. åÓÌÉ B = A, ÔÏ A ÂÙÌÏ ÂÙ L-ÓÌÏ×ÏÍ,Á ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. úÎÁÞÉÔ, B ËÏÒÏÞÅ A, C ÎÅ�ÕÓÔÏ É �ÅÒ×ÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÓÌÏ×Á CÓÌÅÄÕÅÔ × A ÚÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ÓÌÏ×Á B, Ô. Å. ðÏÓÌ(L) �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑÓ îÁÞ(M). ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. éÔÁË, A ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕ-ÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ A ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ K-ÓÌÏ×ÏÍ. ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ReadK× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏ×ÅÒÅÎÁ.(2) ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅ ReadL ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ b ÉÓÔÉÎÎÏ. �ÏÇÄÁ �ÒÏÞÉ-ÔÁÎÎÏÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÏÊ ReadK ÎÁÞÁÌÏ ×ÈÏÄÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ AB, ÇÄÅ A ÅÓÔØ L-ÓÌÏ-×Ï, Á B ÅÓÔØ M-ÎÁÞÁÌÏ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ AB ÅÓÔØ K-ÎÁÞÁÌÏ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÅÇÏ ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ C ÅÓÔØ ÂÏÌØÛÅÅ K-ÎÁÞÁÌÏ. �ÏÇÄÁ ÌÉÂÏ C ÅÓÔØ L-ÎÁ-ÞÁÌÏ (ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË A ÂÙÌÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ L-ÎÁÞÁÌÏÍ), ÌÉÂÏC =A′B′, ÇÄÅ A′ | L-ÓÌÏ×Ï, B′ | M-ÎÁÞÁÌÏ. åÓÌÉ A′ ËÏÒÏÞÅ A, ÔÏ B′ ÎÅ-�ÕÓÔÏ É ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÓÉÍ×ÏÌÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ É îÁÞ(M), É ðÏÓÌ(L),



15.2. íÅÔÏÄ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÇÏ Ó�ÕÓËÁ 277ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. åÓÌÉ A′ ÄÌÉÎÎÅÅ A, ÔÏ A| ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ L-ÎÁÞÁÌÏ.éÔÁË, A′ =A. îÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ B′ ÅÓÔØ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ B, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅ-ÞÉÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ReadM. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, AB | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ K-ÎÁÞÁ-ÌÏ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ×ÙÄÁ×ÁÅÍÏÇÏ �ÒÏ�ÅÄÕÒÏÊ ReadKÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ b. åÓÌÉ ÏÎÏ ÉÓÔÉÎÎÏ, ÔÏ ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. åÓÌÉ ÏÎÏÌÏÖÎÏ, ÔÏ B ÎÅ ÅÓÔØ M-ÓÌÏ×Ï, É ÎÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ AB | ÎÅ K-ÓÌÏ×Ï.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ AB =A′B′, ÇÄÅ A′ | L-ÓÌÏ×Ï, B′ |M-ÓÌÏ×Ï, ÔÏ A′ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÌÉÎÎÅÅ A (ReadL ÞÉÔÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅÓÌÏ×Ï), A′ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ A (ÔÏÇÄÁ B′ ÒÁ×ÎÏ B É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑM-ÓÌÏ×ÏÍ) É A′ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÒÏÞÅ A (ÔÏÇÄÁ �ÅÒ×ÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ B′ �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ É îÁÞ(M), É ðÏÓÌ(L)). úÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ. �ðÅÒÅÊÄ£Í ÔÅ�ÅÒØ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÞÁÓÔÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ðÕÓÔØ × ëó-ÇÒÁÍÍÁ-ÔÉËÅ ÅÓÔØ �ÒÁ×ÉÌÁ K→ LK→ MK→ NÉ ÄÒÕÇÉÈ �ÒÁ×ÉÌ Ó ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ K ÎÅÔ.15.2.4. óÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ReadL, ReadM É ReadN ËÏÒÒÅËÔÎÙ (ÄÌÑ L, M É N)É ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á îÁÞ(L), îÁÞ(M) É îÁÞ(N) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÎÁ�ÉÛÉÔÅ�ÒÏ�ÅÄÕÒÕ, ËÏÒÒÅËÔÎÕÀ ÄÌÑ K.òÅÛÅÎÉÅ. óÈÅÍÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÔÁËÏ×Á:pro
edure ReadK;beginif (Next �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ îÁÞ(L)) then beginReadL;end else if (Next �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ îÁÞ(M)) then beginReadM;end else if (Next �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ îÁÞ(N)) then beginReadN;end else beginb := true ÉÌÉ false × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ,×Ù×ÏÄÉÍÏ ÌÉ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ K ÉÌÉ ÎÅÔend;end;äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ReadK ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ K. åÓÌÉ Next ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× îÁÞ(L), îÁÞ(M), îÁÞ(N), ÔÏ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ



278 15. ëÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ ×ÈÏÄÁ, Ñ×ÌÑÀÝÉÍÓÑ K-ÎÁÞÁÌÏÍ. åÓÌÉ Next �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏÍÕ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÍÕ) ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÏÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ×ÈÏÄÁ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ K-ÎÁÞÁÌÏÍ, ÎÅ�ÕÓÔÏ É ÞÉÔÁÅÔÓÑÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÏÊ. �15.2.5. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ, ÓÏÓÔÁ×ØÔÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÄÌÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ (�ÒÉÍÅÒ 3, Ó. 271):
〈×ÙÒ〉 → 〈ÓÌÁÇ〉 〈ÏÓÔ×ÙÒ〉

〈ÏÓÔ×ÙÒ〉 → + 〈×ÙÒ〉
〈ÏÓÔ×ÙÒ〉 →
〈ÓÌÁÇ〉 → 〈ÍÎÏÖ〉 〈ÏÓÔÓÌÁÇ〉

〈ÏÓÔÓÌÁÇ〉 → * 〈ÓÌÁÇ〉
〈ÏÓÔÓÌÁÇ〉 →
〈ÍÎÏÖ〉 → x
〈ÍÎÏÖ〉 → ( 〈×ÙÒ〉 )òÅÛÅÎÉÅ. üÔÁ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÎÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ �ÏÄ�ÁÄÁÅÔ �ÏÄ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ-ÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ: × �ÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÅÓÔØ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× É ÎÅ-ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× + 〈×ÙÒ〉É ÇÒÕ��Ù ÉÚ ÔÒ£È ÓÉÍ×ÏÌÏ× ( 〈×ÙÒ〉 )÷ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÁ×ÉÌ Ó ÏÄÎÏÊ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ É Ó�ÒÁ×ÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ
〈ÏÓÔ×ÙÒ〉 → + 〈×ÙÒ〉
〈ÏÓÔ×ÙÒ〉 →üÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÙÍÉ. �ÁË, �ÒÁ×ÉÌÏ ÔÉ�ÁK→ L M N ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ Ä×Á �ÒÁ×ÉÌÁ K→ L Q É Q→ M N,ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ | ÎÁ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÙ (Ó ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÏÍ ÚÁÍÅÎÙ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÅÒÍÉÎÁÌÙ). îÅÓËÏÌØ-ËÏ �ÒÁ×ÉÌ Ó ÏÄÎÏÊ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ É ÒÁÚÎÏÒÏÄÎÙÍÉ �ÒÁ×ÙÍÉ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ



15.2. íÅÔÏÄ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÇÏ Ó�ÕÓËÁ 279Ó×ÅÓÔÉ Ë ÕÖÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,K→ L M NK→ P QK→ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ �ÒÁ×ÉÌÁ K→ K1K→ K2K→ K3K1→ L M NK2→ P QK3→îÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ | Á ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÚÁ�ÉÛÅÍ ÔÏ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ,ÅÓÌÉ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒ ÄÌÑ ÎÏ×ÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×× ÍÅÓÔÁ ÉÈ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ �ÒÁ×ÉÌÁK→ L M NÜÔÏ ÄÁ£Ô �ÒÏ�ÅÄÕÒÕpro
edure ReadK;beginReadL;if b then beginReadM;end;if b then beginReadN;end;end;äÌÑ Å£ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÎÁÄÏ, ÞÔÏÂÙ ðÏÓÌ(L) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÏÓØ Ó îÁÞ(MN)(ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÏ îÁÞ(M), ÅÓÌÉ ÉÚ M ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï, É ÒÁ×ÎÏÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ îÁÞ(M) É îÁÞ(N), ÅÓÌÉ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ), Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏÂÙ ðÏÓÌ(M)ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÏÓØ Ó îÁÞ(N).áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÁ×ÉÌÁK→ L M NK→ P QK→



280 15. ëÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ�ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë �ÒÏ�ÅÄÕÒÅpro
edure ReadK;beginif (Next �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ îÁÞ(LMN)) then beginReadL;if b then begin ReadM; end;if b then begin ReadN; end;end else if (Next �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ îÁÞ(PQ)) then beginReadP;if b then begin ReadQ; end;end else beginb := true;end;end;ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ îÁÞ(LMN) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÏÓØ ÓîÁÞ(PQ).þÉÔÁÑ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÕÀ ÄÁÌÅÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, �ÏÌÅÚÎÏ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÒÕÓÓËÉÍÉ É ÁÎÇÌÉÊÓËÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ:÷ùòÁÖÅÎÉÅ EXPRessionïó�ÁÔÏË ÷ùòÁÖÅÎÉÑ REST of EXPRessionóìáçÁÅÍÏÅ ADDitive termïó�ÁÔÏË óìáçÁÅÍÏÇÏ REST of ADDitive termíîïöÉÔÅÌØ FACTorpro
edure ReadSymb (
: Symbol);b := (Next = 
);if b then beginMove;end;end;pro
edure ReadExpr;ReadAdd;if b then begin ReadRestExpr; end;end;pro
edure ReadRestExpr;if Next = '+' then beginReadSymb ('+');if b then begin ReadExpr; end;end else begin



15.2. íÅÔÏÄ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÇÏ Ó�ÕÓËÁ 281b := true;end;end;pro
edure ReadAdd;ReadFa
t;if b then begin ReadRestAdd; end;end;pro
edure ReadRestAdd;if Next = '*' then beginReadSymb ('*');if b then begin ReadAdd; end;end else beginb := true;end;end;pro
edure ReadFa
t;if Next = 'x' then beginReadSymb ('x');end else if Next = '(' then beginReadSymb ('(');if b then begin ReadExpr; end;if b then begin ReadSymb (')'); end;end else beginb := false;end;end;ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÂÓÕÄÉÔØ �ÒÏÂÌÅÍÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÓÔØÀÜÔÉÈ �ÒÏ�ÅÄÕÒ (ÏÄÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÄÒÕÇÕÀ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ). ÷ �ÁÓËÁÌÅ ÜÔÏÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ, ÔÏÌØËÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÁÔØ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÒÏ�Å-ÄÕÒ (�forward�). ëÁË ×ÓÅÇÄÁ ÄÌÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ �ÒÏ�ÅÄÕÒ, �ÏÍÉÍÏ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ × �ÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ × ÎÅÊ ×ÙÚÏ×Ù �ÒÏ�ÅÄÕÒ ÒÁÂÏÔÁÀÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ,ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÂÏÔÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ. (üÔÏ ÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ:ÅÓÌÉ × ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÅÓÔØ �ÒÁ×ÉÌÏ K→ KK, ÔÏ ÉÚ K ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ,ðÏÓÌ(K) É îÁÞ(K) �ÕÓÔÙ, ÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÁÑ �Ï ÎÁÛÉÍ ËÁÎÏÎÁÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁpro
edure ReadK;beginReadK;if b then begin



282 15. ëÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉReadK;end;end;ÎÅ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÙ.)÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ReadRestExpr, ReadRestAdd, ReadFa
tÌÉÂÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÕÍÅÎØÛÁÀÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ�ÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÈÏÄÁ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ �ÉËÌ ×ÙÚÏ×Ï× ×ËÌÀÞÁÅÔ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÔÏ ÚÁ�ÉËÌÉ×ÁÎÉÅÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. �15.2.6. ðÕÓÔØ × ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á �ÒÁ×ÉÌÁ Ó ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏÍ K× ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÉÍÅÀÝÉÈ ×ÉÄ K→ L KK→�Ï ËÏÔÏÒÙÍ K-ÓÌÏ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØL-ÓÌÏ×, �ÒÉÞ£Í ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ðÏÓÌ(L) É îÁÞ(K) (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×-ÎÏÅ îÁÞ(L)) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ËÏÒÒÅËÔÎÕÀ ÄÌÑ L �ÒÏ�ÅÄÕ-ÒÕ ReadL, ÎÁ�ÉÛÉÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÕÀ ÄÌÑ K �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ReadK, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑÒÅËÕÒÓÉÉ.òÅÛÅÎÉÅ. ðÏ ÎÁÛÉÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÎÁ�ÉÓÁÔØpro
edure ReadK;beginif (Next �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ îÁÞ(L)) then beginReadL;if b then begin ReadK; end;end else beginb := true;end;end;ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÒÁÂÏÔÙ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ �ÅÒÅÄ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍ ×ÙÚÏ-×ÏÍ ÄÌÉÎÁ ÎÅ�ÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ.üÔÁ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ:pro
edure ReadK;beginb := true;while b and (Next �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ îÁÞ(L)) do beginReadL;end;end;



15.2. íÅÔÏÄ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÇÏ Ó�ÕÓËÁ 283æÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÜÔÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÔÁË. úÁ×ÅÒÛÁÅÍÏÓÔØ× ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÑÓÎÁ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ �ÏÜÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÔÅÌÏ ÒÅËÕÒ-ÓÉ×ÎÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏÅ£ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ ×ÙÚÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ×ÙÚÏ×Õ ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ.ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ:if (Next �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ îÁÞ(L)) then beginReadL;if b then beginb := true;while b and (Next �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ îÁÞ(L)) do beginReadL;end;end;end else beginb := true;end;ðÅÒ×ÕÀ ËÏÍÁÎÄÕ b:=true ÍÏÖÎÏ ×ÙËÉÎÕÔØ (× ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ É ÔÁË b ÉÓ-ÔÉÎÎÏ). ÷ÔÏÒÕÀ ËÏÍÁÎÄÕ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ × ÎÁÞÁÌÏ:b := true;if (Next �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ îÁÞ(L) then beginReadL;if b then beginwhile b and (Next �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ îÁÞ(L)) do beginReadL;end;end;end;�Å�ÅÒØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ if ÍÏÖÎÏ ×ÙËÉÎÕÔØ (ÅÓÌÉ b ÌÏÖÎÏ, �ÉËÌ while ×Ó£ÒÁ×ÎÏ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ) É ÄÏÂÁ×ÉÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÎÅÛÎÅÇÏ if ÕÓÌÏ×ÉÅ b(ËÏÔÏÒÏÅ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÉÓÔÉÎÎÏ).b := true;if b and (Next �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ îÁÞ(L)) then beginReadL;while b and (Next �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ îÁÞ(L)) do beginReadL;end;end;ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÅ (ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÏÊ ×ÙÎÅÓÅÎÁ �ÅÒ×ÁÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÑ �ÉËÌÁ). �



284 15. ëÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ15.2.7. äÏËÁÖÉÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ�ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, ÂÅÚ ÓÓÙÌÏË ÎÁ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ.òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÎÁÞÁÌÏ ×ÈÏÄÁ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ K-ÎÁ-ÞÁÌÏÍ. ïÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÉ (�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ�ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÑ) ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ L-ÓÌÏ× É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÏÄÎÏÇÏ ÎÅ�Õ-ÓÔÏÇÏ L-ÎÁÞÁÌÁ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ L-ÓÌÏ×ÏÍ. éÎ×ÁÒÉÁÎÔ �ÉËÌÁ: �ÒÏÞÉÔÁÎÏÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ; b ⇔ (�ÏÓÌÅÄÎÅÅ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ L-ÓÌÏ×ÏÍ).óÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ: ÅÓÌÉ ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÏ×Ï, ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄ-ÎÏ; ÅÓÌÉ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÎÅÓËÏÌØËÏ, ÔÏ ÚÁ �ÅÒ×ÙÍ L-ÓÌÏ×ÏÍ (ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÏÓÔÁ×ÛÉÈ-ÓÑ) ÉÄ£Ô ÓÉÍ×ÏÌ ÉÚ îÁÞ(L), É �ÏÔÏÍÕ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ×ÈÏÄÁ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ L-ÎÁÞÁÌÏÍ. �îÁ �ÒÁËÔÉËÅ �ÒÉ ÚÁ�ÉÓÉ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ. åÓÌÉ�ÒÁ×ÉÌÁ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ K ÉÍÅÀÔ ×ÉÄK→ L KK→(Ô. Å. K-ÓÌÏ×Á | ÜÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ L-ÓÌÏ×), ÔÏ ÜÔÉÈ �ÒÁ×ÉÌ ÎÅ �É-ÛÕÔ, Á ×ÍÅÓÔÏ K �ÉÛÕÔ L × ÆÉÇÕÒÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ. îÅÓËÏÌØËÏ �ÒÁ×ÉÌ Ó ÏÄÎÏÊÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ É ÒÁÚÎÙÍÉ �ÒÁ×ÙÍÉ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ËÁË ÏÄÎÏ �ÒÁ×ÉÌÏ, ÒÁÚ-ÄÅÌÑÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÅ �ÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÞÅÒÔÏÊ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÄÌÑ 〈×ÙÒ〉 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÚÁ�ÉÓÁÎÁ ÔÁË:
〈×ÙÒ〉 → 〈ÓÌÁÇ〉 { + 〈ÓÌÁÇ〉 }
〈ÓÌÁÇ〉 → 〈ÍÎÏÖ〉 { * 〈ÍÎÏÖ〉 }
〈ÍÎÏÖ〉 → x | ( 〈×ÙÒ〉 )15.2.8. îÁ�ÉÛÉÔÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ, ËÏÒÒÅËÔÎÕÀ ÄÌÑ 〈×ÙÒ〉, ÓÌÅÄÕÑ ÜÔÏÊÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÉËÌ ×ÍÅÓÔÏ ÒÅËÕÒÓÉÉ, ÇÄÅ ÍÏÖÎÏ.òÅÛÅÎÉÅ.pro
edure ReadSymb (
: Symbol);b := (Next = 
);if b then begin Move; end;end;pro
edure ReadExpr;beginReadAdd;



15.3. áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÚÂÏÒÁ ÄÌÑ LL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉË 285while b and (Next = '+') do beginMove; ReadAdd;end;end;pro
edure ReadAdd;beginReadFa
t;while b and (Next = '*') do beginMove; ReadFa
t;end;end;pro
edure ReadFa
t;beginif Next = 'x' do beginMove; b := true;end else if Next = '(' then beginMove; ReadExpr;if b then begin ReadSymb (')'); end;end else beginb := false;end;end; �15.2.9. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÅ ËÏÍÁÎÄÕ b:=true ÍÏÖÎÏ Ï�ÕÓÔÉÔØ.ðÏÞÅÍÕ?òÅÛÅÎÉÅ. íÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ×ÙÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÉb=true. �15.3. áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÚÂÏÒÁ ÄÌÑ LL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉË÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÍÅÔÏÄ �ÒÏ×ÅÒËÉ ×Ù×ÏÄÉÍÏ-ÓÔÉ × ëó-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ �Ï ÔÒÁÄÉ�ÉÉ LL(1)-ÒÁÚÂÏÒÏÍ. ÷ÏÔÅÇÏ ÉÄÅÑ × ÏÄÎÏÊ ÆÒÁÚÅ: ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ×Ù×ÏÄÁ ÍÙ×ÓÅÇÄÁ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ É ÎÕÖÎÏ ÌÉÛØ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÄÎÏÉÚ �ÒÁ×ÉÌ; ÅÓÌÉ ÎÁÍ �Ï×ÅÚ£Ô Ó ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ, ÔÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÒÁ×ÉÌÏ ÍÏÖ-ÎÏ, ÇÌÑÄÑ ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ×Ù×ÏÄÉÍÏÇÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ ÓÌÏ×Á.çÏ×ÏÒÑ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÄÁÄÉÍ ÔÁËÏÅï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ìÅ×ÙÍ ×Ù×ÏÄÏÍ (ÓÌÏ×Á × ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù-×ÏÄ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÚÁÍÅÎÅ �ÏÄ×ÅÒÇÁÅÔÓÑ ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ ÉÚÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×.



286 15. ëÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ15.3.1. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×Ù×ÏÄÉÍÏÇÏ ÓÌÏ×Á (ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÅÇÏ ÌÅ×ÙÊ ×Ù×ÏÄ.òÅÛÅÎÉÅ. òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÙ ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ; ÅÓÌÉ ×�ÒÏ�ÅÓÓÅ ×Ù×ÏÄÁ �ÏÑ×ÉÌÏÓØ ÓÌÏ×Ï : : :K : : : L : : :, ÇÄÅ K, L | ÎÅÔÅÒÍÉÎÁ-ÌÙ, ÔÏ ÚÁÍÅÎÙ K É L ÍÏÖÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ × ÌÀÂÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. ðÏÜÔÏÍÕÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÔÒÏÉÔØ ×Ù×ÏÄ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÔÏÑÝÉÊ ÌÅ×ÅÅ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ ÚÁÍÅ-ÎÑÌÓÑ ÒÁÎØÛÅ. (æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÄÌÉ-ÎÅ ×Ù×ÏÄÁ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ K ×Ù×ÏÄÉÔÓÑÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï A, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÅ×ÙÊ ×Ù×ÏÄ A ÉÚ K.) �15.3.2. ÷ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ Ó 4 �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ(1) E→(2) E→ TE(3) T→ (E)(4) T→ [E℄ÎÁÊÄÉÔÅ ÌÅ×ÙÊ ×Ù×ÏÄ ÓÌÏ×Á A=[()([ ℄)℄ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ.òÅÛÅÎÉÅ. îÁ �ÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÏÌØËÏ �ÒÁ×ÉÌÏ (2):E→ TEþÔÏ ÂÕÄÅÔ ÄÁÌØÛÅ Ó T? �ÁË ËÁË ÓÌÏ×Ï A ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ [, ÔÏ ÍÏÖÅÔ�ÒÉÍÅÎÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÁ×ÉÌÏ (4):E→ TE→ [E℄EðÅÒ×ÏÅ E ÄÏÌÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØÓÑ ÎÁ TE (ÉÎÁÞÅ ×ÔÏÒÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ÂÙÌÁ ÂÙÓËÏÂËÁ ℄): E→ TE→ [E℄E→ [TE℄EÉ T ÄÏÌÖÎÏ ÚÁÍÅÎÑÔØÓÑ �Ï (3):E→ TE→ [E℄E→ [TE℄E→ [(E)E℄EäÁÌÅÅ �ÅÒ×ÏÅ E ÄÏÌÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØÓÑ ÎÁ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï (ÉÎÁÞÅ ÔÒÅÔØÅÊ ÂÕË-×ÏÊ ÓÌÏ×Á ÂÕÄÅÔ ( ÉÌÉ [ | ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÜÔÉ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÍÏÖÅÔ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑÓÌÏ×Ï, ×Ù×ÏÄÉÍÏÅ ÉÚ T):E→ TE→ [E℄E→ [TE℄E→ [(E)E℄E→ [()E℄EÉ ÄÁÌÅÅ: : :→ [()TE℄E→ [()(E)E℄E→ [()(TE)E℄E→ [()([E℄E)E℄E→
→ [()([℄E)E℄E→ [()([ ℄)E℄E→ [()([℄)℄E→ [()([℄)℄ �



15.3. áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÚÂÏÒÁ ÄÌÑ LL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉË 287þÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÔ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, ÞÔÏÂÙ ÔÁËÏÊ ÍÅÔÏÄ �ÏÉÓËÁ ÌÅ×ÏÇÏ×Ù×ÏÄÁ ÂÙÌ �ÒÉÍÅÎÉÍ? ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ ÓÁÍÙÍÌÅ×ÙÍ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏÍ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ K, Ô. Å. ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÏ×Ï ×É-ÄÁ AKU , ÇÄÅ A | ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×, Á U | ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×. ðÕÓÔØ × ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÅÓÔØ �ÒÁ×ÉÌÁK→ LMNK→ PQK→ RîÁÍ ÎÁÄÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ. íÙ ÂÕÄÅÍ �ÙÔÁÔØÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏÔ ×ÙÂÏÒ,ÇÌÑÄÑ ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ËÏÔÏÒÁÑ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑÉÚ KU .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï îÁÞ(LMN) ÔÅÈ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×, Ó ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ-ÞÉÎÁÀÔÓÑ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ ÓÌÏ×Á, ×Ù×ÏÄÉÍÙÅ ÉÚ LMN . (üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏîÁÞ(L), ÏÂßÅÄÉÎ£ÎÎÏÍÕ Ó îÁÞ(M), ÅÓÌÉ ÉÚ L ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï,Á ÔÁËÖÅ Ó îÁÞ(N), ÅÓÌÉ ÉÚ L É ÉÚ M ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï.) þÔÏ-ÂÙ Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÂÙÌ �ÒÉÍÅÎÉÍ, ÎÁÄÏ, ÞÔÏÂÙ îÁÞ(LMN), îÁÞ(PQ)É îÁÞ(R) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ. îÏ ÜÔÏÇÏ ÍÁÌÏ. ÷ÅÄØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÁË, ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÉÚ LMN ÂÕÄÅÔ ×Ù×ÅÄÅÎÏ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï, Á ÉÚ ÓÌÏ×Á U ÂÕÄÅÔ×Ù×ÅÄÅÎÏ ÓÌÏ×Ï, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ ÂÕË×Õ ÉÚ îÁÞ(PQ). óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔ ÜÔÕ �ÒÏÂÌÅÍÕ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ × ëó-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÂÙÌÏ ÄÁ-ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×. ïÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÓÌÏ× ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÔØÏ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á (ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÔÅÒÍÉÎÁÌÙ É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÙ)ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ. (åÓÌÉ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ Ï ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á ÂÅÚ ÕËÁÚÁÎÉÑ ÔÏÇÏ,ÏÔËÕÄÁ ÏÎÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ×ÓÅÇÄÁ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔØ × ÇÒÁÍ-ÍÁÔÉËÅ, Ô. Å. ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ.)äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á X ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× ÞÅÒÅÚ îÁÞ(X)ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×, Ó ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÎÅ�Õ-ÓÔÙÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×, ×Ù×ÏÄÉÍÙÅ ÉÚ X. (÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÈÏÔØ ÏÄÎÏ ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×, ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌÉ,ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÌÉ ÍÙ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ îÁÞ(X) ÓÌÏ×Á ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÔÅÒÍÉ-ÎÁÌÏ× ÉÌÉ ÌÀÂÙÅ ÓÌÏ×Á. íÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ.)äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁK ÞÅÒÅÚ ðÏÓÌÅÄ(K) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ×Ù×ÏÄÉÍÙÈ (× ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ) ÓÌÏ×ÁÈÓÒÁÚÕ ÖÅ ÚÁ K. (îÅ ÓÍÅÛÉ×ÁÔØ Ó ðÏÓÌ(K) �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ!) ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, × ðÏÓÌÅÄ(K) ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌ EOI, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×Ù×ÏÄÉÍÏÅÓÌÏ×Ï, ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ K.



288 15. ëÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉäÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ K→ V(ÇÄÅ K | ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ, V | ÓÌÏ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÅÒÍÉÎÁÌÙ É ÎÅÔÅÒÍÉ-ÎÁÌÙ) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅîÁ�Ò(K→ V ). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ îÁÞ(V ), Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÏÂÁ×ÌÅ-ÎÏ ðÏÓÌÅÄ(K), ÅÓÌÉ ÉÚ V ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ LL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑÌÀÂÙÈ �ÒÁ×ÉÌ K → V É K →W Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÌÅ×ÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á îÁ�Ò(K→ V ) É îÁ�Ò(K→W ) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.15.3.3. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁK→ K #K→(×Ù×ÏÄÉÍÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÉÅÚÏ×) LL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ?òÅÛÅÎÉÅ. îÅÔ: ÓÉÍ×ÏÌ # �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈÓÉÍ×ÏÌÏ× ÄÌÑ ÏÂÏÉÈ �ÒÁ×ÉÌ (ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ | �ÏÓËÏÌØËÕ # �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔðÏÓÌÅÄ(K)). �15.3.4. îÁ�ÉÛÉÔÅ LL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÕ ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÖÅ ÑÚÙËÁ.òÅÛÅÎÉÅ. K→ # KK→ �ëÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, �ÌÅ×ÏÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÅ� �ÒÁ×ÉÌÏ ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÎÁ ��ÒÁ×ÏÒÅËÕÒ-ÓÉ×ÎÏÅ�.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ LL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÌÅ×ÏÇÏ ×Ù×ÏÄÁ.15.3.5. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ×Ù×ÏÄÉÍÏÅ × LL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÓÌÏ×Ï X, × ËÏ-ÔÏÒÏÍ ×ÙÄÅÌÅÎ ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ K: X = AKS, ÇÄÅ A | ÓÌÏ×ÏÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×, S | ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌÁ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ Ó ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏÍ K × ÌÅ×ÏÊÞÁÓÔÉ, É ÍÙ �ÒÉÍÅÎÉÌÉ ÉÈ Ë ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÍÕ × X ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÕ K, ÚÁÔÅÍ�ÒÏÄÏÌÖÉÌÉ ×Ù×ÏÄ É × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× �ÏÌÕÞÉÌÉ Ä×Á ÓÌÏ×Á ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×,ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÉÈ ÓÌÏ×ÁÈ ÚÁ ÎÁÞÁÌÏÍ A ÉÄÕÔÒÁÚÎÙÅ ÂÕË×Ù. (úÄÅÓØ Ë ÞÉÓÌÕ ÂÕË× ÍÙ ÏÔÎÏÓÉÍ EOI.)



15.3. áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÚÂÏÒÁ ÄÌÑ LL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉË 289òÅÛÅÎÉÅ. üÔÉ ÂÕË×Ù �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌ. �15.3.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï ×Ù×ÏÄÉÍÏ × LL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ, ÔÏÅÇÏ ÌÅ×ÙÊ ×Ù×ÏÄ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ.òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÌÅ-×ÙÊ ×Ù×ÏÄ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. �15.3.7. çÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÏÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏ-ÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ K ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÏ×Ï, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÅÓÑ Ó K, ÎÏ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁ-ÀÝÅÅ Ó ÎÉÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÅ×ÏÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÔÅÒ-ÍÉÎÁÌÏ× É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×Ù×ÏÄ (ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊ-ÓÑ Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ), × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑLL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÉÚ K ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ KU , ÇÄÅ K | ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ, Á U |ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÌÅ×ÙÊ ×Ù×ÏÄ (ÄÒÕÇÉÅ ÎÅÔÅÒÍÉ-ÎÁÌÙ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÚÁÍÅÎÑÔØ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×Ù×ÏÄK KU  KUU  : : :(ÚÎÁË  ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÛÁÇÏ× ×Ù×ÏÄÁ) É ÌÅ×ÙÊ ×Ù×ÏÄ K  A,ÇÄÅ A | ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×. îÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÅ ×ÔÏÒÏÊ ×Ù-×ÏÄ ÏÔËÌÏÎÑÅÔÓÑ ÏÔ �ÅÒ×ÏÇÏ, Á ÍÅÖÄÕ ÔÅÍ �Ï ÏÂÏÉÍ �ÕÔÑÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ�ÏÌÕÞÅÎÏ ÓÌÏ×Ï, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ A (× �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁËËÁË ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ K, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÂÙÔØ ÚÁ-ÍÅÎ£Î ÎÁ A). üÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑ �ÒÁ×ÉÌÁ, �ÒÉÍÅÎÑÅÍÏÇÏ ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ �ÏÉÓËÁ ÌÅ×ÏÇÏ ×Ù×ÏÄÁ.(ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ×Ù×ÏÄÏ× ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁ-ÌÁ, É ÎÁÄÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ K �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ× ÔÁËÏÍ ×Ù×ÏÄÅ.) ��ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ë ÌÅ×ÏÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁÍ (ËÒÏÍÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØ-ÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ×) LL(1)-ÍÅÔÏÄ ÎÅ�ÒÉÍÅÎÉÍ. éÈ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Ù-×ÁÔØ × ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ LL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ | ÉÌÉ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÒÕÇÉÍÉÍÅÔÏÄÁÍÉ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ.15.3.8. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ, �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ ×Ù×Ï-ÄÉÍÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× × LL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ.òÅÛÅÎÉÅ. íÙ ÓÌÅÄÕÅÍ Ï�ÉÓÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ÍÅÔÏÄÕ �ÏÉÓËÁ ÌÅ×ÏÇÏ ×Ù-×ÏÄÁ, ÈÒÁÎÑ ÌÉÛØ ÞÁÓÔØ ÓÌÏ×Á, ÎÁÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÒÁ×ÅÅ ÕÖÅ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ



290 15. ëÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉÞÁÓÔÉ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÈÒÁÎÉÍ ÓÌÏ×Ï S ÉÚ ÔÅÒÍÉ-ÎÁÌÏ× É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (�ÒÏÞÉÔÁÎÎÕÀÞÁÓÔØ ×ÈÏÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ A):1) ÓÌÏ×Ï AS ×Ù×ÏÄÉÍÏ × ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ;2) ÌÀÂÏÊ ÌÅ×ÙÊ ×Ù×ÏÄ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÓÔÁÄÉÀ ASüÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÍÅÓÔÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �(é)�.÷ÎÁÞÁÌÅ A �ÕÓÔÏ, Á S ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ | ÎÁÞÁÌØ-ÎÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ.åÓÌÉ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ S ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÒÍÉÎÁÌ t É t = Next,ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ËÏÍÁÎÄÕ Move É ÕÄÁÌÉÔØ ÓÉÍ×ÏÌ t, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑÎÁÞÁÌØÎÙÍ × S, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÜÔÏÍ AS ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.åÓÌÉ S ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÒÍÉÎÁÌ t É t 6= Next, ÔÏ ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÅ-×Ù×ÏÄÉÍÏ | ÉÂÏ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ×Ù×ÏÄ ÄÏÌÖÅÎ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚAS. (üÔÏ ÖÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É × ÓÌÕÞÁÅ Next= EOI.)åÓÌÉ S �ÕÓÔÏ, ÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (é) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ×Ù×ÏÄÉÍÏÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Next= EOI.ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ S ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ K.ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ×ÓÅ ÌÅ×ÙÅ ×Ù×ÏÄÙ ÉÚ S ÓÌÏ×, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁÓÉÍ×ÏÌ Next, ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë S ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ �ÒÁ×ÉÌÁ |ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Next �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ. åÓÌÉÔÁËÉÈ �ÒÁ×ÉÌ ÎÅÔ, ÔÏ ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍÏ. åÓÌÉ ÔÁËÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏÅÓÔØ, ÔÏ ÎÕÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ÓÉÍ×ÏÌÕ ÓÌÏ×Á S | �ÒÉ ÜÔÏÍÓ×ÏÊÓÔ×Ï (é) ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ. ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ:s := �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï;error := false;{error => ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍÏ;}{not error => (é)}while (not error) and not ((Next=EOI) and (S �ÕÓÔÏ))do beginif (S ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÒÍÉÎÁÌ, ÒÁ×ÎÙÊ Next) then beginMove; ÕÄÁÌÉÔØ ÉÚ S �ÅÒ×ÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ;end else if (S ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÒÍÉÎÁÌ, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ Next)then beginerror := true;end else if (S �ÕÓÔÏ) and (Next <> EOI) then beginerror := true;end else if (S ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ É Next ×ÈÏÄÉÔ ×ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ �ÒÁ×ÉÌ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ) then begin�ÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ



15.3. áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÚÂÏÒÁ ÄÌÑ LL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉË 291end else if (S ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ É Next ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ× ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ �ÒÁ×ÉÌ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ) then beginerror := true;end else begin{ÔÁË ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ}end;end;{×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ×Ù×ÏÄÉÍÏ <=> not error}áÌÇÏÒÉÔÍ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ �ÏÑ×ÌÅÎÉÉ ÔÅÒÍÉÎÁÌÁ× ÎÁÞÁÌÅ ÓÌÏ×Á S �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÞÔÅÎÉÅ ÓÏ ×ÈÏÄÁ ÉÌÉ ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ, Á ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÙÊ �ÉËÌ ÓÍÅÎÑÀÝÉÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× × ÎÁÞÁÌÅ S ÏÚÎÁÞÁÌ ÂÙ,ÞÔÏ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÌÅ×ÏÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁ. (á ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË: ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÙ, ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ× ×Ù×ÏÄÁÈ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÙ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÎÅ�ÕÓÔÏÇÏÓÌÏ×Á, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÉÚ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ.) �úÁÍÅÞÁÎÉÑ.
• ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ S ËÁË ÓÔÅË (×ÓÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÑÔÓÑ Ó ÌÅ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á).
• äÅÊÓÔ×ÉÑ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÎÕÔÒÉ �ÉËÌÁ ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔË ÞÔÅÎÉÀ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ ÓÏ ×ÈÏÄÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÒÁ-ÎÅÅ �ÒÅÄ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ É ËÁÖÄÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁNext. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ �ÉËÌÁ ÂÕÄÅÔ ÞÉÔÁÔØÓÑ ÏÞÅÒÅÄ-ÎÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ ×ÈÏÄÁ.
• ðÒÉ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÕÄÏÂÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁÂÌÉ�Õ, × ËÏ-ÔÏÒÏÊ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ×ÈÏÄÎÏÇÏÓÉÍ×ÏÌÁ É �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ S, É ÎÅÂÏÌØÛÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ×Ù�ÏÌÎÑ-ÀÝÕÀ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ.15.3.9. ðÒÉ �ÒÏ×ÅÒËÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÁÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ Ë ÔÉ�ÕLL(1), ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ðÏÓÌÅÄ(T ) É îÁÞ(T ) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁ-ÌÏ× T . ëÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ?òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÅÓÔØ �ÒÁ×ÉÌÏ K→ LM N .�ÏÇÄÁîÁÞ (L)⊂îÁÞ (K);îÁÞ (M)⊂îÁÞ (K); ÅÓÌÉ ÉÚ L ×Ù×ÏÄÉÍÏ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï,îÁÞ (N)⊂îÁÞ (K); ÅÓÌÉ ÉÚ L É M ×Ù×ÏÄÉÍÏ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï,



292 15. ëÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉðÏÓÌÅÄ (K)⊂ðÏÓÌÅÄ (N);ðÏÓÌÅÄ (K)⊂ðÏÓÌÅÄ (M); ÅÓÌÉ ÉÚ N ×Ù×ÏÄÉÍÏ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï,ðÏÓÌÅÄ (K)⊂ðÏÓÌÅÄ (L); ÅÓÌÉ ÉÚ M É N ×Ù×ÏÄÉÍÏ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï,îÁÞ (N)⊂ðÏÓÌÅÄ (M);îÁÞ (M)⊂ðÏÓÌÅÄ (L);îÁÞ (N)⊂ðÏÓÌÅÄ (L); ÅÓÌÉ ÉÚ M ×Ù×ÏÄÉÍÏ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï.ðÏÄÏÂÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÛÁÇ ÚÁ ÛÁÇÏÍ �ÏÒÏÖÄÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁîÁÞ(T ), Á ÚÁÔÅÍ É ðÏÓÌÅÄ(T ), ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× T .ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÕÖÉÔ EOI ∈ ðÏÓÌÅÄ (K)ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ K Éz ∈îÁÞ (z)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÅÒÍÉÎÁÌÁ z. ðÏÒÏÖÄÅÎÉÅ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ �ÒÉÍÅ-ÎÅÎÉÅ �ÒÁ×ÉÌ �ÅÒÅÓÔÁ£Ô ÄÁ×ÁÔØ ÎÏ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ× îÁÞ(T )É ðÏÓÌÅÄ(T ). �



16. óéî�áëóéþåóëéê òáúâïòóìå÷á îáðòá÷ï (LR)óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÍÅÔÏÄ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÂÏÒÁ,ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ LR(1)-ÒÁÚÂÏÒÏÍ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Õ�ÒÏÝ£ÎÎÙÅ ÅÇÏ ×Á-ÒÉÁÎÔÙ.16.1. LR-�ÒÏ�ÅÓÓÙä×Á ÏÔÌÉÞÉÑ LR(1)-ÒÁÚÂÏÒÁ ÏÔ LL(1)-ÒÁÚÂÏÒÁ: ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÓÔÒÏÉÔÓÑÎÅ ÌÅ×ÙÊ ×Ù×ÏÄ, Á �ÒÁ×ÙÊ, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÏÎ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÎÅ Ó ÎÁÞÁÌÁ, Á ÓËÏÎ�Á. (÷Ù×ÏÄ × ëó-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÍÛÁÇÅ ÚÁÍÅÎÅ �ÏÄ×ÅÒÇÁÅÔÓÑ ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ.)16.1.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×, ×Ù×Ï-ÄÉÍÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ �ÒÁ×ÙÊ ×Ù×ÏÄ. �îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ �ÒÁ×ÙÊ ×Ù×ÏÄ �ÚÁÄÏÍ ÎÁ�ÅÒ£Ä�. ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÍ �ÏÎÑÔÉÅ LR-�ÒÏ�ÅÓÓÁ ÎÁÄ ÓÌÏ×ÏÍ A. ÷ ÜÔÏÍ �ÒÏ�ÅÓÓÅ, �ÏÍÉÍÏ A,ÂÕÄÅÔ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ É ÄÒÕÇÏÅ ÓÌÏ×Ï S, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ËÁË ÔÅÒ-ÍÉÎÁÌÙ, ÔÁË É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÙ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÓÌÏ×Ï S �ÕÓÔÏ. ÷ ÈÏÄÅ LR-�ÒÏ�ÅÓÓÁÒÁÚÒÅÛÅÎÙ Ä×Á ×ÉÄÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ:(1) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ �ÅÒ×ÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÓÌÏ×Á A (ÅÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÞÅÒÅÄÎÙÍÓÉÍ×ÏÌÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ Next) × ËÏÎÅ� ÓÌÏ×Á S, ÕÄÁÌÉ× ÅÇÏ ÉÚ A(ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÄ×ÉÇÏÍ);(2) ÅÓÌÉ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ �ÒÁ×ÉÌ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ËÏÎ�ÏÍÓÌÏ×Á S, ÔÏ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ Å£ ÎÁ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ, ÓÔÏÑÝÉÊ × ÌÅ-×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ; �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏ×Ï A ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. (üÔÏ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ó×£ÒÔËÏÊ, ÉÌÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÅÍ.)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ LR-�ÒÏ�ÅÓÓ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ: × ÏÄÎÏÊÉ ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÙ ÒÁÚÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ.



294 16. óÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÁÚÂÏÒ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï (LR)çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ LR-�ÒÏ�ÅÓÓ ÎÁ ÓÌÏ×Å A ÕÓ�ÅÛÎÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÌÏ-×Ï A ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ �ÕÓÔÙÍ, Á × ÓÌÏ×Å S ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÅÔÅÒÍÉ-ÎÁÌ | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ.16.1.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á A (ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×) ÕÓ�ÅÛ-ÎÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÀÝÉÊÓÑ LR-�ÒÏ�ÅÓÓ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÓÌÏ×Ï A ×Ù×ÏÄÉÍÏ × ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ. ÷ ÈÏÄÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ×ÚÁ-ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÒÁ×ÙÍÉ ×Ù×ÏÄÁÍÉ É ÕÓ�ÅÛÎÏÚÁ×ÅÒÛÁÀÝÉÍÉÓÑ LR-�ÒÏ�ÅÓÓÁÍÉ.òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉ ÓÄ×ÉÇÅ ÓÌÏ×Ï SA ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, �ÒÉ Ó×£ÒÔËÅ ÓÌÏ×Ï SA�ÏÄ×ÅÒÇÁÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ, ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ ÛÁÇÕ ×Ù×ÏÄÁ. üÔÏÔ ×Ù×ÏÄÂÕÄÅÔ �ÒÁ×ÙÍ, ÔÁË ËÁË Ó×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅ� S, Á × A ×ÓÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ |ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÍÕ LR-�ÒÏ�ÅÓÓÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ�ÒÁ×ÙÊ ×Ù×ÏÄ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ: �ÕÓÔØ ÄÁÎ �ÒÁ×ÙÊ ×Ù×ÏÄ. ðÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÚÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏÍ × ÓÌÏ×Å ÓÔÏÉÔ �ÅÒÅÇÏÒÏÄ-ËÁ. ðÒÉÍÅÎÉ× Ë ÜÔÏÍÕ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÕ �ÒÁ×ÉÌÏ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙÓÄ×ÉÎÕÔØ �ÅÒÅÇÏÒÏÄËÕ ×ÌÅ×Ï (ÅÓÌÉ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ �ÒÁ×ÉÌÁ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁÔÅÒÍÉÎÁÌ). òÁÚÂÉ×ÁÑ ÜÔÏÔ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÛÁÇÉ, �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÏ�ÅÓÓ,× ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÔÎÙÊ LR-�ÒÏ�ÅÓÓÕ. �ðÏÓËÏÌØËÕ × ÈÏÄÅ LR-�ÒÏ�ÅÓÓÁ ×ÓÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ × ÓÌÏ×Å S �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔÓ �ÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á, ÓÌÏ×Ï S ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÔÅËÏÍ LR-�ÒÏ�ÅÓÓÁ.úÁÄÁÞÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÒÁ×ÏÇÏ ×Ù×ÏÄÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á Ó×ÏÄÉÔÓÑ, ÔÁ-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ë �ÒÁ×ÉÌØÎÏÍÕ ×ÙÂÏÒÕ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÛÁÇÁ LR-�ÒÏ�ÅÓÓÁ.îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ, ÂÕÄÅÍ ÌÉ ÍÙ ÄÅÌÁÔØ ÓÄ×ÉÇ ÉÌÉ Ó×£ÒÔËÕ, É ÅÓÌÉÓ×£ÒÔËÕ, ÔÏ �Ï ËÁËÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ | ×ÅÄØ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ �ÒÁ×ÉÌ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÎÅÓËÏÌØËÏ. ÷ LR(1)-ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å SÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ ÓÌÏ×Á A; ÅÓÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ S, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔÏ LR(0)-ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ. (�ÏÞÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÍ. ÎÉÖÅ.)ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×. (üÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÍÙÂÕÄÅÔ ×ÓÅÇÄÁ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÙÍ.)ðÕÓÔØ K→ U | ÏÄÎÏ ÉÚ �ÒÁ×ÉÌ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ (K | ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ, U |ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× (ÉÚÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×), ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÌÅ×ÙÍ ËÏÎÔÅËÓÔÏÍ �ÒÁ×ÉÌÁK→ U. (ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ìÅ×ëÏÎÔ(K→ U).) ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ × ÎÅÇÏ ×ÈÏÄÑÔ×ÓÅ ÓÌÏ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÄÅÒÖÉÍÙÍ ÓÔÅËÁ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÅÒÅÄÓ×£ÒÔËÏÊ U × K × ÈÏÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÓ�ÅÛÎÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÀÝÅÇÏÓÑ LR-�ÒÏ-�ÅÓÓÁ.16.1.3. ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÑÚÙËÅ �ÒÁ×ÙÈ ×Ù×Ï-ÄÏ×.



16.1. LR-�ÒÏ�ÅÓÓÙ 295òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ �ÒÁ×ÙÅ ×Ù×ÏÄÙ ×ÉÄÁ
〈ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ〉 XKA→ XUA;ÇÄÅ A| ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×, X| ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×.÷ÓÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏ×Á XU É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÅ×ÙÊ ËÏÎÔÅËÓÔ �ÒÁ×É-ÌÁ K→ U. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ, ÓÌÅÄÕÅÔ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÍÙ �ÒÅÄ�Ï-ÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÓÌÏ×Ï ÉÚÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×, ÔÁË ÞÔÏ �ÒÁ×ÙÊ ×Ù×ÏÄ ÓÌÏ×Á XUA ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÄÏ �ÒÁ×ÏÇÏ ×Ù×ÏÄÁ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×. �16.1.4. ÷ÓÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ ìÅ×ëÏÎÔ(K→ U) ËÏÎÞÁÀÔÓÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÁ U. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ ×ÓÅÈ ÎÉÈ ÜÔÏÔ ËÏÎÅ� U ÏÔÂÒÏÓÉÔØ, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÅ ÉÚ �ÒÁ×ÉÌ ÄÌÑ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ K×ÙÂÒÁÎÏ. (üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ìÅ×(K).)òÅÛÅÎÉÅ. éÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ìÅ×(K) | ÜÔÏ ×Ó£, ÞÔÏÍÏÖÅÔ �ÏÑ×ÉÔØÓÑ × �ÒÁ×ÙÈ ×Ù×ÏÄÁÈ ÌÅ×ÅÅ ÓÁÍÏÇÏ �ÒÁ×ÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁ-ÌÁ K. �16.1.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÆÒÁÚÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÓÌÏ×Á�ÓÁÍÏÇÏ �ÒÁ×ÏÇÏ�: ìÅ×(K) | ÜÔÏ ×Ó£ ÔÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ �ÏÑ×ÌÑÔØÓÑ × �ÒÁ×ÙÈ×Ù×ÏÄÁÈ ÌÅ×ÅÅ ÌÀÂÏÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ K.òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏÄÏÌÖÉ× �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÒÁ×ÏÇÏ ×Ù×ÏÄÁ, ×ÓÅ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÙÓ�ÒÁ×Á ÏÔ K ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÔÅÒÍÉÎÁÌÙ (Á ÓÌÅ×Á ÏÔ K �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÉÞÅÇÏÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ). �16.1.6. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÔÅÒ-ÍÉÎÁÌÁ K ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ 〈ìÅ×K〉, �ÒÉÞ£Í ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÏÌÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ K ÉÓÈÏÄÎÏÊÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ: × ÎÏ×ÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÉÚ 〈ìÅ×K〉 ×Ù×ÏÄÉÍÙ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙìÅ×(K) É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ. (ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÅÒÍÉÎÁÌÙ É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÙ ÉÓÈÏÄÎÏÊÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÅÒÍÉÎÁÌÁÍÉ ÎÏ×ÏÊ.)òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ P | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ. �ÏÇÄÁ ×ÎÏ×ÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÁ×ÉÌÏ

〈ìÅ×P〉 → (�ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï)äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÁ×ÉÌÁK→ Lt MN (L, M, N | ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÙ, t | ÔÅÒÍÉÎÁÌ),



296 16. óÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÁÚÂÏÒ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï (LR)× ÎÏ×ÕÀ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÕ ÍÙ ÄÏÂÁ×ÉÍ �ÒÁ×ÉÌÁ
〈ìÅ×L〉 → 〈ìÅ×K〉
〈ìÅ×M〉 → 〈ìÅ×K〉 Lt
〈ìÅ×N〉 → 〈ìÅ×K〉 Lt MÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÓÔÕ�ÉÍ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ. óÍÙÓÌ ÎÏ×ÙÈ �ÒÁ×ÉÌÔÁËÏ×: �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï ÍÏÖÅÔ �ÏÑ×ÉÔØÓÑ ÓÌÅ×Á ÏÔ P; ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï X ÍÏÖÅÔ�ÏÑ×ÉÔØÓÑ ÓÌÅ×Á ÏÔ K, ÔÏ X ÍÏÖÅÔ �ÏÑ×ÉÔØÓÑ ÓÌÅ×Á ÏÔ L, XLt ÍÏÖÅÔ �Ï-Ñ×ÉÔØÓÑ ÓÌÅ×Á ÏÔ M, XLtM | ÓÌÅ×Á ÏÔ N. éÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÄÌÉÎÅ �ÒÁ×ÏÇÏ×Ù×ÏÄÁ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×Ó£, ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ �ÏÑ×ÉÔØÓÑ ÓÌÅ×Á ÏÔ ËÁËÏ-ÇÏ-ÔÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ, �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÉÍÉ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ. �16.1.7. ðÏÞÅÍÕ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÔÏÌØËÏ �ÒÁ×ÙÅ ×Ù×ÏÄÙ?ïÔ×ÅÔ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÑ, �ÒÏÉÓÈÏÄÑÝÉÅ ×ÎÕÔÒÉ ÓÌÏ×Á, ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÓÌÅ×Á ÏÔ K. �16.1.8. äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÀÂÏÍÕ ÓÌÏ×Õ ×ÙÑÓÎÑÅÔ, ËÁËÉÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× ìÅ×(K) ÏÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ.(úÁÍÅÞÁÎÉÅ ÄÌÑ ÚÎÁÔÏËÏ×. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ | É ÄÁ-ÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÞÉÓÌÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 1.3, | ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ,ÔÁË ËÁË �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ × ÎÅÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÉÍÅÅÔ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ×ÉÄ: × �ÒÁ-×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ×ÓÅÇÏ ÏÄÉÎ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ, �ÒÉÞ£Í ÏÎ ÓÔÏÉÔ Õ ÌÅ×ÏÇÏ ËÒÁÑ. �ÅÍÎÅ ÍÅÎÅÅ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í Ñ×ÎÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ.)òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÉÔÕÁ�ÉÅÊ ÄÁÎÎÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ ÏÄÎÏ ÉÚ Å£�ÒÁ×ÉÌ, × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÏÄÎÁ ÉÚ �ÏÚÉ�ÉÊ (ÄÏ �ÅÒ×ÏÊÂÕË×Ù, ÍÅÖÄÕ �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÂÕË×ÏÊ, : : : , �ÏÓÌÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÂÕË×Ù).îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÁ×ÉÌÏ K → Lt MN(K, L, M, N | ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÙ, t | ÔÅÒÍÉÎÁÌ) �ÏÒÏÖÄÁÅÔ �ÑÔØ ÓÉÔÕÁ�ÉÊK→ L tM N K→ L tM N K→ L t MN K→ L tM N K→ Lt MN(�ÏÚÉ�ÉÑ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ �ÏÄÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÑ).âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï S ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÓÉÔÕÁ�ÉÅÊ K→ U V, ÅÓÌÉS ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ U, ÔÏ ÅÓÔØ S= TU �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ T, É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, T �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ ìÅ×(K). (óÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁËÏ×: × ÓÔÅËÅ S



16.1. LR-�ÒÏ�ÅÓÓÙ 297�ÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎÁ ÞÁÓÔØ U ÄÌÑ ÂÕÄÕÝÅÊ Ó×£ÒÔËÉ UV × K.) ÷ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈìÅ×ëÏÎÔ(K→ X) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ×, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÓÉÔÕÁ�ÉÅÊK→ X , Á ìÅ×(K) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ×, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÓÉÔÕÁ�ÉÅÊK→ X (ÇÄÅ K→ X | ÌÀÂÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÄÌÑ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ K).üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ LR-�ÒÏ�ÅÓÓÁ: S ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏÓ ÓÉÔÕÁ�ÉÅÊ K→ U V, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÓ�ÅÛÎÙÊ LR-�ÒÏ�ÅÓÓ, × ËÏÔÏÒÏÍÓÏÂÙÔÉÑ ÒÁÚ×É×ÁÀÔÓÑ ÔÁË:
• × ÈÏÄÅ �ÒÏ�ÅÓÓÁ × ÓÔÅËÅ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï S, É ÏÎÏ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑÎÁ U;
• ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ S ÎÅ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÅÔÓÑ, Á Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ÎÅÇÏ �ÏÑ×ÌÑÅÔ-ÓÑ V;
• UV Ó×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ × K;
• �ÒÏ�ÅÓÓ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ É ÕÓ�ÅÛÎÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ.16.1.9. äÏËÁÖÉÔÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.[õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ S= TU É T �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ìÅ×(K), ÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ× ÓÔÅËÅ ÓÎÁÞÁÌÁ T, �ÏÔÏÍ U, �ÏÔÏÍ V, �ÏÔÏÍ Ó×ÅÒÎÕÔØ UV × K É ÚÁÔÅÍÕÓ�ÅÛÎÏ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ �ÒÏ�ÅÓÓ. (íÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÔÏÔ ÆÁËÔ,ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ ÞÔÏ-ÔÏ ÄÁ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ: ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÜÔÏÍÕ ÍÙÍÏÖÅÍ ÄÏÂÁ×ÉÔØ × ÓÔÅË ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï.)℄ �îÁÛÁ �ÅÌØ | �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÒÁÓ�ÏÚÎÁÀÝÅÇÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖ-ÎÏÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á Ë ìÅ×(K). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ, ÓÏ�ÏÓÔÁ-×ÌÑÀÝÕÀ Ó ËÁÖÄÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ S (ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×) ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÎÉÍ ÓÉÔÕÁ�ÉÊ. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÏ×£Í ÓÏ-ÓÔÏÑÎÉÅÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÌÏ×Õ S. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ óÏÓÔ(S).äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ óÏÓÔ(S) ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÚÎÁÞÅÎÉÅ óÏÓÔ(SJ), ÇÄÅ J | ÔÅÒÍÉÎÁÌ ÉÌÉ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÏ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ óÏÓÔ(S) É ÓÉÍ×ÏÌ J. (íÙ ×ÉÄÅÌÉ ÒÁÎÅÅ, ËÁË �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ Ë ìÅ×(K) ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.) úÎÁÞÅÎÉÅóÏÓÔ(SJ) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÔÁËÉÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ:(1) åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï S ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÓÉÔÕÁ�ÉÅÊ K→ U V, �ÒÉÞ£ÍÓÌÏ×Ï V ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ ÂÕË×Õ J, ÔÏ ÅÓÔØ V= JW, ÔÏ SJ ÓÏÇÌÁ-ÓÏ×ÁÎÏ Ó ÓÉÔÕÁ�ÉÅÊ K→ UJ W.



298 16. óÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÁÚÂÏÒ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï (LR)üÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ×ÓÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ Ó ÎÅ�ÕÓÔÏÊ ÌÅ×ÏÊ�ÏÌÏ×ÉÎÏÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Ó �ÏÄÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÑ), ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅÓ SJ. ïÓÔÁÌÏÓØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× K ÓÌÏ×Ï SJ �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÉÔ ìÅ×(K). üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ �Ï Ä×ÕÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ:(2) åÓÌÉ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ L→ U V ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó SJ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÁ×É-ÌÕ (1)), Á V ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ K, ÔÏ SJ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔìÅ×(K).(3) åÓÌÉ SJ ×ÈÏÄÉÔ × ìÅ×(L) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ L, �ÒÉÞ£Í L→
→ V| �ÒÁ×ÉÌÏ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ É V ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ K,ÔÏ SJ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ìÅ×(K).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ (3) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÁÎÁÌÏÇ �ÒÁ×ÉÌÁ(2): × ÕËÁÚÁÎÎÙÈ × (3) �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ L→ V ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁÓ SJ, Á V ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ K.ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ �ÒÁ×ÉÌ × ÏÂÝÅÍ-ÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÅÓÌÉ ÈÏÒÏÛÅÎØ-ËÏ �ÏÄÕÍÁÔØ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÏÑÓÎÅÎÉÊ | ÜÔÏÔÏ, �ÏÞÅÍÕ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÁ×ÉÌ (2) É (3) ÏÂÎÁÒÕÖÁÔÓÑ ×ÓÅ ÔÅÒÍÉÎÁÌÙ K,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ SJ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ìÅ×(K). ðÏ�ÙÔÁÅÍÓÑ ÜÔÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÁ×ÙÊ ×Ù×ÏÄ, × ËÏÔÏÒÏÍ SJ ÓÔÏÉÔ ÓÌÅ×Á ÏÔ K. ïÔËÕÄÁ ÍÏÇ×ÚÑÔØÓÑ × Î£Í ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ K? åÓÌÉ �ÒÁ×ÉÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÇÏ �ÏÒÏÄÉÌÏ, �Ï-ÒÏÄÉÌÏ ÔÁËÖÅ É ËÏÎÅ� ÓÌÏ×Á SJ, ÔÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ SJ Ë ìÅ×(K) ÂÕÄÅÔÏÂÎÁÒÕÖÅÎÁ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ (2). åÓÌÉ ÖÅ K ÂÙÌÏ �ÅÒ×ÏÊ ÂÕË×ÏÊ ÓÌÏ×Á, �ÏÒÏ-ÖÄ£ÎÎÏÇÏ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÄÒÕÇÉÍ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏÍ L, ÔÏ | ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ �ÒÁ×ÉÌÕ(3) | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ SJ Ë ìÅ×(L). ïÓÔÁÌÏÓØ�ÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ë L É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ LR-�ÒÏ�ÅÓÓÁ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË. óÎÁÞÁÌÁÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ K ÍÏÖÅÔ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÎÅÓËÏÌØËÉÈ Ó×£ÒÔËÁÈ, ÎÅ ÚÁÔÒÁÇÉ-×ÁÀÝÉÈ SJ (ÏÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÀ �ÒÁ×ÉÌÁ (3) ), ÎÏ ÚÁÔÅÍ ÏÎÏÂÑÚÁÎ �ÏÄ×ÅÒÇÎÕÔØÓÑ Ó×£ÒÔËÅ, ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÀÝÅÊ SJ (ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÀ �ÒÁ×ÉÌÁ (2) ).ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ Ó �ÕÓÔÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ,ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× K �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ìÅ×(K).üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ:(1) ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ ÔÁËÏ×;(2) ÅÓÌÉ K ÔÁËÏ× É K→ V | �ÒÁ×ÉÌÏ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, �ÒÉÞ£ÍÓÌÏ×Ï V ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ L, ÔÏ É L ÔÁËÏ×. �



16.2. LR(0)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ 29916.1.10. ðÒÏÄÅÌÁÊÔÅ Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÄÌÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉE→ E + TE→ TT→ T * FT→ FF→ xF→ ( E )(ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÔÏÔ ÖÅ ÑÚÙË, ÞÔÏ É ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ �ÒÉÍÅÒÁ 3, Ó. 271).òÅÛÅÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔ×Á óÏÓÔ(S) ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ S �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÔÁÂÌÉ�ÅÎÁ Ó. 300. úÎÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÉÔÕÁ�ÉÊ, Ñ×ÌÑÀÝÉ-ÅÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ óÏÓÔ(S) ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á ÏÔÚÎÁËÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.ðÒÁ×ÉÌÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ óÏÓÔ(SJ), ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ óÏÓÔ(S) É J (ÚÄÅÓØ S|ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×, J | ÔÅÒÍÉÎÁÌ ÉÌÉ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ),ÔÁËÏ×Ï:ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ óÏÓÔ(S) × �ÒÁ×ÏÊ ËÏÌÏÎËÅ, ×ÚÑÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÅÅ ÅÍÕ ÓÌÏ×Ï T × ÌÅ×ÏÊ ËÏÌÏÎËÅ, �ÒÉ�ÉÓÁÔØ Ë ÎÅÍÕ J É ×ÚÑÔØÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÔÏÑÝÅÅ ÎÁ�ÒÏÔÉ× ÓÌÏ×Á TJ (ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï TJ × ÔÁ-ÂÌÉ�Å ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ óÏÓÔ(SJ) �ÕÓÔÏ). �16.2. LR(0)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉîÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÁ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ �ÅÌØ | ÜÔÏ �ÏÉÓË ×Ù×ÏÄÁ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏÓÌÏ×Á, ÉÌÉ, ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÏÉÓË ÕÓ�ÅÛÎÏÇÏ LR-�ÒÏ�ÅÓÓÁ ÎÁÄ ÎÉÍ. ÷Ï×ÓÅÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÎÁÍÉ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁÈ ÕÓ�ÅÛÎÙÊ LR-�ÒÏ�ÅÓÓ (ÎÁÄÄÁÎÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ. éÓËÁÔØ ÜÔÏÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÕÓ�ÅÛÎÙÊ �ÒÏ-�ÅÓÓ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ: × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÏÊ ÛÁÇ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÕ ÎÁÄÏ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ, É ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÓÌÕÞÁÊÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ LR(0)-ÇÒÁÍÍÁÔÉË. íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ:(1) ÷ ÕÓ�ÅÛÎÏÍ LR-�ÒÏ�ÅÓÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÁ Ó×£ÒÔËÁ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕK→ U �ÒÉ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÍ ÓÔÅËÁ S ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁS �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ìÅ×ëÏÎÔ(K→ U) ÉÌÉ, ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÏÇÄÁÓÌÏ×Ï S ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÓÉÔÕÁ�ÉÅÊ K→ U .



300 16. óÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÁÚÂÏÒ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï (LR)óÌÏ×Ï S óÏÓÔ(S)�ÕÓÔÏÅ E→ E+T E→ T T→ T*FT→ F F→ x F→ (E)E E→ E +TT E→ T T→ T *FF T→ Fx F→ x( F→ ( E) E→ E+T E→ TT→ T*F T→ F F→ x F→ (E)E+ E→ E+ T T→ T*F T→ FF→ x F→ (E)T* T→ T* F F→ x F→ (E)(E F→ (E ) E→ E +T(T = T(F = F(x = x(( = (E+T E→ E+T T→ T *FE+F = FE+x = xE+( = (T*F T→ T*FT*x = xT*( = ((E) F→ (E)(E+ = E+E+T* = T* ë ÚÁÄÁÞÅ 16.1.10



16.2. LR(0)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ 301áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ ÓÄ×ÉÇ ÇÌÁÓÉÔ:(2) ÷ ÕÓ�ÅÛÎÏÍ LR-�ÒÏ�ÅÓÓÅ �ÒÉ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÍ ÓÔÅËÁ S ×ÏÚ-ÍÏÖÅÎ ÓÄ×ÉÇ Ó ÏÞÅÒÅÄÎÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ S ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÅÊ K→ U aV.16.2.1. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ �ÒÏÉÚÏÛ£Ì ÓÄ×ÉÇ É Ë ÓÔÅËÕ S ÄÏÂÁ×ÉÌÁÓØ ÂÕË×Á a.òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ �ÅÒ×ÕÀ Ó×£ÒÔËÕ, ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÀÝÕÀ ÜÔÕ ÂÕË×Õ.℄ �òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÕ É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï S ÉÚ ÔÅÒ-ÍÉÎÁÌÏ× É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï óÏÓÔ(S) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ,× ËÏÔÏÒÏÊ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ �ÏÄÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÑ ÓÔÏÉÔ ÔÅÒÍÉÎÁÌ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏÄÌÑ ÓÌÏ×Á S ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÓÄ×ÉÇ. åÓÌÉ × óÏÓÔ(S) ÅÓÔØ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊÓ�ÒÁ×Á ÏÔ �ÏÄÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÑ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅÔ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÏ×Á S ×ÏÚ-ÍÏÖÎÁ Ó×£ÒÔËÁ (�Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ). çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÏ-×Á S ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÎÆÌÉËÔ ÔÉ�Á ÓÄ×ÉÇ/Ó×£ÒÔËÁ, ÅÓÌÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙ É ÓÄ×ÉÇ,É Ó×£ÒÔËÁ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÏ×Á S ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÎÆÌÉËÔ ÔÉ�Á Ó×£ÒÔ-ËÁ/Ó×£ÒÔËÁ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÁ×ÉÌ, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ ×ÏÚÍÏÖÎÁ Ó×£ÒÔËÁ.çÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ LR(0)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ, ÅÓÌÉ × ÎÅÊ ÎÅÔ ËÏÎ-ÆÌÉËÔÏ× ÔÉ�Á ÓÄ×ÉÇ/Ó×£ÒÔËÁ É Ó×£ÒÔËÁ/Ó×£ÒÔËÁ ÎÉ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á S.16.2.2. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ LR(0)-ÇÒÁÍÍÁ-ÔÉËÏÊ?òÅÛÅÎÉÅ. îÅÔ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. äÌÑ ÓÌÏ× T É E+T ÉÍÅÀÔÓÑ ËÏÎÆÌÉËÔÙÔÉ�Á ÓÄ×ÉÇ/Ó×£ÒÔËÁ. �16.2.3. ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ LR(0)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁÍÉ ÔÁËÉÅ:(Á) T→ 0T→ T1T→ TT2T→ TTT3 (Â) T→ 0T→ 1TT→ 2TTT→ 3TTTòÅÛÅÎÉÅ.ñ×ÌÑÀÔÓÑ, ÓÍ. ÔÁÂÌÉ�Ù ÎÁ Ó. 302 { 303 (ËÏÎÆÌÉËÔÏ× ÎÅÔ). �üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ LR(0)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÁË ÌÅ-×ÏÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍÉ, ÔÁË É �ÒÁ×ÏÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍÉ.16.2.4. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ LR(0)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ-×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ �ÒÁ×ÏÇÏ ×Ù×ÏÄÁ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ�ÒÏ×ÅÒËÉ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ × LR(0)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ.



302 16. óÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÁÚÂÏÒ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï (LR)óÌÏ×Ï S óÏÓÔ(S)�ÕÓÔÏÅ �→ 0 T→ T1 T→ TT2 T→ TTT30 �→ 0� �→ � 1 T→ T T2 T→ T TT3�→ 0 T→ T1 T→ TT2 T→ TTT3T1 T→ T1TT T→ TT 2 T→ TT T3T→ T 1 T→ T T2 T→ T TT3T→ 0 T→ T1 T→ TT2 T→ TTT3TT2 T→ TT2TTT T→ TTT 3 T→ TT 2 T→ TT T3T→ T 1 T→ T T2 T→ T TT3�→ 0 T→ T1 T→ TT2 T→ TTT3TT0 = 0TTT3 T→ TTT3TTT2 = TT2TTTT = TTTTTT0 = 0 (Á)
óÌÏ×Ï S óÏÓÔ(S)�ÕÓÔÏÅ T→ 0 T→ 1� T→ 2�� T→ 3���0 �→ 01 �→ 1 TT→ 0 T→ 1� T→ 2�� T→ 3���2 T→ 2 TTT→ 0 T→ 1� T→ 2�� T→ 3���3 T→ 3 TTTT→ 0 T→ 1� T→ 2�� T→ 3���(Â), ÎÁÞÁÌÏë ÚÁÄÁÞÅ 16.2.3.



16.2. LR(0)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ 303óÌÏ×Ï S óÏÓÔ(S)1T T→ 1T10 = 011 = 112 = 213 = 32T T→ 2T TT→ 0 T→ 1� T→ 2�� T→ 3���20 = 021 = 122 = 223 = 33T T→ 3T TTT→ 0 T→ 1� T→ 2�� T→ 3���30 = 031 = 132 = 233 = 32TT T→ 2TT2T0 = 02T1 = 12T2 = 22T3 = 33TT T→ 3TT TT→ 0 T→ 1� T→ 2�� T→ 3���3T0 = 03T1 = 13T2 = 23T3 = 33TTT T→ 3TTT3TT0 = 03TT1 = 13TT2 = 23TT3 = 3 (Â), ÏËÏÎÞÁÎÉÅ



304 16. óÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÁÚÂÏÒ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï (LR)òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï. âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ LR-�ÒÏ-�ÅÓÓ ÎÁÄ ÎÉÍ �Ï ÛÁÇÁÍ. ðÕÓÔØ ÔÅËÕÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÔÅËÁ LR-�ÒÏ�ÅÓÓÁÒÁ×ÎÏ S. îÁÍ ÎÁÄÏ ÒÅÛÉÔØ, ÄÅÌÁÔØ ÓÄ×ÉÇ ÉÌÉ Ó×£ÒÔËÕ (É ÅÓÌÉ Ó×£ÒÔ-ËÕ, ÔÏ �Ï ËÁËÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ). óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ LR(0)-ÇÒÁÍÍÁÔÉ-ËÉ, × ÎÁÛÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ S ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÌÉÂÏ ÔÏÌØËÏ ÓÄ×ÉÇ, ÌÉÂÏ ÔÏÌØ-ËÏ Ó×£ÒÔËÁ (�ÒÉÞ£Í ÌÉÛØ �Ï ÏÄÎÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÉÓË×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ LR-�ÒÏ�ÅÓÓÁ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏ(ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÔÏÌØËÏ É ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏ). �16.2.5. þÔÏ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô, ÅÓÌÉ ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×Ù×ÏÄÁ× ÄÁÎÎÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ?ïÔ×ÅÔ. ìÉÂÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÎÉ ÓÄ×ÉÇ, ÎÉÓ×£ÒÔËÁ, ÌÉÂÏ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÄ×ÉÇÉ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÅ�ÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÏÞÅ-ÒÅÄÎÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ. �úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ðÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÚÁÎÏ×Ï ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï óÏÓÔ(S) ÄÌÑ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ S. üÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÈÒÁÎÉÔØ × ÓÔÅËÅ (× ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔÈÒÁÎÑÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á óÏÓÔ(T) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÞÁÌ T ÔÅËÕÝÅÇÏ ÓÌÏ×Á S).2. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÁÍÏ ÓÌÏ×Ï S ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÈÒÁÎÉÔØ | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÈÒÁÎÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÉÔÕÁ�ÉÊ óÏÓÔ(T) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌ T (×ËÌÀÞÁÑÓÁÍÏ S).÷ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ �ÒÏ×ÅÒËÉ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ × LR(0)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÍÙ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÍ ÎÅ ×ÓÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÇÌÉ ÂÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÚÁÒÁÎÅÅ, ÞÔÏ × Î£Í ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÔÏ-ÌØËÏ ÓÄ×ÉÇ ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ Ó×£ÒÔËÁ (�ÒÉÞ£Í × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÏ, �Ï ËÁËÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ). âÏÌÅÅ ÉÚÏÝÒ£ÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÇ ÂÙ �ÒÉ-ÎÉÍÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ Ï ×ÙÂÏÒÅ ÍÅÖÄÕ ÓÄ×ÉÇÏÍ É Ó×£ÒÔËÏÊ, �ÏÓÍÏÔÒÅ×ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ (Next). çÌÑÄÑ ÎÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ,�ÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ Next ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÓÄ×ÉÇ (ÜÔÏ ÔÅ ÔÅÒÍÉÎÁÌÙ, ËÏ-ÔÏÒÙÅ × ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ ÜÔÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÔÏÑÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ �ÏÄ-Þ£ÒËÉ×ÁÎÉÅÍ). óÌÏÖÎÅÅ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ Ï ÓÉÍ×ÏÌÅ NextÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ×Ï�ÒÏÓÁ Ï ÔÏÍ, ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÌÉ Ó×£ÒÔËÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÅÓÔØÕ�ÒÏÝ£ÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ (ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎ �ÒÉÍÅÎÉÍ, ÎÁÚÙ×Á-ÀÔ SLR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁÍÉ [ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ ÏÔ Simple LR(1)℄) É �ÏÌÎÙÊÍÅÔÏÄ (ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ, ÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ ×ÓÀ ×ÏÚÍÏÖÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÀ; ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎ �ÒÉÍÅÎÉÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ LR(1)-ÇÒÁÍ-ÍÁÔÉËÁÍÉ). åÓÔØ É �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÇÒÁÍÍÁÔÉË, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊLALR(1).



16.3. SLR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ 30516.3. SLR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉîÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ K ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÉ (Ó. 287)ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ðÏÓÌÅÄ(K) ÔÅÈ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÓÔÏÑÔØ ÎÅ�ÏÓÒÅÄ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ K × ×Ù×ÏÄÉÍÏÍ (ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ) ÓÌÏ×Å; × ÜÔÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔ ÔÁËÖÅ ÓÉÍ×ÏÌ EOI, ÅÓÌÉ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ K ÍÏÖÅÔ ÓÔÏÑÔØ× ËÏÎ�Å ×Ù×ÏÄÉÍÏÇÏ ÓÌÏ×Á.16.3.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ LR-�ÒÏ�ÅÓÓÁ �ÏÓÌÅÄ-ÎÉÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÓÔÅËÁ S ÒÁ×ÅÎ K, �ÒÉÞ£Í �ÒÏ�ÅÓÓ ÜÔÏÔ ÍÏÖÅÔ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍÕÓ�ÅÛÎÏ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØÓÑ, ÔÏ Next �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ðÏÓÌÅÄ(K).òÅÛÅÎÉÅ. üÔÏÔ ÆÁËÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ (×Ó�ÏÍÎÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÒÁ×ÙÍÉ ×Ù×ÏÄÁÍÉ É LR-�ÒÏ-�ÅÓÓÁÍÉ). �òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÕ, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï S ÉÚ ÔÅÒÍÉ-ÎÁÌÏ× É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× É ÔÅÒÍÉÎÁÌ x. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï óÏÓÔ(S) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÉÔÕÁ�ÉÀ, × ËÏÔÏÒÏÊ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ �ÏÄÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÑ ÓÔÏÉÔ ÔÅÒÍÉÎÁÌ x, ÔÏÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÁÒÙ 〈S; x〉 ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÓÄ×ÉÇ. åÓÌÉ × óÏÓÔ(S) ÅÓÔØ ÓÉ-ÔÕÁ�ÉÑ K→ U , �ÒÉÞ£Í x �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ðÏÓÌÅÄ(K), ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ�ÁÒÙ 〈S; x〉 SLR(1)-×ÏÚÍÏÖÎÁ Ó×£ÒÔËÁ (�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ K→ U). çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏÄÌÑ �ÁÒÙ 〈S; x〉 ×ÏÚÎÉËÁÅÔ SLR(1)-ËÏÎÆÌÉËÔ ÔÉ�Á ÓÄ×ÉÇ/Ó×£ÒÔËÁ, ÅÓÌÉ×ÏÚÍÏÖÎÙ É ÓÄ×ÉÇ, É Ó×£ÒÔËÁ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÁÒÙ 〈S; x〉 ×ÏÚÎÉËÁÅÔSLR(1)-ËÏÎÆÌÉËÔ ÔÉ�Á Ó×£ÒÔËÁ/Ó×£ÒÔËÁ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÁ×ÉÌ,�Ï ËÏÔÏÒÙÍ ×ÏÚÍÏÖÎÁ Ó×£ÒÔËÁ.çÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ SLR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ, ÅÓÌÉ × ÎÅÊ ÎÅÔSLR(1)-ËÏÎÆÌÉËÔÏ× ÔÉ�Á ÓÄ×ÉÇ/Ó×£ÒÔËÁ É Ó×£ÒÔËÁ/Ó×£ÒÔËÁ ÎÉ ÄÌÑ ÏÄ-ÎÏÊ �ÁÒÙ 〈S; x〉.16.3.2. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ SLR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÇÏÓÌÏ×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ �ÒÁ×ÏÇÏ ×Ù×ÏÄÁ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ�ÒÏ×ÅÒËÉ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ × SLR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ.òÅÛÅÎÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ LR(0)-ÇÒÁÍÍÁÔÉË, ÔÏÌØËÏ �ÒÉ ×ÙÂÏÒÅÍÅÖÄÕ ÓÄ×ÉÇÏÍ É Ó×£ÒÔËÏÊ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ (Next). �16.3.3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÎÁ Ó. 299 ÇÒÁÍÍÁ-ÔÉËÁ (Ó ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁÍÉ E, T É F) SLR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ.òÅÛÅÎÉÅ. äÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÏÂÁ ËÏÎÆÌÉËÔÁ, ÍÅÛÁÀÝÉÅ ÅÊ ÂÙÔØLR(0)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ, ÒÁÚÒÅÛÁÀÔÓÑ Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ: É ÄÌÑÓÌÏ×Á T, É ÄÌÑ ÓÌÏ×Á E+T ÓÄ×ÉÇ ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ Next= *, Á ÓÉÍ×ÏÌ *ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÉ ðÏÓÌÅÄ(E) = {EOI;+; )}, ÎÉ ðÏÓÌÅÄ(T) = {EOI; +; *; )},É �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ Next= * Ó×£ÒÔËÁ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁ. �



306 16. óÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÁÚÂÏÒ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï (LR)16.4. LR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, LALR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉï�ÉÓÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ SLR(1)-�ÏÄÈÏÄ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ÎÅ ×ÓÀ ×ÏÚÍÏÖÎÕÀ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÀ �ÒÉ ×ÙÑÓÎÅÎÉÉ ÔÏÇÏ, ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÌÉ Ó×£ÒÔËÁ. éÍÅÎÎÏ, ÏÎ ÏÔ-ÄÅÌØÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ, ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÌÉ Ó×£ÒÔËÁ �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÓÔÅËÁ SÉ ÏÔÄÅÌØÎÏ | ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÌÉ Ó×£ÒÔËÁ �Ï ÄÁÎÎÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍÓÉÍ×ÏÌÅ Next. íÅÖÄÕ ÔÅÍ ÜÔÉ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ:ÏÂÅ ÍÏÇÕÔ ÄÁÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ, ÎÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ó×£ÒÔËÁ �ÒÉÓÔÅËÅ S É ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÓÉÍ×ÏÌÅ Next ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁ. ÷ LR(1)-�ÏÄÈÏÄÅ ÜÔÏÔÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÕÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ.LR(1)-�ÏÄÈÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ ×ÏÔ × Þ£Í: ×ÓÅ ÎÁÛÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÕÀÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÕÞÅÓÔØ, ËÁËÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÓÔÏÉÔ Ó�ÒÁ×ÁÏÔ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ Next�ÒÉ Ó×£ÒÔËÅ).ðÕÓÔØ K→ U | ÏÄÎÏ ÉÚ �ÒÁ×ÉÌ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, Á t | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÔÅÒ-ÍÉÎÁÌ ÉÌÉ Ó�Å�ÓÉÍ×ÏÌ EOI (ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÄÏÍÙÓÌÉ×ÁÅÍ × ËÏÎ�Å ×ÈÏÄ-ÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ìÅ×ëÏÎÔ(K→ U; t) ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÄÅÒÖÉÍÙÍ ÓÔÅËÁ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �Å-ÒÅÄ Ó×£ÒÔËÏÊ U × K × ÈÏÄÅ ÕÓ�ÅÛÎÏÇÏ LR-�ÒÏ�ÅÓÓÁ, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ Next= t(× ÍÏÍÅÎÔ Ó×£ÒÔËÉ).åÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ Õ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÉÚ ìÅ×ëÏÎÔ(K→ U) ÉÈ ËÏÎÅ� U, ÔÏ �ÏÌÕ-ÞÉÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ �ÏÑ×ÉÔØÓÑ × �ÒÁ×ÙÈ ×Ù×ÏÄÁÈ�ÅÒÅÄ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏÍ K, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÍ ÓÔÏÉÔ ÓÉÍ×ÏÌ t. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÎÅÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÅ ÉÚ �ÒÁ×ÉÌ K→ U ÄÌÑ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ K ×ÙÂÒÁÎÏ)ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ìÅ×(K; t).16.4.1. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÕ ÄÌÑ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ìÅ×(K; t).òÅÛÅÎÉÅ. å£ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ÓÉÍ×ÏÌÙ 〈ìÅ×K t〉 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ K É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÅÒÍÉÎÁÌÁ t (Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ t = EOI). å£�ÒÁ×ÉÌÁ ÔÁËÏ×Ù. ðÕÓÔØ P | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÇÒÁÍÍÁ-ÔÉËÉ. �ÏÇÄÁ × ÎÏ×ÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÁ×ÉÌÏ
〈ìÅ×P EOI〉 → (�ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï).ëÁÖÄÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÁ×ÉÌ ÎÏ-×ÏÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ �ÒÁ×ÉÌÁ K→ L uMN(L, M, N | ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÙ, u | ÔÅÒÍÉÎÁÌ) × ÎÏ×ÕÀ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÕ ÍÙ ÄÏÂÁ-×ÉÍ �ÒÁ×ÉÌÁ

〈ìÅ×L u〉 → 〈ìÅ×K x〉



16.4. LR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, LALR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ 307(ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× x);
〈ìÅ×M s〉 → 〈ìÅ×K y〉 Lu(ÄÌÑ ×ÓÅÈ s, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁÞÉÎÁÔØ ÓÌÏ×Á, ×Ù×ÏÄÉÍÙÅ ÉÚ N, É ÄÌÑ×ÓÅÈ y, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÁÒ s= y, ÅÓÌÉ ÉÚ N ×Ù×ÏÄÉÍÏ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï);
〈ìÅ×N s〉 → 〈ìÅ×K s〉 L uM(ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× s). �16.4.2. ëÁË ÍÅÎÑÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ?òÅÛÅÎÉÅ. óÉÔÕÁ�ÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÁ[ÓÉÔÕÁ�ÉÑ × ÓÔÁÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ; ÔÅÒÍÉÎÁÌ ÉÌÉ EOI℄ �16.4.3. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ?òÅÛÅÎÉÅ. óÌÏ×Ï S ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÓÉ-ÔÕÁ�ÉÅÊ [K→ U V; t℄ (ÚÄÅÓØ t | ÔÅÒÍÉÎÁÌ ÉÌÉ EOI), ÅÓÌÉ S ËÏÎÞÁÅÔÓÑÎÁ U, ÔÏ ÅÓÔØ S= TU, É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, T �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ìÅ×(K; t). �16.4.4. ëÁËÏ×Ù �ÒÁ×ÉÌÁ ÄÌÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁóÏÓÔ(S) ÓÉÔÕÁ�ÉÊ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ S?ïÔ×ÅÔ.(1) åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï S ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÓÉÔÕÁ�ÉÅÊ [K→ U V; t℄, �ÒÉÞ£ÍÓÌÏ×Ï V ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ ÂÕË×Õ J, ÔÏ ÅÓÔØ V = JW, ÔÏ ÓÌÏ×Ï SJÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÓÉÔÕÁ�ÉÅÊ [K→ UJ W; t℄.üÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ×ÓÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ Ó ÎÅ�ÕÓÔÏÊ ÌÅ×ÏÊ�ÏÌÏ×ÉÎÏÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Ó �ÏÄÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÑ), ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅÓ SJ. ïÓÔÁÌÏÓØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× K É ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× tÓÌÏ×Ï SJ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ìÅ×(K; t). üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ �Ï Ä×ÕÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ:(2) åÓÌÉ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ [L→ U V;t℄ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó SJ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÁ×É-ÌÕ (1)), Á V ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ K, ÔÏ SJ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔìÅ×(K; s) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× s, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÌÏ×Á, ×Ù×ÏÄÉÍÙÅ ÉÚ ÓÌÏ×Á V \ K (ÓÌÏ×Ï V ÂÅÚ �ÅÒ×ÏÊ ÂÕË×Ù K),Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ s= t, ÅÓÌÉ ÉÚ V \ K ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï.(3) åÓÌÉ SJ ×ÈÏÄÉÔ × ìÅ×(L; t) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ L É t, �ÒÉÞ£ÍL→ V | �ÒÁ×ÉÌÏ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ É V ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÔÅÒÍÉ-ÎÁÌ K, ÔÏ SJ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ìÅ×(K; s) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× s,ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁÞÉÎÁÔØ ÓÌÏ×Á, ×Ù×ÏÄÉÍÙÅ ÉÚ V \ K, Á ÔÁËÖÅÄÌÑ s= t, ÅÓÌÉ ÉÚ V \ K ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï. �



308 16. óÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÁÚÂÏÒ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï (LR)16.4.5. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ LR(1)-ËÏÎÆÌÉËÔÏ× ÔÉ�Á ÓÄ×ÉÇ/Ó×£ÒÔËÁ ÉÓ×£ÒÔËÁ/Ó×£ÒÔËÁ.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ. ðÕÓÔØ S | �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï óÏÓÔ(S) ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ, × ËÏÔÏÒÏÊ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ �ÏÄÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÑ ÓÔÏÉÔ ÔÅÒÍÉ-ÎÁÌ t, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÁÒÙ 〈S; t〉 ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÓÄ×ÉÇ. (üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÏÓØ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó SLR(1)-ÓÌÕÞÁÅÍ | ×ÔÏÒÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ�ÁÒ ÉÚ óÏÓÔ(S) ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ.)åÓÌÉ × óÏÓÔ(S) ÅÓÔØ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ �ÏÄÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÑÎÉÞÅÇÏ ÎÅÔ, Á ×ÔÏÒÙÍ ÞÌÅÎÏÍ �ÁÒÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÒÍÉÎÁÌ t, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ,ÞÔÏ ÄÌÑ �ÁÒÙ 〈S; t〉 LR(1)-×ÏÚÍÏÖÎÁ Ó×£ÒÔËÁ (�Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ�ÒÁ×ÉÌÕ). çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÁÒÙ 〈S; t〉 ×ÏÚÎÉËÁÅÔ LR(1)-ËÏÎÆÌÉËÔ ÔÉ�ÁÓÄ×ÉÇ/Ó×£ÒÔËÁ, ÅÓÌÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙ É ÓÄ×ÉÇ, É Ó×£ÒÔËÁ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ �Á-ÒÙ 〈S; t〉 ×ÏÚÎÉËÁÅÔ LR(1)-ËÏÎÆÌÉËÔ ÔÉ�Á Ó×£ÒÔËÁ/Ó×£ÒÔËÁ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÁ×ÉÌ, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ ×ÏÚÍÏÖÎÁ Ó×£ÒÔËÁ. �çÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ LR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ, ÅÓÌÉ × ÎÅÊ ÎÅÔ LR(1)-ËÏÎÆÌÉËÔÏ× ÔÉ�Á ÓÄ×ÉÇ/Ó×£ÒÔËÁ É Ó×£ÒÔËÁ/Ó×£ÒÔËÁ ÎÉ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ �ÁÒÙ
〈S; t〉.16.4.6. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á × LR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ.òÅÛÅÎÉÅ. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ LR-�ÒÏ�ÅÓÓÁ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÏÊ ÛÁÇ ÔÏÌØËÏ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ. �ðÏÌÅÚÎÏ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ LALR(1)-ÒÁÚÂÏÒÁ, ÓÍ. ÎÉÖÅ) �ÏÎÑÔØ, ËÁËÓ×ÑÚÁÎÙ �ÏÎÑÔÉÑ LR(0) É LR(1)-ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ.16.4.7. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ïÔ×ÅÔ. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ. óÌÏ×Ï S ÉÚ ÔÅÒ-ÍÉÎÁÌÏ× É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ LR(0)-ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍ Ó ÓÉÔÕÁ�ÉÅÊK→ U V ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ LR(1)-ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó �ÁÒÏÊ[K→ U V; t℄ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÅÒÍÉÎÁÌÁ t (ÉÌÉ ÄÌÑ t= EOI). �Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ: ìÅ×(K) ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ìÅ×(K;t) �Ï ×ÓÅÍ t. ÷ �Ï-ÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÅ ÜÔÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÑÓÎÏ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎË�ÉÑ óÏÓÔ(S) × LR(1)-ÓÍÙÓÌÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ óÏÓÔ(S) × LR(0)-ÓÍÙÓÌÅ: óÏÓÔLR(0)(S) �ÏÌÕ-ÞÁÅÔÓÑ ÉÚ óÏÓÔLR(1)(S), ÅÓÌÉ ×Ï ×ÓÅÈ �ÁÒÁÈ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ ×ÔÏÒÙÅ ÞÌÅÎÙ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ LALR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ. ðÕÓÔØÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ, S| ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× É ÔÅÒ-ÍÉÎÁÌÏ×, t | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÔÅÒÍÉÎÁÌ (ÉÌÉ EOI). âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ



16.5. ïÂÝÉÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ Ï ÒÁÚÎÙÈ ÍÅÔÏÄÁÈ ÒÁÚÂÏÒÁ 309�ÁÒÙ 〈S; t〉 LALR(1)-×ÏÚÍÏÖÎÁ Ó×£ÒÔËÁ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ, ÅÓÌÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÒÕÇÏÅ ÓÌÏ×Ï S1 Ó óÏÓÔLR(0)(S0) = óÏÓÔLR(0)(S1), �ÒÉÞ£Í ÄÌÑ�ÁÒÙ 〈S1; t〉 LR(1)-×ÏÚÍÏÖÎÁ Ó×£ÒÔËÁ �Ï ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ.äÁÌÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÆÌÉËÔÙ (ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ), É ÇÒÁÍÍÁÔÉ-ËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ LALR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ, ÅÓÌÉ ËÏÎÆÌÉËÔÏ× ÎÅÔ.16.4.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ SLR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÉLALR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ, Á ÌÀÂÁÑ LALR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅÉ LR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ.[õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÏ | �ÒÏÓÔÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.℄ �16.4.9. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ × LALR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÈÒÁÎÉÔ × ÓÔÅËÅ ÍÅÎØÛÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÞÅÍ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ LR(1)-ÁÌÇÏÒÉÔÍ.[õËÁÚÁÎÉÅ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÒÁÎÉÔØ × ÓÔÅËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á óÏÓÔLR(0)(S),�ÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ LALR(1)-×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ Ó×£ÒÔËÉ ÉÍÉÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ. (�ÁË ÞÔÏ ÓÁÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ SLR(1)-ÓÌÕÞÁÑ, ËÒÏÍÅ ÔÁÂÌÉ�Ù ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ Ó×£ÒÔÏË.)℄ �16.4.10. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ LALR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ SLR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ. �16.4.11. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ LR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑLALR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ. �16.5. ïÂÝÉÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ Ï ÒÁÚÎÙÈ ÍÅÔÏÄÁÈ ÒÁÚÂÏÒÁðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÉ ÈÉÔÒÏÓÔÉ É ÔÏÎ-ËÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÎÅ ËÁÓÁÌÉÓØ. (îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁÂÌÉ�Ù ÓÌÅÄÕÅÔ ÈÒÁÎÉÔØ�Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÜËÏÎÏÍÎÏ.) þÁÓÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑLL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ, ÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ LR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ, Á ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÚÁÍÅÎÅÎÁ ÎÁ LL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÕ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÑÚÙËÁ. ëÁËÏÊ ÉÚÜÔÉÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÙÂÒÁÔØ, ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÑÓÎÏ. äÉÌÅÔÁÎÔÓËÉÊ ÓÏ×ÅÔ: ÅÓÌÉ ÷ÙÓÁÍÉ �ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÅ ×ÈÏÄÎÏÊ ÑÚÙË, ÔÏ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ×Ù�ÅÎÄÒÉ×ÁÔØÓÑ É Õ�Ï-ÔÒÅÂÌÑÔØ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ �ÅÌÅÊ | É ÔÏÇÄÁ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ-ÓÌÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ LL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÕ ÉÌÉ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚÁÔÏÒ. åÓÌÉÖÅ ×ÈÏÄÎÏÊ ÑÚÙË ÚÁÄÁÎ ÚÁÒÁÎÅÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ LR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÀÝÅÊÓÑ LL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ, ÔÏ ÌÕÞÛÅ Å£ ÎÅ ÔÒÏÇÁÔØ, Á ÒÁÚÂÉÒÁÔØ ËÁËÅÓÔØ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ �ÏÌÅÚÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ



310 16. óÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÁÚÂÏÒ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï (LR)�ÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÉÚÁÔÏÒÏ×, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑya

 (UNIX) É bison (GNU).âÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÌÅÚÎÏÊ É ÈÏÒÏÛÏ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉÏ ÔÅÏÒÉÉ É �ÒÁËÔÉËÅ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÂÏÒÁ ÉÍÅÅÔÓÑ × ËÎÉÇÅ áÈÏ,óÅÔÉ É õÌØÍÁÎÁ (ÓÍ. Ó�ÉÓÏË ËÎÉÇ ÄÌÑ ÞÔÅÎÉÑ).



ëÎÉÇÉ ÄÌÑ ÞÔÅÎÉÑá.áÈÏ, ò. óÅÔÉ, äÖ. õÌØÍÁÎ. ëÏÍ�ÉÌÑÔÏÒÙ: �ÒÉÎ�É�Ù, ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ ÉÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÙ. í.: ÷ÉÌØÑÍÓ, 2001.á.áÈÏ, äÖ.èÏ�ËÒÏÆÔ, äÖ.õÌØÍÁÎ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÁÎÁÌÉÚ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÔÅÌØÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. í.: íÉÒ, 1979.î.÷ÉÒÔ. óÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ÷×ÅÄÅÎÉÅ. í.: íÉÒ, 1977.î.÷ÉÒÔ. áÌÇÏÒÉÔÍÙ + ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÁÎÎÙÈ = �ÒÏÇÒÁÍÍÙ. í.: íÉÒ,1985.ä. çÁÓÆÉÌÄ. óÔÒÏËÉ, ÄÅÒÅ×ØÑ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÈ. óðÂ.:îÅ×ÓËÉÊ ÄÉÁÌÅËÔ, 2003.ä. çÒÉÓ. îÁÕËÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. í.: íÉÒ, 1984.í.çÜÒÉ, ä.äÖÏÎÓÏÎ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ É ÔÒÕÄÎÏÒÅÛÁÅÍÙÅ ÚÁ-ÄÁÞÉ. í.: íÉÒ, 1982.ü.äÅÊËÓÔÒÁ. äÉÓ�É�ÌÉÎÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. í.: íÉÒ, 1978.ó.äÁÓÇÕ�ÔÁ, è.ðÁ�ÁÄÉÍÉÔÒÉÕ, õ.÷ÁÚÉÒÁÎÉ. áÌÇÏÒÉÔÍÙ. í.: íãîíï,2014.�.ëÏÒÍÅÎ, þ.ìÅÊÚÅÒÓÏÎ, ò. òÉ×ÅÓÔ. áÌÇÏÒÉÔÍÙ: �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÁÎÁÌÉÚ.í.: íãîíï, 2000.á. ç.ëÕÛÎÉÒÅÎËÏ, ç. ÷. ìÅÂÅÄÅ×. ðÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×.í.: îÁÕËÁ, 1988.÷.ìÉ�ÓËÉÊ. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÄÌÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÓÔÏ×. í.: íÉÒ, 1988.ü.òÅÊÎÇÏÌØÄ, à.îÉ×ÅÒÇÅÌØÔ, î.äÅÏ. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ. �Å-ÏÒÉÑ É �ÒÁËÔÉËÁ. í.: íÉÒ, 1980.äÖ.èÏ�ËÒÏÆÔ, ò.íÏÔ×ÁÎÉ, äÖ.õÌØÍÁÎ. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ Á×ÔÏÍÁ-ÔÏ×, ÑÚÙËÏ× É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. í.: ÷ÉÌØÑÍÓ, 2002.



ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØA∗-ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÉÓËÁ 151AND-OR-ÄÅÒÅ×Ï 224ba
ktra
king 60Borland 4LALR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ 309LL(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ 288LL(1)-ÒÁÚÂÏÒ 285LR(0)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ 301LR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ 308LR-�ÒÏ�ÅÓÓ 293NP-�ÏÌÎÏÔÁ 70SLR(1)-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ 305Turbo Pas
al 4, 29á÷ì-ÄÅÒÅ×Ï 257Á×ÔÏÍÁÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ 90, 177, 189| | ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ 194ÁÚÂÕËÁ íÏÒÚÅ 230ÁÌÇÏÒÉÔÍ íÁËËÒÅÊÔÁ 202| ÞÅÒÅÄÕÀÝÉÈÓÑ �Å�ÅÊ 174ÁÌÆÁ×ÉÔ 179, 229ÁÌØÆÁ-ÂÅÔÁ-�ÒÏ�ÅÄÕÒÁ 222, 223â-ÄÅÒÅ×Ï 266ÂÉÌÅÔÙ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÅ, ÞÉÓÌÏ 58ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ 136

ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÓÕÍÍÁ 31âÏÊÅÒÁ {íÕÒÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍ 185ÂÒÉÄÖ-ÉÔ, ÉÇÒÁ 216ÂÕË×Á 229|, ÞÁÓÔÏÔÁ 230ÂÙÓÔÒÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ 28×ÅÌÉÞÉÎÁ �ÏÔÏËÁ 161{164, 166×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ 106, 130×ÅÒÛÉÎÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ 176×ÅÔ×ÅÊ É ÇÒÁÎÉ� ÍÅÔÏÄ 60×ÒÁÝÅÎÉÅ ÌÅ×ÏÅ, �ÒÁ×ÏÅ 258| ÍÁÌÏÅ, ÂÏÌØÛÏÅ 258×Ù×ÏÄ × ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ 268| ÌÅ×ÙÊ 285| �ÒÁ×ÙÊ 293×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔØ × ëó-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ,�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ 272×ÙÉÇÒÙÛÎÙÅ �ÏÚÉ�ÉÉ 211×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ 81, 110×ÙÒÁÖÅÎÉÅ 271| ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ 192×ÙÓÏÔÁ 250ÇÁÕÓÓÏ×Ù ÞÉÓÌÁ 17çÅÊÌÁ ÉÇÒÁ 216ÇÏÌÌÁÎÄÓËÉÊ ÆÌÁÇ 36çÏÒÎÅÒÁ ÓÈÅÍÁ 26ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ LALR(1) 309| LL(1) 288| LR(0) 301



ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ 313| LR(1) 308| SLR(1) 305| ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ 271| ËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ 268| ÌÅ×ÏÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ 289ÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÁ 106, 130| Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ 155, 173|, ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ �ÕÔÉ 146| ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ 130| ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ 106|, ÒÅÂÒÏ 130|, Ó×ÑÚÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ 113, 130,152| Ó×ÑÚÎÙÊ 106çÒÅÑ ËÏÄÙ 49ÄÁÔÞÉË �Ï×ÏÒÏÔÁ 51Ä×ÏÉÞÎÙÊ �ÏÉÓË 33Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ 155, 173äÅÊËÓÔÒÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍ (ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ�ÕÔÉ) 148, 150ÄÅË, ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ × ÍÁÓÓÉ×Å 105|, ÓÓÙÌÏÞÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ 110ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ 10| | ÂÙÓÔÒÏÅ 22ÄÅÒÅ×Ï 60|, AND-OR- 224|, â-ÄÅÒÅ×Ï 266|, ×ÅÒÛÉÎÁ 121|, ×ÙÓÏÔÁ 122| Ä×ÏÉÞÎÏÅ 75|, ËÏÒÅÎØ 121|, ÏÂÈÏÄ 62, 123, 127, 142| | ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ 141| �ÏÄÓÌÏ× 196| �ÏÚÉ�ÉÊ 60| |, ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ 67| �ÏÌÎÏÅ Ä×ÏÉÞÎÏÅ 249|, ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ ÏÂÒÁÂÏÔËÁ 122| ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ 257| ÓÖÁÔÏÅ ÓÕÆÆÉËÓÎÏÅ 198

|, ÓÓÙÌÏÞÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ 121, 251| ÓÕÆÆÉËÓÎÏÅ 196| Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ 250|, ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ 122, 142| | ÌÉÓÔØÅ× 122ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ, �ÅÒÉÏÄ 20| ÚÁ�ÉÓØ, �ÅÞÁÔØ 17, 20, 141| | | ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ 119| |, ÞÔÅÎÉÅ 92ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÚÁ�ÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÁ×ÔÏÍÁÔÁ 195ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ135, 137| |, ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ �ÕÔÉ 146ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 12, 14ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á 196ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÉÊ �ÕÔØ 164, 166, 168,169å×ËÌÉÄÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍ 12, 13| | Ä×ÏÉÞÎÙÊ 13ÖÕÌÉË ÎÁ �ÏÓÏÂÉÉ 31ÚÁÄÁÞÁ NP-�ÏÌÎÁÑ 70| Ï ÒÀËÚÁËÅ 70, 140ÉÇÒÁ çÅÊÌÁ 216| ËÒÅÓÔÉËÉ-ÎÏÌÉËÉ 215| ÍÁÔ Ó ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍ ËÏÒÏÌ£Í228| ÎÉÍ 210|, ÒÅÔÒÏÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ 226| Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ 212| Ó �ÏÌÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ 209|, �ÅÎÁ 211ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 38ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ 39ÉÓÔÏË 159ÉÓÔÏÞÎÉË 194



314 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØËÁÌØËÕÌÑÔÏÒ ÓÔÅËÏ×ÙÊ 144ëÁÔÁÌÁÎÁ ÞÉÓÌÏ 55, 59, 137ë£ÎÉÇÁ ÔÅÏÒÅÍÁ 176ëÎÕÔÁ {íÏÒÒÉÓÁ {ðÒÁÔÔÁÁÌÇÏÒÉÔÍ 181ËÏÄ 229| çÒÅÑ 49| ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÊ 229| �ÒÅÆÉËÓÎÙÊ 230|, ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ 231| èÁÆÆÍÁÎÁ 234{236| ûÅÎÎÏÎÁ {æÁÎÏ 236{238ËÏÄÏ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï 229ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ 24, 80ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ ×ÌÏÖÅÎÎÙÅ 91|, ÕÄÁÌÅÎÉÅ 91ËÏÎÅ� ÓÌÏ×Á 179ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ 90, 177, 189| | ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ 194ËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÁÑÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ 268ËÏÎÆÌÉËÔ Ó×£ÒÔËÁ/Ó×£ÒÔËÁ 301,305, 308| ÓÄ×ÉÇ/Ó×£ÒÔËÁ 301, 305, 308ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ 136ëÒÁÆÔÁ{íÁËÍÉÌÌÁÎÁÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 230{233ËÒÅÓÔÉËÉ-ÎÏÌÉËÉ, ÉÇÒÁ 215ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÂÒÏ 170ëó-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ 268ìÅ×(K) 295ìÅ×(K, t) 306ìÅ×ëÏÎÔ(K→ U) 294ìÅ×ëÏÎÔ(K→ U , t) 306ÌÅ×ÙÊ ËÏÎÔÅËÓÔ �ÒÁ×ÉÌÁ 294íÁËËÒÅÊÔÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍ 198, 202ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ 172,174{176ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÔÏË 163, 168

ÍÁÓÓÉ× 23| Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ 115| ÓÕÆÆÉËÓÏ× 207ÍÁÔÒÉ� �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 149ÍÁÔÒÉ�Á �ÅÎ 149ÍÁÔÒÉ�Ù, �ÏÒÑÄÏË ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ 138ÍÅÄÉÁÎÁ, �ÏÉÓË 88, 133ÍÅÔÏÄ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÏ× 151ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÒÅÚ 163, 169ÍÉÎÉÍÕÍ, �ÏÉÓË 84ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ 57ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ 26|, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 27|, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ 27, 28ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ 240,243| | ÄÅÒÅ×ÏÍ 249|, ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ × ÂÉÔÏ×ÏÍ ÍÁÓÓÉ×Å111| | �ÅÒÅÞÎÅÍ 112| ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ 193|, ÔÉ� ÄÁÎÎÙÈ 111ÍÎÏÖÉÔÅÌØ 271ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÏÞÅÒÅÄØ ÓÏÂÙÔÉÊ116ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ�ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ 47íÏÒÚÅ ÁÚÂÕËÁ 230ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ 11ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ 13îÁ�Ò(K→ V ) 288îÁÞ(X) 276, 287ÎÁÞÁÌÏ ÓÌÏ×Á 179ÎÅÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ139ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊÁ×ÔÏÍÁÔ 194ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ 130ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ{íÁËÍÉÌÌÁÎÁ 230{233



ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ 315ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ 268ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÞÉÓÌÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ84ÎÉÍ, ÉÇÒÁ 210îïä 11îïë 13ÏÂÍÅÎ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 8ÏÂÒÁÚÅ�, �ÏÉÓË 177ÏÂÒÁÔÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ 35| �ÏÌØÓËÁÑ ÚÁ�ÉÓØ 144ÏÂÈÏÄ ÄÅÒÅ×Á 60, 219| | ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ 127ÏÂÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (× Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈÍÁÓÓÉ×ÁÈ) 31Ï�ÅÞÁÔËÉ, �ÏÉÓË 248ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ 106ÏÒÆÏÇÒÁÆÉÑ, �ÒÏ×ÅÒËÁ 248ÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ ÓÅÔØ 164ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÇÒÁÆ 164, 169ÏÔËÒÙÔÁÑ ÁÄÒÅÓÁ�ÉÑ 241ÏÞÅÒÅÄØ 103| ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÔÅËÏ× 104| �ÒÉÏÒÉÔÅÔÎÁÑ 115|, ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ × ÍÁÓÓÉ×Å 103|, ÓÓÙÌÏÞÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ 108ÏÛÉÂËÁ: ÉÎÄÅËÓ ÚÁ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ 29,34, 35, 73, 75�ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ 172{176�ÁÓËÁÌØ, ÑÚÙË 4, 29ðÁÓËÁÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË 57, 136�ÅÒÅÂÏÒ Ó ×ÏÚ×ÒÁÔÁÍÉ 60|, ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ 222�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ× 196| Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÁÓÓÉ×Ï× 31�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÏÂÒÁÔÎÁÑ 35, 53| ÞÁÓÔÅÊ ÍÁÓÓÉ×Á 25|, Þ£ÔÎÏÓÔØ 35

�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ 44,52, 124�ÅÒÉÏÄ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ 20�ÏÄÄÅÒÅ×Ï 250�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ 44, 45�ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ 41| ÏÂÝÁÑ 40|, �ÒÏ×ÅÒËÁ 40�ÏÄÓÌÏ×Ï 179|, �ÏÉÓË 181, 184, 185, 187�ÏÚÉ�ÉÉ × ÓÕÆÆÉËÓÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å 199| �ÒÏÉÇÒÙÛÎÙÅ É ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÅ211�ÏÉÓË A∗-ÁÌÇÏÒÉÔÍ 151| k-ÇÏ �Ï �ÏÒÑÄËÕ 88, 133, 256| × ÇÌÕÂÉÎÕ 153| × ÛÉÒÉÎÕ 114, 152| Ä×ÏÉÞÎÙÊ 33| ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÕÔÉ 146| ÍÉÎÉÍÕÍÁ 84| ÏÂÒÁÚ�Á 185, 187, 189| ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÌÏ× 190| �ÏÄÓÌÏ×Á 177, 181, 184, 185, 187| �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á 88ðÏÓÌ(X) 276ðÏÓÌÅÄ(X) 287�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ,�ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ 125�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n 108�ÏÓÔÆÉËÓÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ 144�ÏÔÅÎ�ÉÁÌ 151�ÏÔÏË 157{159| ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÚ 161�ÏÔÏÍÏË ×ÅÒÛÉÎÙ 121�ÒÁ×Á Á×ÔÏÒÓËÉÅ 4�ÒÅÄ�ÏÔÏË 163�ÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ 293�ÒÉÏÒÉÔÅÔÎÁÑ ÏÞÅÒÅÄØ 115



316 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ�ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÓÖÁÔÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ239�ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÅ135, 137, 272�ÒÏÉÇÒÙÛÎÙÅ �ÏÚÉ�ÉÉ 211�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× 27| ÎÅÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÅ 56, 139�ÒÏ�ÕÓËÎÁÑ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ 158| | ÒÁÚÒÅÚÁ 163{166�ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ 15�ÕÔÅÊ ÞÉÓÌÏ 150òÁÂÉÎÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍ 187ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ�ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ 48, 126| | ÞÉÓÌÏ 57ÒÁÚÂÏÒ LL(1) 285| LR(1) 293|, ÏÂÝÉÊ ëó-ÁÌÇÏÒÉÔÍ 272|, ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ Ó�ÕÓË 274ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ 15ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ Ó �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉ 43,123ÒÁÚÒÅÚ 157, 158, 161ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÆÕÎË�ÉÑ 240ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ 39ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ 130ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ 192| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 193| |, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ 196| |, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ 196ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ 117ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ Ó�ÕÓË 274ÒÅËÕÒÓÉÑ 117|, ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÅ 135ÒÅÔÒÏÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÉÇÒÙ226ÒÀËÚÁË, ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÅ 70, 140Ó×£ÒÔËÁ 293

Ó×ÑÚÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ 130| | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ113, 131, 152Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ 106ÓÄ×ÉÇ 293ÓÅÔØ 157, 158, 161ÓÖÁÔÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ 239ÓÖÁÔÏÅ ÓÕÆÆÉËÓÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï 198ÓÉÍ×ÏÌ 229|, ËÏÄ 229| ÎÁÞÁÌØÎÙÊ 268| ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÊ 268| ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÊ 268ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ 296ÓËÏÂËÉ, �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ 98, 269ÓËÏÂÏË ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ 56ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ 271ÓÌÉÑÎÉÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÁÓÓÉ×Ï×30ÓÌÏ×Ï 179| ×Ù×ÏÄÉÍÏÅ 268ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÁ n logn 73| ÄÅÒÅ×ÏÍ 75, 115| Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ 72|, ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 82| ÓÌÉÑÎÉÅÍ 73, 80| ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ 128, 155| èÏÁÒÁ (ÂÙÓÔÒÁÑ) 80, 132| | ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ 143| �ÉÆÒÏ×ÁÑ 83|, ÞÉÓÌÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ 82óÏÓÔ(S) 297ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ, ÚÁÍÅÎÁ 90ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÞÉÓÌÏ 57, 136ÓÓÙÌËÉ ÓÕÆÆÉËÓÎÙÅ 200ÓÔÅË 96|, Ä×Á × ÍÁÓÓÉ×Å 100| ÏÔÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÎÉÊ 141|, ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ × ÍÁÓÓÉ×Å 97|, ÓÓÙÌÏÞÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ 100
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õËÁÚÁÔÅÌØ ÉÍ£ÎáÄÅÌØÓÏÎ-÷ÅÌØÓËÉÊ, ç.í. 257áÈÏ (Aho, A.V.) 70, 196, 310, 311âÁÕÒ (Baur, W.) 27âÒÕÄÎÏ, á.ì. 25, 224, 228÷ÁÚÉÒÁÎÉ (Vasirani, U.) 311÷ÁÊÎ�×ÁÊÇ, í.î. 40÷ÁÒÓÁÎÏÆØÅ×, ä.÷. 40, 247÷ÉÒÔ (Wirth, N.) 311÷ØÀÇÉÎ, í.÷. 42çÁÒÄÎÅÒ (Gardner, M.) 216çÁÓÆÉÌÄ (Gus�eld, D.) 311çÅÊÌ (Gale, D.) 216, 218çÒÉÓ (Gries, D.) 25, 31, 34, 41, 311çÒÏÓÓ (Gross, Oliver) 217çÜÒÉ (Garey, M.R.) 70, 311äÁÓÇÕ�ÔÁ (Dasgupta, S.) 311äÅÊËÓÔÒÁ (Dijkstra, E.W.) 13, 21,36, 311äÅÏ (Deo, N.) 267, 311äÖÏÎÓÏÎ (Johnson, D. S.) 70, 311äÉÍÅÎÔÍÁÎ, á.í. 40ú×ÏÎËÉÎ, á.ë. 141ú×ÏÎËÉÎ, ä. 14ëÁÒ� (Karp, R.M.) 169, 171, 172,174ëÁÔÁÌÁÎ (Catalan, C. E.) 55, 59, 137ë£ÎÉÇ (K}onig, D.) 176ëÎÕÔ (Knuth, D. E.) 181, 224ëÏÇÁÎ, á. ç. 37ëÏÒÍÅÎ (Cormen, T.) 311ëÒÁÆÔ (Kraft, L. C.) 230, 232

ëÕÛÎÉÒÅÎËÏ, á. ç. 25, 27, 38, 104,105, 311ìÁÎÄÉÓ, å.í. 257ìÅÂÅÄÅ×, ç. ÷. 311ìÅÊÚÅÒÓÏÎ (Leiserson, C.) 311ìÉ�ÓËÉÊ (Lipski, W.) 311ìÉÓÏ×ÓËÉÊ, áÎÄÖÅÊ 141íÁËÍÉÌÌÁÎ (M
Millan, B.) 230, 232íÁÔÉÑÓÅ×ÉÞ, à.÷. 4, 21, 181íÏÔ×ÁÎÉ (Motvani, R.) 311íÕÒ (Moore, Ronald W.) 224îÉ×ÅÒÇÅÌØÔ (Nievergelt, J.) 267,311ðÁ�ÁÄÉÍÉÔÒÉÕ (Papadimitriou, C.)311ðÁÓËÁÌØ (Pas
al, B.) 4, 136òÅÊÎÇÏÌØÄ (Reingold, E.M.) 267,311òÉ×ÅÓÔ (Rivest, R.) 311óÅÔÉ (Sethi, R.) 196, 310, 311óÜ×ÉÞ (Walter Savit
h) 132�ÏÒÈÏ×, à.î. 4õÌØÍÁÎ (Ullman, J.D.) 70, 196, 310,311æÁÌËÅÒÓÏÎ (Fulkerson, D.R.) 163{166, 168, 171, 175, 176æÁÎÏ (Fano, R.M.) 236æÏÒÄ (Ford, L.R., Jr.) 163{166,168, 171, 175, 176èÏÁÒ (Hoare, C.A.R.) 3, 132, 143èÏÌÌ (Hall, P.) 176



õËÁÚÁÔÅÌØ ÉÍ£Î 319èÏ�ËÒÏÆÔ (Hop
roft, J.) 70, 311ã×ÉË (Zwi
k, U.) 166ûÅÎÎÏÎ (Shannon, C.) 217, 236 ûÔÒÁÓÓÅÎ (Strassen, V.) 27üÄÍÏÎÄÓ (Edmonds, J. R.) 169, 171,172, 174



îÁÕÞÎÏ-�Ï�ÕÌÑÒÎÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅáÌÅËÓÁÎÄÒ ûÅÎØðòïçòáííéòï÷áîéå: �åïòåíù é úáäáþéïÒÉÇÉÎÁÌ-ÍÁËÅÔ: ÷.ûÕ×ÁÌÏ×äÉÚÁÊÎ ÏÂÌÏÖËÉ: õ.óÏ�Ï×Á÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó æÅÄÅÒÁÌØÎÙÍ ÚÁËÏÎÏÍ �436-æúÏÔ 29 ÄÅËÁÂÒÑ 2010 ÇÏÄÁ ÉÚÄÁÎÉÅ ÍÁÒËÉÒÕÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ 6+ðÏÄ�ÉÓÁÎÏ × �ÅÞÁÔØ 17.09.2020 Ç. æÏÒÍÁÔ 60× 90 1/16. âÕÍÁÇÁ ÏÆÓÅÔÎÁÑ.ðÅÞÁÔØ ÏÆÓÅÔÎÁÑ. ðÅÞ. Ì. 20. �ÉÒÁÖ 2000 ÜËÚ. úÁËÁÚ �éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ �ÅÎÔÒÁÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.119002, íÏÓË×Á, âÏÌØÛÏÊ ÷ÌÁÓØÅ×ÓËÉÊ �ÅÒ., 11. �ÅÌ. (499) 241-08-04.ïÔ�ÅÞÁÔÁÎÏ × ïïï ��É�ÏÇÒÁÆÉÑ "íÉÔÔÅÌØ ðÒÅÓÓ\�.Ç. íÏÓË×Á, ÕÌ. òÕÓÔÁ×ÅÌÉ, Ä. 14, ÓÔÒ. 6.�ÅÌ./ÆÁËÓ +7 (495) 619-08-30, 647-01-89.E-mail: mittelpress�mail.ruëÎÉÇÉ ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Á íãîíï ÍÏÖÎÏ �ÒÉÏÂÒÅÓÔÉ × ÍÁÇÁÚÉÎÅ�íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ËÎÉÇÁ�, íÏÓË×Á, âÏÌØÛÏÊ ÷ÌÁÓØÅ×ÓËÉÊ �ÅÒ., Ä. 11.�ÅÌ. (495) 745-80-31. E-mail: biblio�m

me.ru


