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Chapitre 1

Contexte de I’étude

Cette étude s’inscrit dans les différents travaux menés par I'équipe Image du
Département d’Informatique Fondamentale du LIRMM! et plus particuliérement
du groupe Algorithmique Combinatoire et Logique du DIF. Les centres d’intérét
de ce groupe sont la théorie des ordres, le maniement des structures discretes,
notamment les graphes et les treillis, et plus particulierement la conception d’algo-
rithmes. Le traitement d’images est une préoccupation récente de ce groupe. Dans
ce cadre j’ai participé aux débuts de I’équipe Image ainsi qu’a ses premieres publi-
cations. L’orientation de mes travaux, la facon d’aborder les problemes et méme
celle de les traiter ont donc fortement été influencées par cet environnement, cette
culture.

Dans ce travail j’aborde essentiellement les problemes de la représentation des
images dans le domaine de I'analyse d’images, a travers une approche dite « in-
terpixzel ». 1l s’agit d’images de tout type, binaires, en niveaux de gris, en 2D ou
3D, et de leur représentation dans les diverses étapes du processus d’analyse. L’ap-
proche proposée consiste a ne plus considérer une image comme un ensemble de
pixels ou voxels mais comportant aussi des éléments liant les pixels ou voxels entre
eux. Ceci m’a amené a étudier la topologie des images. J’ai cherché a définir une
topologie, adaptée aux espaces discrets que sont les images, mais restant le plus
proche possible de la topologie classique dans IR". Cette premiere étude a per-
mis de proposer un modele formel d’images, la topologie-étoile « star-topologie »
[AAF95], s'intégrant parfaitement & I’approche interpixel. Je montre également que

!Laboratoire d’Informatique, de Robotique et de Micro-électronique de Montpellier.



2 Contexte de 1’étude

cette vision n’est pas en contradiction avec les approches classiques de détection
de contours en proposant une adaptation du filtre de R. Deriche [Der87] en inter-
pixel. Ce détecteur peut parfaitement s’intégrer dans le cadre d’'une coopération
régions-contours, grace, notamment, aux algorithmes de segmentation en régions et
d’étiquetage des composantes connexes [FG96] présentés dans ce document. Enfin
la représentation par graphe d’adjacence est étendue a celle de graphe topologique
des frontieres afin de prendre en compte la topologie des images.

Ces travaux font 'objet de plusieurs collaborations entreprises par notre équipe
et nous permettent de valider sur des cas concrets nos algorithmes et méthodes.
De plus les discussions avec nos partenaires nous ont amenés a nous poser des
questions nouvelles et ont permis I’émergence de problemes théoriques intéressants
et difficiles, comme ceux relatifs a la perception et la représentation des images. Le
chapitre 2 situe ces problemes dans le domaine tres vaste de I'analyse d’images. Du
fait de ces collaborations, nous travaillons plus particulierement dans le domaine de
I'imagerie médicale et celui tres particulier de 'analyse d’images a la volée [ACF94].
Dans ce dernier domaine une application au controle qualité de la fabrication du
coton est en cours de développement.

La collaboration entreprise avec I’équipe « modélisation » du CIRAD? m’a aussi
amené a travailler sur différents types d’images médicales. En effet cette équipe
spécialisée dans la synthese d’images et plus particulierement la modélisation et la
visualisation de la pousse des végétaux a décidé de lancer un projet de modélisation
d’images médicales en trois dimensions. Les applications et types d’images a trai-
ter sont multiples et en particulier comprennent une phase importante d’analyse
afin d’extraire les données a visualiser. Le chapitre 2 de ce document donne un
apercu des difficultés liées a I'analyse d’images en général et des outils associés :
méthodologie, segmentation, ...

Le besoin d’analyser des surfaces et des volumes a créé un terrain favorable
a 'approche interpixel présentée dans ce document. Cette approche s’appuie sur
le besoin de déterminer clairement les bords et frontieres entre différents objets
voisins ; on ne peut oser ici encore dire adjacent, car ce terme revéet une signifi-
cation tres précise en analyse d’images et mérite quelques développements. C’est

ainsi que nous avons lancé cette collaboration portant sur la représentation et la

2Centre Internationale de Recherche en Agronomie pour le Développement



Contexte de I’étude 3

segmentation d’images.

La représentation devant s’appuyer sur un modele cohérent, il m’a semblé utile
de me pencher sur la représentation topologique des images. Cette démarche s’est
ensuite étendue a un travail d’équipe et nous a amenés a proposer une topologie
que nous avons baptisée « topologie-étoile » qui permet a la fois :

— d’obtenir une représentation cohérente des images en levant des ambiguités

liées a la connexité, I’adjacence, et en général aux frontieres des images ;

— d’étre tres proche de la topologie classique dans IR", ce qui nous permet de

récupérer facilement les théoremes de la géométrie classique.
Le chapitre 3 détaille cette partie de mon travail en partant de la topologie et en
allant aux problemes spécifiques a ’analyse d’images.

D’autre part notre équipe devrait a long terme s’orienter vers le développement
d’un systeme de vision complet et donc effectuer des recherches dans le domaine de
la reconnaissance. En effet notre culture algorithmique de graphes nous incline a ne
pas perdre de vue cet aspect du probleme de la vision par ordinateur. Il faut donc
également que les algorithmes développés permettent le passage a une structure
de données de plus haut niveau, une structure de graphe adéquate par exemple.
Je propose, dans le chapitre 4, une structure de données appelée « le graphe to-
pologique des frontieres » [Fio96], ainsi que l'algorithme permettant de I'extraire
de I'image. Cette structure de données est une extension du graphe d’adjacence et
permet de mieux rendre compte de la topologie de I'image.

L’analyse d’images a la volée présente un autre domaine dans lequel nous tra-
vaillons avec le CIRAD cité déja précédemment. Dans un domaine totalement
différent, celui du controle qualité ou I'image défile sans interruption, il s’agit de
mettre en ceuvre des algorithmes rapides qui n’aboutissent pas a une explosion
de Pespace mémoire. Une premiere étude a permis de valider nos idées [Cha95,
Kam95] : on pourrait balayer une image et construire le graphe d’adjacence de
facon continue tout en libérant I'espace relatif aux objets entierement traités, le
graphe d’adjacence, lui aussi, se voyant régulierement augmenter puis diminuer en
taille. Actuellement cette étude se poursuit avec une adaptation de 'algorithme
ScanLine présenté au chapitre 5. En fait cet algorithme fait partie d’'une démarche
qui nous permet de diversifier les applications sans pour autant développer des al-
gorithmes spécifiques a un type particulier d’images.

On peut présenter le probleme ainsi : soit trouver des outils d’analyse utilisables
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quelle que soit I'image a traiter, c’est ce qui a été fait avec I’adaptation en interpixel
et en subpixel des détecteurs de contour du type Canny-Deriche [Can86, Der87],
soit avoir un algorithme capable de s’adapter a l'application; c’est le principe
de I'Oracle, fonction d’évaluation utilisée par les algorithmes MergeSquare et
ScanLine mais dont il est indépendant. Ces algorithmes sont le résultat d’une
étude menée conjointement avec J. Gustedt. Le but était de montrer 'efficacité
des méthodes combinatoires pour la segmentation d’images, en opposition avec les
techniques habituelles, généralement issues du domaine du traitement du signal.
Par ailleurs plutot que de demander un réglage de trop nombreux parametres, dif-
ficiles a maitriser et encore plus difficiles a associer, nous pensons qu’il vaut mieux
n’en laisser que tres peu a 'utilisateur. C’est ainsi qu’en plus des deux algorithmes
de segmentation présentés dans le chapitre 5 nous proposons une méthode « d’uni-
fication » des multiples parametres que pourraient engendrer de tels algorithmes
permettant la combinaison de nombreux criteres locaux et globaux.

D’une fagon générale, on assiste aujourd’hui a des méthodes alliant des tech-
niques orientées contours et régions. Les travaux présentés ci-dessus ont permis la
mise en place d’algorithmes efficaces dans le domaine de la segmentation en régions
liés a la représentation interpixel. Ils m’ont naturellement amené a chercher les
améliorations que pourrait apporter une technique liée au filtrage (approche dite
« contour »). La difficulté ici provient du besoin de filtres ne travaillant plus sur
les pixels de bord mais sur les éléments de bord eux-mémes situés entre les pixels,
conformément a notre approche. C’est ainsi que j’ai développé, en collaboration
avec P. Montésinos du LGI2P? un détecteur de contour en interpixel, présenté dans
le chapitre 6. Nous montrons qu’on obtient alors une meilleure précision dans la lo-
calisation des contours. Nous pensons de plus pouvoir mieux détecter les contours

marquant une forte variation sur une faible largeur du signal.

En fin de compte, on peut présenter cette these comme un travail qui nous per-
met de fournir des algorithmes génériques d’analyse bas-niveau d’images
variées avec en final, une représentation, s’appuyant sur un modele formel
bien établi, permettant le passage a des traitements de plus haut niveau. L’ordre
de présentation adopté dans ce document est en fait une remise en forme des re-

cherches effectuées pendant ces trois années. La ligne directrice choisie corresponda

3Laboratoire de Génie Informatique et d’Ingéniérie de Production
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a 'apport essentiel de ces travaux, c’est a dire le développement d’un formalisme
topologique combinant et adaptant différentes approches existantes en analyse
d’images.

Ces travaux ont donné lieu a plusieurs publications ou articles en cours de sou-
mission. Ainsi I’étude sur une topologie adaptée a I’analyse d’images, présentée
au chapitre 3, a été publiée au « 5'h colloquium Discrete Geometry for Computer
Imagery » [AAF95] Les travaux, concernant l'utilisation du graphe d’adjacence
pour 'analyse d’images a la volée, qui ont donné lieu aux développement du cha-
pitre 4, ont été publiés dans les actes de la conférence « Machine Vision Application
» [ACF94] qui s’est déroulée au Japon en 1994. L’étude présentée au chapitre 4
a été publiée dans les actes de la conférence Discrete Geometry for Computer
Imagery [Fi096]. Quant aux algorithmes présentés au chapitre 5 ils seront publiés
prochainement dans la revue internationale « Theoretical Computer Science »
[FGI6].
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Chapitre 2

Analyse d’image : apercu et

problématique

L’analyse d’images s’inscrit dans une problématique plus générale appelée la
viston par ordinateur. Mais qu’est-ce que la vision par ordinateur ? Pour R.M. Ha-
ralick et L.G. Shapiro [HS92], la vision est la science définissant les bases théoriques
et algorithmiques permettant d’extraire, d’analyser automatiquement des infor-
mations sur notre environnement a partir d’'une image, un ensemble d’images ou
une séquence d’images, sur une machine spécialisée ou non. Cette définition laisse
imaginer combien est vaste ce domaine de recherche. En effet les applications
répondant a une telle définition sont nombreuses et vont de la vision pour un
robot autonome a la détection de défauts sur un élément, en passant par la recon-
naissance d’objets bien définis et caractérisés. Il est donc impératif de réfléchir a

la maniere d’aborder ce vaste probleme.

2.1 Problématique de la vision.

Mais qu’est-ce que la vision et comment fonctionne-t-elle chez 'lhomme? D.
Marr ([Mar82a] page 31) définit la vision comme « un processus qui produit a partir
d’images provenant du monde extérieur une description utile a l’observateur et non
perturbée par de I'information non pertinente ». C’est bien le but recherché dans la

vision par ordinateur, ’observateur pouvant étre un opérateur humain ou un autre
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processus automatisé de décision. Le fonctionnement de la vision chez 'homme
reste complexe, mais nous voudrions porter l'attention sur trois caractéristiques
principales relevées par M. Salotti [Sal94] dans les travaux de W. Freeman [Fre91]

1. Tres grande rapidité de la reconnaissance visuelle : en fait, on sait maintenant
que cette reconnaissance est due a un enchainement d’étapes simples, sans

remise en cause des résultats intermédiaires.

2. Spécialisation des traitements : en effet des expériences ont montré que cer-
taines zones du cerveau étaient sensibles a la couleur alors que d’autres sont
sensibles a la forme. On peut donc en déduire qu’'un groupe de neurones

donné va étre dédié a une tache particuliere du processus de reconnaissance.

3. Capacité d’apprentissage énorme : nous sommes capables de mémoriser en

quelques secondes un nouveau visage.

Le premier point évoqué ici nous semble important et nous y reviendrons plus
tard. La spécialisation des traitements est un fait acquis dans le domaine de la vi-
sion et du traitement d’images. En effet les algorithmes existants sont nombreux,
variés et surtout tres spécialisés. Ainsi, dans la recherche des éléments significatifs
et informatifs de 'image, on peut rencontrer des algorithmes de détection de coins
(par exemple [DG93]), de courbes, d’arétes,... Mais également des algorithmes
spécifiques a un probleme particulier comme le traitement d’images aériennes
[Mon90], médicales, ... Quant au troisitme point, on est loin d’atteindre de telles
performances. En effet les méthodes de reconnaissance actuelles supposent qu’une
premiere analyse de I'image a déja été faite et a permis de dégager les éléments
intéressants de I'image (voir par exemple [SB93]). Or ces opérations prennent déja
plusieurs secondes voire des minutes. Ensuite, en supposant que cette premiere
étape s’est déroulée idéalement, il reste a effectuer la reconnaissance proprement
dite. Et la on se trouve confronté a des problemes difficiles liés aux méthodes d’ap-
pariements, de recherche de motifs et d’isomorphisme de sous-graphe [Vos92]. Nous
n’aborderons pas le probleme de la vision et de la reconnaissance dans cette these.
Pour avoir une idée des problemes posés par la reconnaissance d’objets on pourra
se reporter a I’étude de C.G. Perrot et L.G.C. Hamey [PH91], et pour la vision en
général, aux ouvrages classiques maintenant comme : [YF86, HS92, HM93].

Revenons a la premiere caractéristique, évoquée ci-dessus, de la vision chez

I’homme. Il est dit que la reconnaissance est en fait un enchainement d’étapes
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simples et sans remise en cause de 'une a l’autre. Dans la vision par ordinateur
cette facon de procéder risque de devenir obligatoire. En effet les algorithmes exis-
tants sont tres spécialisés et ’aboutissement final qu’est la vision ou plus modes-
tement la reconnaissance d'un objet va nécessiter plusieurs étapes permettant de
passer successivement de I'icone (les données de I'image digitale) a une information
identifiée et exploitable. Un tel enchainement de processus différents nécessite de
préparer les transitions entre les différentes étapes, mais aussi de définir ces étapes.
En résumé, il faut élaborer une méthodologie afin que chacun puisse se situer et
définir correctement le but recherché.

2.2 Essais de méthodologie.

En fait plusieurs méthodologies ont été proposées dans la littérature, certaines
semblant s’opposer a d’autres, toutes ne suivant pas la méme démarche (pour
une étude du probleme de la méthodologie en vision par ordinateur, le lecteur
pourra se reporter a I’étude de J.M. Jolion [Jol94]). D. Marr [Mar82b], le premier,
a proposé vers la fin des années 70 un cadre de base pour la vision qu’il considere
comme un systeme de traitement de 'information. De ce paradigme se dégagent
trois grandes étapes qui se retrouvent pratiquement dans toutes les méthodologies
existantes et qui font pratiquement I'unanimité : segmentation, reconstruction et
reconnaissance. Afin de détailler un peu ces trois étapes nous allons présenter la
méthodologie pronée dans [HS92]. Elle se décompose en cinq parties :

1. Conditionnement.

On considere qu’une image est le résultat d’une transformation perturbée par
des variations qui amplifient, atténuent et modifient I'information initiale. Ce
modele est directement issu des méthodes de traitement du signal. Le condi-
tionnement consistera donc a supprimer le bruit introduit par le capteur. Il
fait appel a des techniques de filtrage, mais également a des méthodes de
morphologie mathématique, ou encore a des traitements sur la répartition
de l'intensité lumineuse dans l'image a partir de ’histogramme des niveaux

de gris, ...

2. Etiquetage.
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On suppose ici que ce que I'on recherche est structuré en différents types d’in-
formation et que chaque structure peut étre représentée par un ensemble de
pixels connexes. L’étiquetage consiste alors a associer une étiquette a chaque
pixel, c’est a dire a déterminer quel type d’information véhicule ce pixel. On
regroupe sous ce label les processus de seuillage, de détection d’arétes, de

coins, d’appartenance a une forme primitive, ...

3. Groupement.

On cherche maintenant a identifier des ensembles maximaux de pixels connectés
ayant la méme étiquette. Les étiquettes des pixels peuvent étre symboliques ;
on a alors réellement une opération de recherche de composantes connexes.
Mais on peut également réduire I'opération d’étiquetage a sa plus simple ex-
pression et prendre pour étiquette 'information pixel elle-méme. Dans les
images en niveaux de gris cela revient alors a déterminer un ensemble de
pixels ayant des niveaux de gris semblables; ce traitement est appelé seg-

mentation en région.

4. Extraction.

L’opération de regroupement a permis de déterminer un nouvel ensemble
d’entités. Mais elles sont nues : il faut maintenant déterminer les propriétés
de ces entités (barycentre, surface, orientation, distribution des niveaux de
gris, ...) en fonction de leur type (région, aréte, coin, ...) et également les

relations spatiales et topologiques les reliant les unes aux autres.

5. Appariement.

On a repéré certaines informations dans I'image, il faut maintenant associer
une sémantique, c¢’est a dire retrouver I'organisation perceptuelle de ces en-
tités et les mettre en correspondance avec le modele recherché, la description

symbolique de 1'objet.

On retrouve bien le paradigme de D. Marr, c’est a dire segmentation (représentée
ici par conditionnement, étiquetage et groupement), reconstruction (extraction)
et reconnaissance (définie ici comme I'appariement). Il faut également remarquer
qu’en pratique la segmentation n’est pas toujours décomposée en trois parties
comme suggéré par cette méthodologie. Les algorithmes de détections d’arétes,
par exemple, regroupent le conditionnement et 1’étiquetage.
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2.3 De la définition d’une image.

Il apparait que définir une méthodologie et une méthode générale pour I'ana-
lyse d’images est actuellement tres difficile, tant sont nombreux et différents les
problemes abordés. De méme il est délicat d’élaborer un systéeme complet de vi-
sion par ordinateur. Nous allons alors nous intéresser plus particulierement a la
premiere phase, c’est a dire la segmentation. Le but d’un processus de segmenta-
tion est d’extraire les attributs caractérisant les entités représentées dans I'image,

ou encore de décrire I'image a ’aide d’indices visuels simples.

Mais avant d’aborder le probleme méme de la segmentation, il faut savoir
quelles sont les données dont on dispose, c’est a dire préciser ce qu’est une image.
Quand on dit image, sans référence a l'informatique, on parle d’une représentation
spatiale d’un objet, d'une scene ou d'une autre image. Elle peut étre réelle ou
virtuelle, c’est a dire issue d'un procédé de synthese. Et en analyse d’images?
Généralement on travaille sur des images digitales obtenues a partir du monde
réel. On peut alors la représenter par une fonction I(z,y) ou z et y sont les coor-
données d’'un point de I'image et I(z,y) représente l'information observée. Cette
valeur est généralement proportionnelle a I’énergie rayonnante regue dans la bande
de fréquences électromagnétiques de sensibilité du capteur dans une petite zone
autour du point de coordonnées (x,y), c’est a dire un niveau de gris. On appelle
ces images des images intensitées, ou niveaux de gris. Si le capteur possede plu-
sieurs bandes de fréquences électromagnétiques on obtient une image couleur. Ce
type d’image est bien évidemment le plus répandu et le plus connu. Mais il existe
d’autres types d’images. Par exemple les « range image » ou la valeur I(z,y)
représente la distance entre le point de coordonnées (x,y) et un objet dans « le
monde réel ». On peut également obtenir a l'aide de capteurs tactiles une image
dont les valeurs sont proportionnelles a la déformation de la surface autour, du
point (x,y). Nous nous intéresserons uniquement dans ce document aux images
intensitées. Elles sont généralement représentées par une matrice ou chaque valeur

est une valeur discrete d’intensité.
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2.4 Des difficultés de la segmentation.

Maintenant que nous avons clairement défini la donnée de notre probleme, c’est
a dire une image, nous allons essayer d’expliquer le but et la problématique de la
segmentation. Le probleme principal en vision est que I'unité d’observation n’est
pas l'unité d’analyse. En effet I'unité de travail est le pixel dont les propriétés sont
position et intensité. Cette connaissance n’amene rien quant a la vision de I'image.
Il n’est pas question par exemple de pouvoir décrire la forme, le positionnement,
I'orientation d’un objet. La représentation d’'un objet dans I'image (sa projection)
correspond bien au point de vue de cet objet sous une certaine orientation. Com-
ment il apparait dans l'image est en fait une configuration spatiale des valeurs
de plusieurs pixels, et une valeur particuliere apporte peu d’information. Donc
I’agrément entre la projection dans I'image et la position observée, qui est le but
final d’'un systeme de vision, demande que 1'on soit capable d’inférer implicite-
ment ou explicitement la position d’un objet a partir de la configuration spatiale
des pixels. Il faudra en outre étre capable de valider, confirmer, cette inférence.
Or tous les auteurs sont d’accord sur un point au moins : une image ne contient
pas assez d’informations brutes permettant une reconstruction non ambigiie et
complete d'un objet. Au contraire elle est constituée d’un flot d’informations pri-
maires souvent non significatives en elle-mémes. Il faut donc éliminer 'information
non pertinente, repérer des attributs caractéristiques des objets recherchés (arétes,
coins, courbes, frontiéres, ...), puis reconnaitre ceux faisant partie d’'un méme ob-
jet. Et enfin inférer sur la forme et la position de 'objet en faisant correspondre les
attributs observés avec ceux de l'objet réel. On pourra pour cela utiliser également
la projection géométrique due au capteur. On retrouve ici sous une autre forme
les cinq parties de la méthodologie présentée plus haut. On peut également remar-
quer que tout le processus de reconnaissance dépend essentiellement des attributs
repérés dans I'image. La segmentation qui est la premiere étape de tout systeme
de vision est donc primordiale. C’est d’ailleurs un probleme tres étudié en ana-
lyse d’images (pour s’en convaincre le lecteur pourra se reporter aux états de l'art
suivant [Zuc76, HS85, PP93)).

La difficulté du probleme vient du fait que les données initiales (les pixels)
véhiculent peu ou pas d’information et c’est la vue d’ensemble de tous ces pixels
qui permet de dégager une information pertinente. Ainsi si I’on regarde la figure 2.1
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F1G. 2.1 — visualisation d’une image par sa fonction I(x,y)

on peut voir la représentation d’une fonction image. On n’y discerne pas aussi
nettement 'objet que dans I'image originale. D’autre part la position de l'objet,
son environnement, le type de capteur, le point d’observation, tous ces parametres
influent sur la difficulté du probleme. Prenons le cas d’un rectangle a reconnaitre.
Un algorithme de détection de coins devrait nous donner les quatres coins de
ce rectangle. Si on connait la taille initiale, on peut alors déterminer la position
et l'orientation relative du plan du rectangle par rapport a la caméra. Mais en
fait le probleme peut ne pas étre aussi simple. Si I'environnement du rectangle
est complexe, il pourrait y avoir certaines parties cachées, dont les coins; selon
I’éclairage, des ombres ou un halo lumineux pourraient en fausser la détection. On
voit que méme dans un cas aussi simple, la reconnaissance peut s’avérer délicate. La
segmentation d’images nécessite donc des algorithmes performants. C’est pourquoi,
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ils sont souvent dédiés a un probleme particulier.

Une méthode générale n’existe donc pas a I’heure actuelle, a notre connaissance.
En effet les algorithmes existants sont d’une part spécialisés, et d’autre part sont
souvent développés de maniere indépendante et ne préparent pas le terrain, ni
ne fournissent les outils permettant le passage a I'étape suivante du processus de
reconnaissance. Nous pensons qu’il est important de toujours garder a 1’esprit que
tout algorithme, toute méthode de segmentation a pour but d’étre intégré dans
un processus complet d’analyse. Il doit donc fournir les interfaces avec les étapes
suivantes du processus de reconnaissance.

Ainsi apres une présentation de notre approche originale de la segmentation
d’images, l’analyse interpizel, nous définissons une topologie adaptée a ’analyse
d’images. Afin de montrer que cette approche est compatible avec les méthodes
de détection de contours classiques ou les arétes sont représentées par des pixels,
nous avons développé un algorithme de détection de contour en interpixel. Puis
nous revenons a une étude combinatoire du probleme et proposons un algorithme
linéaire de segmentation en régions. Cet algorithme permet d’utiliser des criteres
locaux (liés au pixels) et globaux (liés aux régions). Grace au détecteur interpixel
précédemment évoqué, une coopération région-contour est donc envisageable. De
plus la structure définie dans cet algorithme est utilisée dans le cadre d’un autre
algorithme linéaire, permettant la mise en commun de plusieurs segmentations en
régions. Puis afin de réaliser effectivement la jonction entre la segmentation et la
suite du processus de reconnaissance, nous proposons une représentation basée sur

notre modele formel : le graphe topologique des frontiéeres.



Chapitre 3

Approche interpixel et

modélisation des images

Apres une série de travaux menés en analyse d’images [Jac92, ACF94, Cha95,
FG96], nous nous sommes trouvés confrontés au besoin d’un modele cohérent de
représentation des images. En effet, nos études sur la segmentation et la représentation
sous forme de graphes d’adjacence et/ou des frontieres, nous ont confirmé que les
approches classiques de la connexité, ou dans la description des objets et de leurs
caractéristiques, étaient insuffisantes ou meéme incohérentes. Des lors, une étude
de la topologie associée aux images devenait indispensable. Comme nous 1’avons
déja dit, en analyse d’images I'unité de travail est le pixel dont les caractéristiques
sont position et intensité lumineuse. A partir de ce constat, la plupart des tra-
vaux se sont concentrés sur cette donnée. Or nous pensons que considérer I'image
seulement comme un ensemble de pixels est non seulement restrictif, mais aussi
pose certains problemes de représentation des informations recherchées. Ainsi si
I'on veut désigner la frontiere entre deux régions de I'image, sur quels pixels doit-
on la situer ? Certes des travaux existent (voir par exemple dans [Pav77] la no-
tion de contour étendu, extended boundary) qui essaient de donner une solution,
mais aucune n’est completement satisfaisante, et surtout, comme on le précisera
dans ce chapitre, elles entrainent des incohérences topologiques. C’est pourquoi
nous avions déja éprouvé le besoins de coder les objets dans une image par leurs
bords [Ahr85]. Néanmoins aucun modele formel ne venait étayer cette approche

pratique. De plus les bords des pixels ne semblent pas étre les seuls éléments a
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F1c. 3.1 — Deux régions et leur frontiere commune

prendre en compte si 'on veut s’affranchir des incohérences topologiques, dues
notamment aux définitions classiques de l'adjacence et de la connexité dans les
images [KR89]. C’est dans cet état d’esprit que nous avons abordé I’étude des to-
pologies « dites discretes ». Les travaux de E. Khalimsky [KKM90b] et V.A. Ko-
valevsky [Kov89] nous ont confirmé la validité de notre approche du point de vue
topologique. Des lors la possibilité de définir une topologie, non seulement adaptée
aux espaces discrets que sont les images, mais répondant aussi aux impératifs de
I'analyse (définition de la notion d’ensemble homogene : les régions, de 1'adjacence

entre régions, ...) devenait envisageable.

3.1 Qu’est-ce que l'interpixel ?

Notre maniere d’appréhender une image est différente puisque nous ne considérons
pas une image comme seulement une matrice de pixels a k colonnes et [ lignes,
mais comme un espace dans lequel réside une information initiale : les pixels, mais
ol existe une autre information nécessaire a la cohérence de I’ensemble bien que
non représentée : l'interpixel. Cette différence peut paraitre subtile, voire futile,
mais en fait elle change considérablement la vision des choses. En tout cas nous
pensons qu’elle est naturellement plus proche de la réalité.

En effet si 'on présente a quelqu’un une image composée de deux régions dis-
tinctes (voir figure 3.1) et qu’on lui demande ou se situe la frontiere, il répondra
naturellement en montrant la ligne séparant ces deux régions. Or cette ligne n’est

pas un ensemble de pixels. Doit-on alors considérer qu’il n’y a pas de frontiere?
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Ou peut-étre devons nous placer arbitrairement cette frontiere dans une des deux
régions. Les pixels désignés sont alors des pixels de I'intérieur de la région et aussi
des pixels de la frontiere, donc du bord! Ne vaut-il pas mieux considérer qu’il
existe une ligne entre les pixels représentant cette frontiere ? D’une maniere plus
générale on dira que les pixels sont séparés par des lignels (lignes entre deux pixels
correspondant & l’aréte des pixels) et des pointels (sommets des pixels). Dans un
espace a trois dimensions on trouvera également des surfels (face d’'un voxel') entre
les voxels. La figure 3.2 présente la notion d’interpixel en deux et trois dimensions.
On pourrait reprocher a cette approche de multiplier I'information, peut-étre in-
utilement dans bien des cas. En fait cette information nous parait indispensable
si 'on veut avoir une définition de la connexité, des notions de frontiere, bord,
intérieur et extérieur aussi proche que possible de la géométrie euclidienne et de
la topologie classique dans IR? et IR®. Il parait certes inutile de maintenir cette
information pour l'intérieur d’une région, cet aspect est d’ailleurs abordé dans la
section 3.3 de ce chapitre. En fait non seulement nous définissons un modele to-
pologique complet, mais nous cherchons a faire en sorte que les éléments utiles
en analyse d’images, tels que, une région, la connexité, ’adjacence entre régions,
soient définis a partir des pixels ou voxels, tout en tenant compte de l'interpixel.
Ainsi une région sera définie comme un ensemble de pixels, mais on rajoutera des
contraintes qui garantiront les propriétés topologiques en imposant la présence ou

I’absence de certains éléments interpixels.

1Un voxel est & une image en trois dimensions ce que le pixel est & une image en deux
dimensions, c’est a dire I'information de base. De la méme maniere qu'un pixel est représenté par
un carré, le voxel sera représenté par un cube, puisqu’étant dans un espace a trois dimensions.
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D’autre part, nous disposons d’outils algorithmiques puissants et efficaces
[Cha95] pour coder les éléments extraits de I'image par un codage adapté, le co-
dage interpixel [Jac92]. Ces outils nous donnent par exemple la possibilité, pour
une image segmentée en régions, d’extraire le graphe d’adjacence des régions (défini
dans [Ros74, Pav77]) avec le codage interpixel du contour de chaque région ainsi
que des caractéristiques diverses telles que la surface, I'intensité moyenne, la boite
englobante, ... Nous disposons par exemple d’un algorithme d’extraction du graphe
d’adjacence et de segmentation de 'image en régions. Cet algorithme est de plus
linéaire en le nombre de pixels et donne de trés bons résultats en pratique?. Nous
sommes également capables, en dérivant cet algorithme et en nous servant de ce

3 » d’une image défilante. Cette

codage, de réaliser une segmentation « a la volée
application de controle-qualité [ACF94]| fait I'objet de développement intéressant

actuellement.

Le codage interpixel est un codage du type code de contour [Ced79, Dan82,
Ahr85] dérivé du codage de Freeman [Fre74]. A la différence de H. Freeman, le
codage interpixel code directement les frontieres entre les régions, c’est a dire en
interpixel. Il réalise également un chainage des contours, mais ne nécessite que
quatre directions au lieu de huit, et ceci quelque soit le type de connexité choisie?.
La figure 3.3 donne un exemple de codage du contour d’une région par le codage
de Freeman et par le codage interpixel. Pour une description plus complete des
propriétés de ce codage nous invitons le lecteur a se reporter a [Cha95].

Un autre avantage de ce type d’approche est son adéquation avec les méthodes
de représentation utilisée en synthese [Lie92, BD94|. Certes, ceci n’apporte rien
quant a la synthese, mais est d'un grand intérét d’un point de vue pratique, sur-
tout dans le cas d’images en trois dimensions. En effet il ne faut pas oublier que
tout processus d’analyse doit s’inscrire dans un cadre plus général tel qu'un lo-
giciel d’aide au diagnostic par exemple. Ainsi pour une application médicale, il

2moins d’une seconde pour une image 512 x 512 sur une Sun Sparc 2

30n entend par & la volée, le traitement de I'image au fur et & mesure de son acquisition. On ne
peut dans le cas évoqué ici attendre la capture de I'image finale puisqu’elle posséde virtuellement
une longueur infinie. Il faut donc réaliser le traitement a la volée.

40n rappelle que deux connexités classiques existent (voir par exemple [Cha79, CM91], la
4-connexité : un pixel est adjacent aux quatres pixels ayant une aréte commune avec lui-méme ;
et la 8-connexité : on prend la 4-connexité et on rajoute les quatres pixels ayant un sommet
commun.
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Fic. 3.3 — Codage de Freeman et codage interpixel.

est important de visualiser le résultat afin que le médecin puisse juger (voire cor-
riger) les résultats obtenus. Donc, le fait de travailler directement en interpixel
facilite grandement le passage a la représentation. Nous sommes donc en accord
avec notre volonté exprimée dans le chapitre précédent de ne pas perdre de vue
que la segmentation n’est que la premiere étape d’'un processus plus général.

Certes certains argueront que les seuls éléments visibles de 1'image sont les

pixels, il n’y a donc pas lieu de traiter 'interpixel. De plus comment visualiser cet
interpixel 7 On ne peut rien afficher entre les pixels! Mais ceci est un faux probleme
qui vient de la confusion entre élément d’information et élément de visualisation.
Pourquoi ne pas considérer que nous avons des éléments d’informations divers
(pixel, lignel et pointel dans le cas d’une image classique par exemple ) qu’il faut
afficher. Plusieurs choix sont alors possibles (voir figure 3.4) :

— ne pas représenter les interpixels n’appartenant pas a une frontiere et représenter
ceux appartenant a une frontiere par le pixel a gauche ou au-dessus par
exemple ;

— multiplier par quatre la taille de I'image et représenter chaque interpixel par
un pixel ;

— multiplier la taille de 'image par seize en affichant quatre pixels pour un
d’information et un pixel pour chaque interpixel, afin d’avoir 'information
pixel occupant une surface plus grande que l'information interpixel dans
I'image affichée.
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Les solutions sont multiples. En fait il suffit de ne pas confondre élément d’in-
formation et élément d’affichage, ni étude et représentation. Jusqu’'a présent ces
deux points I’étaient, 'approche interpixel non seulement fait la différence, mais
aussi prend en compte des éléments d’information supplémentaires : I'interpixel,
c’est a dire en fait, le bord des éléments d’information primaire que sont les pixels,
ou voxels.

3.2 Topologie et image.

3.2.1 prolégomenes a la topologie-étoile

Les pixels sont des ensembles indécomposables. Pour les modéliser, une ap-
proche consiste a les remplacer par des points situés en leur centre de gravité. On
est alors amené a étudier une géométrie spécifique sur des ensembles de points
isolés appelée géométrie discrete. Il faut alors redéfinir les propriétés et montrer
a nouveau les théoremes de la géométrie classique dont nous avons besoin dans
le cadre de cette nouvelle géométrie. Nous pensons que le probleme majeur posé

par structure discrete d’une image est fortement lié a la notion de connexité, sur-
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tout dans le domaine de I'analyse d’images. Aucun modele concret ne propose ac-
tuellement de solutions a ce probleme, satisfaisant tous les types d’images. Cette
question a été largement étudiée et est toujours d’actualité ( voir par exemple
[Kov89, Her90, KKM90b, KKM90a, Lat93, AAF95]).

3.2.1.1 solutions déja proposées

Nous présentons ici des solutions au probleme de la connexité ; nous essayons
également de vous montrer que ces solutions ne sont pas completement satisfai-
santes. Pour une étude plus complete de la topologie discrete, le lecteur pourra se
reporter a [KR89].

Dans le cas binaire, une solution existe ; elle est difficilement transposable au
cas des images en niveaux de gris. Cette solution, proposée par R.O. Duda, P.E.
Hart et J.H. Munson [DHMG67], consiste a utiliser deux connexités différentes, I'une
pour le fond, 'autre pour I'image. Nous avons utilisé aussi cette approche dans
la, définition des contours interpixel pour les images binaires [Ahr85]. Si elle reste
applicable pour les images en niveaux de gris dans le cas particulier ou 1'on ne
considere qu’une unique région de l'image, le fond étant alors considéré comme
homogene, on ne peut 'utiliser des lors que 'on veut étudier I'image entiere ou
méme seulement plusieurs régions.

La 6-connexité permet notamment d’éviter le paradoxe de la connexité, mais
n’est pas utilisée car assez éloignée des considérations pratiques. En effet les images
sont habituellement définies a 1’aide de pavages carrés.

V.A. Kovalevsky [Kov89] propose de ne plus regarder I'image comme seule-
ment un ensemble de pixels, mais comme un complexe cellulaire abstrait, c’est
a dire un ensemble d’éléments hétérogenes de dimensions différentes correspon-
dant a ceux que nous appelons, pointels, lignels et pixels. Cette approche n’est
pas completement nouvelle puisque déja H. Elliot et L. Srinivasan en 1981 [ES81]
proposaient d’utiliser les liens interpixels pour définir les frontieres. Comme nous
I’avons indiqué dans la section 3.1 nous avions également adopté cette représentation
mais V.A. Kovalevsky est le premier a avoir proposé un modele formel et un es-
pace topologique utilisant ces éléments. De plus il a montré que tenir compte de
ces éléments permettait d’éviter le paradoxe de la connexité et résolvait d’autres

problemes apparentés. Malheureusement, la représentation qu’il propose ne tire
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pas pleinement partie de son modele théorique. De plus il ne fait qu’aborder ces
notions et ne cherche pas a les exploiter. En particulier il ne définit pas les no-
tions de courbe, frontiere ou contour; il n’aborde pas non plus la question des
images en 3 dimensions. E. Khalimsky, , R. Kopperman et P.R. Meyer présente
dans [KKM90b] une solution du méme type, mais les espaces topologiques pro-
posés sont des produits cartésiens de droites discretes. Leur modele se restreint
donc a un pavage carré du plan. Pas question par exemple d’envisager un pavage
par des hexagones alors que le modele que nous proposons le permet. On notera
également qu’ils ne font, eux-aussi, qu’aborder 'application aux images.

G. Malandain [Mal93] utilise lui aussi la notion de complexe cellulaire. Il cherche
a définir un modele topologique complet et étudie notamment le théoreme de
Jordan dans le plan et dans l’espace. Toutefois il se restreint au cas binaire, et
ce qu’il propose revient en fait a utiliser deux connexités différentes. Son travail a
donc permis de justifier et de généraliser cette méthode au cas des images multi-

dimensionnelles.

3.2.1.2 notre démarche

Les difficultés apparues pour définir une topologie dans des ensembles finis
nous ont convaincus qu’il fallait utiliser une structure cellulaire ou les éléments
de base sont entourés des éléments « de bord » permettant de définir leurs liens.
Nous avons choisi d’utiliser les complexes convexes [Lef30], dont les cellules sont
des polytopes convexes et dont la topologie est définie a partir des étoiles ouvertes
(stars). La justification de ce choix est donnée par le fait que le bord d’une cellule
est constitué par un ensemble de faces de cette cellule, ce qui est bien le cas pour
les structures classiques de la géométrie discrete. Nous proposons donc de suivre
la voie ouverte par V.A. Kovalevsky [Kov89).

Notre démarche peut étre appréhendée a partir de deux approches complémentaires :

— la donnée d’'une relation d’ordre caractérisant une topologie sur un ensemble

fini;

— le passage au quotient de la topologie classique.

Concernant la premiere démarche, on rappelle qu’on ne peut trouver de topo-
logie séparée au sens de Hausdorff sur un ensemble fini (c’est-a-dire ou 2 points

distincts admettent des voisinages disjoints), mais simplement Ty-séparée ce qui
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signifie : étant donné deux points distincts, il existe un voisinage de I'un qui ne
contient pas 'autre. Le théoreme suivant va nous permettre d’établir la relation
d’ordre caractérisant notre topologie.

Théoréeme 3.1 (Mac Kinsey,Tartski) Il y a une bijection naturelle entre les
espaces topologiques Ty-séparés finis et les ensembles ordonnés finis.

On peut alors définir une relation d’ordre R de la maniere suivante : si E est un
espace topologique Tp-séparé, on définit la relation R par R(z,y) si et seulement
si tout voisinage de x contient y. Réciproquement si E est un ensemble ordonné, la
base d’ouverts définissant la topologie est déterminée ainsi : pour chaque élément x
de E, on définit un ouvert de la base par I’ensemble des successeurs de x. L’ensemble
de tous ces ouverts ainsi définis forme cette base. Ce résultat trés ancien semble
di a Mac Kinsey et Tartski. On peut associer une notion de dimension de facon
classique aux relations d’ordre (elle est égale a zéro pour les éléments minimaux, 1
pour les minimaux de ’espace obtenu apres avoir enlevé les minimaux, etc). Dans le
cadre de notre travail la relation R sera la relation de bornage (voir section 3.2.3).
C’est a partir de ce constat que V.A. Kovalevsky a proposé d’utiliser les complexes
cellulaires.

L’autre approche consiste a chercher une structure discrete qui récupere le plus
possible les propriétés de la géométrie et de la topologie classiques. L’idée est
de décomposer un sous-espace de IR"™ en objets bien définis et dénombrables afin
d’obtenir un ensemble discret quotient de IR". Notre ensemble discret correspond
alors a une partition d’un sous ensemble de IR", il suffit donc de lui associer la
topologie quotient. Nous avons choisi de décomposer IR™ en ensembles convexes et
plus particulierement en polytopes. Avant de rappeler quelques définitions, nous
donnons un exemple de décomposition en dimension 3.

Classiquement en traitement d’images, I'unité d’information de base est un
voxel dans une image 3D. Nous les représenterons par des petits cubes dont les
cOtés sont de longueur unité. Notre décomposition consiste alors en un pavage de
IR? & partir des voxels, de leurs faces, de leurs arétes et de leurs sommets. En
prenant les composantes dans un repere cartésien, on obtient en dimension 3 la
décomposition en voxels, surfels; lignels et pointels (voir figure 3.5) qui sont des

sous-ensembles de IR? (les indices 4, j, k qui suivent sont des entiers) :
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aréte (lignel) face (surfel)

sommet (pointel)

\

cube unité (voxels)

F1c. 3.5 — Voxel, surfel, lignel et pointel.

— Les voxels Vi jiy = {(z,y,2) /e €li,i+ 1],y €lj,j+1[,z €]k k+1[}
— les facettes (surfel) :

1. Les facettes horizontales de la forme : {(z,y,2) / z €li,i + 1],y €
1,7+ 112 =k}
2. Les facettes de face : {(z,y,2) /x €li,i +1[,y =j,z €|k, k+ 1]}
3. Les facettes de profil : {(z,y,2) /z =14,y €|j,j+ 1],z €]k, k+1[}
— les arétes (lignels) :
1. Les arétes de front : {(z,y,2) /x €li,i+ 1],y =j,z =k}
2. Les arétes de bout : {(z,y,2) /z =14,y €|j,j + 1],z =k}
3. Les arétes verticales : {(¢,7, k) H(z,y,2) /Jx =i,y =74,z €]k, k+ 1]}

— Les sommets (pointels) : ensembles réduits a un point de la forme (i,j,k).

3.2.1.3 les ensembles convexes et les polytopes

Les définitions, théoremes et propriétés qui suivent présentent les résultats de
base qui nous sont nécessaires pour définir notre structure discrete : les complexes
convexes. Ils sont tous extrait des livres de A. Brgnstedt et de Griinbaum [Brg83,
Gru67]. Commengons donc par la définition d’ensemble convexe :

Définition 3.1 Soit F un sous-ensemble de IR". On dit que E est convexe si pour
toute suite finie ay,...,a, de points de E et toute suite finie x1,...,x, de réels

positifs ou nuls tels que v1 + ... +xp, =1, on ait : v1a1 + ... + 2,0, € E.
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Le théoreme suivant énonce une propriété importante des ensembles convexes.
Cette propriété nous assure notamment que les faces d'un ensemble convexe (voir

définition 3.6) soient bien des ensembles convexes elles-mémes.
Théoréme 3.2 L’intersection d’ensembles convexes est un ensemble convezes.

La notion d’hyperplan d’appui présentée a travers les définitions 3.2 a 3.5 va
nous permettre de définir une face d’'un ensemble convexe. Cette notion est pri-
mordiale car c’est a partir d’elle que nous définirons la relation de bornage (voir
définition 3.13) dans les complexes convexes. Or cette relation est a la base de
notre construction et notamment de la définition du plus petit ouvert contenant

un élément.

Définition 3.2 On appelle hyperplan H dans IR™ un sous-espace affine de dimen-
ston n-1.

Un hyperplan H peut étre caractérisé par une équation de la forme <z,u>= a
ol u est un vecteur perpendiculaire a H et ou <c, d> représente le produit scalaire
de ¢ par d.

Définition 3.3 On appelle demi-espace fermé (resp. ouvert), l’ensemble des
points de R"™ tels que <z,u>>= a (resp. > a) ou <z,u>< a (resp. < a).

Définition 3.4 On appelle dimension d’un convexe E, la dimension de [’espace

vectoriel engendré par E.

Définition 3.5 On appelle hyperplan d’appui d’un ensemble conveze F de dimen-
sion n dans IR™, un hyperplan P tel que tous les points de E soient dans un méme

demi-espace de P et tels que la distance de P a E soit nulle.

En fait la notion d’hyperplan d’appui est une notion qui intuitivement se com-
prend, ainsi dans IR? par exemple les hyperplans d’appui (ici des droites) d'une
ellipse sont ses tangentes.

On peut maintenant définir une face d’un ensemble convexe :

Définition 3.6 On appelle face d’un ensemble convezre fermé E, l'intersection F

de E avec un hyperplan d’appui. L’ensemble des faces de E est noté : F(E).
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On remarquera d'une part que les faces d'un ensemble convexe sont des inter-
sections d’ensembles convexes, donc d’apres le théoreme 3.2 convexes elles-méme.

D’autre part nous avons les cas particuliers suivants :
1. si F est un point, c¢’est-a-dire de dimension 0, F est appelé un sommet ;
2. si sa dimension est 1, il est appelé une aréte;
3. si F est maximal, il est appelé une facette.

Par exemple si E est un cylindre, ses facettes sont les droites directrices. Si E est
un cube, ses facettes sont ses cotés.
Apres avoir défini une face d’un ensemble convexe, nous passons maintenant a

la définition d’un point extrémal :

Définition 3.7 On appelle point extrémal d’un ensemble convexe E, tout point qui
n'est pas a lintérieur d’un  segment inclus dans E. L’ensemble
des points extrémauz de E est noté ext(E).

Toujours pour prendre un exemple dans le plan, les extrémités d’un segment
sont des points extrémaux.
Nous pouvons enfin présenter les polytopes qui seront les ensembles de base

des complexes convexes.

Définition 3.8 On appelle polytope fermé de dimension n, un sous-ensemble
convexe compact de dimension n ayant un nombre fini de points extrémauz. On ap-
pelle polytope ouvert® de dimension n lintérieur du polytope fermé de dimension

n pour la topologie dans IR™.
On citera les propriétés suivantes :

Propriétés 3.1 1. Un ensemble K € IR" est un polytope si et seulement si il
est borné et s’il est l'intersection d’un nombre fini de demi-espaces.

2. Les points extrémauz d’un polytope sont ses sommets.

50n remarquera que ce méme polytope n'est pas un ouvert s’il est plongé dans un espace
vectoriel de dimension m > n. Mais il est d’usage de toujours appeler ce polytope un polytope
ouvert. On parle alors d’ouvert relatif pour exprimer qu’un polytope est ouvert dans l’espace affine
engendré. De méme un point du polytope ouvert est dit dans l’intérieur relatif du polytope fermé.
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3. Une face de dimension k d’un polytope est un polytope de dimension k.

4. St P est un polytope de dimension n, et F une face de P, toute face de F est
une face de P.

5. Le polytope fermé est ['union du polytope ouvert et de ses faces propres.

6. Si P un polytope et P’ une face de P alors pour tout point a de P et tout
points b de P’, [a,b[C P

Remarque : Les points extrémaux d’une face F de P sont I'intersection de F avec
ext(P). Cependant, tout sous-ensemble de ext(P) n’est pas I’ensemble des points
extremaux d'une face de P. Cela n’est pas vrai en particulier pour un carré : deux

points extrémités d’une diagonale ne forment pas les points extrémaux d’une face.

3.2.2 complexes convexes

En nous appuyant sur les résultats précédents nous allons maintenant définir
les complexes convexes. Nous rappelons que l'idée est de décomposer un sous-
espace de IR™ en objets bien définis et dénombrables afin d’obtenir un ensemble
discret quotient de IR™. V.A. Kovalevsky propose dans [Kov89] d’ajouter des nou-
veaux éléments a I’ensemble des pixels afin de bien décrire les liens entre eux. Il
a utilisé les complexes cellulaires abstraits. Nous proposons ici une structure plus
contraignante mieux adaptée au contexte géométrique qui nous intéresse. Un com-
plexe est un espace topologique muni d’une partition particuliere dans laquelle les
ensembles sont appelés cellules et sont des déformations de boules d’espace IR".
Nous utiliserons les complezes convexes. Dans cette structure les cellules sont des
polytopes convexes, qui sont des généralisations des pixels et des voxels.

Remarque : On a choisi de prendre des polytopes convexes comme cellules.
D’autres choix peuvent étre proposés :

— Prendre des simplexes engendrés par n + 1 points indépendants dans IR" :
triangle dans IR?, tétraedre dans IR®. Cela permet d’avoir des définitions tres
simples des faces : tout ensemble fini de points extremaux est une face. Par
contre dans les applications, on a souvent des carrés ou des hexagones.

— Les polytopes quelconques (pas nécessairement convexes). Cela permettrait
d’avoir des étoiles pour cellules mais poserait des problemes pour définir des
faces.
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— Les complexes cellulaires qui sont des surfaces qu’on peut obtenir a partir de
polytopes par déformation. On a alors une grande généralité.

En fait on cherchait une structure contenant tous les cas classiques d’images et

la plus riche possible, c’est a dire possédant des propriétés fortes. C’est pourquoi

nous nous sommes restreints aux complexes convexes.

Les définitions de cette section ont, d’apres Griinbaum [Gru67] été présentées
dans le livre de S. Lefschetz [Lef30].

Définition 3.9 On appelle complexe convexe une famille finie C de polytopes ou-
verts P; de IR" appelés cellules du complexe tels que :
- Si P, € C, alors toute face de P; € C.
~8i P, € Cet P e Ci# j, alors P,(\P; est vide® ou bien est une face
commune de P; et P;.
La dimension du complexe” est par définition le mazimum des dimensions des

cellules du complezxe.

On appellera un polytope de dimension 0 un pointel, un de dimension 1 un lignel
et un de dimension 2 un surfel. On pourra donner comme exemples de complexe
convexe :

— I’ensemble des faces propres d’un polytope P, ce complexe est appelé le com-

plexe bord de P et noté Bd(P);

— Pensemble de toutes les faces de P noté F(P);

— pour tout complexe, on note Si(C) le complexe formé des polytopes de C de

dimension inférieure a k ;

La figure 3.6 présente d’autres exemples (a., b. et c.) et contre-exemples (d., e.
et f.) de complexes convexes. Ainsi 3.6.f. n’est pas un complexe convexe car ne
contient pas que des polytopes, 3.6.e. non plus car les faces (symbolisée par les
traits épais) ne sont pas dans le complexe. Enfin 3.6.d. ne peux l'étre car les
polytopes ne sont pas tous convexes, les faces n’appartiennent pas au convexe, et
de plus l'intersection de deux polytopes du complexe n’est pas une face des deux
polytopes.

50n note E le fermé de Uensemble E. Ici le fermé d’un ensemble s’entend au sens de la
topologie classique dans IR"™.

"Désormais par abus de langage nous emploierons parfois le terme compleze en la place de
complexe conveze.
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F1a. 3.6 — Exemples (a. b. c.) et contre-exemples (d. e. f.) de complexes convexes.

Evidemment dans le cas particulier des images on peut également définir un
complexe convexe décrivant 'image. Pour les images classiques on retrouve alors
les notions de cellules décrites par V.A. Kovalevsky . En effet, les polytopes de
base seront les pixels (cellules de dimension 2) auxquels nous devons adjoindre
leurs faces c’est a dire ce que nous avons appelé les liens et points interpixels. Il est
a noter que dans le cas des images 3D, on retrouve le modele couramment utilisé
a base de voxels, faces, arétes et sommets de voxels.

Définition 3.10 On appelle sous-complexe L d’un complexe C un ensemble de
cellules de C ayant une structure de complexe ce qui équivaut a : un ensemble de
cellules telles que si ¢ est une cellule de L, toute face de ¢ est une cellule de L.

Définition 3.11 On appelle complexe engendré par un ensemble K de cellules

d’un complexe donné, le plus petit compleze noté C(K) contenant ces cellules.

La structure de polyedre donnée par la Définition 3.12 va nous permettre de
travailler avec une topologie induite par celle de IR™ sur les structures discretes

que sont les complexes convexes.

Définition 3.12 Si E est une famille de cellules, on appelle polyedre de E, et on
note |E| l'union des points des cellules de E.
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3.2.3 relation de bornage et étoiles ouvertes des cellules

Un complexe C est un ensemble fini. Une Tj-topologie sur C est associée a
une relation d’ordre (voir 3.2.1.2). Nous donnons ci-dessous une définition d’une
topologie sur C et la relation associée qu’on appelle relation de bornage. Ces deux
notions nous permettront de montrer le Théoreme 3.9 décrivant le passage a la
topologie quotient de celle induite par IR". Nous aurons ainsi décrit une topologie

sur les ensembles discrets que sont les complexes convexes.

Définition 3.13 (relation de bornage et incidence) Etant donnés deuz poly-
topes Py et Py, on dit que Py borne Py et on note Py <z P, si Py est une face de Py
ou si Pp = P,. Si Py borne Py ou Py borne Py, on dit que P, et P, sont incidents.

Proposition 3.3 La relation de bornage <z définie sur [’ensemble des polytopes
d’un complexe convexe est une relation d’ordre.

Preuve :

La relation de bornage <z est une relation d’ordre partiel. En effet elle est réflexive
d’apreés la définition, elle est antisymétrique car si F est une face de P, alors ext(F)e
ext(P) et elle est transitive d’apres la propriété 3.1. O

Cette relation possede en outre des propriétés particulieres concernant notam-

ment les minorants et majorants, ainsi on peut montrer la proposition suivante :

Lemme 3.4 Deux cellules ¢ et ¢ d’un complexe convexe C qui ont un minorant
(resp. magjorant) commun suivant la relation de bornage ont une borne inférieure

(resp. supérieure).

Preuve :

Si c et ¢ ont un minorant commun, c¢’est que I'intersection de € et ¢’ est une face commune
e. Les minorants communs sont alors les faces de e qui est donc la borne inférieure pour
<. En procédant de proche en proche, on montre qu'un ensemble fini de cellules ayant
un minorant commun admet une borne inférieure. Si deux cellules ¢ et ¢’ ont un majorant
commun, I’ensemble M des majorants communs est fini et admet des minorants ¢ et ¢/

donc une borne inférieure qui est la borne supérieure de c et . O

Cett proposition nous permet d’envisager une structure de treillis pour la rela-
tion de bornage. Malheureusement deux cellules n’ont pas forcément de minorant
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F1a. 3.7 — Etoile ouverte d’'un pointel, lignel et surfel (pixel).

commun, respectivement de majorant commun. En fait il nous suffit de munir la
relation de bornage d’un élément minimum et d’un élément maximum pour obtenir
une structure de treillis, d’ou la proposition suivante :

Théoreme 3.5 Si on ajoute un minimum et un maximum absolus, par exemple
l’ensemble vide et l’espace |C| qui peuvent étre considérés comme des cellules généralisées,
on obtient un treillis.

Preuve :
La borne inférieure de deux cellules est l'intersection de leurs fermetures. La borne

supérieure est soit IR™ lui-méme, soit le minimum des majorants communs. O

Apres avoir défini la relation de bornage que nous rattacherons par la suite
naturellement a la notion de dimension d’une cellule, passons maintenant a la

définition de 1’étoile ouverte d’'une cellule.

Définition 3.14 (étoile ouverte) On appelle étoile ouverte (respectivement com-
plexe étoile d’une cellule ¢ dans le complexe C, l’ensemble des cellules de C dont
c est une face (respectivement le plus petit complexe contenant [’étoile ouverte de
c). On note star(c) ’étoile ouverte de ¢ (voir exemple en 2D a la figure 3.7).

Cette définition amene plusieurs remarques. D’abord concernant la relation de
bornage, puisque ¢ est une face des cellules de star(c), alors ¢ borne chaque cellule
de star(c). Autrement dit star(c) est 'ensemble des majorants de c¢. Ceci peut étre
vérifié a l'aide de la Propriété 3.2.

Propriétés 3.2 Si ¢ borne e, star(c) D star(e). Plus généralement si star(c) et
star(c') ne sont pas disjoints, star(c) N star(c') est [’étoile ouverte de la borne

supérieure de c¢ et ¢’, que 'on note star(c Vg ).
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Preuve :

Ce sont des propriétés classiques, la premiere des relations d’ordre (transitivité de la
relation <), la seconde des treillis (I'intersection des majorants de deux éléments est
I’ensemble des majorants de la borne supérieure de ces deux éléments.). a

Les étoiles ouvertes jouent un role tres particulier pour la topologie des polyedres
et également celle des complexes convexes. En fait elles vont nous permettre de
décrire le passage de la topologie sur les polyedres a celle des complexes convexes.

3.2.4 de la topologie sur les polyedres a la topologie-étoile

Etant donné un complexe C, nous allons caractériser les ouverts du polyedre
|C| qui est la réunion des cellules de C. Ceci nous permettra de définir sur C une
topologie quotient.

Définition 3.15 On définit sur |C| une relation d’équivalence cell : x et y sont
cell-équivalents s’ils appartiennent a la méme cellule ouverte. L’espace quotient de
|C| par cette relation est l’espace C des cellules. On dit qu’un ensemble E € |C| est
saturé pour cell s’il est une réunion de cellules de C. On note j 'application qui a
un point de |C| associe sa classe d’équivalence, c’est a dire la cellule a laquelle il
appartient.

Proposition 3.6 Soit C un complexe conveze.

1. Si c est une cellule de C et si un ouvert saturé du polyédre |C| contient |c|, il
contient |star(c)|.

2. Un sous-ensemble saturé de C est fermé si et seulement si c¢’est un sous-
compleze de C.

3. |star(c)| est un ouvert.

Preuve :

1. Soient = € |c| et e une cellule de star(c). ¢ borne e donc x est adhérent a |e|.
Donc tout ouvert contenant x rencontre |e| et par conséquent tout ouvert saturé

contenant x contient |e|.
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2. Soit K un sous-complexe de C. K est 'union d’un ensemble fini de cellules ¢;.
L’union (finie) des fermetures est la fermeture de 'union donc si x est un point de
ﬁ, pour un i au moins, x € m donc x est sur une face d’une cellule de K donc
dans |K|. Réciproquement, si un ensemble fini K de cellules e; est fermé, toute
face d’une cellule de K est contenue dans K donc K est un sous-complexe de C.

3. Le complémentaire de star(c) est un sous-complexe car si une cellule n’est pas
bornée par c, aucune de ses faces n’est bornée par c. Le complexe C étant fini,
d’apres la partie 2 du présent théoreme, c’est un fermé et star(c) est un ouvert.

d

Propriétés 3.3 Pour la topologie de |C|, si ¢ est une cellule de C alors |star(c)|
est le plus petit polyedre ouvert contenant c.

Preuve :
C’est une synthese des parties 1 et 3 du théoréme précédent. ]

Maintenant que nous avons défini la notion de plus petit ouvert et celle d’en-
semble ouvert et fermé sur les complexes cellulaires, nous allons pouvoir décrire
une topologie sur les polyedres, et ainsi caractériser une topologie sur les ensembles
finis. Dans un premier temps caractérisons la nature méme d’un polyedre d’un

complexe convexe de dimension n :
Proposition 3.7 Pour tout compleze C de dimension n, |C| est fermé.

Preuve :
C est une union finie de ses cellules fermées, donc il est fermé. O

On peut maintenant déduire du Théoreme 3.6, la caractérisation de l'intérieur
et de I'adhérence d’un sous-ensemble d’un polyedre en fonction des étoiles ouvertes
des cellules de ce sous-ensemble.

Proposition 3.8 Etant donné un ensemble H de cellules du complexe C, on a :
1. [H| est l'union des cellules e de H telles que star(e) C H

2. |H| est l'union des cellules de H et de leurs faces.

Ceci nous permet de définir une topologie sur ’espace des complexes convexes,
la topologie quotient de la topologie classique sur IR".
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Définition 3.16 (Topologie-Etoile de C) Si |C| est muni de sa topologie clas-
sique (induite par celle de IR"), la topologie quotient définie sur C a pour ouverts,
par définition de la topologie quotient, les images par j (voir Définition 3.15) des
ouverts de |C| qui sont saturés pour la relation celP. Cette topologie est appelée la
topologie-étoile.

Des résultats précédents et de la Définition 3.16 de la topologie quotient nous
déduisons le théoreme fondamental suivant caractérisant la topologie-étoile :

Théoreme 3.9 Sur l'espace C, les éléments sont les cellules du complexe C. La
topologie-étoile sur C est la topologie engendrée sur C par les étoiles ouvertes de

ses cellules.

Preuve :

La topologie engendrée par les étoiles ouvertes des cellules a pour ouverts les unions des
étoiles ouvertes de cellules (dans la définition générale, on prend les unions quelconques
et intersections finies mais ici les intersections d’étoiles ouvertes de cellules sont des
étoiles ouvertes de cellules ou bien sont vides). D’apres les deux théorémes précédents,
les ouverts saturés de |C| sont les unions d’étoiles ouvertes, donc les topologies sont
confondues. ad

Nous avons donc les propriétés suivantes sur les ensembles ouverts et fermés :

— Un ensemble E de cellules est un ensemble ouvert pour la topologie-étoile si
et seulement si : Ve € E, star(c) C E.

— Un ensemble E de cellules est un ensemble fermé pour la topologie-étoile si

et seulement si : Ve € E, sic <, alors ¢ € E.

Remarque : Cette topologie quotient est donc bien conforme au schéma présenté
pour les topologies sur les ensembles finis qui sont associées aux relations d’ordre :
un ouvert de base est bien 'ensemble des successeurs d’une cellule pour la relation

de bornage.

Ce résultat est tres important car il va nous permettre de récupérer des résultats
de la topologie algébrique réelle qui sont transposables. Nous allons montrer plus

loin comment on peut en tirer un théoreme de Jordan.

8 Les ouverts de |C| qui sont saturés pour la relation cell sont des unions de cellules. Les ouverts
dans ’espace quotient ainsi obtenu sont donc bien des ensembles de cellules.
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3.2.5 courbe, surface et théoreme de Jordan

Du fait que 'on se trouve dans une structure quotient, on récupere un certain

nombre de résultats classiques de la géométrie réelle.

Définition 3.17 (C-courbe) Une C-courbe est une suite finie co, ..., co, de cel-
lules qui sont alternativement des sommets et des arétes, telles que cy et co, soient
des sommets et que les cellules d’indices successifs soient incidentes. Elle est dite

simple si toutes ses cellules sont distinctes. Elle est dite fermée si co = cop,.

Remarque : Une C-courbe simple est un sous-complexe de dimension 1 de C.

Proposition 3.10 Une C-courbe (resp. fermée, simple) est l'image par j d’une

courbe continue (resp. fermée, simple) de IR?.

Preuve :

Dire qu’une C-courbe 7 est I'image d’une courbe continue I' de IR? signifie :
1. tous les points de I' ont leur image dans ~;
2. sit <t j(f(t)) a un indice dans v inférieur ou égal a celui de j(f(t’)).

Une C-courbe est une suite de sommets et d’intervalles ouverts agencés de telle sorte que
I’on obtienne une suite d’intervalles fermés qui se rencontrent en une extrémité. Cela
donne une ligne brisée qui est une courbe continue. Plus précisément, nous donnons un
paramétrage des points de |C| qui sont dans la courbe, c’est a dire une application de
I = [0,1] dans |C|. On peut prendre, par exemple, le paramétrage suivant, i variant de
Oan:

— pour les sommets : f(cz;) = L ;

— pour les arétes : I'application linéaire qui envoie l'intervalle ouvert ] L

i
= 7| dans

lintervalle ouvert |cg;+1] =]cai, caita|
v est fermée si I' est fermée et simple si elle n’a pas de point double donc si I' n’a pas
de point double car les cellules sont disjointes. O

Définition 3.18 (ensemble connexe) Un ensemble de cellules d’un complexe
est dit connexe si quelles que soient les cellules ¢ et ¢’, il existe une suite ¢ =

co, ..., ¢p = C telle que deuz cellules d’indices consécutifs soient incidentes.
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Théoreme 3.11 Soit U un ensemble de cellules d’un complexe dans IR". Alors

|U| est connexe par arcs si et seulement si son image par j est connexe.

Preuve :

Supposons que |U| soit connexe par arcs. Montrons que U est connexe. Soient ¢ et ¢/
deux cellules de U. Soit a € |c| et b € |¢|, par hypothese il existe une courbe h joignant
a et b. Par définition h est une application continue de I dans |U] telle que h(0) = a et
h(1) = b. Nous allons construire une suite finie de cellules incidentes ¢ = cg, c1, ..., ¢, = .
L’idée la plus simple est de prendre les cellules images par j des points de la courbe h.
C’est ce que nous ferons en prenant quelques précautions, une méme cellule pouvant étre
I’image de plusieurs points de h : on court-circuitera les boucles inutiles.

On construit une suite ¢; de cellules et une suite d’indice t; appelé indice de sortie
de la courbe en ¢;. Supposons que nous ayons construit une suite ¢ = cg,cq,...,¢; de
cellules toutes distinctes telles que deux cellules d’indices successifs soient incidentes
et telles que pour tout j < 4, il existe ¢; € I la suite t; étant croissante et vérifiant
tj = sup(t | h(t) € |¢;]). Si ¢; = ¢, le processus s’arréte.

Sinon,

— sih(t;) & |eil, on note c;11 1a cellule telle que h(t;) € |c(;+1)|- Comme h est continue,
h(t;) € |ci| et donc ¢;11 borne ¢;.

— si h(t;) € |ci], on choisit ¢;+1 parmi les cellules k € U telle que inf(t | t > t; et
h(t) € |k|) = t;- Une telle cellule existe car sinon il y aurait des indices de I ou la
courbe ne serait pas définie. Comme h est continue, h(t;) € |ciy1| et donc ¢; borne
Ci+1.

La suite ¢; ainsi construite est finie (puisque toutes les cellules par construction sont
distinctes) et vérifie les hypotheses requises.

Réciproquement soient a et b deux points de |U|; on doit montrer qu’il existe un
chemin de a vers b. Soit ¢ (resp ') la cellule telle que |c| (resp |¢/|) contienne a (resp.
b). U étant connexe, il existe une suite finie de cellules ¢ = ¢y, ¢y, ...,¢p = ¢ telle que
pour tout i,0 < i < p ¢; soit incidente a ¢;+1. Si ¢; borne ¢;41, tout point de |¢;| est dans
I'adhérence de |c;41]. D’apres la propriété 3.1, pour tout y € |¢;y1], il existe un chemin
[x, y] tel que |x, y] € |¢ix1]|. On peut donc trouver une suite de points z; € |¢;| et des
chemins reliant les points d’indices successifs. L’union de ces chemins est un chemin de
a vers b dans |U]. O

Remarque : Les précautions prises sur le nombre fini de cellules rencontrées

sont nécessaires car parmi les fonctions réelles continues, on peut rencontrer des
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xsin(1/x)
premiere gellule /

i

conde ¢ellule ™

F1G. 3.8 — probleme posé par certaines fonctions réelles continues.

fonctions telles que © — xsin(1/z). Pour un tel exemple si 'on considere les
deux cellules formées par les triangles dont les sommets sont (0,0).(1,0),(1,1) et
(0,0).(1,0), (1, —1) (voir figure 3.8) la courbe représentant cette fonction passe une
infinité de fois d’une cellule a 'autre.

Le théoreme de Jordan classique se présente sous la forme suivante :

Théoréme 3.12 (théoréme de Jordan) Toute courbe continue, fermée simple
sépare le plan en deux composantes connexes : ['une bornée est appelée lintérieur,
l'autre est appelée [’extérieur.

On admettra ce théoreme de la géométrie classique qui admet diverses démonstrations
qui ne sont pas élémentaires [GP74]. Nous en déduisons le théoreme de Jordan dans

I’espace des cellules par le passage au quotient.

Théoreme 3.13 Soit C un complexe convere de dimension 2 et soit I' une C-
courbe fermée simple. I' sépare le plan en deux composantes connexes distinctes

dont une bornée est appelée l'intérieur.

Preuve :

Une C-courbe fermée simple est I'image par j d’une courbe fermée simple I' dans IR2.
On applique le théoreme de Jordan classique a I'". L’intérieur et l’extérieur de la courbe
réelle sont des unions de cellules donc on peut appliquer le théoreme 3.11 ce qui prouve
le théoreme. O

Ce théoreme nous permet de définir la notion de « trou » que nous utiliserons

plus loin :
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Définition 3.19 (Trou) Soit C un complexe convexe, on appelle Trou, on l'on
note T, un ensemble connexe tel qu’il existe une courbe fermée simple contenant

T en son intérieur.

Notre démarche differe de celle préconisée notamment par V.A. Kovalevsky
[Kov89] ou J. Francon [Fra95, Frad6]. En effet ils utilisent uniquement des struc-
tures discretes pour obtenir des résultats en géométrie discrete en s’appuyant
en particulier sur la notion de complexe cellulaire abstrait. C’est une théorie
mathématique nouvelle qu’ils développent actuellement.

Nous montrons que la structure que nous avons développée est le quotient d’une
structure classique sur IR", les images étant supposée obtenues par « découpage
» des surfaces de IR® (et plus généralement de IR™). Nous obtenons ainsi des
résultats par passage au quotient de ceux de la topologie algébrique classique.
Cette démarche peut paraitre moins directe, mais elle se justifie par son efficacité
comme le montre notre démonstration du théoreme 3.13 de Jordan pour les images
2D. De plus elle n’est pas nouvelle en mathématique, les nombres complexes sont

bien utilisés pour prouver des théoremes sur les équations algébriques réelles.

3.3 Et ’analyse d’images ?

3.3.1 introduction

Nous nous proposons maintenant d’appliquer la topologie-étoile définie dans les
sections précédentes a ’analyse d’images. Ceci nous permettra d’obtenir un modele
de représentation cohérent et consistant, évitant le paradoxe de la connexité et les
autres problemes apparentés [Pav77].

Ce modele a pour objectif d’étre général, c’est a dire adapté non seulement
aux images en niveaux de gris, mais aussi aux images multi-dimensionnelles. Mais
il est clair que le fait de prendre en compte des cellules telles que les surfels,
lignels et pointels est contraignant en termes d’analyse d’image. En effet la quantité
d’informations fournies par les pixels ou les voxels est déja considérable et en
rajouter risque de devenir trop contraignant. Rappelons que le facteur de 'efficacité
est a prendre en compte dans les applications de traitement d’images, et multiplier

I'information ne peut que ralentir les traitements.
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De plus linformation apportée par les lignels, pointels ou surfels n’est pas
toujours pertinente. L’approche que nous présentons consiste donc a ne travailler
principalement qu’avec les cellules de plus grande dimensions (les pixels ou les
voxels?) et de ne prendre en compte les cellules de dimension inférieure & n que
lorsqu’elles sont indispensables a la cohérence avec la topologie-étoile. Ainsi nous
limitons 1'utilisation de ce qui pourrait étre considéré comme totalement artificiel :

les lignels, pointels et surfels.

3.3.2 k-adjacence et k-connexité

Nous allons tout d’abord examiner les notions d’adjacence et de connexité. En
effet ces notions sont primordiales puisque découlent d’elles celles de courbes, de
contours, de frontieres, ... Le fait de vouloir ne travailler principalement qu’avec les
cellules de plus grande dimension nous oblige a spécialiser la notion de connexité
donnée par la définition 3.18.

On dit habituellement que deux pixels ou voxels sont adjacents s’ils se touchent
suivant un lignel, pointel ou surfel dans le cas des voxels. Nous obtenons ainsi la
4 et la 8-connexité dans le cas des images 2-D. Si 'ont étend directement cette
notion a la topologie-étoile on obtient la définition suivante :

Définition 3.20 (k-adjacence) Deux m-cellules ey, es dans R", m < n, sont k-
adjacentes, k < m, si et seulement si il existe une k’-cellule e telle que m > k' > k

et ey, e € star(e).

Remarque : La 0-adjacence correspond a la 8-connexité classique et la 1-
adjacence a la 4-connexité.

D’une maniere générale, on dira que deux n-cellules sont adjacentes si et seule-

ment si il existe une troisieme cellule qui borne les deux premieres (voir figure 3.9).

Contrairement aux modeles classiques, on ne peut se contenter de cette définition
de I'adjacence entre cellules pour définir les notions de connexité et d’ensemble
connexe. D’abord parce que cette définition de ’adjacence entre cellules corres-
pond a celle habituellement utilisée et ne résout donc rien; ensuite parce que les

9Nous appellerons ces cellules les n-cellules ot n désigne la dimension maximale, c’est & dire
2 pour les pixels et 3 pour les voxels.
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F1G. 3.9 — n-cellules adjacentes deux a deux

cellules de dimension non maximales ne sont pas réellement utilisées dans cette

définition. De plus la notion de connexité est directement déduite de celle de ’ad-

jacence.
d b Or une connexité induite par la relation d’adja-
JJ: o cence ne correspond pas a ce que 'on recherche. En
a c effet si 'on regarde la figure 3.10, les voxels gris sont

adjacents par le lignel central, les voxels blancs par

le pointel. On retrouve les problemes du type ”para-

) doxe de la connexité”. Il est donc essentiel de définir

Fia. 3.10 — Connexité . L L

une adjacence particuliere permettant de définir la
connexité. Attention il n’est pas question ici de remettre en cause ’adjacence de la
définition 3.20, mais d’en donner une définition supplémentaire uniquement guidée
par des considérations pratiques d’analyse d’images.

En fait nous allons définir une adjacence dans un ensemble qui permettra de
préciser si deux n-cellules appartenant a un méme ensemble sont adjacentes ou pas.
On pourra ainsi en déduire la connexité de I'ensemble. L’idée est la suivante : Les
voxels gris de la figure 3.10 sont "plus fortement” adjacents car liés par un lignel
et non pas un pointel comme les voxels blancs. Nous allons donc définir la notion

de cellule jonction et imposer que ’adjacence se fasse par ce type de cellules.

Définition 3.21 (k-jonction) Soient deuzr n-cellules e, e’ k-adjacentes; on ap-
pelle k-Jonction(e,€’) la cellule de plus grande dimension (supérieure a k) parmi
l’ensemble des cellules bornant e et e’.

Définition 3.22 (k-adjacence dans un ensemble) Soit E C IR" un en-
sembles de cellules, e,e’ € E sont dites k-adjacentes dans E si et seulement si

e et € sont k-adjacentes et 0-Jonction(e,e’') € E.
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Nous obtenons donc les définitions suivantes de la k-connexité et des ensembles

k-connexes :

Définition 3.23 (k-connexité) Deuz m-cellules e, e’ € E sont k-connectées si
et seulement si il existe une suite de m-cellules de E e = ey, ..., e, = € telles que

Vi=1...p, e; est k-adjacente dans E a e;_1.

Définition 3.24 (ensembles k-connexes) E, sous-ensemble de dimension d de
IR" est k-connexe si et seulement si pour tout couple de cellules (e,e’) de dimension

d de E, e et e’ sont k-connectées.

Corollaire 3.14 Soit E' un ensemble k-connexe, alors E est k’-connexe, V k' < k.

Preuve :
Si F est un ensemble k-connexe, alors il existe une suite de n-cellulesde E'e = eq, ..., e, =
¢ telles que Vi = 1...p, e; est k-adjacente dans E & e;_1.

Or e; est k-adjacente dans E a e;_; signifie qu’il existe une k”-cellule e telle que
K" > k et ejei1 € star(e). K" > k = k"’ > k' puisque ¥’ < k. De méme la k-
Jonction(e;, e;—1) est aussi la k’-Jonction(e;,e;—1). Donc e; est k’-adjacente dans E &
ei—1; donc E est un ensemble k’-connexe. O

Remarque : Par abus de langage on emploiera désormais les termes Jonction,
adjacence, et connexité pour 0-Jonction, O-adjacence et O-connexité.

Apres avoir défini les notions de connexité, nous pouvons maintenant passer aux
notions propres au traitement d’images, notamment celles de régions et d’adjacence

entre régions.

3.3.3 le concept de région

Traditionnellement une région est définie comme un ensemble connexe de pixels
ou de voxels dans le cas d'images 3-dimensions. Dans notre formalisme cela re-
viendrait a définir une région comme un ensemble connexe de n-cellules. Or si 'on
regarde la figure 3.11.a, les pointels et le lignel manquants forment alors également
une région. Méme si du point de vue de la topologie-étoile cet ensemble de cel-
lules a un sens, en terme d’analyse d’images, il ne serait pas raisonnable de laisser

des régions définies uniquement a partir de cellules de dimension inférieure a n.
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° ° °
° ° °
. _— _—
a — "trou” dans une région b — une région et son bord

Fic. 3.11 — Exemples de problemes posés par les cellules de dimension inférieure
a n dans les régions.

Le probleme posé par la figure 3.11.b est différent, il vient du fait que nous vou-
lons que les régions aient un bord, c’est a dire que les frontieres entre les régions
soient partagées entre elles. Mais il ne faut pas pour autant que la définition des
régions autorise ce genre de "débordement”. Il est clair que de tels ensembles,
bien que connexes, ne correspondent pas a l'intuition que I'on se fait d’'une région.
Nous avons donc besoin d’une condition supplémentaire afin d’interdire de telles
configurations.

Nous allons dans un premier temps définir les k-hyper-surfaces. De la on en
déduira la définition d'une région et d’une image. On pourra vérifier qu'une k-
hyper-surface, et donc a fortiori une région, interdit bien les cas comme ceux
présentés a la figure 3.11 grace aux propositions 3.17 et 3.18 ci-apres.

Définition 3.25 (k-hyper-surface) R ensemble de n-cellules de IR™ est une k-

hyper-surface si et seulement si R est k-connexe et R CRC R

La figure 3.11.a est désormais impossible car R impose de « combler » les
O
trous, et prendre 'intérieur de R, c’est a dire R, n’y changera rien. Puisque on doit
O

avoir R C R, R ne peut contenir de « trous'® ». De méme pour la figure 3.11.b,

prendre la fermeture de R, rajoutera des n-cellules autour des cellules de dimension

©]
inférieure a n, or ces cellules n’appartiennent pas a R et donc la condition R C R

est contredite.

10de dimension inférieure a n.



3.3 Et Panalyse d’images ? 43

D’une maniere plus formelle les propositions 3.17 et 3.18 nous permettront de
vérifier qu'une k-hyper-surface correspond bien aux criteres que nous recherchons :
un ensemble de cellules formant une région doit correspondre a une surface dans
R" :

1. il ne peut y avoir de « trous » de dimension non maximale (inférieure a n)

dans la surface;

2. nos régions étant définies a partir des cellules de dimension n, toute cellule de

dimension inférieure a n doit borner une cellule de dimension n de la région.

Pour pouvoir prouver ces deux propositions, nous avons besoins des Lemmes 3.15
et 3.16.

O O
Lemme 3.15 v € R = star(r) C R

Preuve :
r € R star(x) C R. Or Vy € star(x), (star(y) C star(:r)) = star(y) C R.

[¢] O

o
De plus star(y) C R < y € R, donc Vy € star(z), y € R = star(z) C R. O

[©]
Lemme 3.16 Vz € R, dim(z) =n=z €R

Preyve :
r € Ret dim(z) =n < z € R donc Jy € star(z) tel que y € R.
Or dim(z) =n = star(x) ={z} doncy=z=x € R 0

Proposition 3.17 Soit R un ensemble de cellules k-connezes, les deux proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) RCR
(2) VxelR", (star(x)\{x}) CR=z€eR

Preuve :
(1=2)

(¢]
Montrons que si R C R alors nous avons l'implication suivante : star(z) \ {z} C R =

r€R
On aVz € R", star(z)\ {z} C R = z € R. Deux cas se présentent & nous :
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[¢] [¢] [¢]
(1) ze R: Comme RCR,z€ R=r€ RO

(2) xz € R\% c’est a dire z 9!% mais z € R.
xeﬁ\%éﬂy;&x, y € star(z) tel que y € R.
Or R D Rdoncy ¢ R. Ce qui est en contradiction avec I'hypothese star(z)\{z} C
R.Donc z € R\ % est impossible O

(1<2)
Supposons que 'on ait V z, de dimension d < n, star(z) \ {z} € R = = € R. Soit
O

x € R, montrons qu’alors = € R.

Nous allons le montrer par récurrence sur la dimension de x.
1. D’apres le lemme 3.16 la propriété est vraie pour x de dimension n

2. Supposons la propriété vraie au rang k, c’est a dire :

(@]
Ve €R, dim(z) >k = x€R

Montrons que cette propriété est alors vraie au rang k — 1 :
Puisque la propriété est vraie au rang k, si dim(z) > k alors x € R.
Si dim(x) =k — 1 alors :

o emme_ 3. o
e RS star(z) C R o
=y € Ret dim(y) > k.

Yy € star(x) \ {z}, dim(y) >k

Puisque la propriété est vraie au rang k, y € R donc

<Vy € star(z) \{z}, y € R < star(x) \ {z} C R) =z€R

Proposition 3.18 Soit R un ensemble de cellules k-connexes de IR", les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) RCR

(2) Toute cellule de R borne une cellule de R de dimension n



3.3 Et Panalyse d’images ? 45

Preuve :
(1=2)

o o o o
Vo € R,z € R= star(z)(\R # 0, donc 3z € star(z) tel que z € R. z € R = star(z) C
R.
D’autre part il existe forcément une cellule de dimension n appartenant a 1’étoile ouverte
de z. Nous appellerons cette cellule y. Comme star(z) C R, y € R.
De plus z € star(x) = star(z) C star(x), donc y € star(x),y € R, y cellule de dimension
n. g

(1<=2)

Vr € R, Jy € R de dimension n tel que y € star(x). Puisque y est de dimension n,
o o

star(y) =y. Or y € R donc star(y) C Ret y € R. Comme y € star(x), y € star(x) () R.

o o
Donc star(z) (| R # 0, soit d’aprés la définition de la fermeture d’un ensemble x € R O

Remarque : On remarquera que la fermeture d’une 0-hyper-surface de dimension
1 correspond a la notion de courbe donnée par la définition 3.17.

Nous pouvons maintenant donner une définition pour les images et les régions :

Définition 3.26 (image) Une image dans IR" est une 0-hyper-surface de dimen-

sion n.

Définition 3.27 (région) Une région d’une image 1 est une 0-hyper-surface de

dimension n incluse dans 1.

Nous pouvons voir que les définitions d'une région et d'une image sont si-
milaires. En fait on peut voir une image comme une région de IR", ou une région
comme une image incluse dans une autre. Ces deux concepts sont en fait les mémes.
En particulier les images ne doivent plus étre forcément rectangulaires. Ceci pourra
nous permettre de traiter une région particuliere comme une image.

De plus, on remarquera qu’une partie de la frontiere peut appartenir a la région.
En effet il est important de ne pas laisser les éléments formant les différentes
frontieres de coté; rappelons que c’est grace a cela que notre modele s’affranchit
des problemes posés par les connexités habituelles. D’ailleurs ceci est imposé par
la définition d’une segmentation telle que présentée par Pavlidis [Pav77], qui, on

le remarquera, reste valable avec notre formalisme :
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Définition 3.28 (segmentation) Une segmentation associe un prédicat P d’ho-
mogénéité a une image 1 définissant ainsi une partition de 1 en régions Ry, ..., Ry

telles que :

k
1. 1= R
i=1
2. RzﬂR] = @, 1,] € {17,]{?}
3. YVi=1,...,k P(R;) est vrai.
4. YV i#j,P(R;\JR;) est faux pour tout couple de régions (R;, R;) adjacentes.

3.3.4 adéquation avec la topologique classique dans IR"

Rappelons qu'un des buts de notre modele est de pouvoir réutiliser les définitions
et théoremes de la topologie euclidienne dans IR". Vérifions que cela est vrai pour
les notions d’extérieur, de bord et de frontiere. Les définitions suivantes sont com-
munément admises [Bro68] :

Pour tout sous-ensemble A d’un espace topologique X,

Extérieur : Ext(A) = Bou B = (X\A)
Bord : Bd(4) = A\ 4
Frontiére : Fr(A) = Bd(A) |J Bd(X \ A) = Ext(A)\A

Ces définitions restent valables dans notre formalisme en prenant X = IR".

Remarque : Il n’est pas possible de prendre X = [ car alors les bords (au sens
littéral du terme) de I'image font partie de I'intérieur de I'image et donc une région
qui serait située au bord de I'image n’aurait pas de frontiere le long de ce bord.
Son contour ne serait donc pas fermé! Il en résulte qu'une image I est une partie
strictement incluse dans ’espace topologique de IR".

3.3.5 adjacence entre régions

Maintenant que nous avons défini ce qu’est une région ainsi que son bord
et sa frontiere, examinons le probleme de ’adjacence entre régions. En effet une
représentation couramment utilisée est le graphe d’adjacence ou les sommets du

graphe représentent les régions et les arétes la relation d’adjacence entre régions.
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adjacence adjacence stricte

Fic. 3.12 — Adjacence et Adjacence stricte

Que se passe-t-il avec notre formalisme? Communément on consideére que deux
régions sont adjacentes si elles ont une frontiere commune, c¢’est a dire, au sens de
notre espace topologique, que l'intersection de leur frontiere est non-vide. Cette
définition, dite classique de 1’adjacence ne nous satisfait pas. En effet si 'on re-
garde la figure 3.12 on remarque que c’est le point interpixel central qui permet
de connecter les deux pixels blancs qui forment donc une région unique (b). Si
nous prenons la définition classique de 1’adjacence ce point interpixel appartient a
toutes les frontieres et les trois régions présentes sont donc toutes adjacentes deux
a deux. Or le graphe d’adjacence permet d’avoir une représentation abstraite de
I'image. Ainsi lors du processus de segmentation, on ne travaillera plus que sur le
graphe, et les fusions entre régions seront réalisées entre sommets voisins (reliés
par une aréte). Si 'on examine la figure 3.12, on peut voir que le fait de fusionner
les deux régions (a) et (c¢) implique la séparation en deux de la région (b). Cette
information n’est pas contenue dans le graphe. C’est pourquoi il nous semble indis-
pensable de définir une nouvelle adjacence que nous appellerons [’adjacence stricte.
En fait on peut voir que tout est lié a la position particuliere du pointel central.

Nous dénommerons ce type de cellules cellules liantes.

Définition 3.29 (cellule liante) e est une cellule liante de R si et seulement si
e € Bd(R) et il existe 2 n-cellules ey, e5 € R telles que e = Jonction(ey, es).

On peut voir une cellule liante comme une jonction du bord de la région ou

encore comme une cellule assurant la 0-connexité. En effet si cette cellule est en-
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levée, la propriété de la 0-connexité est perdue. Nous pouvons maintenant préciser
le role particulier qu’occupent ces cellules dans la notion d’adjacence et définir une
adjacence stricte :

Définition 3.30 (adjacence stricte) Deux régions Ry et Ry sont strictement
adjacentes si et seulement s’il existe deux cellules e et ey de dimension n, e; €
Ri,es € Ry, et s’il existe une k-cellule e de limage, (k < n), telle que e =

Jonction(eq, es) et e n'est pas une cellule liante d’une troisiéme région.

Théoreme 3.19 Soit Ry et Ry deux régions strictement adjacentes; alors il existe
e une k-cellule de l'image, k < n, telle que e = Jonction(ey,e3) avec e; € Ry,
ey € Ry. On a alors :

si e € Ry U Ry alors Ry |J Ry est une région.

Preuve :

R |J Ry est une région si et seulement si :

(1) Ry Rz est connexe!l.

o - o
(2 RIUR2 S RiUR2 C RiUR2

Montrons d’abord que R; | J Rz est connexe. Ry et Ry sont connexes par définition. e
borne e; et ez donc e est connexe a e; et ez. Si e € Ry (resp. e € Ry) alors toute cellule
de Ry (resp. de R2) est connexe & e; (resp. & e3) qui est connexe & e qui est connexe a
e (resp. & e1) qui est connexe a toute cellule de Ry (resp. de R;). Donc par transitivité,
R |J Ry est connexe.

__° o)
Reste & montrer que R1|J Ry C Ry |JR2 C R | Re.
__°
Montrons d’abord Ry |J R2 € Ry | Re.
(o)

D’apres la proposition 3.17 Ry J R2 € Ry |J R2 < V z cellule de dimension inférieure &
n de R™, (star(a:) \ {x}) CRiIUR2 =z € Ri|JRoa.

Supposons que z cellule de dimension inférieure a n de IR" vérifie (star(m) \ {:z:}) C
R1|J Ry. Montrons alors que z € Ry |J Ra.

1. Si (star(:v)\{:):}) C Ry (resp. (star(x)\{x}) C Ry) le probleme est résolu
puisque Ry (resp. R2) est une région, on a alors € Ry (resp. x € Ry).

" Rappel : par abus de langage connexe est employé pour 0-connexe.
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2. Examinons le cas ou (star(x) \ {x}) contient des cellules de R; et de Rs. Appe-

lons x1 et xo deux cellules de (star(w) \ {:L‘}) telles que x1 et xo appartiennent
respectivement a Rq et Ro. On va montrer par I’absurde que z € R UR,. Pour cela
supposons que x € Ry |J Re, c’est a dire que x € R3 une troisieme région. D’apres la
proposition 3.18 Jy € R3 de dimension n telle que y € star(z). Or star(z) \{z} C
RiURy donc siy # z, y € (R1 URQ) N Rs. Or (R1 URQ) NRs = 0, donc
y = = et x est de dimension n ce qui est en contradiction avec I’hypothese. Donc
r € Ry U Rs.

Montrons maintenant que Ry | J R2 C R Lcj Rs. D’apres la proposition 3.18 Ry | J R2 C
Ry ORQ < Vr € Ry|J Rz, Jy une cellule de dimension n, y € Ry |J Rs telle que y €
star(x). Montrons que Vz € Ry |J Ry on peut trouver une telle cellule y. C’est immédiat,
toujours d’apres la proposition 3.18. En effet x € Ry J Rz est équivalent a z € Ry ou
r € Ry. Or Ry et Ro sont des régions et donc si x € R; d’apres la proposition 3.18
Jy € Ry cellule de dimension n telle que y € star(x). Il en est de méme si x € Ry. O

Cette fois-ci les deux régions (a) et (c) de la figure 3.12 ne peuvent pas étre
strictement adjacentes car le point interpixel central est une cellule liante pour la
région (b). On a donc le graphe d’adjacence Gs. Sur ce graphe il n’est pas possible
de fusionner les deux régions (a) et (c) sans tenir compte de la région (b).

Mais lors de la segmentation et de la création de la région (b), la décision
concernant le point interpixel central n’est pas forcément définitive. Il peut donc
étre important de garder sous une certaine forme les arcs d’adjacence. On pourra
ainsi lancer une analyse plus fine : par exemple lors de 'utilisation d’une méthode
de segmentation autorisant les retours en arriere (backtrack).

3.4 Conclusion et perspectives.

Le formalisme que nous avons présenté nous permet de travailler sur un modele
cohérent de représentation des images. Il s’appuie sur la notion de complexe cel-
lulaire, reste lié a la topologie classique sur IR", mais prend aussi en compte les
contraintes de I'analyse d’images.

La topologie-étoile, topologie engendrée par les étoiles ouvertes, nous permet
de récupérer les résultats de la topologie algébrique réelle, pour les transposer

a nos cellules. Des lors, les courbes et surfaces de IR" se trouvent transposées



50 Approche interpixel et modélisation des images

"naturellement” et nous permettent de proposer un théoreme de Jordan adapté a
la topologie-étoile.

Nous avons adopté cette topologie en la spécialisant afin de tenir compte des
spécificités du domaine de 'analyse d’images : besoin de définir des régions, des
bords, des frontieres. Mais avant d’arriver au concept de région, il nous a fallu
affiner encore les notions d’adjacence et de connexité. En effet, si une région
peut grossierement étre vue comme un ensemble (homogene) de voxels ou pixels
connexes, la topologie-étoile oblige a étudier de pres les éléments de dimension
inférieure permettant de réaliser la connexité. Cette approche peut paraitre lourde
car elle demande 1’étude des cellules de dimension non maximale. En fait nos
définitions spécialisées pour 'analyse d’images, nous permettent de ne prendre en
compte ces cellules que lorsqu’elles sont relatives aux bords des régions. Ainsi les
contraintes que nous ajoutons n’alourdissent pas exagérément les structures de
données et les traitements.

Il faut maintenant étudier de plus pres les notions que nous avons décrite dans
le cadre d’'un espace a 3 dimensions. Notamment, il serait intéressant de définir
proprement la notions de surface et d’en déduire un théoreme discret de Jordan
dans un espace a 3 dimensions. On pourra remarquer que cette notion de surface
est sous-jacente : c’est un ensemble de surfels, lignels, pointels adjacents. Reste a
trouver une formulation correcte et essayer de définir correctement la notion de
surface fermée.

Nous disposons d’une topologie adaptée, encore faut-il 'utiliser. Il est donc
primordial de définir un (ou des) algorithmes de segmentation respectant cette to-
pologie. Les algorithmes présentés dans le chapitre 5 travaillent déja en interpixel et
leur conformité avec les impératifs de la topologie-étoile devraient étre vérifiée. On
notera tout de méme que le graphe topologique des frontieres que nous présentons
au chapitre 4 est bien conforme a notre topologie.

Dans un avenir plus lointain, il faudra définir d’autres notions que celle de
région. En effet la notion d’objet semble indispensable car un objet dans I'image
est rarement représenté par une seule région. De plus les régions composant I'objet
ne sont pas forcément deux a deux adjacentes. En effet un objet peut étre recouvert
partiellement par un autre. Mais ceci fait partie des objectifs a long terme et sort

du cadre de cette these.



Chapitre 4

Graphe topologique des frontieres

4.1 Remarque préliminaire

Dans la topologie classique dans IR", et également dans la topologie-étoile,
on appelle frontiere d’un sous-ensemble A d’un espace topologique X, I'ensemble
Fr(A) = Bd(A) J BA(X \ A) ou Bd(A) est le bord de A (voir définition a la
section 3.3.4). Or en analyse d’images on s’intéresse a la notion de frontiere entre
deux régions Ry et Ry, c’est a dire a une partie connexe de Fr(Ry) () Fr(Ra).
Par la suite, et par abus de langage, le terme frontiere désignera pour nous une
frontiere entre deux régions, c’est a dire une frontiere en terme d’analyse d’images.
Lorsqu’on parlera de la frontiere Fr(R) d'une région R, nous dirons « frontiere au
sens topologique du terme ».

4.2 Introduction

Dans le chapitre 3 nous avons présenté une modélisation topologique des images.
Comme nous I’avons précisé dans I'introduction de ce document, nous voulons tou-
jours garder a l’esprit que tout algorithme ou modele de segmentation, doit pouvoir
étre intégré dans un processus plus général de reconnaissance. Une structure de
données adaptée s’avere donc indispensable pour pouvoir réellement exploiter la
topologie-étoile. Kovalevsky dans [Kov89] propose une représentation par liste de

cellules. Afin de ne traiter que les données significatives de I'image, Kovalevsky
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a introduit la notion de block cells : les éléments 2-dimension des block cells sont
des sous-complexes ouverts de dimension 2 correspondant aux régions (au sens
classique du terme c’est a dire ensemble de pixels deux & deux adjacents). Les
frontieres entre les régions ainsi définies deviennent les éléments 1-dimension et les
points de jonction de ces frontieres, les éléments O-dimension. Cette structure ne

nous convient pas pour deux raisons :

1. Nous préférons conserver une structure de graphe plutot que d’utiliser des
tableaux de listes. En effet on dispose alors de toute I'algorithmique de graphe

pour aider a la résolution de certains problemes.

2. Comme il est déja dit dans larticle [Kov89], le squelette 1-dimension du
complexe dual d'un block cells est équivalent au graphe d’adjacence. Or dans
ce méme article il apparait que les graphes de voisinage, dont fait partie le
graphe d’adjacence, ne respectent pas les axiomes de la topologie. Il semble
donc que cette structure n’est pas plus de propriétés que le graphe d’adja-
cence, en tout cas du point de vue de la topologie des images.

Le deuxieme argument justifie également le fait que le graphe d’adjacence clas-
sique n’est pas une structure de données satisfaisante. Il fallait donc chercher une
structure de graphe permettant de coder I'image tout en décrivant sa topologie.
Pour cela deux points importants devaient étre respectés :

— coder les frontieres et pas seulement 1’adjacence ;

— garder la notion de « trou » dans une région, c’est a dire enregistrer les

phénomenes d’inclusion de régions les unes dans les autres.

Nous avons élaboré une représentation que nous appelons le graphe topologique
des frontiéres' [Fio96]. Cette représentation utilise une modélisation dérivée des
cartes combinatoires que nous présentons a la section 4.4. Ces modélisations a
base topologique sont déja utilisées dans plusieurs logiciels de C.A.O. ou synthese.
Nous espérons, par nos recherches actuelles et futures, montrer l'intéret de telles
modélisations pour l'analyse d’images et ainsi valider notre représentation afin
de pouvoir I'implanter dans de futurs logiciels. De fait, la question de trouver
une bonne représentation pour I'analyse d’images est toujours d’actualité. En ef-
fet méme si le graphe d’adjacence est connu depuis longtemps [Ros74, Pav77], il

!Nous aurions également pu I'appeler carte des frontiéres en référence au modele des cartes
combinatoire dont cette représentation est dérivée.



4.3 Brefs rappels sur la théorie des graphes 53

n’est pas completement satisfaisant car certaines informations importantes sont
manquantes. Ainsi W.G. Kropatsch [Kro94] utilise, dans le cadre de 'analyse
hiérarchique a base de pyramides d’images, une structure de graphes planaires
connexes duaux (voir 4.4). Nous expliquerons pourquoi cette structure ne nous
convient pas et présenterons a la section 4.6 la notre. Nous prouverons également
un algorithme réalisant l’extraction du graphe topologique des frontieres en un
seul balayage de 'image. Mais dans un premier temps voici quelques brefs rappels
sur la théorie des graphes.

4.3 Brefs rappels sur la théorie des graphes

La terminologie et les définitions données dans cette section sont extraites des
livres de C. Berge [Ber70] et M. Gondran et M. Minoux [GM95].

4.3.1 notions générales

Définition 4.1 (graphe) Un graphe G = (V, E) est déterminé par la donnée :

— d’un ensemble V' dont les éléments sont appelés des sommets.

— d’un ensemble E dont les éléments sont des couples (u,v) de sommets. Si
ces couples sont ordonnés on appelle ces éléments des arcs et le graphe est
dit orienté. Sinon on appelle ces éléments des arétes et le graphe est dit non
orienté.

Dans toute la suite les graphes que nous utiliserons seront implicitement considérés
comme non orientés. Si nous devons utiliser des graphes orientés alors nous em-
ploierons le terme de « graphe orienté » de maniere explicite.

On appelle boucle une aréte (u,v) telle que u = v. Un multi-graphe est un
graphe pour lequel il peut exister plusieurs arétes entre deux sommets u et v
donnés. Un graphe est dit simple si :

— il est sans boucle;

— ce n’est pas un multi-graphe, c’est a dire qu’il n’y a jamais plus d’une aréte

entre deux sommets quelconques.

On dit que deux sommets u et v sont adjacents s'il existe une aréte (u,v) € E.

L’ensemble des sommets voisins d’un sommet u, noté I'(u), est I’ensemble de tous
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les sommets v du graphe tels que u et v soient adjacents.

Définition 4.2 (degré) Le degré du sommet v, noté dg(v) (ou d(v) lorsqu’il n’y
a pas d’ambiguité) est le cardinal de l’ensemble T'c(v).

Un sommet est dit isolé si son degré est nul.

Définition 4.3 (chaine) Une chaine de longueur q est une séquence de q arétes :
P =eje9,..,¢

telle que chaque aréte e, de la séquence (2 < r < q—1) ait une extrémité commune
avec laréte e,_1 (e,_1 # e,) et lautre extrémité commune avec l'aréte e, (€11 #
e;). Les sommets ey et e, sont appelés les extrémités de la chaine P. On dit que

la chaine P joint les sommets e; et e4.

Dans le concept orienté on parle de chemin et on impose la condition supplémentaire
que tous les arcs soient orientés dans le méme sens. Par abus de langage, on parlera
également de chemin pour des graphes non orientés, le terme « chemin » signifie
alors « chaine ». On appelle cycle une chaine P = ey, ey, ..., ¢,, a une permutation
pres?, telle que :

— la méme aréte ne figure pas deux fois dans la chaine;

— les deux sommets extrémités de la chaine coincident.

Un cycle élémentaire est un cycle minimal (pour I'inclusion), c’est & dire ne conte-
nant strictement aucun autre cycle.

Il est facile de remarquer que la relation « u = v, ou u # v et il existe une
chaine reliant u et v » est une relation d’équivalence. On peut alors donner la

définition suivante :

Définition 4.4 (composante connexe) Les classes d’équivalence de la relation
«u=uv, ouuFuv etil eriste une chaine reliant u et v » constituent une partition
de V' en graphes, appelés les composantes connexes de G.

Un graphe sera dit connexe s’il ne forme qu’une seule composante connexe, c¢’est
a dire si quelque soit u et v deux sommets, il existe une chaine reliant ces deux
sommets. La figure 4.1 montre un multi-graphe et présente la notion de boucle, de

sommets adjacents et de composante connexe.

2Le cycle défini par la chaine a,b,c,a est équivalent & celui défini par les chaines b,c,a,b et
c,a,b,c.
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FiGc. 4.1 — Un graphe

4.3.2 graphes planaires

Nous donnons ici brievement les caractéristiques principales d’une classe par-
ticuliere de graphe : les graphes planaires.

Définition 4.5 (graphe planaire) Un graphe G est dit planaire lorsqu’il admet
une représentation sur un plan par des points distincts figurant les sommets et des
courbes simples figurant les arétes, deux telles courbes ne se rencontrant pas en

dehors de leurs extrémités.

Les parties connexes (pour la topologie classique dans IR?) du plan P délimitées
par des arétes du graphe G sont appelées les faces. L’ensemble des arétes qui
touchent une face constitue la frontiére de la face. Deux faces sont adjacentes
lorsque leurs frontieres ont au moins une aréte commune (et pas seulement des
sommets communs). D’une maniére générale, la frontiere est constituée de cycles
élémentaires disjoints (pour les arétes), d’arétes pendantes ou d’arétes reliant deux
cycles. A part pour la face extérieure, dite face infinie, il y a toujours un cycle
contenant en son intérieur toutes les autres arétes de la frontiere, c’est le contour

de la face. Ces différentes notions sont présentées a la figure 4.2.
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une face

face infinie f P \ ----- le contour d’une face
o

- - la frontiere d’une face

FiG. 4.2 — Un graphe planaire

4.4 Structure de graphes duaux

W.G. Kropatsch et H. Macho [KM95] ont présenté une structure de données
a base de graphes planaires pour la représentation d’une image et 1'utilisation de
cette représentation dans un procédé d’analyse basé sur une pyramide d’images.
Nous ne développons pas ce processus de traitement, pour de plus amples infor-
mations le lecteur pourra par exemple se reporter a [MMRI1]. L’originalité de
leur approche vient du fait qu’ils utilisent un multi-graphe qui est une extension
du graphe d’adjacence des régions et son dual. Ce dernier permet d’effectuer cer-
tains controles afin de maintenir la cohérence de la représentation et d’éliminer les
éléments d’information inutiles ou redondants.

Leur utilisation d’un multi-graphe est diie a la méme constatation que nous
avons déja faite : un graphe d’adjacence ne modélise pas la topologie de I'image. En
effet dans le cas de deux régions adjacentes mais ayant deux frontieres distinctes,
le graphe d’adjacence ne permet pas de rendre compte de ce fait. D’ou I'idée assez
naturelle d’utiliser un multi-graphe ou chaque aréte symbolise I'existence d’une
frontiere entre les régions représentées par les sommets du graphe. On obtient ce
qu’on pourrait appeler un multi-graphe d’adjacence.

Mais cette simple amélioration du graphe d’adjacence n’est pas suffisante, en
effet les « trous » ne sont pas différenciés. Or il parait évident qu’en terme d’analyse
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F1G. 4.3 — Le multi-graphe et son dual proposé dans [Kro94]

d’images cette information est importante. Le graphe ou le multi-graphe d’adja-
cence ne font pas de différences entre ces deux types d’adjacences. Comment savoir
lorsque deux sommets sont reliés par une aréte si les deux régions correspondantes
sont voisines ol si I'une est incluse dans l'autre ?

W.G. Kropatsch propose dans [Kro94| de rajouter une aréte supplémentaire
dans le dual, un pont (« un bridge »), afin de relier le « trou » a sa région englo-
bante. Ce pont se traduit alors par une boucle dans le multi-graphe d’origine. Ce
cas de figure est présenté a la figure 4.3 extraite de [Kro94].

Afin d’étre complétement homogene, W.G. Kropatsch et H. Macho dans [KM95]
rajoutent un pont entre I'image et son cadre (dans le cas de la figure 4.3, cela re-
vient a rajouter un cadre symbolisant le bord de I'image et un pont entre ce cadre
et la maison — le graphe dual —). Ils obtiennent ainsi une structure totalement
homogene et rendant compte de la topologie de I'image. Un des avantages de
cette structure c’est que les graphes sont planaires et connexes, facilitant ainsi les
traitements. Cette propriété de connexité semble en outre primordiale pour leur
processus d’analyse.

Parmi les inconvénients on citera l'obligationn de maintenir deux graphes.
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D’autre part nous ne voulons pas ajouter des arétes fictives tels que les ponts
car notre but est de combiner notre représentation avec le codage interpixel afin,
par exemple, d’étiqueter chaque frontiere (donc chaque aréte) par son codage in-
terpixel. Quel code donner alors aux ponts? Ces arétes vont nécessiter alors un
traitement particulier et nous perdrions donc 'homogénéité de la structure. De
plus 'extension de ce modele pour la représentation d’images 3D parait difficile.
Ces considérations nous ont amenés a étudier d’autres modélisations permet-
tant de rendre explicitement compte de la topologie d'une image et pouvant se

généraliser a la dimension 3 (voire n).

4.5 Cartes combinatoires

Les cartes combinatoires que nous présentons dans cette section sont des modeles
utilisés en C.A.O., modélisation et synthese. En effet depuis longtemps les per-
sonnes travaillant dans ces domaines ont été confrontées au probleme d’une représentation
efficace et pratique. C’est pourquoi il nous a semblé intéressant d’étudier les
représentations utilisées afin de bénéficier de toute l'expérience acquise dans ce

domaine.

4.5.1 présentation générale

Les cartes combinatoires s’inscrivent dans le cadre des modeles de représentation
par contours. Dans ce type de représentation les objets (les solides) sont définis
par une subdivision en faces (et ces faces en sommets et arétes®). Ce modele to-
pologique est complété par un modele de plongement définissant la projection de
I'objet dans IR* ou IR®. Clairement le probleme du plongement ne fait pas par-
tie pour l'instant de nos préoccupations. En effet nous avons déja développé dans
notre équipe (voir [Cha95]) des algorithmes permettant de « redessiner » I'image a
partir du codage interpixel des régions*. Nous avons donc comme seule contrainte

de pouvoir insérer ce codage dans notre représentation.

30n retrouve déja les notions de cellules de dimension 0, 1, 2 et 3 utilisées dans la topologie-
étoile

4Le cas des images 3D fait partie de nos préoccupations actuelles et des perspectives de
recherche. Il n’entre pas dans le cadre de cette these.
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Y. Bertrand et J.F. Dufourd affirment dans [BD94| que les cartes et leurs ex-
tensions offrent un avantage décisif car elles sont définies a partir d'un seul élément
de base, le brin, et qu’elles utilisent des opérateurs simples a mettre en ceuvre :
des involutions et des permutations. Ce qui implique une grande homogénéité dans
la représentation et une généralisation immédiate a une dimension n. Ceci nous a
paru étre un avantage significatif. De plus 'analogie avec les graphes planaires est
immédiate, on se rapproche donc du modele idéal souhaité. On montrera a la fin
de cette section que nous ne pourrons pas l'utiliser directement. Le graphe topo-
logique des frontieres sera en fait basé sur une représentation directement dérivée
des cartes combinatoires.

La notion de carte est apparue en 1960 [Edm60]. Les travaux depuis ont été
nombreux, il n’est donc pas possible dans le cadre de cette these d’en faire une
étude exhaustive. Le lecteur intéressé pourra se reporter a l’état de 'art de P.
Lienhardt [Lie90, Lie91].

J.F. Dufourd propose dans [Duf91] un autre modele a base de cartes combi-
natoires : les n-hypercartes ou n-h-cartes (qui sont une extension des hypercartes
présentées par R. Cori [Cor75]). Y. Bertrand et J.F. Dufourd dans [BD94] montrent
comment passer des n-h-cartes aux n-g-cartes et n-cartes. Cette autre modélisation
est surtout intéressante du point de vue théorique car elle prouve 1’équivalence
entre tous les modeles de représentation basés sur les cartes topologiques.

Nous présentons ici le premier modele de cartes combinatoires, les 2-cartes,
ainsi que le modele des cartes généralisées ou n-g-cartes. Ces dernieres constituent
la base d'un modeleur volumique interactif expérimental développé a I'Université
Louis Pasteur® de Strasbourg. Elles présentent donc un intérét certains d’un point

de vue pratique.

4.5.2 2-cartes

Les 2-cartes ont été la premiere modélisation mathématique des représentations
a bases topologiques [Edm60, Jac70, Cor75].

Rappelons dans un premier temps quelques notions de base : une permutation
d’un ensemble fini F est une séquence ordonnée de tous les éléments de F/, chaque

élément apparaissant exactement une fois. Par exemple si £ = {a, b, c}, il existe 6

SUniversité Louis Pasteur, 7 rue René Descartes, 67084 Strasbourg cedex, France
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permutations de E :

abe, acb, bac, bea, cab, cba

Une involution o dans un ensemble F est une permutation qui satisfait o(o(x)) =
z. Un point fixe  d’une fonction o est tel que o(z) = x.

Nous pouvons maintenant donner la définition d’une 2-carte :

Définition 4.6 (2-carte) Une 2-carte combinatoire M = (D, «g, 1) consiste en
un ensemble fini D d’éléments appelés brins ou demi-arétes, une nvolution ay

sans point fize, et une permutation oy dans D.

Exemple :

La figure® ci-contre montre une 2-carte
M représentée dans le plan, oti les brins sont
numérotés et représentés par des demi seg-
ments ou courbes. On a :
D ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14}.

o et aq sont données par la table suivante :

D 1 21314516 71819 10|11 |12 13| 14
o | 2| 1 4 13|16 | 5|8 7110 9 | 12| 11| 14| 13
op | 13 3| 9| 5| 4 716 |14 2 12 8 | 10| 1 |11

La notion d’orbite, présentée ci-dessus, ainsi que cette définition mathématique
des 2-cartes va nous permettre de définir les éléments classiques de la théorie des
graphes et plus particulierement des graphes planaires : sommet, aréte, face et

Composante connexe.

Définition 4.7 (orbite) Soit une 2-carte M = (D,ap, 1) et un ensemble
P = A{p1,...,px} de permutations dans D, soit < P> le groupe engendré par
{p1,...,px}, Uorbite d’un brin x € D de M par P est l’ensemble :

<P>(z) ={y = p(x) ou p e<P>}

8 Dans cette figure, la « liaison » entre deux brins par aq est représentée par un petit trait fin
entre deux demi arétes; ai(x) est le brin y incident au méme sommet et est le suivant dans le
sens des aiguilles d’une montre autour de ce méme sommet.
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2
1
2
2 3 1 13 12
9 14
(a) un sommet (b) une aréte (c) une face

Fi1c. 4.4 — Exemples d’éléments de la théorie des graphes représentés par une
2-cartes.

La définition 4.7 d’une orbite permet de définir a partir des brins les éléments
classiques de la théorie des graphes. Ainsi un sommet, une aréte, une face et une
composante connexe de M incidents a un brin x sont définis respectivement par
<ay>(1), <ap>(7), <ay’ o ap>(x) et <ag, a;>(z) (voir figure 4.4).

4.5.3 n-g-cartes

Récemment des besoins nouveaux tels que la modélisation de subdivisions d’es-
pace de dimension supérieure a deux a amené l’étude de nouveaux modeles. P.
Lienhardt a étendu les 2-cartes aux 3-cartes, définies en ajoutant une involution,
permettant ainsi de représenter des objets 3D orientables. Il a également pro-
posé, dans [Lie90], un modele plus général : les cartes généralisées ou n-g-cartes
(voir définition 4.8). Les cartes généralisées étant, comme leur nom l'indique, une
généralisation des n-cartes permettant notamment d’introduire la notion d’orienta-
bilité et donc de représenter des objets non orientables comme la bande de Moébius
(voir figure 4.5).

Définition 4.8 (n-g-carte) Une carte généralisée G = (D, ay,...,q,) de di-
mension n (n = 0), ou n-g-carte, est constituée d’un ensemble fini D d’éléments
appelés brins, et d’involutions ay, . .., o, dans D telles que ¥i,7,0 <1 <142 <

J < n,a; 0  est une imvolution.

Exemple :
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Fi1G. 4.5 — La bande de Mcebius : un objet non orientable.

%)
,_@_. ._® o Ci-contre une 0-g-carte contenant 3 brins.

Dans la 1-g-carte ci-contre o est symbo-
lisé par les traits fins sur les arétes tandis
que o est représentée de maniére impli-
ﬂ cite : deux brins sont en relation par a;
s’ils sont incidents a un méme sommet et

si il se suivent dans le sens des aiguilles

d’une montre autour de ce sommet.

| //_' N La figure ci-contre montre une 2-g-
' L :: carte avec les mémes conventions de
i = représentation que précédemment. Les

' ‘/é?'/ traits épais symbolisent I'involution as.
s

De la méme maniere que pour les 2-cartes, la notion d’orbite va nous permettre

de définir les cellules d’une carte généralisée :
Définition 4.9 (cellule) Soit une n-g-carte G = (D, ay,...,ay), la cellule de
dimension k, ou k — cellule, incidente a un brin x € D de G est [’orbite :

Ay ey A1y Qi1 - - - 0 >(T)

La cellule simple de dimension k, ou k-cellule simple, incidente a un brin x de
G est <ag,...,ap_1>(x).
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‘?/ ]
|
1

(a) un sommet (b) une aréte (c) une face

F1G. 4.6 — Sommet, aréte et face dans une 2-g-cartes.

Les sommet, aréte, face et volume incidents a un brin z dans G sont, respecti-
vement, la O-cellule, 1-cellule, 2-cellule et 3-cellule incidente a x. Un exemple pour
une 2-g-carte est donné a la figure 4.6. On pourra comparer cette figure avec la
Figure 4.4 présentant les méme éléments mais pour une 2-carte.

Les n-cellules simples permettent de définir des faces simples, arétes simples, ...
Les bords de G sont définis par les points fixes de «a,,. On dira alors que G est
fermée si GG n’a pas de points fixes par «,.

Les cartes généralisée présentent plusieurs propriétés [BDFL92, Ber92], utiles
pour la modélisation, mais également intéressantes dans le cadre d’une représentation
pour 'analyse des images :

— de nombreuses propriétés topologiques peuvent étre aisément calculées ;

— seulement deux opérations de base (une de consultation et une de construc-
tion) suffisent pour la manipulation de ces cartes (des opérations de plus
haut niveau peuvent étre déduites de celles-ci) ;

— structures de données immédiatement déduite de la définition meéme des
cartes.

4.6 Graphe topologique des frontieres

Nous avons donc choisi de nous appuyer sur les cartes combinatoires présentées
a la section 4.5 pour la définition du graphe topologique des frontieres. En effet
nous y trouvons les avantages suivants :

— représentation topologique de I'image, s’intégrant directement dans le cadre
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de notre approche interpixel ;

— lien direct vers une représentation a 1’aide d’un graphe planaire ;

— expression algébrique de cette représentation a ’aide d’opérations simples a
mettre en ceuvre : permutations ou involutions ;

— représentation pouvant directement étre utilisée dans le cadre d'une modélisation
ultérieure des résultats obtenus. Ainsi dans le domaine de ’analyse d’images
médicales, on travaille souvent avec des images qui sont des coupes, les
résultats obtenus devant étre finalement affichés en 3D.

Pourquoi définir une nouvelle représentation et pas seulement utiliser directe-

ment les cartes combinatoires ? Pour deux raisons :

1. Nous préférons qu'un sommet du graphe représente l'entité région plutot
que de symboliser des points particuliers du plan. De méme les arétes des
cartes combinatoires représentent généralement des arétes des polytopes a
modéliser. Or nous voulons que les arétes de notre graphe représentent les
frontieres entre les régions. Ce qui nous impose une premiere adaptation, qui
pourrait étre schématisée comme le passage au dual en termes de théorie des
graphes avec éventuellement une réduction du nombre des arétes.

2. A cause du probleme récurrent des « trous ». En effet bien que les n-g-
cartes permettent de calculer des caractéristiques topologiques des objets
telles que le genre”, le nombre de frontieres et l'orientabilité des surfaces,
la représentation adoptée ne correspond pas exactement a nos besoins. Ceci
est lié a la premiere raison évoquée. Ainsi l'inclusion d’une face dans une
autre (d’'une région dans une autre) n’est pas directement codée dans la
représentation. On peut pour palier a cela, tel que le propose M. Gangnet et
al. [GHPTS89], adjoindre a la carte, un arbre d’inclusion des contours. Nous

préférons avoir une représentation unique.

On remarquera que 1'utilisation de « ponts » dans la représentation par graphes
duaux se rapproche de celle des cartes planaires et on pourrait tres bien envisager
une modélisation de cette représentation par les 2-g-cartes, s permettant d’expri-
mer la présence d’un pont.

D’autre part, n’ayant pas besoin de représenter des objets non orientables,

notre modele s’appuiera plutot sur celui des n-cartes, plus simple, que sur les

"Le nombre de trous.
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cartes généralisées.

Ces considérations nous ont amenés a la définition du graphe topologique des
frontieres. C’est un multi-graphe planaire que nous modéliserons a 1’aide d’une
représentation dérivée des cartes combinatoires. Les sommets seront pour nous les
régions et pour chacune d’elle, nous tiendrons & jour la liste des contours® de la
région. Le premier de la liste étant toujours par convention le contour extérieur
de la région, les autres, s’il en existe, correspondant aux contours intérieurs. Tous
les contours d’une région s’exprimeront en terme de cycle d’'une permutation sur
les demi-arétes incidentes a un méme sommet de notre graphe topologique des
frontieres. Mais avant de passer a la définition formelle du graphe précisons les

notions de contours intérieurs, contour extérieur et frontiere.

4.6.1 définitions préalables

Par la suite le terme frontiere sera toujours pris au sens de frontiere entre deux
régions. Il ne faut donc pas confondre avec la définition donnée & la section 3.3.4°.
Il ne faut pas non plus faire la confusion avec la frontiere d’une face d’un graphe
planaire qui est d’ailleurs a rapprocher de la précédente. En fait, le terme frontiere
désignera une partie continue de la « frontiere au sens topologique du terme »
commune a deux régions adjacentes. On remarquera qu’il peut y avoir plusieurs

frontieres entre deux régions.

Définition 4.10 (frontiére entre deux régions) Soit C le compleze convexe
définissant l'image. La frontiere f,.(Ry, Ry) entre deux régions Ry et Ry est un sous-
complexe cellulaire connexe'® de C contenant tous les éléments e tels que 1’étoile
ouverte star(e) contienne au moins un élément de Ry et au moins un élément de
Ry, c’est a dire :

fr(R1, Re) = {e € C/star(e) C Ry U Ry, star(e) N Ry # 0, star(e) N Ry # 0}

I1 est facile de voir que dans le cas des images 2D, une frontiere est une C-courbe,
c’est a dire une séquence de lignels et pointels (voir définition 3.17), séparant deux

8La notion de contour sera précisée plus loin, (voir définition 4.12).

9C%st a dire : Fr(R) = Bd(R)|J Bd(X \ R) ol R est une région et X est 'espace topologique
de référence, par exemple IR".

10 Ay sens de la définition 3.18, c’est a dire suite de cellules deuz a deux incidentes.
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régions. En effet les régions sont des sous-complexes de dimension 2, de plus nous
rappelons que pour nous les régions sont des ensembles disjoints (R; N Ry = ()
car issus d’une segmentation. L’étoile ouverte d'un pixel ne contenant qu’un seul
élément, lui-méme, il ne peut faire partie d’'une frontiere. Elle constituera donc un

sous-complexe 1-dimension.

Définition 4.11 (jonction de frontieéres) Soit C le compleze cellulaire convexe
définissant ['mage. Une jonction de frontiéres est un sous-complexe cellulaire
conneze'® S C C contenant tous les éléments e de C tels que ['étoile ouverte star(e)
contienne des éléments d’au moins 2 frontiéres.

Dans le cas qui nous intéresse c’est a dire celui des images 2D, les jonctions de
frontieres sont des pointels. En effet les frontieres étant des C-courbes, les seules
cellules dont 1’étoile ouverte contient au moins 2 cellules 1-dimension sont les poin-

tels. Nous pouvons désormais donner la définition 4.12 des contours d’une région :

Définition 4.12 (contours d’une région) L’ensemble des contours, que l’on
note Co(R), d’une région R est donné par Fr(R), c’est a dire la frontiére de
R au sens topologique du terme. Un contour d’une région sera alors défini comme

une partie connexe'® mazimale de Co(R).

On notera ici une premiere différence avec la notion de contour pour les graphes
planaires. En effet le terme de contour d’une région correspond en fait pour les
graphes planaires a la définition des frontieres d’une face. Nous ne pouvons utiliser
la méme définition car nous avons choisi de représenter les régions par les sommets
et non pas les faces de notre graphe. D’autre part, une région pouvant contenir des
« trous » nous sommes obligés de différencier le contour extérieur des contours
intérieurs éventuels. Cette distinction n’existe pas en théorie des graphes car on
ne se préoccupe pas de la topologie du graphe. Un graphe qu’on représenterait
avec une composante connexe incluse dans une autre n’est pas différent si on
le représente avec la méme composante connexe « posée » a coté. Or dans le
cas qui nous intéresse, c¢’est justement la topologie de I'image que 1’on cherche a
représenter.

Définition 4.13 (contour extérieur) Le contour extérieur d’une région R est
le sous-ensemble connere CoExt(R) contenant tous les éléments e de Co(R) tels

que la région R se trouve a sa droite si on le parcourt dans le sens négatif.
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Cette notion de contour extérieur correspond en fait a la définition du contour
d’une face donnée a section 4.3.2 — le cycle contenant en son intérieur toutes les
autres arétes de la frontiere de la face — Par contre la notion de contour intérieur
n’existe pas dans la théorie des graphes, et ceci pour les raison déja évoquées plus

haut. Par opposition au contour extérieur, les contours intérieurs sont définis par :

Définition 4.14 (contour intérieur) On appelle contour intérieur d’une région
R, un sous-ensemble connexe'® Colnt(R) contenant tous les éléments e de Co(R)

tels que la région R se trouve a sa droite si on le parcourt dans le sens positif.

4.6.2 définition et caractéristique

Comme nous ’avons déja précisé, le graphe topologique des frontieres se différencie
du graphe d’adjacence par le fait que les arétes ne représentent plus la relation d’ad-
jacence mais ’existence d’une frontiere entre les régions. Le graphe topologique des
frontieres est une représentation hybride issue des 2-cartes et du graphe d’adja-
cence. Il bénéficie ainsi des facilités offertes par la description algébrique des cartes
combinatoires, de 'algorithmique de graphes, et enfin, reste une modélisation na-
turelle pour le domaine de 'analyse d’images.

Ainsi un graphe! topologique des frontieres G(V, D, a, o) ou V désigne 1'en-
semble des sommets du graphe, D ’ensemble des demi-arétes, ¢ une involution sur

D et a une permutation sur D possede les caractéristiques suivantes :
1. Chaque région est représentée par un et un seul sommet.

2. Une demi-aréte (brin) e est toujours incidente & un sommet R de V.

On dit que e est incidente & R, c’est a dire une région, (voir
représentation ci-contre). On utilisera la notation e” si 1'on veut R%
préciser le sommet d’incidence de la demi-aréte.

3. Une aréte du graphe est un couple non ordonné (e,o(e)) ou e € D. Soit E
I’ensemble des arétes, (eff,el’) € E si et seulement si il existe une frontiere
entre R et R'. Une aréte représente donc une frontiere. On dira alors qu’une
demi-aréte symbolise la frontiere “vue” du coté de la région dont elle est

incidente.

Par abus de langage on emploiera le terme de graphe & la place de multi-graphe.
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4. « est une permutation sur I’ensemble D dont les cycles sont des permutations
circulaires sur un ensemble de demi-arétes incidentes a un méme sommet.
Chaque cycle correspond a un contour d’une région donnée et respecte I’ordre
induit par la suite des frontieres composant le contour.

5. 00 € D est un sommet particulier du graphe correspondant a l'extérieur
de I'image. Celui-ci est donc vu comme une région englobant les régions de
I'image.

6. A chaque sommet on associe la liste des cycles de a correspondant aux
contours de la région correspondante a ce sommet. Le contour extérieur,

s'il existe'?, sera toujours par convention le premier de la liste.

Cette définition nous donne des perspectives d’utilisation et d’application.
Avant de les présenter donnons d’abord un exemple d’un graphe topologique des

frontieéres.

4.6.3 exemple

Nous pouvons voir sur la Figure 4.7 un exemple d’image et du graphe topolo-
gique des frontieres correspondant.

Cette figure utilise une représentation graphique du graphe (I’application «
est symbolisée par les fleches). On peut également donner une représentation
algébrique du graphe (voir Figure 4.8). Le graphe est alors décrit par les applica-
tions « et 0. Nous avons choisi de noter par des n-uplets les relations entre demi-
arétes en relation deux a deux. Ainsi pour o le couple (eq, e9) signifie : eo = o(ey)
et e; = o(ez). De méme pour « le triplet (eq, e, e3) signifie : e; = a(ey), e3 = a(es)
et e; = a(es). Il faut noter que les cycles de I'application « donnent la liste des
frontieres, composant un contour, ordonnée suivant l'ordre induit par le sens du
contour. Pour que les notions de région et de contour extérieur et intérieur soient
présentes dans cette représentation, les n-uplets de 'application « sont classés
par sommet et le cycle correspondant au contour extérieur est toujours donné en
premier.

On remarquera que la demi-aréte issue de Ry et appartenant a ’aréte entre Ry

et R5 n’est pas mise en relation par « avec les autres demi-arétes issues de Rjy.

1260 est I'unique sommet n’ayant pas de contour extérieur, mais un unique contour intérieur
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o0
b b Ry e e
B Ry
d
R3 f fl
Ry
d|g i'li Rs i’
A
F1G. 4.7 — Un exemple de graphe topologique des frontieres
o : (a,a)(0,V)(c,d)(d, d)(e,e)(f ') g, 9 ) (h, ) )7, 5)
a:o0: ();(d,d,b)
Ry : (bye,d)
Ry : (c,h 7, f',€)
R3 : (CL, d7 fa glv h)
Ry (i,9); (J)
Rs : (J)

Fi1c. 4.8 — Représentation algébrique du graphe topologique des frontieres de la
Figure 4.7

En effet R5 est “incluse” dans Ry, cette frontiere appartient donc a un contour
différent du contour extérieur de R,. De plus il existe deux arétes entre Ry et Rz

puisqu’il y a deux frontieres entre ces deux régions.
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4.7 Algorithme d’extraction

4.7.1 schéma général

L’algorithme (voir Algorithme 1) consiste & parcourir I'image en construisant
un graphe au fur et a mesure du balayage.

En supposant que chaque pixel on « connait » sa région, le balayage est ef-
fectué en déplacant, de gauche a droite et de haut en bas, une fenétre 2 x 2 sur
I'image. La premiere fenétre sera placée de telle sorte a ne couvrir que le pre-
mier pixel de I'image!.Pour plus de détails sur cette méthode de balayage, le
lecteur intéressé pourra se reporter a la these de P. Charnier [Cha95]. Nous nous
intéressons a la configuration des frontieres dans cette fenétre. Il est facile de voir
qu’il n’y a que 12 configurations possibles'*, nous les appelons précodes. En fonc-
tion du précode courant nous effectuons certaines opérations nous permettant de
construire le graphe topologique des frontieres. Il faut noter que dans toute la suite
on fait I’hypothese que pour chaque pixel on connait sa région. Cette hypothese est
raisonnable puisque nous allons présenté au chapitre 5 deux algorithmes linéaires
d’étiquetage des composantes connexes, selon le principe de 'union d’ensembles
disjoints. Ceci nous permet notamment pour un précode donné de connaitre les

régions présentes.

Une liste L (voir section 4.7.3 pour une description précise) nous permet de re-
trouver les arétes du graphe correspondant aux frontieres présentes dans le précode.
Ces mémes arétes nous donnent les sommets correspondant aux régions de 'image
visibles dans le précode. En fonction du précode, nous créons des sommets et des
arétes, nous maintenons a jour les relations « et o entre demi-arétes, fusionnons
des arétes et des sommets.

A la fin du balayage, le graphe obtenu est le graphe topologique des frontieres
(voir algorithme 1).

130n considere que I'image est entourée d’une région extérieure qui sera représentée dans le
graphe par un sommet particulier.

14Les 4 configurations ne comportant qu’un seul lien interpixel ne sont pas valides en terme
de frontiere.
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Algorithme 1: Extraction du Graphe topologique des Fronticres

Donneées : une image
Résultat : le graphe topologique des frontieres

1 Initialiser le graphe avec un sommet isolé oo;
Initialiser D (ensemble des demi-arétes) a vide;
Initialiser la liste L a vide;

7/ ) .
pour chaque précode de l'image faire
Exécuter le code associé au précode courant;
fin

4.7.2 configurations remarquables

Certaines configurations de frontieres sont particulieres. Elles sont présentes

dans différents précodes. On notera tout particulierement deux cas :

Définition 4.15 (Initiateur) Un Initiateur est une configuration dans un précode
ou une frontiere encadre le pizel en bas et a droite du précode.

Définition 4.16 (Unificateur) Un Unificateur est une configuration dans un
précode ou une frontiere encadre le pizel en haut et a gauche du précode.

4.7.3 la liste L

La liste L répertorie les frontieres actives, c’est-a-dire connues mais non encore
entierement déterminées, ordonnées suivant 1’ordre induit par un balayage gauche-
droite de I'image. L’élément de la liste pointé par Courant (L) correspond a la
frontiere «attenduey, c’est a dire a la frontiere que I'on devrait rencontrer lors du
prochain précode. La liste est remaniée a la rencontre des précodes Initiateur ou
Unificateur.

Il faut noter qu’'une méme frontiere peut-étre présente plusieurs fois dans la
liste. En effet elle sera enregistrée autant de fois que rencontrée lors du balayage.
Chaque exemplaire d’une frontiere est représenté dans la liste par une des demi-
arétes de l'aréte correspondant a la frontiere dans le graphe. La demi-aréte n’est
pas forcément la méme pour chaque exemplaire et peut en outre changer lors de

la progression de l'algorithme. Elle correspond au coté actif de la frontiere. Par
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Coté actif /

Coté actif

/

F1G. 4.9 — coté «actify d’une frontiere

convention, le coté actif d'une frontiere est celui situé a gauche pour une frontiere
verticale et en haut pour une frontiere horizontale, comme le montre la figure 4.9.

4.7.4 Dapplication «

L’application « doit déterminer, pour chaque contour, une permutation circu-
laire sur les demi-arétes, respectant l'ordre induit par la suite des frontieres com-
posant le contour. Cette détermination est possible des le traitement du précode.
En effet la définition des contours internes et externes (voir définitions 4.14 et
4.13) implique un sens de parcours du contour. Or les demi-arétes symbolisent la
frontiere « vue du coté de la région ». Ainsi ’ensemble des demi-arétes incidentes
a un sommet symbolise les contours extérieurs et intérieurs de la région corres-
pondante au sommet. La matiere se trouvant a droite dans le sens de parcours
correspondant au type de contour, 'application a doit respecter ce sens. Or en re-
gardant un précode on peut déterminer ce sens et donc 'ordre que « doit induire
sur les demi-arétes correspondantes.

Ainsi si 'on prend 'exemple de la figure ci-contre I'ordre induit par o dans le
traitement de ce précode (voir section 4.7.5.2) est indiqué par des fleches. On peut
vérifier que la matiere de la région est bien a droite des demi-arétes correspondant
aux frontieres de cette méme région.

Un probleme se pose néanmoins : dans le cas d’un Initiateur, on ne peut pas
savoir si la frontiere rencontrée appartient a un contour différent ou non de la
frontiere attendue — c’est a dire pointée par Courant (L) — (voir Figure 4.10).

Il faut néanmoins prendre une décision qui pourra étre remise en cause. C’est
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précode courant e .- précode courant
‘ ~ frontiere attendue

frontiere attendue

: 1’
. P N \ frontiére rencontrée S
frontiére rencontrée N | \ A

(a) méme contour (b) contour différent

Fi1G. 4.10 - La frontiere rencontrée appartient-elle au méme contour que la frontiere
attendue ?

la liste L qui nous permet cela. Lors d'un précode Unificateur 1’élément courant
e de la liste L nous donne la frontiere active, et le suivant €', celle qui devrait
fermer le contour. Il suffit alors de vérifier si effectivement elles appartiennent au
méme cycle de a (c’est a dire au méme contour). Pour cela il suffit de regarder
si e = a(€’). Sinon il faut faire 'union des deux contours, opération que nous

dénommons Unifier-Contour.

4.7.5 Description détaillée de I’algo-

rithme

€l = €9
Nouig/ nous }fgopgéaons de décrire de maniere plus précise ’algorithme d’extrac-

tion du gra

eltopolpgique des frontieres.
€3| €3

convention de nommage :
— soit e une demi-aréte, on nomme alors €’ la demi-aréte telle que ¢/ = o(e);
— La notation a(e;) < ey signifie que désormais ey est I'image de e; par I'ap-

plication «.
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4.7.5.1 Les fonctions de I’algorithme

créer(e, R)
Créer une nouvelle demi-aréte e incidente a R.
Créer-Aréte()
On vient de détecter une nouvelle frontiere entre deux régions. Il faut créer

deux demi-arétes et les relier par o.

(e,€')« Créer-Aréte(R, R')
créer(e,R)

N

créer(e’,R)

¢ =o(e)

Créer-Sommet ()

Cette opération consiste a ajouter un nouveau sommet au graphe, comme son
nom l’indique. Elle correspond toujours a un Initiateur. Ce nouveau sommet ne
correspond pas forcément a la rencontre d’une nouvelle région de I'image. On vérifie
donc que ce sommet n’a pas déja été inséré dans le graphe. Si c’est le cas on ne

crée pas de nouveau sommet, on se contente juste de le retourner.

R« Créer-Sommet ()

si R n’appartient pas déja au graphe alors
ajouter ce sommet R au graphe
le renvoyer comme résultat de la fonction
sinon

| renvoyer R comme résultat

a-Insérer(eq, ey)

La notation choisie suppose qu'une des deux demi-arétes nommées en pa-
rametre est déja en relation par «. Cette opération consiste alors a insérer I'autre
demi-aréte, venant d’étre créée, selon «, c’est a dire en I'insérant dans la permu-

tation circulaire en respectant 'ordre indiqué par le passage de parametre.

a-Lier(eq,es)

cette opération lie les deux demi-arétes entre elles :
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a-Lier (e, es)

afer) « ey

aley) «— ep

L-Insérer(eq,...,€,)
Les demi-arétes passées en parametre sont insérées dans cet ordre, dans la liste
L avant Courant (L).

L-Retirer(eq,...,€,)
Les demi-arétes passées en parametre sont retirées de la liste L une a une. Si

une des demi-arétes retirées est Courant (L), alors la suivante devient Courant (L).

L-Remplacer (e)
remplace dans la liste L I’élément Courant (L) par e :

L-Remplacer(e)

L-Insérer(e)
L-Retirer(Courant (L))

Courant (L)« e

Unifier-Contour(eq,es)

Dans le cas d'un Unificateur, il faut réunir les deux frontieres en une seule. Mais
les frontieres e; et e, peuvent ne pas étre issues du méme contour'®. En effet on a
pu développer le contour auquel appartient e; comme un contour indépendant. Il
faut alors réunir les deux contours. C’est ce que réalise Unifier-Contour (e, es)
en insérant le cycle contenant ey avant e; dans le cycle contenant e; (voir exemples
a la figure 4.11) :

La notation a!(e;) représente la demi-aréte

Unifier-Contour(eq,esy) précédent e; dans la permutation «. D’autre
ala(ey)) « ales) part, ici, la notation a(a~!(e;)) «— a(e;) ne
aley) «— e; signifie pas suivant du précédent, c’est a dire
alal(eh)) «— ale)) lui-méme, mais : « le précédent a désormais
afe)) « e comme suivant a(e;) » (voir la convention

adoptée au début de la section 4.7.5).

ceci pourra étre vérifié par le test a(es) # e
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.
, AN 11 €Ene
.................. [ . -
précode courant ﬂ

ne interpixel de balayage

avant :

R:(er...en.) (g1 Gn,)(f1-- frny)

et
Liey—gn, <91 fn; — [l €n,
apres :
R:(er...en,) (g1 -Gn, fr- - fn;) et
L:e) g, f{ —en. soit

R5(€1---€ne) (flfnf gl---gng)

kS
v
v
'
.
~
v
'
'
,
,

avant :

R:(er...en,) (g1 -Gn,) (fi.. fn;) et
L:e/l<_gng<_gll<_fnf‘_f{<_enE
apres :

R:(er-..en fi--fn;) (91---9n,)

et
L:e/l(_gng<_911<_fnf

avant :

R:(er...en.) (g1 -Gn,) (f1.. fn;) et
L:iey—gn, <91 fn; — f1€n,
apres :

R:(el...ene) (flfnf) (gl-“gng) et
L:ey« fn, & fl — en,

F1G. 4.11 — L’effet d’'Unifier-Contour pour les contours de R.

4.7.5.2 Le traitement des précodes

Nou présentons maintenant les traitements a effectuer en fonction de chaque

(0)

précode. La notation = indique un fait sans entrainer de traitement quelconque.
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R «+ Créer-Sommet ();

(e,e') « Créer-Aréte(R', R);

a-Lier (e, e);

a-Lier(e,¢e);

L-Insérer(e,e);

si premier précode alors Courant (L) « e;

sinon Courant (L) « Prédécesseur (Courant (L) );

L-Remplacer (o (Courant (L)));

Courant (L) <« Suivant(Courant (L) );

L-Remplacer (o (Courant (L) ));
Courant (L) « Suivant(Courant (L) );
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Le traitement des précodes (6) et (7) sont indentiques, la seule différence réside

dans la demi-aréte e.

R”
(6) . e2
R’el R
R’9
‘e
(7) R =
ell R

(6) :e = o(Courant (L) );

(7) :e =Courant (L);
R + Créer-Sommet ();
(€1,€)) « Créer-Aréte(R', R);
(€q,€h) < Créer-Aréte(R", R);
a-Lier (e, e));
a-Insérer(e,ep);
a-Insérer(eg, €);
L-Insérer(e;, es);
L-Retirer(Courant (L) );
Courant (L)« eo;

Ici les deux traitement sont presque identiques, seule la derniére opération differe.

R e2
(8) el R”
R’ |e
R ez R”
(9) el e
R’

Vs

e; = Courant (L);
ey = Suivant (Courant (L) );
si a(ey) # e; alors Unifier-Contour(eq,e);
L-Retirer(e;, e9);
(e,e') « Créer-Aréte(R", R');
a-Insérer (e}, €');
a-Insérer (e, eh);
(8) : L-Insérer(e’);
(9) : L-Insérer(e) ; Courant (L) « e;
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e1 =Courant (L);
es =Suivant (Courant (L) );

si a(ey) # ey alors Unifier-Contour(ey,e);

R e L-Retirer(eq,es);
(10) el ) si e; # ey alors

R’ o (ofl(eg)> — er;
a(a}(e))) e

o(er) < e

| Supprimer (e}, es);

e1 =Courant (L);
es =Suivant (Courant (L) );
si a(ey) # e; alors Unifier-Contour(eq,e);

L-Retirer(e, e9);

; R < Créer-Sommet ();
R e2 R”’
(11) el ed4 (637 eé) “— CI‘ée]:-—A]:-éte(R//7 R/)7
R” | R (€4,€)) « Créer-Aréte(R" R);
e3

a-Lier (e}, e));
a-Insérer (e}, es);
a-Insérer(ey,€h);

L-Insérer(es, e4);

Courant (L)« ey;

4.8 Preuve et complexité de I’algorithme

4.8.1 validité de I’algorithme d’extraction

Nous allons donner dans cette section les idées principales de la preuve. Cer-
taines parties plus faciles a vérifier, ne seront pas détaillées afin de ne pas surchar-
ger le texte. Seuls seront détaillés les passages délicats. Pour prouver la validité de

notre algorithme, il faut montrer :
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1.

qu’il se termine;

2. qu’on obtient bien un graphe topologique des frontieres.

Le premier point est immédiatement vérifié puisque 1’algorithme parcourt I'ima-

ge ligne a ligne, de la premiere a la derniere. Donc si 'image est finie et que le

nombre d’opérations par précode est lui aussi fini, il se termine. Reste a vérifier le

deuxieme point. Pour cela il faut montrer que les 7 caractéristiques, énoncées a la

section 4.6.2, du graphe topologique des frontieres vérifiées.

1.

« chaque région est représentée par un et un seul sommet » est vérifié.
En effet, remarquons d’abord que la seule fonction créant des sommets est
Créer-Sommet () ; de plus elle n’est appelée que dans un précode Initiateur.
Or chaque région a au moins un pixel correspondant a un précode Initiateur,
le pixel le plus en haut et le plus a gauche. Puisque c’est la premiere fois
que l'on rencontre cette région on n’a donc pas pu rencontrer de précode
Initiateur pour cette région et donc faire appel a Créer-Sommet (), le som-
met correspondant n’existe donc pas encore dans le graphe . Comme on fait
alors appel a Créer-Sommet (), le sommet est créé. Chaque région est donc
représentée par au moins un sommet.

Notons maintenant qu’il n’y a pas de fonction effacant un sommet déja créé,
il faut donc montrer que 1’on créé au plus un sommet par région. C’est bien le
cas puisque avant d’en créer un, la fonction Créer-Sommet vérifie qu’il n’est
pas déja dans le graphe.

On a donc un et un seul sommet dans le graphe par région dans I'image.

« une demi-aréte e est toujours incidente a un sommet R ». Les demi-arétes
sont créées de cette maniere (voir fonction créer (e, R). Cette propriété est

donc vérifiée par construction.
« une et une seule aréte par frontiere ». Ce point sera détaillé ci-dessous.

« o met en relation les demi-arétes issues d’une méme aréte » est vérifié
car la seule fonction créant les arétes est Créer-Aréte, et elle met bien en
relation par o les deux demi-arétes formant 'aréte créée. De plus rien ne

vient modifier o(e) pour toute demi-aréte.

« « respecte 'ordre des frontieres déterminant chaque contour ». Ce point

sera également détaillé ci-dessous.
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6. « oo est un sommet particulier du graphe » est vérifié puisque ce sommet

est créé a l'initialisation (ligne 1 de l'algorithme 1).

. « a chaque sommet est associée la liste de contours ». Cela est réalisé de

maniere implicite puisque pour chaque sommet on a la liste des arétes inci-
dentes, on peut alors retrouver chaque contour grace a l’application a. La
premiere aréte créée sera toujours une aréte du contour extérieur, donc il
suffit a partir de cette aréte de chercher le cycle selon « la contenant, et on
a le contour extérieur. Il suffit alors de prendre une aréte n’appartenant pas
au contour extérieur (s’il y en a) pour trouver un contour intérieur, et ainsi
de suite.

On pourrait garder la liste des contours de chaque région de maniere explicite,
mais l'opération Unifier-Contour d’unification des contours ne pourrait
plus se faire en temps constant, et I’on perdrait la complexité linéaire de
I'algorithme (voir I’étude de la complexité a la section 4.8.2).

Les points 3 et 5 nécessitent un étude plus détaillée. Nous avons entre autre

besoin de la notion d’image courante :

Définition 4.17 (image courante) On appelle image courante la partie de

limage déja examinée par ’algorithme (voir figure 4.12), on considére également

que l’espace topologique contenant l'image (un sous-espace de IR™) s’arréte au bord

bas de cette image. Ainsi le bord bas de l'image (au sens littéral du terme) fait

partie de l'intérieur de ['tmage ; il n’y a donc pas de frontiére a cet endroit.

Montrons maintenant qu’au cours de l’algorithme les invariants suivants sont

respectés :

(4.8.1) 11 y a une aréte par frontiere de I'image courante

(4.8.2

L’application a détermine pour chaque contour de l'image courante une
) permutation circulaire sur des demi-arétes incidentes au sommet (corres-

pondant & la région du contour) et respecte I'ordre induit par la suite des
frontieres composant le contour.

(4.8.1) et (4.8.2) sont vérifiés a I'initialisation. En effet il existe alors une seule

région, l'extérieur, et on a bien un seul sommet : co. Il n’existe encore aucune

frontiére et I’ensemble D est initialisé & vide.
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image courante

***** /
|
I_: précode courant

Fi1G. 4.12 — Image courante

Supposons qu’ils soient vérifiés a une étape de l'algorithme, c’est a dire pour

une image courante donnée.

Montrons qu’alors a I’étape suivante ils seront toujours vrais. Pour cela il suffit
de vérifier qu’apres 'exécution du code associé au précode courant (voir le détail
du code de chaque précode a la section 4.7.5.2), les invariants sont toujours valides
dans la nouvelle image courante. Nous allons examiner les différents précodes et

regarder si les invariants sont bien conservés.

Nous nous servirons des propriétés de la liste L, c’est a dire :

L est la liste des frontieres incompletes de 'image courante (au sens ou

on ne connait pas encore les extrémités des frontieres) ordonnée suivant

4.8.3
( ) I'ordre de rencontre sur la ligne de balayage. Il y a un exemplaire par

extrémité non connue.

(4.8.4) Les élément de L sont les demi-arétes correspondant aux cotés actifs (voir
7 définition & la section 4.7.3) des frontieres.

(4.8.5) Courant (L) est le coté de la prochaine frontiere qu’on s’attend a rencontrer
" lors du prochain précode.
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Le lecteur pourra facilement vérifier que les traitements associés aux différents
précodes permettent de conserver ces propriétés. De méme on peut aisément vérifier
que les invariants (4.8.1) et (4.8.2) sont conservés pour tous les traitements concer-
nant la création d’aréte lors de la découverte d’une nouvelle frontiere. Les difficultés
sont dues aux remises en questions de la structure déja établie. Cette remise en
question intervient lorsque 1’on se rend compte que 'on avait créé deux arétes pour
une seule frontiere. Les différents cas possibles sont présentés a la figure 4.11 donnée
pour la description des opérations réalisées lors de Unifier-Contour. On peut voir
sur cette figure que les propriétés de « sont bien conservées. Deux problemes se

posent néanmoins :

1. Quand doit-on faire appel a Unifier-Contour ?

2. N’a-t-on pas plus d’une aréte pour une seule frontiere.

L’appel a Unifier-Contour ne se fait que si a(es) # e;. En effet on ne doit
pas faire appel a Unifier-Contour si les deux frontieres correspondant aux deux
demi-arétes en question appartiennent en fait au méme contour. Comme l'inva-
riant (4.8.2) était vérifié avant ce précode, I'aréte suivant es dans le sens de par-
cours est forcément la suivante par l'application a. Donc si a(ey) = e; ces deux
arétes appartiennent au méme contour. On fait alors appel a Unifier-Contour,
c’est a dire lors du traitement des précodes (8) a (11).

I1 pourrait sembler que dans le cas du précode (10) on ait deux arétes pour
la méme frontiere. En effet il n’y a pas de point de jonction de frontieres dans
ce précode. On a donc en fait une seule frontiere et pour l'instant deux arétes
développées. Ces deux arétes e; et ey peuvent-elle déja étre une seule et méme
arete? Oui si on vient en fait de développer un contour ne contenant qu’une
frontiere, c’est a dire un « trou » simple composé d’une seule région. Sinon il
faut en supprimer une et remettre a jour I'application «a. C’est ce qui est réalisé
en fin de traitement de ce précode apres le test, bien nécessaire, e; # es.

Avec tous ces éléments il est aisé de voir que les invariants sont bien conservés
tout au long de 'algorithme. De ces invariants on en déduit immédiatement les
propriétés 3 et 5 pour I'image finale. On a donc bien obtenu un graphe topologique
des frontieres avec les caractéristiques énoncées. O
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4.8.2 étude de la complexité

Nous donnons ici les éléments permettant de vérifier que cet algorithme s’exécute
en temps linéaire sous certaines conditions.

On représentera 'application o a l’aide de listes doublement chainées, cha-
cune représentant un cycle de la permutation, et donc un contour. Les cycles eux-
mémes pourront étre rangés en listes rattachées a chaque sommet dont elles sont
un contour. Toutes les opérations relatives a a concernent un élément particulier
que l'on connait, soit parce qu’on vient de le créer, soit parce qu’on l'a sortie de
la liste L. On ne fait alors qu’insérer avant ou apres un autre élément. On peut
également modifier son image ou dans le cas du précode (10) le supprimer, c’est a
dire, entre autres, le retirer du cycle a laquelle il appartient. Comme un élément
donné appartient a un et un seul cycle, que ces cycles sont gérés en listes, on peut
considérer que toutes les opérations relatives a « s’exécutent en temps constant.

L’application ¢ ne pose aucun probleme, on peut a chaque élément asso-
cier directement, par exemple a ’aide d’un pointeur, son image. De méme que
précédemment on peut alors considérer que toutes les opérations relatives a o se
déroulent en temps constant.

La liste L est une liste doublement chainée et on ne s’intéresse qu’a 1’élément
courant, a son suivant et, éventuellement, a son prédécesseur. Ces opérations la
s’exécutent également en temps constant.

A part les traitements relatifs aux sommets du graphe, tous les autres, ainsi que
les différentes fonctions de I'algorithme, sont basés sur la liste L et les applications
«a et 0. Si les traitements relatifs aux sommets du graphe sont aussi en temps
constant alors on pourra considérer que le traitement de n’importe quel précode
s’exécute en temps constant.

A la création d’un sommet il faut vérifier que ce sommet n’existe pas déja dans
le graphe. D’apres I'hypothese que nous avons faite (étiquetage des composantes
connexes du graphe), on a la liste de tous les sommets avant le début de ’algo-
rithme. Il suffit donc de ranger ces sommets dans un tableau et de les marquer
lorsqu’on les ajoute dans le graphe par 'opération Créer-Sommet.

La seule opération que nous n’avons pas encore examiné c’est I'extraction du
précode lui-méme. S’il est clair qu’a 'aide de quatre tests on peut déterminer la

configuration des frontieres, encore faut-il pour cela étre capable de trouver la
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région a laquelle appartient le pixel. Pour cela il suffit de reprendre la structure en
arbre utilisé dans ScanLine par exemple et d’appliquer préalablement la fonction
MiseAplat sur toute I'image. Il est clair que globalement cette opération s’effectue
en O(()n). Les pixels ayant alors un acces direct a leur région, lextraction du
précode se fera en temps constant. Dans ce cas notre algorithme s’exécute bien en

O(n).

4.9 Perspectives

Dans un premier temps il faudrait étudier comment implanter différents opérations
de modification du graphe a 'aide des applications o et «. En fait certaines 'ont
déja été dans le cadre de I’étude de I'algorithme d’extraction (voir section 4.7). En-
suite pour pouvoir exploiter pleinement les possibilités offertes par une telle struc-
ture nous pensons la compléter par un codage interpixel des frontieres. En effet
ce codage nous permettra de connaitre précisément la topologie des frontieres. Les
précodes nous donnent déja avec précision, comment, et dans quel sens, compléter
le codage de la demi-aréte. Malheureusement on a alors deux codages'® pour une
méme frontiere (aréte). Si 'on veut un codage unique, il faut alors « choisir » un
coté (une demi-aréte). Il semble qu’alors, lors de la fusion de deux frontieres, il soit
parfois nécessaire de « retourner » un des deux codes déja établi d'une des deux
frontieres a unifier. Ce méme genre de probleme a déja été résolu par P. Charnier
dans sa these [Cha95]. Sa solution devrait pouvoir étre adaptée a notre algorithme.

Notre structure nous permet déja de faire la différence entre deux régions voi-
sines (ayant une frontiere de leur contour extérieur en commun) et une région
incluse dans une autre, mais de maniere implicite. Il serait bon de le faire de
maniere explicite, en rajoutant, par exemple, une involution supplémentaire met-
tant en relation une demi-aréte du contour extérieur d’une région avec une demi-
aréte d'un contour intérieur d’'une meéme région. Cette involution faciliterait ainsi
les opérations de parcours sur le graphe.

Une évolution envisageable serait de ne plus se contenter de modéliser 1'exis-
tence d’une frontiere entre deux régions, mais plutot de représenter la relation
de stricte adjacence. Cela reviendrait a modifier la définition de frontiere pour y

16Ces deux codages correspondent en fait aux codages vus de chaque coté de la frontiere.
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inclure les points de jonction, c’est a dire leurs extrémités. On perdrait alors la
propritété de planarité du graphe. D’autre part un point de jonction peut mettre
en relation jusqu’a quatre régions (dans le cas 2D) alors qu’une frontiere met
en relation actuellement seulement deux régions. La notion de graphe ou multi-
graphe n’est alors plus suffisante et il faut envisager 1'utilisation d’hyper-graphes
(voir définition dans [Ber70] par exemple). Une telle structure serait néanmoins
intéressante car elle devrait nous permettre de faire de la segmentation en régions
de maniere plus fine et plus précise, et une prise en compte totale de la topologie-
étoile.

Une autre étude a envisager est ’extension de ce graphe aux images 3D. En effet
le fait de nous étre appuyé sur les cartes combinatoires nous permet d’envisager
une bonne faisabilité. D’autant que nous avons déja mis au point avec A. Seranno
un algorithme d’extraction des surfaces régulieres d’une image 3D, algorithme basé
sur le méme principe d’analyse de précodes [Ser95].

Quant aux applications, outre la possibilité de segmentation a I’aide du graphe
et de 'algorithme de fusion de régions tels que ceux développés par P. Charnier
[Cha95], on devrait pouvoir faire du chainage paramétrable de contours (par pa-
ramétrage nous entendons : favoriser certains types de structures dans I'image,
comme des cycles minimaux ou des chaines maximales). En effet il suffirait de
spécifier des algorithmes de parcours particuliers du graphe, entre autres grace
aux opérations a et 0. Nous pensons également que des traitements tels que la po-
lygonisation pourraient étre implantés facilement, mais ceci implique que le codage
des frontieres soit effectif.



Chapitre 5

Méthodes combinatoires en

analyse d’images

Historiquement, cette étude se situe aux début de mes travaux. Le but recherché
était double :

— montrer l'efficacité de méthodes combinatoires pour la segmentation d’images,

— trouver un algorithme efficace et rapide de pré-filtrage de 'image afin d’accélérer
grandement le processus de segmentation mis au point par P. Charnier
[Cha95]. Ce dernier est fortement pénalisé par la multitude de petites régions

présentes dans I'image d’origine.

Finalement nous avons obtenu deux algorithmes [FG96], basés sur la méme struc-
ture, réalisant une segmentation en régions tout en effectuant un étiquetage des
composantes connexes de 'image. On notera également que ces algorithmes per-
mettent une coopération régions-contours lors de la segmentation. Les méthodes de
coopérations régions-contours ne sont pas nouvelles [BW91, KP91], mais généralement
elles se contentent de faire une synthese entre plusieurs traitements déja réalisés
(voir par exemple [VAGV91]. La nétre réalise une segmentation en région en tenant
compte de critére globaux (sur les régions) aussi bien que locaux, c¢’est a dire liés
aux pixels. De plus elles n’effectuent pas un étiquetage des composantes connexes,

et ne se soucient pas de la complexité des algorithmes.
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous rappelons brievement en quoi consiste la segmentation
en régions et 'étiquetage des composantes connexes. Nous décrivons également le
probléeme de I'union d’ensembles disjoints, plus communément appelé « Union-
Find » | sur lequel s’appuient nos deux algorithmes.

5.1.1 la segmentation en régions

La segmentation d’une image pourrait se résumer en l'extraction de ses ca-
ractéristiques essentielles. Comme on ’a vu dans le chapitre 6, on peut extraire
les points de contour de 'image. Malheureusement les techniques de filtrage, exis-
tantes actuellement, ne permettent pas en elles-mémes de déterminer des contours
fermés. Or un objet est souvent décrit par ses faces, ce qui implique des contours
fermés. Pour cela on cherche a définir les régions significatives de 'image. Elles
déterminent alors des contours fermés. On parle de segmentation en régions (voir
définition 3.28). C’est un aspect du traitement d’images qui a été, et qui est tou-
jours beaucoup étudié (voir par exemple les états de I'art de S.W. Zucker [Zuc76]
ou R.M. Haralick et L. Shapiro [HS85], ou des travaux plus récents tels que ceux de
A. Veijanen, R. Adams et L. Bischof, ou encore P. Charnier [Vei94, AB94, Cha95]
. La figure 5.1 présente deux exemples de segmentation en régions.

Les techniques usuelles en segmentation sont basées sur les approches par fu-
ston, division ou meéme division-fusion. Ces deux manieres de procéder sont duales.
L’approche « division » consiste a diviser une région tant qu’elle ne correspond pas
au critere d’homogénéité choisi. La segmentation par « fusion » consiste a démarrer
avec des petites régions (généralement les pixels eux-mémes) puis a fusionner entre
elles les régions adjacentes si leur union respecte le critere d’homogénéité. L’ap-
proche « division-fusion » commence par une étape de division et pour pallier
I'arbitraire de la méthode de division choisie (en quatre par exemple), on procede
ensuite a une étape de fusion. Ces manieres de procéder ne sont bien stur pas les
seules (voir par exemple [PCCB91].

Nous avons choisi d'implanter un algorithme de segmentation en régions par
fusion (décrit pour la premiere fois par J.L. Muerle [MA68]). Nous commengons

donc avec une image constituée d’autant de régions que de pixels, puis nous fu-
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sionnons ces régions deux a deux tant qu’elles ne sont pas optimales au sens du
critere d’homogénéité. Pour décider d’un tel regroupement nous choisissons une
paire de pixels adjacents et regardons si les régions auxquelles ils appartiennent
doivent étre fusionnées. Le résultat et la complexité d'un tel algorithme dépendent
énormément de 'ordre dans lequel les regroupements sont effectués. Nous pensons
donc qu'une segmentation par croissance de régions devrait satisfaire les criteres

suivants :

(5.1.1) Chaque paire de pixels voisins doit étre considérée au moins une fois, mais
"7 au plus un petit nombre de fois.

(5.1.2) La taille des différentes régions devrait étre équilibrée au cours de 1’algo-

rithme.

Le critere (5.1.1) garantit que le test de regroupement sera effectué un nombre
de fois proportionnel au nombre de pixels, cette condition étant nécessaire pour
avoir un algorithme linéaire. De plus elle nous assure qu’aucun bord artificiellement

créé ne subsiste entre les régions.

Le critere (5.1.2) est souhaitable afin que certaines régions ne prennent pas une
trop grande importance avant que d’autres n’aient eu le temps de se former. Ce
critere exclut les techniques simples de parcours de graphe comme le parcours en

profondeur.

Ces criteres étant fixés, il reste a déterminer une structure de données. La plus
courante est le graphe d’adjacence qui associe a chaque sommet une région et ou les
aretes symbolisent la relation d’adjacence. Malheureusement sur le plan pratique
cette structure de données est relativement complexe a maintenir et de plus mene
a des algorithmes non linéaires tels que présentés dans [Mon87]. En fait tel que I'a
déja fait remarquer M. Dillencourt et al. [DST92] la segmentation par croissance
de régions nous ramene au probleme de 'union d’ensembles disjoints. Nous avons
nous aussi choisi d’examiner le probleme sous cet angle mais contrairement a M.
Dillencourt et al., nous ne nous restreignons pas aux images binaires. Nous propo-
sons de plus deux algorithmes, dont I'un des deux peut étre aisément parallélisé.

Mais dans un premier temps présentons ce probleme.
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5.1.2 Le principe de ’Union-Find
5.1.2.1 définition du probleme

Le probleme de I'union d’ensembles disjoints consiste essentiellement a regrou-
per n éléments distincts dans une collection d’ensembles disjoints. Ici ’analogie
avec notre probleme de départ devient évidente : les éléments a regrouper sont les
pixels et les ensembles disjoints, les régions. Pour réaliser cela deux opérations sont
importantes :

— Union qui doit réaliser I'union effective de deux ensembles. Au départ cela
consistera a regrouper deux pixels, puis ensuite des ensembles de pixels.
Généralement chaque ensemble est identifié par un représentant qui est un
certain membre de I’ensemble. Ce représentant sera par exemple le premier
de la liste si ’ensemble est représenté par une liste chainée, ou la racine
d’un arbre s’il est représenté par une telle structure. Dans le cas d’un arbre
(la structure généralement utilisée car donnant les meilleures performances)
I'union de deux ensembles consistera alors a lier I'une des racines a l'autre
(voir figure 5.2).

— Chercher ( « find » en anglais ) qui, étant donné un élément quelconque, per-
met de trouver le représentant de I'ensemble auquel appartient cet élément.
Cette opération est primordiale puisqu’elle permet également de vérifier si

deux éléments appartiennent au meéme ensemble.

5.1.2.2 complexité des algorithmes existants

Il n’existe pas a I’heure actuelle d’algorithme linéaire résolvant ce probleme
dans le cas général. La meilleure complexité connue est due a un algorithme de
R.E. Tarjan [Tar75], elle est en O(m.c(m,n)) o a(m, n) est I'inverse de la fonction
d’Ackerman (voir définition a I'annexe C) et n, m, avec n < m, sont respectivement
le nombre d’appels aux fonctions Union et Chercher. Il a de plus été prouvé (voir
[Tar79, TvL84]) qu'une telle complexité était optimale pour les opérations sur des
structures de données satisfaisant certaines conditions techniques. H.N. Gabow
et R.E. Tarjan ont présenté un algorithme linéaire suivant certaines restrictions
[GT84]. Dans le cas particulier des images binaires, M. Dillencourt et al. [DST92]

ont également élaboré un algorithme linéaire pour 1’« Union-Find ». C’est aussi
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A union B

A B AUB

F1G. 5.2 — Union de deux ensembles représentés par des arbres

dans un cadre particulier, celui des images en niveaux de gris que J. Gustedt et
moi-méme avons présenté deux algorithmes linéaires pour ce probleme [FG96].

Pour une présentation plus générale le lecteur pourra se reporter par exemple
au livre de K. Mehlorn [Meh84], a I’état de l'art de Z. Galil et G.F. Italiano [GI91],
ou l'article de M.J. Van Kreveld et M.H. Overmars [vKO93|, pour des résultats
plus récents.

5.1.2.3 méthodes habituelles pour la résolution du probleme

Les implantations efficaces utilisent des arbres pour représenter les ensembles, la
racine de chaque arbre étant 1’élément représentant de ’ensemble correspondant.
Pour réaliser 'opération Union, il suffit alors de lier la racine de I'un des deux
ensembles en cause a l'autre racine, créant ainsi un nouvel arbre (voir figure 5.2).
L’opération Chercher consiste simplement a « remonter » dans ’arbre depuis
I’élément en question jusqu’a la racine de 'arbre. Pour atteindre la complexité en
O(m.a(m,n)) il faut appliquer les deux principes suivants dans la réalisation de

ces opérations :

1. I'union par rang : il faut lors d’une union faire pointer la racine de ’arbre
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compression de chemin

chercher

Fic. 5.3 — Compression de chemin lors de l'opération Chercher

contenant le moins de noeuds sur celle de I’arbre contenant le plus de noeuds.
C’est ce qui a été réalisé sur 'exemple de la figure 5.2.

2. la compression de chemin : lors de 'opération Chercher il faut faire
pointer chaque nceud de la route directe sur la racine comme la montre la
figure 5.3.

On remarquera que ces deux opérations sont totalement indépendantes, en parti-
culier la compression de chemin ne modifie en rien le nombre de nceuds de ’arbre

et donc n’influence par I'union par rang.

5.2 Modélisation de la segmentation d’images par
I’Union-Find

Nous allons maintenant montrer comment modéliser la segmentation par crois-
sance de régions par 'union d’ensembles disjoints.

5.2.1 présentation générale

L’approche que nous avons choisie consiste donc a représenter chaque région
par un arbre, les noeuds et feuilles de cet arbre étant les éléments de la région
correspondante (voir figure 5.4). L'image devient alors une forét d’arbres. L’élément

racine joue un role particulier au sein de la région : c’est son représentant. Au
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Le représentant de la région

Fi1G. 5.4 — Représentation d'une région par un arbre.

départ du processus chaque pixel est considéré comme une région a part entiere.
Il suffit alors de parcourir I'image, d’examiner toutes les paires de pixels et de
décider si 'on doit ou pas regrouper les deux régions auxquelles appartiennent les
deux pixels de la paire considérée. Pour cela il suffit d’effectuer un Chercher afin
de trouver le représentant de chacune des deux régions, s’ils sont différents (c’est
a dire si les deux pixels n’appartenaient pas a la méme région) regarder si les deux
régions doivent étre fusionnées, si oui le faire a l'aide de I'opération Union. Afin
de prendre cette décision on s’aide d’un prédicat Oracle.

La complexité de I'algorithme dépendra donc des opérations Union et Chercher,
mais aussi de lefficacité du test effectué par le prédicat. Afin de garantir que
I’'Oracle utilisé n’augmente pas la complexité de nos algorithmes, nous avons uti-
lisé de simples fonctions basées sur un seuil et des informations statistiques qui
peuvent aisément étre maintenues a jour par un nombre constant d’opérations,

donc sans augmenter la complexité. Ces informations sont :

1. la valeur absolue de la différence des niveaux de gris! ;

!Toutes les définitions données dans ce chapitre sont données pour des images en niveaux
de gris. Il est facile de voir qu’elle peuvent étre généralisées a des images couleurs, il suffit de
déterminer des criteres pour ’'Oracle n’augmentant pas la complexité. Pour ceux donnés ici,
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2. la différence entre le niveau de gris minimum et maximum de la région apres

I'union ;
3. la variance de la région potentielle.

On peut bien str combiner les criteres précédents a ’aide d’un opérateur booléen.
Nous ne développerons pas dans cette section les aspects liés a la difficulté qu’en-
traine la combinaison de plusieurs criteres ayant chacun son propre seuil, le lecteur
pourra se reporter a la discussion proposée dans la section 5.3. Un autre critere qui
n’a pas été utilisé par manque de temps mais qui est en cours de réalisation, est
celui de la présence d’un lignel de contour entre les deux pixels considérés. Il suffit
pour cela de pré-calculer une carte de lignels de contours a I'aide de 'opérateur de
détection interpixel de contour présenté au chapitre 6.

Il est clair qu'un Oracle utilisant de tels criteres peut étre calculé en temps
constant si a chaque Union on maintient a jour proprement les valeurs de niveaux
de gris minimum, maximum, somme des niveaux de gris et somme du carré des
niveaux de gris. Quant au cout de 'opération Union il est uniquement dua au
cout de 'opération Chercher. En effet, lors d’une Union il faut d’abord chercher
les deux représentants puis lier I'un des deux a l'autre. Cette derniere opération
s’effectuant en temps constant le cout de I’'Union sera donc dépendant du cout des
deux opérations Chercher réalisées. Clairement le cout de 'opération Chercher
est proportionnel a la longueur du chemin menant a la racine. On note le pere
d’un élément x et 'opérateur réalisant le saut a ce méme pere de la méme fagon :
pere(z). On dit qu'un élément = a un acces direct a sa région si pere(z) est la
racine de l'arbre, c’est a dire, le représentant de la région a laquelle appartient
x. On appelle ChercherComprimer la fonction réalisant ’opération Chercher tout
en effectuant la compression du chemin vers la racine. On définit alors la fonction

MiseAplat donnée par l'algorithme 2.

Cette fonction est utilisée par les deux algorithmes afin de diminuer le cout
direct de 'opération Chercher.

Nous avons alors les propriétés, suivantes , communes aux deux algorithmes :

on peut par exemple considérer qu’avant tout calcul on transforme chaque couleur en niveau
de gris en utilisant la formule définie par la Commission Internationale de I'Eclairage : n =
0.28r + 0.59v + 0.110.
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Algorithme 2: MiseAplat(R) — ol R est une région (un ensemble)

Données : Une région R

pour tout x € R faire
| ChercherComprimer (z)

(52.3) Apres un appel a ChercherComprimer (z), tous les éléments qui étaient
7 sur le chemin de & la racine ont un acces direct a leur région.

(5.2.4) ChercherComprimer (z) s’effectue en au plus [ sauts?, o [ est la longueur

du chemin de x vers la racine.
Supposons maintenant que nous avons une région R telle que tous ses éléments

aient un acces direct a leur région, et que nous réalisions une série d’opérations
Union et Chercher sur R. Il est clair qu’apres plusieurs opérations Union tous les
éléments de R n’ont plus un acces direct a leur région. Si nous faisons appel alors

a Miselplat (R) nous obtenons :

(5.2.5) Apres MiseAplat (R) tous les éléments de R ont un acces direct a leur
7 région.

(5.2.6) MiseAplat s'exécute en au plus 2| R| sauts.

Quant a l'opération Union, chaque algorithme en utilise une différente tel qu’il

sera décrit dans la section 5.2.2 suivante.

5.2.2 algorithmes linéaires de segmentation

Les deux algorithmes que nous proposons s’exécutent en temps linéaire. Ils
utilisent tous deux des méthodes classiques de balayage de 'image. Ainsi ScanLine
balaye I'image ligne a ligne, technique utilisée par exemple par O. Monga et B.
Wrobbel-Daucourt dans [MWD87], alors que MergeSquare utilise une méthode de
type arbre-quaternaire (« quad-tree »), voir par exemple [HP74].

Le premier algorithme parcourt I'image ligne par ligne. Pour chaque ligne il
regarde pour chaque pixel s’il peut fusionner la région a laquelle le pixel appartient

2passage au pere
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avec celle du pixel a gauche et au-dessus. Apres avoir fini une ligne il effectue un
post-traitement consistant en 'appel de MiseAplat pour chaque région de chaque
pixel de la ligne, ceci afin de maintenir les propriétés de la structure de données.
Le second algorithme, dans sa variante récursive®, procede en divisant I'image
en 4 régions et récursivement chaque région en 4. A chaque étape de la récursivité
on cherche a fusionner les régions des pixels des bords de ces carrés : pour chaque
paire de pixels voisins du bord de deux carrés différents on effectue une opération
Union si I'Oracle est d’accord. Cet algorithme peut étre facilement parallélisé.
La complexité linéaire du premier algorithme est diie au fait que nous limitons
la hauteur des arbres représentant chaque région. La linéarité du second est prouvée

par un amortissement du nombre d’opérations Chercher.

5.2.2.1 ScanLine

Cet algorithme est similaire a 'algorithme proposé par M. Dillencourt et al.
qui est aussi linéaire mais qui est restreint aux images binaires (c’est a dire en noir
et blanc) et qui ne permet pas la méme généralisation aux graphes planaires que
celle présentée dans [FG96].

L’algorithme 3 que nous avons appelé « ScanLine » parcourt I'image ligne par
ligne et effectue des unions d’ensembles disjoints sur chaque région rencontrée.
Dans la suite de cette section on supposera que l'image est un rectangle w x [.
Au début chaque région est constituée d’un et un seul pixel. On effectue d’abord
le traitement pour la premiere ligne puis ensuite deux lignes par deux lignes (voir
figure 5.5).

Pour chaque ligne on examine chaque pixel et on regarde a 'aide du prédicat
Oracle si ’on doit fusionner les deux régions correspondantes aux pixels a gauche
et au-dessus. Il est évident que nous ne traitons pas le premier pixel, et que pour la
premiere ligne nous ne regardons que le pixel a gauche. Apres avoir traité chaque
pixel d’une ligne on fait appel & MiseAplat pour chaque région de chaque pixel de
la ligne.

L’opération Union doit étre particularisée si I'on veut garantir la complexité :
Union lie toujours la racine de la région ayant été rencontrée la premiere fois

sur la ligne, a celle ayant été rencontrée plus tard. On réalise ainsi une sorte de

30n a alors I’hypothese que I'image est un carré de taille \/n X /7.
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Algorithme 3: ScanLine

Données : Un bitmap bm de taille w x [.

Résultat : Une image segmentée en régions avec étiquetage des compo-
santes connexes.

traitement spécial pour la premiére ligne;
pour =2 g [ faire
traitement spécial pour le premier pixel de la ligne;
pour j=2 a w faire
gauche = ChercherComprimer (bm/fi,j-1]);
dessus = ChercherComprimer (bm/fi-1,j/);
courant = ChercherComprimer (bm/i,j/);
si Oracle(gauche,courant ) alors Union(gauche,courant );
si Oracle(dessus,courant ) alors Union(dessus,courant );

| pour j=2 d w faire MiseAplat (Chercher(bmli,j]));

ligne précédente

ligne courante

N

Fiac. 5.5 — Balayage deux lignes par deux lignes.

parenthésage des régions rencontrées, de la plus « vieille » a la plus récente. Ce
fait sera expliqué dans la preuve du lemme 5.3. Nous obtenons alors le résultat
exprimé par le théoreme 5.1 :

Théoreme 5.1 L’algorithme ScanLine examine toutes les paires de pixels voisins
et s’exécute en temps linéaire en le nombre de pixels.

Il est facile de voir que toutes les paires de pixels voisins sont examinées, ceci

est du au parcours utilisé. Pour prouver la complexité nous avons besoin de la



5.2 Modélisation de la segmentation d’images par I’Union-Find 99

proposition 5.2 et du lemme 5.3.

Proposition 5.2 Avant le traitement d’une ligne, chaque pixel de la ligne précédente

a un acces direct a sa région.

Preuve :
Ceci est garanti par la propriété (5.2.5) de MiseAplat. O

La proposition 5.2 va nous permettre de prouver le lemme 5.3 suivant :

Lemme 5.3 Chaque ChercherComprimer réalisé lors du traitement d’une ligne,

effectue au plus 2 sauts.

Preuve :

Avant le traitement d’une ligne, tous les pixels de la ligne et ceux de la ligne précédente
ont un acces direct a leur région. Ceci parce que chacun des pixels de la ligne courante
forme une région et que la proposition 5.2 nous assure que c’est également vrai pour la
ligne précédente.

Quand une région est constituée d’un pixel unique et qu’une opération Union est
nécessaire, il suffit de rajouter ce pixel a I’autre région. Les choses se compliquent lorsque
I’on doit réaliser 'union de deux régions possédant chacune plusieurs pixels. En effet la
profondeur de I'arbre va s’agrandir et on risque la prochaine fois de multiplier les sauts
lors des opérations Chercher pour retrouver la racine de ces régions.

Montrons que nous ne rencontrerons jamais un pixel nécessitant plus de deux sauts
pour trouver sa racine. Supposons que nous venons juste de fusionner deux régions,
appelons les Chef et Thésard, et qu'une nouvelle région, appelons la Directeur, doit étre
regroupée avec I'union des deux autres, nous risquons de former une chaine de longueur
3. Comme le montre la figure 5.6, il y a seulement deux possibilités* ; soit lier Directeur
Thésard ou lier Chef a Directeur. Le premier cas est impossible. En effet, avant de faire
une Union, nous faisons toujours un ChercherComprimer, de plus 'Union est toujours
réalisée a partir des racines des régions. Puisque Chef et Directeur sont les deux seules
racines mises en cause dans cette exemple, Thésard ne sera jamais consulté pour une
telle Union.

Dans le second cas, tous les pixels liés directement a Thésard vont avoir besoin de
3 sauts pour retrouver le nouveau représentant de leur région, c’est a dire Directeur.

411 est & noter que 'on peut inverser Chef et Thésard sans pour autant changer le raisonne-
ment !
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F1G. 5.6 — Les deux possibilités pour obtenir une chaine de longueur 3.

Mais nous ne rencontrerons pas de tels pixels sur cette ligne. En effet puisque Chef a
été lié & Directeur, c’est que ce dernier est plus « ancien » sur la ligne. Ceci est di a
notre opération Union particuliere. Comme Directeur est une région, c’est un ensemble
connexe de pixels, donc il encadre Chef et Thésard, comme le montre la figure 5.7. On
retrouve ici la notion de parenthésage dont nous avions précédemment parlé.

Puisque nous ne rencontrerons pas de chaine de longueur 3 ou plus, alors d’apres la
propriété (5.2.4), chaque ChercherComprimer réalisé nécessitera au plus 2 sauts. O

On peut maintenant prouver le théoreme 5.1.

Preuve(théoréme5.1) : Nous faisons I'hypothese que le cott de 'algorithme est da
essentiellement au nombre de sauts a réaliser. Pour chaque ligne, nous la parcourons et
effectuons 2 opérations ChercherComprimer pour chaque pixel de cette ligne : un pour
le pixel au-dessus et un autre pour le pixel a gauche. De plus nous faisons au plus 2
opérations Union par pixel de la ligne, mais le lien d’une racine a une autre se fait en
temps constant et n’effectue pas de sauts.

Calculons maintenant le nombre total de sauts effectués. L’opération MiseAplat
est répétée pour chaque pixel de chaque ligne, le cout total est calculé grace a la pro-
priété (5.2.6) : 2.w.l = 2n, ou n est le nombre total de pixels. Pour chaque pixel nous
réalisons en outre 2 opérations ChercherComprimer, soit d’apres la proposition 5.2 un
cout total de : 4.w.l = 6n. Donc le nombre de sauts total est de 8n soit une complexité
en O(n). O
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. C
e

Fic. 5.7 — Effet du « parenthésage » des régions plus « anciennes » sur les plus «
récentes ».

=

5.2.2.2 MergeSquare

Nous allons maintenant présenter un algorithme qui est également linéaire, mais
qui possede la propriété supplémentaire de pouvoir étre directement parallélisé
comme on le verra a la section 5.4.1. Pour trouver la bonne borne supérieure de la
complexité, il sera nécessaire de calculer le nombre de sauts effectués par 'opération
Chercher sur toute 'exécution de 'algorithme. En réalité un effet d’amortissement
se produit sur le nombre d’opérations Chercher. En conséquence si a un niveau
de la récursivité on peut avoir un nombre logarithmique, et non pas constant, de
sauts effectués, au total on obtient un nombre proportionnel au nombre de pixels.
Pour garantir au plus un nombre logarithmique de sauts par opération Chercher,
nous utilisons la variante classique de ’'opération Union présentée a la section 5.2.1,
c’est a dire celle consistant a lier la plus petite région a la plus grande afin de ne
pas augmenter la hauteur de 'arbre. Grace a ce choix, nous avons la propriété
suivante, (voir par exemple [Meh84]), dont nous aurons besoin plus tard :

(5.2.7) Chaque opération Chercher peut étre réalisée avec log s sauts, s étant le

cardinal de I’ensemble en question.
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Pour cette variante, nous faisons ’hypothese que 1'image .
I

est un carré de \/n X \/n, \/n étant une puissance de 2. NO i NE
Nous procédons alors en divisant récursivement I'image en ¢ $ ! @ $ @
4, en commencant donc par des carrés de\ ‘/TE X X%, pour 4®> !
finir sur des carrés de la taille d’un pixel. A chaque retour =

SO SE
d’un appel récursif, les régions des quatres carrés sont -
fusionnées le long des bords de ces carrés : pour chaque

F1G. 5.8 -

paire de pixels voisins appartenant a deux carrés différents
et a deux régions différentes, on fusionne ces deux régions si I’'Oracle est d’accord.
Ce principe est illustré a la figure 5.8.
Pour faciliter la rédaction de I’algorithme nous suppo-
serons avoir facilement acces aux quatres « sous-carrés »
du bitmap a un niveau donné de la récursivité : le bitmap
étant nommé bm, nous noterons par bm[NO] la partie de
la matrice couverte par le carré en haut a gauche, c’est
a dire au Nord-Ouest, ... La variante récursive de MergeSquare est donnée par
I’algorithme 4.

Algorithme 4: — MergeSquare (bm,k)

Données : Un entier k et un bitmap bm de taille 2% x 2%

si k=0 alors fin;
h™ « 2k1 1,
ht «— 2k-1.
pour DIR=NO a SE faire MergeSquare (bm/DIR] k-1);
pour i=0 a 2* faire
gauche « Chercher (bmfi,h~]);
droite «— Chercher (bm/[i,h"]);
| si Oracle(gauche,droite ) alors Union(gauche,droite );
pour i=0 a 2F faire
dessus < Chercher (bm/h~,i/);
dessous «— Chercher (bm/h™,i]);
si Oracle(dessus,dessous ) alors Union (dessus,dessous );
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Théoreme 5.4 L’algorithme MergeSquare examine toutes les paires de pizels

voisins et s’exécute en temps linéaire en le nombre de pixels.

Preuve :
Il est facile de vérifier que MergeSquare examine bien toutes les paires de pixels voisins.
Pour prouver la complexité, plagons nous a un niveau de la récursivité, c’est a dire pour
une taille de carré de 2% x 2¥. Nous avons 4 appels récursifs et 28 x 28 = 22k gpérations
Union possibles. Nous supposerons que le cotut d’une telle opération est borné par le
nombre de sauts effectués par les 2 opérations Chercher lors de la recherche des racines
correspondantes afin de lier 'une a ’autre.

Les régions & fusionner ont une taille bornée par 2* x 2%, Donc d’apres la pro-
priété 5.2.7 nous savons que chaque opération Union nécessite au plus 2log2%¢ = 4k
sauts. Donc nous avons au plus 8k2F sauts pour fusionner deux régions. A une étape k

donnée, nous avons n/(22%) carrés de taille 2* x 2¥, donc & une étape donnée nous avons

au total
8k2kn /(2%F) = 8(k/2%)n (5.1)
sauts, d’ou la borne supérieure suivante pour le nombre de sauts total pour tout 1’algo-
rithme :
log v/nu 0k
8(k/2")n < 8 k= 5.2
> /2 <t ) ky (52)

Pour —1 < x < 1 nous avons l'identité bien connue :

ﬁ =3 kat (5.3)
k=1

Cela peut étre facilement vérifié en développant la fonction ﬁ par une série de Taylor
en 0. La partie droite de I’équation 5.2 peut alors étre évaluée a 16n, on a donc bien une

complexité linéaire en le nombre de pixels n de notre image. O

5.2.2.3 variante itérative

Si I'on examine de pres un niveau [ de la récursivité, on remarque que les paires
de pixels concernées par les opérations Union se trouvent toutes sur des lignes et
colonnes spécifiques de la matrice. On pourra vérifier que toutes ces paires sont de
la forme :
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- ((i,j),(i—i—l,j)) avec i = r.2' + 25 pour r = 0,...,v/n/2l et j=1,... n;

- <(i,j),(2’,j~|—1)> aveci=1,....netj=r2+2"  pourr=0,...,/n/2"
On peut alors faire ces fusions dans n’importe quel ordre. En fait, en commencant
avec [ = 1, on peut procéder itérativement et obtenir un algorithme équivalent a

la variante récursive mais pouvant travailler sur des images rectangulaires.

5.3 Criteére unifié de décision

Nos algorithmes travaillent donc a partir des pixels pour faire de la segmen-
tation en régions. Il est donc facile d’'imaginer une coopération régions-contours.
Plus précisément on peut envisager un Oracle travaillant a partir d’informations
locales, comme la différence des niveaux de gris des pixels ou la présence d'un
lignel de contour entre eux®, et d’informations globales, c’est & dire ayant trait
aux régions comme la variance des niveaux de gris ou la différence des moyennes.
On se retrouve alors avec plusieurs parametres inter-agissant. Comment combiner
de maniere correcte ces différentes informations et comment controler leurs inter-
actions est un probleme délicat, voir par exemple [SG93]. La fagon habituelle de
procéder est de comparer chaque critere a une valeur de seuil et de réaliser un ou
logique entre les différentes réponses données par chacun d’eux.

Cette méthode de fonctionnement présente, a notre avis, certains inconvénients :

— il n’est pas facile de choisir un seuil pour chaque critere, surtout s’ils sont

nombreux ;

— il est encore plus difficile d’appréhender la maniere dont ils vont s’influencer

au sein de 'oracle;

— il n’est pas possible de donner plus d’importance a I’'un ou I’autre des criteres ;

— la méthode est tres sensible au bruit et au légeres variations se produisant

autour des valeurs de chaque seuil.
Nous proposons une méthode générale permettant de combiner différents criteres

ayant les caractéristiques suivantes :

50n pourrait également travailler avec un détecteur de contours classiques, mais se pose alors
un probleme de localisation de la frontiere entre les régions, en effet les contours sont localisés
sur les pixels.
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— un parametre unique pour éviter le probleme du choix de multiples seuils ;
— possibilité de donner a chaque critere une importance relative ;

— résistance au bruit ou aux petites variations autour des valeurs du seuil.

5.3.1 description de la méthode

Tout d’abord, nous faisons la distinction entre les criteres de regroupement et
les oracles. Ces deux types de fonctions prennent en parametre deux pixels appar-
tenant a deux régions différentes. Pour obtenir des informations sur les régions
concernées elles n’ont qu’a faire appel a l'opération Chercher de la structure
présentée a la section 5.2.1°. Mais elles different sur le type de résultat renvoyé :

— Les criteres sont des fonctions normalisées, c’est a dire qui vont renvoyer une
valeur dans l'intervalle [0,1]. Un tel résultat sera interprété comme la pro-
babilité pour que les deux régions unifiées correspondent bien a la définition
d’une région ;

— Au contraire, un oracle est une fonction qui va finalement donner la décision a
prendre. Le résultat renvoyé doit étre 0 ou 1. Une fonction simple de décision
sera un oracle utilisant un seul critere et muni d’un seuil. On retrouve alors
le méme type de fonction de décision que celles habituelles présentées plus
haut.

Par contre pour combiner plusieurs criteres on utilisera un produit pondéré de

critéres dont voici la définition :

Définition 5.1 (produit pondéré de critéres) Soient des critéres normalisés
Ci,...,Cy et les poids wy,...,wy tels que Zle w; = 1, le produit pondéré de
criteres P, (Cy,...,C) est donné par :

k

Py(Cy,....Co) =[]

=1

Cette formulation possede les avantages suivants :

1. Elle permet de passer outre 'indécision de I'un des criteres.

6Si cette structure n’est pas utilisée, on suppose qu’il existe un mécanisme permettant de
donner pour chaque pixel la région a laquelle il appartient.
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2. Si les criteres ne changent pas brusquement de valeurs autour d’un seuil
donné, le produit pondéré des criteres sera robuste au bruit et aux légeres

variations autour de ce seuil”.

3. Les poids nous permettent de donner une importance différente a chaque

critere.

On définira 1'oracle comme une fonction P(s, Cy,...,Cy) qui dépend, en plus
des criteres et des poids, d’un seuil s. Il ne fait que comparer ce seuil au produit
pondéré des criteres : P,(Ch,...,Ck) > s. Si les criteres calculés sont exponentiels,
comme on le propose a la section suivante, il sera plus facile de comparer les
logarithmes de chacune des valeurs, on obtient alors :

k
Z w; log C; > log s

=1

5.3.2 quelques criteres particuliers

Nous montrons ici comment mettre en ceuvre la méthode que nous proposons
avec des criteres locaux et globaux classiques. Cette liste n’est pas exhaustive, ce
ne sont que quelques exemples.

criteres basés sur une distance Parmi les criteres les plus souvent utilisés
en traitement d’images, on trouve ceux basés sur une distance entre les niveaux
de gris des pixels, pour un critere local, ou de distance entre les niveaux de gris
moyens des régions pour un critere global. Un tel critere ne nous restreint pas
seulement aux images en niveaux de gris, en effet des fonctions de distance sur les
couleurs ont été étudiées, voir par exemple [SMT82].

La maniere la plus facile d'utiliser une telle distance entre les niveaux de gris

est la comparaison avec un seuil, avec tous les inconvénients cités plus haut.

“C’est le cas de la plupart des criteres habituellement utilisés comme la différence des moyennes
par exemple. La différence peut-étre proche d’un seuil donné, mais la valeur normalisée retournée
par un critere tel qu’on le propose ne variera pas beaucoup. Par contre habituellement une légere
variation peut entrainer le passage a une valeur inférieure au seuil et donc passer d’une valeur 0
a une valeur 1!
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Avec un minimum d’efforts on peut définir un critere normalisé répondant a nos
spécifications. Par exemple dans le cas d’'images en 256 niveaux de gris la distance
maximale entre deux niveaux de gris ¢; et ¢y est de 256. On pourra alors définir
la distance normalisée d(cy,ca) = |c1 — ¢2|/256 qui nous permettra aisément de
définir un critere normalisé. D’une maniere générale pour une fonction de distance
d' entre les niveaux de gris ayant une valeur maximale d_, on obtient la distance
normalisée d(cy,cy) = d'(c1, ¢c2)/d.,.

En fait pour obtenir un critere normalisé valide avec un telle distance il faudra
prendre 1 — d(c1, c2). On appellera un critere de ce type, un critére linéaire de
distance. 11 a 'avantage de dépendre de maniere continue des données, par contre
il a le désavantage d’avoir un assez grand intervalle de valeurs pour lesquelles il
est indécis.

opérateurs gradients D’autre criteres habituellement utilisés sont ceux basés
sur des valeurs de 'opérateur gradient ou Laplacien. Ils sont utilisés pour savoir si
un pixel est un point de contour. Par exemple, pour calculer la norme du vecteur
gradient, on approxime les dérivées par des différences (voir par exemple [GW8T]),

on obtient alors la relation suivante® :

Nous avons alors le critere gradient normalisé :

(If(y) = Fa + Ly) |+ |f @) = fla,y + D) /di

criteres exponentiels Pour éviter les inconvénients posés par les criteres linéaires
qui ont un grand intervalle de valeurs pour lesquelles ils sont indécis, nous pro-
posons de passer le critere comme argument d’une fonction exponentielle de la

—2C o1 C est le critere normalisé. Le choix du coefficient «

maniere suivante : e
influence le comportement de ce nouveau critere. Plus a est grand, plus la courbe
sera incurvée et le comportement du critere se rapproche d’'un critere avec seuil ;
pour un « petit la courbe sera presque droite et on retrouve le comportement dun

critere linéaire. La figure 5.9 donne des exemples avec différentes valeurs de a pour

8(Cette relation est équivalente & I'opérateur gradient défini par L.G. Roberts [Rob65] & I’aide
de masques de convolution 2 x 2.



108 Méthodes combinatoires en analyse d’images
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F1G. 5.9 — Influence du coefficient « sur le comportement d’un critere exponentiel.

un critére basé sur la distance normalisée entre deux niveaux de gris®.

On remarquera qu’'une tel critere ne peut jamais prendre la valeur 0. En par-
ticulier pour une distance d(cy, cy) = 1, le critere classique répondrait 0, ici nous
obtenons la valeur e™®. Contrairement a la méthode précédente, un tel critere ne
peut a lui seul interdire la fusion de deux régions. On appelle cette valeur la capa-
cité de veto du critere exponentiel. Cette capacité de veto est la valeur que doivent
contrecarrer les autres criteres pour provoquer une fusion. Plus cette valeur est
petite, plus c’est difficile. Ainsi un critére exponentiel ayant une capacité de veto
de 0 ne pourra pas étre contrecarré dans les situations ou il renvoie cette valeur.
La fusion des deux régions sera alors impossible.

5.4 Conclusion et perspectives

Nous avons donné dans ce chapitre deux algorithmes linéaires de segmenta-
tions en régions. Ces algorithmes ont la particularité de permettre une coopération
région-contour aisée. De plus ils réalisent un étiquetage des composantes connexes.

9Rappel : la distance normalisé est alors : |c; — co|/256.
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C’est a notre connaissance les seuls algorithmes ayant toutes ces fonctionnalités
réunies et s’exécutant en une seule passe sur l'image. D’ailleurs la complexité
théorique se traduit par une vitesse d’exécution relativement grande comme on
peut le voir dans la table des temps donnée a la section 5.5. De plus les résultats
obtenus en segmentation sont comparables a ceux que I'on peut voir habituellement
dans les livres ou articles (voir par exemple [HM93, HS92, BB92, AB94, Vei94]). Le
lecteur pourra juger de lui-méme, nous donnons plusieurs exemples a la section 5.5.

L’étiquetage des composantes connexes, et la relation privilégiée qu’offre la
structure d’ensembles disjoints entre les éléments (ici un pixel) et les ensembles
auxquels ils appartiennent (les régions dans notre cas), peuvent étre tres utiles
pour la réalisation d’autres algorithmes. Ainsi comme on I’a vu au chapitre 4, cela
nous a permis de mettre au point un algorithme linéaire d’extraction du graphe des
frontieres (une vision différente du graphe d’adjacence). Ces algorithmes offrent de
plus des perspectives intéressantes. Nous présentons par exemple la parallélisation
de MergeSquare a la section 5.4.1 et la mise en correspondance de deux images
segmentées a la section 5.4.2. On pourra également se reporter a [d’A94] pour une
version parallele de ’algorithme ScanLine.

5.4.1 parallélisation de MergeSquare

L’efficacité de 'algorithme MergeSquare pourrait étre grandement augmentée
si on le parallélisait. De la définition de l'algorithme on en déduit facilement la

proposition suivante :

Proposition 5.5 MergeSquare peut étre implanté efficacement sur une PRAMY
avec p < 2% processeurs avec une complezité de O(2% /p) pour un bitmap de taille
2k x 2k,

Pour implanter MergeSquare de maniere efficace, il est important

1. de ne pas avoir a copier les données pour un appel récursif,

2. qu’une routine & un niveau inférieur de la récursivité n’ait pas a se préoccuper

de la taille globale des données,

Omachine paralléle & accés aléatoire : c’est une machine composée de plusieurs proces-

seurs séquentiels ordinaires disposant d’une mémoire globale partagée et pouvant y accéder en
paralléle.
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Al0,0] A0, 1] A[1, 0] A[2,3] A[3,2] A[3, 3]
o[8] | v[9] |v[12]|v13]]  D—A—— -

v[10] | v[11] | v[14] | v[15]

F1aG. 5.10 — Une linéarisation adéquate de la mémoire.

3. que la matrice soit linéarisée en mémoire de telle sorte que chaque appel

trouve ses données regroupées en une seule partie de la mémoire.

Alors tous les appels récursifs pourront s’exécuter de maniere totalement indépendante
les uns des autres. Cela peut étre réalisé grace a une définition récursive en arbre
quaternaire de la matrice, c’est a dire en plagant en mémoire d’abord la partie
NE, puis NO, etc... (voir plus haut (section 5.2.2.2)la définition de NE, NO, ...).
Un pixel (i,7), tel que les représentations binaires de i et j sont respectivement
Tk—1---%0 €t Jr_1...Jo, sera alors placé a la position ix_1Jg_1 . - . igJo- Autrement dit,
'index de la position dans la mémoire d’un élément particulier (i, j) de la matrice
est donné en alternant les bits de 7 et j. Ainsi, une matrice 4 x 4 sera linéarisée en
un vecteur de longueur 16 (voir figure 5.10) et on placera, par exemple, 1’élément
(2,2), soit (10,10) en binaire, de la matrice, a la place a la position 12, soit 1100
en binaire, du vecteur mémoire.

Cette linéarisation particuliere de la matrice s’apparente aux arbres quater-
naires linéaire [Sam84] et plus particulierement & la construction d’un quad-tree
par un parcours de Peano [CP95].

5.4.2 mise en correspondances de deux images segmentées

Ici nous supposons que nous avons réalisé deux segmentations différentes, par
exemple avec nos deux algorithmes, d’'une méme image. Nous voulons maintenant

faire une synthese de ces deux segmentations. Pour cela nous allons mettre en cor-
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respondance les régions de chaque segmentation ayant des pixels en commun. C’est
aisément réalisable si les segmentations ont été réalisées avec nos algorithmes. En
effet nous bénéficions de I'étiquetage des composantes connexes, et en parcourant
chaque image en parallele on peut construire une liste de paires de régions ou
chaque paire indique que les deux régions sont couvertes par un meéme pixel. Il
faut maintenant collecter ces données, en regrouper toutes les paires identiques en
un triplet contenant 'identification des deux régions, et le nombre d’occurrences
de la paire correspondante. On pourra alors traiter ces données pour améliorer
une des deux segmentations. Par exemple on pourra forcer le regroupement de
deux régions de la premiere segmentation si les triplets nous indiquent que ces
deux régions sont pratiquement entierement couvertes par une seule région de la
deuxieme segmentation.

Qu’en est-il de la complexité d’un tel processus de traitement ? On sait déja
que les deux segmentations et 1’étiquetage des composantes connexes peuvent étre
réalisés en temps linéaire. Reste la collecte des données. On I’a vu, l'obtention de
toutes les paires peut se faire en un balayage de chaque image segmentée, donc
toujours en temps linéaire. Reste a regrouper ces paires. Pour cela il suffit de
les trier et de parcourir la liste triée afin de regrouper les différentes occurrences
de chaque paire. On choisira ici d’effectuer un tri par base (voir par exemple
[CLR90]'). La complexité sera alors en O(k + m) ou k est le nombre de clefs (ici
le nombre de régions) pour les tris par dénombrement nécessaires pour le tri par
base, et m le nombre de paires a trier (ici le nombre n de pixels). Le nombre de
régions étant au plus égal au nombre de pixels (bien que dans ce cas on ne puisse
pas dire que la segmentation ait eu un quelconque effet), on obtient finalement
une complexité en O(n). La collecte s’effectue également en O(n) puisqu’il faut
parcourir la liste de toutes les paires. Au total tout ce processus s’exécutera donc
en un temps linéaire.

5.5 Présentation de quelques résultats

La complexité théorique s’est vérifiée dans la pratique au niveau des temps

d’exécution. En effet, nous avons implanté ScanLine et MergeSquare en C™ 1, sans

1Une traduction en francais est disponible : [CLR94].
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optimisations particulieres autre que celles fournies par les options du compilateur,

et nous obtenons, sur une Sun Sparc 5, les temps de calcul donnés par le tableau :

image | 256 X 256 | 512 x 512 | 705 x 576
initialisation : 0.12s 0.68s 0.71
algorithme : 0.56s 3.76s 4.58s
algo/pixel : | 8.54us 14.3us 11.2us

Ce qui revient a un temps d’exécution de 10 a 15usec par pixel, soit pratiquement
du temps réel.

D’autre part nous avons mis en place la méthode de critere unifié a ’'aide de
ces mémes algorithmes. Voici quelques résultats obtenus...

La figure 5.11 montre I'image « Lena » segmentée en régions par ’algorithme
ScanLine, les criteres utilisés sont des criteres linéaires de distance sur les pixels
et les régions.

Un exemple de résultat obtenu par ’algorithme MergeSquare est donné a la
figure 5.12. On peut voir que le découpage en arbre quaternaire pour traiter 'image
fait apparaitre des frontieres artificielles rectilignes. Il faudrait appliquer un post-
traitement cherchant a enlever ces lignes.

Ala figure 5.13.c on peut voir un exemple de coopération régions-contours uti-
lisant notre détecteur de contours interpixel. Ceci n’est qu’une premiere approche,
en effet lors de I'algorithme, a chaque examen d’une paire de pixels, nous regar-
dons le lignel séparant les deux pixels; or il faudrait également tenir compte des
autres lignels le long de la frontiere. La prise en compte d’un tel critere ne peut
pas se faire sans précaution, sinon on risque de perdre la complexité linéaire de nos
algorithmes, et donc perdre en performance. Les criteres utilisés dans cette figure

sont :

1. Le critere linéaire de distance, c’est a dire (1 — d(Ry, Ry)/255) ou d(R1, Ry)
est la valeur absolue de la différence des niveaux de gris moyens des deux

régions concernées.

2. Un critere booléen égal a 0 si le lignel entre les pixels est un contour, égal a
1 sinon.
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L’image 5.13.b a été segmentée en utilisant le méme critere global et, comme
critere local, le critere linéaire de distance, mais cette fois-ci sur le niveau de gris

des pixels.
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F1G. 5.11 — Lena segmentée en régions par ScanLine.
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F1G. 5.12 — Image segmentée par MergeSquare.
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a. image originale b. critere de distance c. contours et distance

Fi1a. 5.13 — Segmentation par coopération regions-contours.



Chapitre 6

Détection de contours

Le but des détecteurs de contours est de détecter dans l'image les points de
contour, les frontieres entre les objets. Ce sont souvent des techniques issues du
domaine du traitement du signal. L’hypothese faite est que 'image est un signal
échantillonné bruité. On calcule alors ces variations sur les points d’échantillonnage
que sont les pixels. La démarche semble naturelle, mais qu’est-ce qu’un contour, une
frontiere dans I'image ? Intuitivement on pourrait dire qu’une frontiere apparait
entre deux pixels quand la différence de leur intensité lumineuse est significative!.
Elle devrait donc étre localisée a I'interpixel et non pas sur les pixels. D’autre part
si I’on considere qu’une ligne de pixels forme une aréte, alors comment représenter
un objet d’un pixel d’épaisseur? C’est pourquoi il nous a semblé important de
mettre au point un détecteur de contours en interpixel.

6.1 Modele général des détecteurs de contours.

Apres un bref rappel sur la formation d’une image discrete nous présenterons
le principe de fonctionnement d’un détecteur de contour. Nous exposerons ensuite
les propriétés principales d’une catégorie particuliere de filtres : les filtres linéaires

séparables. En effet nous nous intéresserons plus particulierement aux détecteurs

'La notion de différence significative est dépendante de la distribution des niveaux de gris
dans l'image. C’est un des problemes des détecteurs qui finalement essayent de repérer toute
différence maximale localement, puis laissent le soin de «nettoyer I'image» a une étape ultérieure
de filtrage.
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a. Fonction peigne de Dirac b. Fonction créte

Fi1G. 6.1 — Fonctions d’échantillonage

basés sur ces types de filtres. Nous ferons alors un bref rappel sur les plus classiques
des détecteurs avant de présenter notre détecteur interpixel. Puis nous montrerons,
toujours dans le cadre de la séparation entre information et affichage, une extension
de nos résultats a la définition d’un détecteur subpixel. Nous en profiterons alors

pour présenter cette nouvelle notion ainsi que les principaux travaux existant déja.

6.1.1 naissance d’une image discrete

L’objectif ici est de transformer une image en une information exploitable par
un systeme de vision par ordinateur. Cette information sera représentée sous la
forme d’'une image numérique. Pour cela on dispose d’un capteur capable de trans-
former l'intensité lumineuse qu’il regoit en un signal analogique. Ce signal est
ensuite échantillonné en temps et en fréquences afin de donner 'image numérique
recherchée. Théoriquement 1’échantillonnage consiste a multiplier le signal analo-
gique par une fonction peigne de Dirac §(z,y) (voir figure 6.1.a). En fait le principe
de fonctionnement des capteurs CCD fait que le signal obtenu est déja le résultat
d’un premier échantillonnage ou chaque valeur correspond a l'intégration de la
quantité lumineuse regue sur une surface de dimension dx x dy. Cet échantillonnage

est représenté par la fonction créte [Jae ay (7, y) présentée a la figure 6.1.b. Une
272
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I(l’,y) IXf I(ZL’,y)
e capteur —
échantillonage
bruit d(z,y)

F1G. 6.2 — Un modele d’acquisition d’images

fois échantillonné, le signal est quantifié afin par exemple de ramener les valeurs
dans un intervalle [0, 255].

Tout au long de ce processus de formation de I'image discrete se produisent des
dégradations dues aux bruits du capteur (bruit intrinseque), de la nature corpus-
culaire de la lumiere (bruit extrinseque), de la quantification et de l'optique dont
nous n’avons pas parlé ici. Nous ne développerons pas ces aspects de ’acquisition,
ni les aspects photométriques de la lumiere. Le lecteur intéressé pourra se reporter
par exemple a [Tab94, GW8T] ou pour les aspects relatif aux filtres digitaux et au
traitement du signal numérique a [Jac89, EV92].

Un systeme de vision et d’acquisition complet serait complexe a représenter
car il met en jeu de nombreux procédés et fait intervenir de nombreux parametres.
Nous adopterons finalement le modele simplifié d’acquisition présenté a la figure 6.2
ou f symbolise la fonction d’acquisition du capteur. Elle peut d’ailleurs étre vue
comme le résultat de la convolution de la fonction peigne (voir figure 6.1) par la
réponse impulsionnelle h du capteur : f = h % .

6.1.2 schéma de fonctionnement d’un détecteur de contour

Dans la section 3.1 nous avons présenté un point de contour comme une
différence significative de l'intensité lumineuse. Dans notre modele ot l'image
numérique est le résultat de la discrétisation de la fonction Iy = Z x f cela revient a
repérer les brusques variations de cette fonction. Il y a plusieurs types de variations

auxquels correspondent plusieurs types de contours (voir figure 6.3). Nous nous
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A |

marche rampe toit créte

FiG. 6.3 — Différents types de contours

intéresserons principalement aux contours de type marche. Etant donné que nous
avons une approche interpixel et que nous voulons également obtenir en définitive
une description de 'image en terme de régions, les autres types de contours tels
que les lignes (créte et toit) ne font pas partie de nos préoccupations. En effet une
ligne sera pour nous une région fine avec deux frontieres que nous pouvons alors
considérer comme un contour de type marche?.

Pour repérer les variations de la fonction Iy, il suffit de repérer les points
d’inflexion, c’est a dire les maximaux de la dérivée premiere (approche du type
gradient) ou les passages a zéro de la dérivée seconde (approche laplacien)®. On
appelle opérateur du premier ordre les détecteurs travaillant a partir des dérivées
partielles premieres, et opérateur du second ordre ceux travaillant a partir des
dérivées partielles secondes. Pratiquement ces deux types d’opérateurs fournissent
des résultats proches. En fait, théoriquement en 1D, les contours obtenus seront
les mémes. Mais en 2D il n’en est pas de méme. Ainsi on remarquera par exemple
qu’un opérateur du second ordre fournira des contours fermés. Par contre il sera
tres sensible au bruit et fournira alors beaucoup de faux contours. Pour détecter
les contours du type marche on utilisera essentiellement les deux types d’opérateur
(directionnels ou non directionnels) suivants :

— l'opérateur directionnel du premier ordre, c’est a dire le vecteur gradient

calculé en chaque point de I'image :

0l¢(z,y) 0If(z,y)
or = Oy

VI =" ( ) noté VI =* (I,,I,)

2L’application d’un filtre de lissage peut mettre en défaut cette hypothese, la quantité de
signal exprimant la valeur haute de la marche étant nettement moins importante que la quantité
basse.

30n remarquera que I’approche gradient consiste en fait & déterminer les passages par zéro
de la dérivée seconde dans la direction du gradient. Ce qui est différent des passages par zéro du
laplacien.
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Y

VI(z,y)

F1G. 6.4 — Direction # du gradient en un point d’une image.

On calculera également le module ||VI|| de ce vecteur afin de connaitre
«la force» du contour. Ce module pourra étre calculé par exemple des deux

VEIE+ LR et |L|+ |1

En fait on utilisera généralement la premiere formulation car c’est la plus

manieres suivantes :

simple pour laquelle le module est invariant par rotation. La direction du
vecteur gradient est normale par rapport au contour. On peut donc obtenir
la direction 6 du contour (voir figure 6.4 par le calcul suivant :

aff(ffc,y)/aff(ﬂc,y))
dy ox

0 = arctan(

— lopérateur non-directionnel du second ordre. Par exemple le laplacien dont
les valeurs a zéro donnent les points de contour. En chaque point de I'image
on calculera la valeur suivante :

8]?(1:, Y) 8]1%(% Y)
0x? 0y?

Cet opérateur est également invariant par rotation.

Viy(z,y) =

On appelle cette étape d’application d’un tel opérateur, la différentiation de I'image.

On a pu voir dans la section 6.1.1 qu'une image discrete contenait toujours
du bruit inhérent au procédé d’acquisition. Afin d’en réduire la quantité présente
dans I'image, méme dans le cas de l'utilisation d’un opérateur du premier ordre,
on va donc précéder la recherche des discontinuités par une étape de filtrage. Les

procédés modernes se ramenent a la détermination d’un filtr de lissage ; ’étape de
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image originale contours avec lissage contours avec lissage

a haute échelle a faible échelle
F1G. 6.5 — Effet du lissage a différentes échelles sur la détection de contours

différentiation consistant alors en 'application de la dérivée du filtre de lissage (voir
plus loin a la section 6.2.2). Ces filtres seront construits sur ’hypothese d'un bruit
blanc gaussien*. On pourra voir un filtre comme une fonction f, ol « est ’échelle
du filtre. A haute échelle, I'image sera fortement lissée et la détection des contours
sera bonne (forte probabilité de marquer un vrai contour et faible probabilité de
marquer un faux contour) mais la localisation sera mauvaise. Inversement a faible
échelle la localisation sera bonne mais la détection mauvaise car I'image contiendra
trop de détails. La figure 6.5 présente des contours détectés par le filtre de Deriche
(voir section 6.2.2.3) avec seuillage par hystérésis (voir plus loin les explications
concernant ce type de seuillage) a haute et basse échelle. L’inconvénient majeur
du lissage est, comme on peut le voir sur les images de la figure 6.5, I’élimination
et le déplacement® de certains contours, ainsi que la création de faux contours. Les
variations d’un signal a différents lissages peuvent étre représentées grace a 1’espace
échelle. Dans le cas monodimensionnel, il décrit un plan x — a ou « correspond a
I’échelle de lissage et x décrit la valeur du signal correspondant. Le lecteur intéressé
pourra se reporter par exemple & [Wit83, SMCMO1]. Pour palier ces variations, A.
Rosenfeld a le premier proposé d’utiliser différentes tailles de filtres et de combiner

4Ce qui est faux dans la plupart des cas réels.
®Déplacement des contours du bras de la lampe sur la figure 6.5, par exemple
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Image Image lissée | Différentiationl Contours Correction

Lissage Image finale

Fi1a. 6.6 — Schéma de fonctionnement d’un détecteur de contours.

les résultats obtenus [RT71]. Sur ce principe s’est développée une classe particuliere
de filtres appelés détecteur multi-échelle. On citera par exemple les travaux de
[Zi091, LJ92, Tab94]. Des méthodes d’extraction multi-échelle de régions ont méme
été proposées (voir par exemple [BA89]). On voit donc a travers ces travaux que
le choix de l’échelle est primordial.

Il existe deux sortes de filtres, les filtres linéaires et les non-linéaires. L’avan-
tage d’un filtre linéaire est qu’il est caractérisé par sa réponse impulsionnelle.
L’opération de filtrage se traduit alors de maniere analytique par un produit de

convolution, dans le cas discret :
+K/2
]f =Ix* fo= Z I(x_t)foc(t)

t=—K/2
ou K est la largeur du filtre. Le schéma de fonctionnement d’un détecteur de
contour peut donc étre représenté par la figure 6.6. Le principal inconvénient des
filtres linéaires est que la réduction du bruit entraine un étalement des transitions
du signal. Les filtres non-linéaires n’ont pas cet inconvénient, par contre ils in-
troduisent généralement des modifications irréversibles de 'image. De plus pour
la plupart d’entre eux, les pixels ne contribuent pas de la méme fagon au lissage.
Cette contribution dépendra de sa position spatiale dans I'image.

On remarquera que sur le schéma de la figure 6.6 réside une étape supplémentaire
dont nous n’avons pas encore parlé : la correction. En fait cette étape n’est pas
toujours présente. En pratique elle s’exprimera par un dernier filtrage de I'image.
En fait elle consiste a essayer d’augmenter une derniére fois le rapport signal /bruit
en éliminant si possible les faux contours détectés. On pourra également essayer
de supprimer les « trous » dans les contours par un algorithme de fermeture des
contours. Ce dernier type de correction n’est pas couramment utilisé alors que le
filtrage de I'image lui est systématiquement fait. Ainsi par exemple dans le cas

d’un détecteur basé sur un opérateur du premier ordre, on peut le faire d’une
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maniere simple en supprimant tous les contours dont le module du gradient est
inférieur a une certaine valeur. Un seuillage plus performant est également utilisé :
le seuillage par hystérésis. Il consiste a garder tous les contours au-dessus d'un
seuil haut, et tous ceux dont la valeur du module est supérieure a un seuil bas

tout en étant connexes®

a un contour dont la valeur du gradient est supérieure au
seuil haut. C’est ce type de seuillage que nous utiliserons. Le sujet de cette these
n’étant pas centré sur la détection de contours, nous avons choisi de travailler a
partir d'un type particulier de détecteurs a cause des avantages qu’ils présentent

(voir section 6.1.3) : ceux établis a partir d’un filtre linéaire séparable.

6.1.3 les filtres linéaires séparables

Nous avons déja présenté les filtres linéaires ci-avant. Pour un filtre a deux
variables z et y, la propriété de séparabilité indique que 1'on peut décomposer le
filtre en produit de deux filtres suivant chaque direction x et y, indépendantes
I'une de autre. Ainsi le filtre f pourra s’écrire f(z,y) = f.(z)f,(y). Les avantages
de ce type de filtres sont multiples :

— réduction du temps de calcul : une convolution par un filtre de largeur K s’ef-
fectuait en O(K?) opérations, alors que pour un filtre séparable elle s’effectue
en O(K) opérations ;

— généralisation immédiate a une dimension quelconque;

De plus, certains, comme les filtres exponentiels, permettent une implantation
récursive de 1'opération de filtrage’.

Il faut faire attention avec les filtres séparables car ils sont souvent anisotro-
piques® selon les directions x et 3. En fait le filtre gaussien est I'un des rares filtres
linéaires séparables isotropes. C’est a partir de 'approximation proposée par R,
Deriche (voir section 6.2.2.3) que nous avons mis au point notre détecteur inter-
pixel.

61ci connexe s’entend par suite de pixels deux a deux adjacents, c’est & dire ayant un coté ou
un sommet en commun.

"Le filtrage récursif est une technique bien connue en traitement du signal. Pour plus d’infor-
mation le lecteur intéressé pourra se référer & [HM93, Der87] par exemple.

8 Anisotrope : se dit d’un corps, d’un objet dont les propriétés different suivant la direction
considérées.
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lissage en y dérivation en x
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lissage en x dérivation en y

F1G. 6.7 — Schéma général du calcul des valeurs du gradient des points d'une image.

Regardons maintenant de maniere analytique que devient notre schéma de fonc-
tionnement des détecteurs de contours pour les détecteurs a base de filtre linéaire
séparable, et plus particulierement les étapes de filtrage et de différentiation. Nous
rappelons que I'étape de filtrage consiste a convoluer I'image par notre fonction f

de filtrage. Dans le cas qui nous intéresse nous obtenons :

Iy =Tx f(x,y) = Dx (fe(@) fy(y) = T * fo(x) * fy(y)

I étant I'image initiale, /¢ I'image filtrée et f,, f, les réponses impulsionnelles
du filtre f selon les directions = et y. Pour réaliser I’étape de différentiation, il
suffit de calculer les dérivées partielles selon x et y de I'expression précédente :

O o) = L (1 1) ) = T+ £200) + 0
oI 0

5y 00 = 5, (1 Fula) % fyl0)) = T+ o) £5(9)

Dans le cas de filtres linéaires, 'opération de convolution étant commutative
on pourra retenir comme schéma général du calcul des valeurs du gradient d’une
image, celui présenté a la figure 6.7. Ce schéma de calcul nous permet donc d’ob-
tenir la valeur du module du gradient en chaque point de 'image. Nous pouvons
également déterminer en chaque point a 'aide des valeurs des dérivées partielles
qui ont été calculées, la direction du vecteur gradient, c’est a dire la normale a
la direction du contour. Il ne faut pas oublier que l'utilisation d’un opérateur du
premier ordre nécessite une étape supplémentatire de suppression des non maxima

locaux du gradient afin d’avoir des contours d’épaisseur unité. En chaque point
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nous regardons les deux voisins les plus proches dans la direction du gradient?,
le point considéré est marqué comme point de contour potentiel si la valeur du
module du gradient en ce point est supérieure a celle de ces deux voisins. Il ne
reste alors plus qu’a appliquer un seuillage par hystérésis pour réaliser 1'étape de
correction. Les filtres présentés a la section 6.2.2 pourront étre implantés suivant
ce schéma.

Afin de familiariser le lecteur aux techniques de détection de contour, nous
présentons maintenant un bref apergu de certains détecteurs parmi les plus connus

ou utilisés.

6.2 Exemples de détecteurs classiques.

Les travaux en détections de contours étant nombreux, il n’est pas possible
dans le cadre de cette these de tous les recenser. Nous présenterons donc seule-
ment, dans un premier temps les premiers détecteurs de contours apparus dans
les années soixante, puis ensuite les détecteurs «modernes» fonctionnant sur le
schéma précédent, notamment les plus célebres, et les plus utilisés : le filtre de
Shen-Castan, puis respectivement Canny et Deriche.

6.2.1 premiere approche

Les filtres présentés ici sont ce que 1’on pourrait appeler des filtres informels. Ils
ont tous pour but de détecter des contours de type marche et sont tous basés sur
le méme principe : une approximation des dérivées partielles. En effet considérons
I’approximation suivante :

Ol (z,y)
——= = I(x,y) — I(z — 1, et
o (z,y) — I( y)

On obtient alors les vecteurs suivants :

G,=[1-1] et Gy:[1]

ol(z,y)

ay zl(x,y)—]($,y—1)

-1

A partir de la L.G. Roberts [Rob65] fut le premier a proposer des masques de

9En pratique on approximera la direction & I'une des huit possibles dans un quadrillage carré,
c’est a dire 0, 45, 90, 135, 180, 225, 270, 315 et 360 degrés.
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convolution pour approximer le calcul du module du gradient par G = /G2 + G2
ou G, et G, sont les valeurs calculées a I’aide des masques de convolution suivants :

[ wa-|t7]

Sur le méme principe, J. Prewitt [Pre70] a proposé des masques de taille impaire

-1 0

G, =
0 1

afin de ramener les valeurs de gradients calculés sur les pixels, facilitant ainsi le

traitement :
10 1] 1 -1 A
Go=1|-1 0 1] e G=]0 0 0
_—1 0 1_ i 1 1 1 |
On citera également I.E. Sobel [Sob70] qui proposa les masques :
(10 1] [ 1 2 -1 ]
Go=1|-20 2| e G=]0 0 0
-1 0 1 1 2 1

L’opérateur suivant [BB82] permet d’approximer le laplacien :

0 1 0
1 4 1
0 1 0

Sur le méme modele il existe de nombreux autres détecteurs avec notamment
des masques de convolution plus grands. En effet ce type de détecteur est tres
dépendant de la taille du masque ; 'augmenter signifie souvent augmenter la qua-
lité des résultats obtenus car le résultat est alors moins dépendant du bruit. Mais
cela revient aussi a augmenter le nombre d’opérations a effectuer et donc augmen-
ter les temps de calcul. De plus tous ces détecteurs se limitent a une phase de
différentiation et sont tres sensibles au bruit. C’est pourquoi une étape de lissage
a été introduite. Les filtres que nous présentons dans la section suivante procedent
tous suivant le schéma élaboré a la section 6.1.2.

6.2.2 filtres optimaux de lissage et de dérivation

Les détecteurs que nous présentons ici sont dits optimaux car s’appuyant sur

le modele de contour de type marche, ils cherchent a obtenir les meilleurs résultats
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possibles : partant du principe que I’étape de lissage a entrainé une perte d’in-
formation (voir section 6.1.2) il faut essayer de minimiser cette perte. L’idée est
donc de déterminer des criteres de performances et essayer de définir le détecteur

optimisant ces criteres. Cette approche et cette modélisation est die a J. Canny
[Can86].

6.2.2.1 Canny [Can86]

Pour J. Canny, les criteres a optimiser sont I'exhaustivité de la détection et
I'exactitude de la localisation. Il a montré [Can86] que le filtre 1D répondant a
ces exigences est le résultat d'une combinaison linéaire de quatre exponentielles.
Il a utilisé finalement la dérivée premiere d'une gaussienne qui est une bonne
approximation de son filtre. L’implantation 2D est réalisée a 1’aide d’un masque
de convolution. L’intérét de ces travaux réside dans le fait que Canny a proposé
des criteres d’évaluation des détecteurs a partir d’'un modele théorique de contour.

6.2.2.2 Shen-Castan [SC86]

Pour J. Shen et S. Castan minimiser ces pertes revient a minimiser 1’énergie du
bruit et maximiser I’énergie du signal. De plus comme on va procéder a une étape
de différentiation, il faut minimiser le bruit dans la dérivée premiere du filtre. La
différence de leur modele par rapport a celui de J. canny, c’est qu’ils effectuent une
combinaison différente de ses criteresde. Ils obtiennent le filtre :

s(x) = c.e ol (6.1)

oll « est I'échelle du filtre!? et ¢ est une constante de normalisation calculée pour
avoir un maximum de la réponse (soit une réponse égale a 1) en z = 0, on a alors

(en discret)
+oo

Zs(n) =1

—00

Ce qui nous donne :
1—e™
c=——
14 e

10Plus alpha est petit plus ’échelle de filtrage est grande, c’est & dire plus le lissage est fort.
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et pour le filtre de dérivation :

(6.2)

6.2.2.3 Deriche [Der87]

R. Deriche propose une solution exacte au modele proposé par J. Canny ainsi
qu’une implantation. En rajoutant des contraintes il a obtenu un filtre plus perfor-
mant au sens des criteres de J. Canny. Pour le calcul des criteres de performance
du filtre de Deriche le lecteur intéressé pourra se reporter a [HM93]. Nous nous
contenterons ici de donner les équations du filtre de lissage et de dérivation :

1—e )2
= C. 1)eelel _ :
d(x) C.(alz| + 1)e avec C I P — (6.3)
N2
d(z) = —C'ze l quec ' = m (6.4)
e (0%

Le lecteur pourra également trouver a I’Annexe A les équations de récurrence ainsi
que tous les coefficients.
C’est a partir de ce filtre, qui possede de bonnes performances, que nous avons

mis au point notre détecteur de contour interpixel.

6.3 Un détecteur de contours interpixel.

Les détecteurs que nous avons présentés jusqu’a présent, excepté celui de L.G.
Roberts, localisent tous les points de contour sur les pixels. Nous allons présenter
dans cette section un détecteur interpixel, basé sur le filtre de Deriche, localisant
les contours entre les pixels, c’est a dire sur les lignels et les pointels, a la différence
de L.G. Roberts dont le détecteur localise les contours de maniére implicite uni-

quement sur les pointels.

6.3.1 présentation pour un filtre 1D

Si 'on examine un contour de type marche, il est clair sur la figure 6.8 que
la frontiere se situe entre les pixels et non pas sur les pixels de I'une ou 'autre

des régions. On remarquera par contre que les valeurs du signal discrétisé sont
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_— L] L[] L]
| | P

a. Image b. Signal 1D c. Signal discrétisé

Fia. 6.8 — Visualisation d'un contour de type marche.

o|||o|||o

a. Forme du filtre de dérivation. b. Forme discrete.

FiG. 6.9 — Schéma du filtre de dérivation de Deriche.

bien str elles-aussi localisées sur les pixels. Aucune d’elles n’est donc positionnée
exactement sur le contour. Que donne alors un détecteur du type de celui de R.
Deriche [Der87]7 On peut voir sur la figure 6.9 la forme du filtre de dérivation
de R. Deriche. Si I'on applique ce filtre, ce qui revient dans le cas discret a faire
une convolution de I'image par le filtre de dérivation, on obtient alors deux valeurs
maximales pour la réponse discrete a ce filtre. (voir figure 6.10.a). La suppression
des non maxima locaux va donc entrainer, soit la détection de deux contours,
soit aucune détection''. De plus 'interpolation de cette réponse par une spline
(figure 6.10.b) montre bien que le maximum peut se situer a U'interpixel.

La bonne localisation du contour est tres importante pour de plus en plus
d’applications. Ainsi, par exemple, pour des applications de reconstruction 3D, de

"' Nous rapelons que la suppression des non maxima locaux consiste & ne garder comme point
de contour que les valeurs supérieures a ses deux voisines dans la direction du gradient. Ici les
deux valeurs voisines sont la précédente et la suivante. En fontion de 'opérateur de comparaison
choisi (supérieur strictement — supérieur ou égal) on gardera soit les deux valeurs, soit aucune.
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| ‘
| | P | |
T T L T T

a. Deux valeurs maximales en discret b. Une seule valeur maximal sur la spline

F1G. 6.10 — Réponse discrete au filtre de dérivation de la figure 6.9.

mesures de parametres sur les objets détectés, la précision de la localisation du
contour va nettement influencer la qualité des résultats. En outre dans le cadre
d’une coopération régions-contours, il devient indispensable de localiser les points
de contour a l'interpixel afin de pouvoir les faire coincider avec les frontieres entre
les régions. L’application que nous donnons dans le chapitre 5 en est un exemple.

L’idée naturelle de notre détecteur interpixel est de « décaler » le signal du filtre
du détecteur, ce qui revient a modifier sa phase. En fait nous allons le décaler de
la valeur d’un demi-pixel. On verra ensuite que cette démarche pose des problemes
en 2D. On peut voir sur la figure 6.11 que nous trouvons bien alors un seul contour
et, de plus, localisé a la position de 'interpixel. C’est le probleme de ’adéquation
de la phase du filtre au signal.

Les équations du filtre de lissage et de dérivation du filtre de R. Deriche sont

alors :
4,(x) = C,.(1+ale— %y)ealfé (6.5)
& () = —Cla?fe = glemetd (6.6
ou C| et Ci sont des coefficients de normalisation :
e o
/ C’% d% (x)dr = 1 soit Z C’é dé (n) = 1

0o 2 2

+00 +oo
1
/ Clad (z).dr = —1  soit Z C'%’ (n — §)dé (n) = -1
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signal discrétisé
_» 1
_» 1
1 | 1 1 1 1 | 1
T T T T T T

réponse au filtre en interpixel

filtre de dérivation en interpixel

F1G. 6.11 — Réponse du filtre en interpixel.

Nous allons montrer maintenant comment mettre en ceuvre un tel détecteur.

6.3.2 application a une image 2D

Nous avons présenté le fonctionnement du filtre interpixel sur un signal 1D. Or
une image est un espace a deux dimensions, nous allons donc, dans un premier
temps, montrer comment appliquer les résultats précédents en 2D. Puis nous don-
nerons les différentes équations nécessaires a I'implantation du filtre. Et enfin, nous
montrerons quelques résultats en essayant de mettre en évidence sur des images
réelles et synthétiques les différences entre la détection de contours interpixel et la

méthode classique.

6.3.2.1 mise en ceuvre

On se rappellera que la détection des points de contour nécessite de calculer
une image gradient (voir schéma de fontionnement d’un détecteur a la figure 6.6).
Cette image gradient nécessite de filtrer et dériver I'image suivant les directions
z et y (voir figure 6.7). Or I'application d'un filtre (de lissage ou de dérivation)

en interpixel sur une image représentée par une matrice a k colonnes et [ lignes
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L] L] L] L] L] L ] L ] L ] L ]
A
L] L] L] L] L] . . . L ] L ] L ] L ]
lissage interpixel en x
L] L] L] L] L] —_— L ] L ] L ] L ]
e lolele|e ) S S S § localisation sur les lignels
L] | L] L] L] L ] L ] L ] L ]
P,
valeurs d’origine localisées sur les pixels dérivation interpixel en y

valeurs finales localisées sur les pointels

F1G. 6.12 — Décalage provoqué par un lissage et une dérivation en interpixel.

donne une image résultat de dimension (k—1) X ou k x (I — 1) selon la direction
choisie'?. Donc une fois calculée I'image lissée en  par exemple, 'application d’un
filtre de dérivation interpixel donnerait des valeurs localisées sur les pointels et non
pas sur les lignels (voir figure 6.12).

Il faut donc combiner les deux types de filtrage afin d’obtenir une image résultat
ou les valeurs sont bien des valeurs en interpixel localisées sur les lignels. On est
de plus contraint a calculer séparément I'image contenant les valeurs des points de
contour localisés sur les lignels verticaux et celle contenant les valeurs des points
de contour localisés sur les lignels horizontaux.

Le schéma de calcul de I'image gradient pour les lignels verticaux devient donc
celui présenté a la figure 6.13. On déduit aisément de la figure 6.13 le schéma de
calcul de I'image gradient des points de contour localisés sur les lignels horizontaux.
On notera que si 'on veut également les valeurs des points de contour localisés sur
les pointels il suffit de faire un lissage et une dérivation en interpixel.

12Une ligne de n pixels posséde (n — 1) interpixels (voir exemple de la figure 6.11)
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lissage en y dérivation interpixel en x

{| v | fa Lo ﬁ I valeusrsrglrezdient
x Yy =
fa }é| f 1; }é 1, lignels verticaux

lissage interpixel en x dérivation en y

F1G. 6.13 — Schéma de calcul de I'image gradient pour une localisation des points
de contours sur les lignels verticaux.

Dorénavant nous parlerons de détection interpizel lorsqu’il s’agira juste décaler
la phase d’un filtre, obtenant ainsi les contours sur les lignels, et de subpixel lorsque
nous intégrons toutes les informations, c¢’est a dire les lignels, pointels et également
les pixels. Ainsi nous avons une généralisation immédiate de notre détecteur inter-

pixel a un détecteur subpixel en précision demi-pixel.

6.3.2.2 résultats analytiques

Maintenant que nous avons présenté le schéma d’implantation du détecteur
interpixel, nous allons donner les équations permettant de le mettre en ceuvre. On
trouvera dans 'annexe A les équations de récurrence du filtre de Deriche classique
d’apres [HM93].

Rappelons tout d’abord que le filtre de Deriche est un filtre séparable, récursif.
Le résultat du filtrage sera donc la somme de deux équations de récurence. Soit
la formule générale du filtre de lissage interpixel donnée par I’équation (6.5), on

obtient les équations suivantes'® :

ytn) = byt(n—1D)+ey (n—2)+Chz(n—1)+aCyz(n—2) (6.7)
pour n=1,... N

y(n) = by (n+1)+cy (n+2)+Cya(n) +aCyz(n+1) (6.8)
pour n =N, ..., 1

y(n) = y"(n)+y (n) (6.9)

pour n=2,... N —1

13T es valeurs en dehors des bornes sont mises a 0



6.3 Un détecteur de contours interpixel. 135

avec
G (e Cl = Che (5 +7) et
— _ ; = e (]
’ ez (—2+a+2e*+ ae?) 0 : 7
_2 @ (o7
azz+26_o‘ Cb=2e"; c=—e"; §=ae? ; 7:(1—%)65

Le filtre de dérivation en interpixel, dont I’équation 6.6 donne la formule générale,
3.

sera obtenu par les équations de récurence’
yt(n) = bytn—1)4cy*n—2)+Ciz(n—1)+aCz(n—2) (6.10)
pour n=2,....N
y(n) = by (n+1)+cy (n+2)—Ciz(n)—aCiz(n+1) (6.11)
pour n =N —1,...,1
y(n) = y*(n)+y (n) (6.12)
pour n=2,... N —1

avec
2(—1+e*)? : a? .
C, = = ; O =01 —e 2 et
b aZeS (14 6en e D’
—2
a=2 e b=2e""; c=—e
a+2

Remarque : L’annexe B donne le détail des calculs pour 'obtention des équations
de récurrence (6.7), (6.8), (6.10), (6.11).

6.3.2.3 présentation de quelques résultats

Nous présentons dans un premier temps une étude comparée de la précision
de notre détecteur en précision demi-pixel sur un modele de contour circulaire. La
méthode de génération de I'image de synthese du disque, ainsi que des exemples
d’images obtenues par cette méthode sont données a ’annexe D. Dans un deuxieme

temps nous présentons une série d’images résultats.
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Nous donnons ici une série de courbes présentant l’erreur, en pourcentage,
trouvée sur la surface du cercle’*. Chaque courbe est relative a un cercle d’un rayon
donné, et donne les résultats pour le détecteur en précision pixel et interpixel en
fonction du bruit blanc gaussien introduit dans 'image. L’amplitude du signal est
de 72 (différence des niveaux de gris entre le fond et le cercle). La quantité de bruit

est donnée en fonction de sa variance o.

erreur
(en %) T T T

B3FEF------- . _ _ _ €= ===~ ————____ a
précision pixel

12 | .

11 | .

10 | e .
précision interpixel

Fic. 6.14 — Cercle de rayon 20

On remarque que les deux détecteurs, en précision pixel et demi-pixel, réagissent
de la méme maniere aux variations de la variance du bruit. Par contre on obtient
systématiquement une meilleure précision en interpixel qu’en pixel. Le contour
étant celui d’un modele de type marche, cela conforte 1'idée que pour un tel modele
de contour il faut travailler en interpixel. On remarquera également que plus le
cercle est grand, plus I’écart entre les deux détecteurs se réduit. En effet la pente
du contour a une amplitude de l'ordre de 1 a 3 pixels, donc plus le rayon est grand
moins les variations de localisation du contour a l'intérieur de cette amplitude
influencent le calcul de la surface.

Nous avons comparé notre détecteur de contour en précision demi-pixel avec le
détecteur de contour de Deriche sur des images synthétiques contenant des bandes
noires et blanches. On pourra remarquer sur la figure 6.18 que pour des bandes

e type de cercle utilisé correspond & celui de rayon 40 donné en exemple 3 I’annexe D.
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erreur 9
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erreur 7
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6.5

5.5

4.5
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T - - _ précision pixel R
précision interpixel —
| | | | |
5 10 15 20 25 30
FiG. 6.15 — Cercle de rayon 30

précision pixel

précision interpixel

Fi1a. 6.16 — Cercle de

15 20

rayon 40

25
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(en %)
5.5 _
~ précisioil Pi)fel _______
5 __________________________ —
4.5 _
4 précision interpixel 7
3.5 _
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5 10 15 20 25
Fi1G. 6.17 — Cercle de rayon 50
images
originales
détecteur
de Deriche
précision
demi-pixel
largeur . . .
1 pixel 3pixels 5 pixels
des bandes P p p

F1c. 6.18 — comparaison entre le détecteur de Deriche et le détecteur en précision

demi-pixel.



6.3 Un détecteur de contours interpixel. 139

précision pixel précision interpixel

F1a. 6.19 — Contours d'un cercle de rayon 60.

de 1 pixel de large le détecteur de Deriche ne détecte rien, par contre en précision
demi-pixel les contours sont trouvés. Ceci confirme les hypotheses théoriques que
nous avions faites lors de la présentation du filtre 1D (voir section 6.3.1). Sur les
autres images ot les bandes font trois et cinq pixels de large, le détecteur classique
est fortement perturbé par la présence de contours proches, alors que le détecteur
en précision demi-pixel ne semble pas affecté. On remarquera que les images en
précision demi-pixel sont quatre fois plus grande, en effet le nombre de lignels,
pointels et pixels de contour est quatre fois supérieur a celui des points de contour
localisés sur les pixels.

Les images que nous présentons ci-dessous ont toutes été obtenues avec un
coefficient de lissage a = 1 et, sauf spécification contraire, un filtrage par hystérésis

a été appliqué. Les images originales peuvent étre vues a ’annexe E.

La figure 6.19 présente le contour d’un cercle en précision pixel et interpixel.
On voit sur ces images, ramenées a la méme échelle, que la détection interpixel
est plus précise et donne un cercle mieux dessiné. Remarquons que ceci parait
normal puisque, rappelons-le, une image en précision demi-pixel est quatre fois

plus grande.
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avec filtrage par hystérésis sans filtrage par hystérésis

F1G. 6.20 — Carte des lignels de contour horizontaux et verticaux sur une image
scanner d'un crane.

La figure 6.20 montre deux cartes de lignels de contour. Ici les pointels de
contour n’ont pas été représentés. On obtient une image déformée car a chaque
ligne de pixels de I'image originale correspondent deux lignes de I'image des lignels,
une pour les lignels verticaux, une autre pour les lignels horizontaux (ceux de
dessous par exemple). La deuxiéme image est la méme que la premiére mais sans
filtrage par hystérésis.

Enfin sur la figure 6.21, on peut voir la méme image (image test couramment

utilisée en analyse d’images afin que le lecteur puisse faire des comparaisons avec
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d’autres méthodes), a laquelle on a appliqué notre détecteur interpixel®® et le

détecteur « classique » de Deriche.

6.4 Conclusion et perspectives.

L’objectif cherché a été atteint : I'obtention d’un détecteur interpixel avec en
plus celui en précision demi-pixel qui en a découlé. Nous montrons ainsi que 1’ap-
proche interpixel ne se restreint pas a des algorithmes de segmentation en régions.
De plus les résultats obtenus avec ce détecteur sont meilleurs du point de vue de
la localisation. Quant a 'exactitude de la localisation, il faudrait faire une étude
du point de vue des criteres de J. Canny.

Sur une image donnée, les détecteurs interpixel et demi-pixel détectent mieux
les détails d’une image. Globalement les résultats ne semble donc pas « a l'oeil
» meilleurs. L’approche néanmoins tres prometteuse. Nous poursuivons d’ailleurs
avec P. Montesinos nos recherches en ce domaine, notamment dans la mise au
point d'un détecteur de contour en précision subpixel. Contrairement aux autres
méthodes travaillant en subpixel [Tab94, KVW94, LE95], nous comptons proposer
un algorithme permettant de travailler a une précision fixée, voulue et choisie par
I'utilisateur.

L’intérét d'un détecteur interpixel, pour nous, réside également dans le fait que
nous allons pouvoir l'intégrer dans un processus complet d’analyse en interpixel.
Il faut notamment a court terme, utiliser ce détecteur avec nos algorithmes de
segmentation présentés au chapitre 5, afin d’avoir une coopération régions-contours
plus performante. Une premieére approche immédiate a été réalisée, elle consiste
simplement, lors du test de validité de la fusion de deux régions, a vérifier s’il n’y
a pas de lignel de contour entre les deux pixels considérés — pour une présentation
plus détaillée de la méthode se reporter au chapitre en question —, un exemple de
résultat sur une vue aérienne est donné a la section 5.5. Mais il faudrait améliorer
cette méthode en prenant en compte tous les lignels de contours sur la frontiere

entre les deux régions. Une étude est en cours a ce sujet.

1511 ne faut pas se fier & la finesse des traits sur 'image des contours en interpixel. En effet une
image en interpixel est normalement quatre fois plus grande (il faut afficher non seulement les
pixels mais aussi les lignels et les pointels). La finesse des traits est due & la réduction de I'image
a la méme taille que 'originale.
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F1G. 6.21 — Détection des contours du bateau Cornouaille en précision interpixel

et pixel.



Chapitre 7

Conclusion et perspectives

Nous disposons actuellement d’un modele cohérent de représentation sur lequel
nous avons bati des algorithmes efficaces. Notre approche est originale a double
titre. En effet aussi bien notre modele formel d’image, la topologie-étoile, que nos
algorithmes de segmentation en régions s’appuyant sur un probleme classique en
algorithmique combinatoire, ou que notre représentation, le graphe des frontieres,
tous ces résultats s’inscrivent dans le cadre d’une approche combinatoire de la
problématique de ’analyse bas-niveau d’images. D’autre part, contrairement aux
méthodes habituelles, nous ne considérons pas l'image comme seulement un en-
semble de pixels. Nous pensons plutot qu’il est important de tenir compte des
éléments de bord des pixels, les lignels, pointels et autres surfels. Cette approche in-
terpizel nous a permis de proposer une topologie dérivée de celle de IR" et adaptée a
I’analyse d’images. Ce travail étant une these, nous espérons qu’il suscitera des dis-
cussions et débats qui nous permettront de valider notre approche. Les algorithmes
de segmentation que nous présentons suivent cette démarche puisque les frontieres
des régions définies par de tels algorithmes sont naturellement situées a l'inter-
pixel. Nous montrons également que 1'on peut toujours appliquer les méthodes
de filtrage et de détections de points de contour en adaptant le détecteur de R.
Deriche [Der87] en précision interpixel.

Nous ne prétendons pas avoir trouvé une méthode ou des algorithmes universels
de segmentation. Mais les différents résultats présentés dans cette these peuvent
s’'interconnecter facilement. Ainsi nos algorithmes de segmentations favorisent la

coopération régions-contours, la structure de données utilisée est utile a 1’algo-
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rithme d’extraction du graphe, tout cet ensemble s’appuyant sur un méme modele
formel. Les principaux résultats obtenus dans cette these sont donc :

— un modele topologique formel de modélisation des images : la topologie-étoile ;

— deux algorithmes tres efficaces réalisant a la fois une segmentation en régions

et un étiquetage des composantes connexes, permettant une coopération
régions-contours : ScanLine et MergeSquare;

— un détecteur de contour interpixel et subpixel a la précision % ;

— une représentation combinatoire : le graphe des frontiéres.

Ces résultats ne sont pas une fin en eux-mémes, au contraire ils nous ouvrent
des perspectives intéressantes, a la fois pratiques et théoriques. Ainsi I’algorithme
ScanLine est en cours d’adaptation pour une segmentation « a la volée » dans
le cadre d’une application de controle a la qualité de fabrication du coton. Il faut
d’autre part passer a la réalisation de certains algorithmes présentés ici, comme
celui de la mise en correspondance de deux segmentations et celui de I'extraction
du graphe des frontieres. Il faut également continuer I’étude sur le graphe des
frontieres afin de découvrir tout le potentiel d’une telle représentation, notamment
les facilités de manipulation que devraient nous apporter les applications « et o.

A court terme il faudra également développer la coopération régions-contours
de nos algorithmes, ceci afin d’intégrer la connaissance totale des contours inter-
pixels, notamment la prise en compte de la présence de lignels de contour sur toute
la frontiere séparant les deux régions a fusionner. Il serait également intéressant
de modifier la définition du graphe des frontieres afin de prendre en compte tota-
lement la topologie de I'image, c’est a dire en modélisant ’adjacence stricte (voir
définition 3.30) et pas seulement les frontieres entre les régions.

A plus long terme nous comptons nous orienter sur le traitement des images
3D. Ceci nous invite a développer les bases formelles avec les outils des complexes
cellulaires, et notre représentation en s’appuyant toujours sur les hypercartes. Un
probléeme qui nous intéresse déja est celui de la définition d’une surface 3D. Nous
avons également commencé a aborder le probleme de la segmentation 3D en met-
tant au point, avec A. Serrano [Ser95], un algorithme d’extraction des surfaces
régulieres [RT71]. Enfin nous espérons un jour aboutir a une application de recon-
naissance des formes utilisant 1’algorithmique des graphes.



Annexe A

Equation de récurrence du filtre
de Deriche classique.

Les équations données ici sont extraites de [HM93)].

Le filtre de lissage de Deriche est un filtre séparable, récursif du second ordre.
Soit N la largeur de I'image a filtrer!, les équations de récurrence sont? :

yt(n) = apx(n)+aix(n—1)—biy (n—1) = byy™(n —2) (A.1)
pour n=1,... N
y (n) = axn+1)+az(n+2)—by (n+1)—by (n+2) (A2
pour n =N, ..., 1
y(n) = y (n)+y"(n) (A.3)
pour n=1,.... N
avec :

ap="h; a=kla—1)e; ay=k(a+1)e ™ ; ag = —ke > ;

1—e®)
b= 2 hy—e . g
! c T 1+ 206~ — 2

Le filtre de dérivation de Deriche est un filtre séparable, récursif du second

LCeci pour un filtrage en x, pour un filtrage en y on appliquera les méme équations mais N
représente alors la hauteur de I'image.
2Rappel : la formule générale a été donnée & la section 6.2.2.3 par I’équation 6.3.
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ordre. Les équations de récurrence sont? :
yt(n) = ax(n—1)—byT(n—1) = byt (n—2)
pour n=1,....N
y (n) = ax(n+1) =biy (n+1) = by (n+2)
pour n =N, ..., 1
y(n) = y (n)+y"(n)
pour n=1,.... N
avec :

(1—e™)

a=ce®; by =—-2e%; by=e2"; c=

3Rappel : la formule générale a été donnée & la section 6.2.2.3 par I’équation 6.4.

(A.4)

(A.5)

(A.6)



Annexe B

Calculs pour le filtre de Deriche

en précision demi-pixel.

B.1 Quelques calculs préliminaires.

Pour X € [0,1]
> 1
X' = ———
D X'=1—
n=0
donc :
> 1 X
Xn:—— = —
> X
X" =
Suxr= X
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Fi1c. B.1 — Fonction de lissage % pixel.

B.2 Définition des équations du filtres en précision

interpixel

B.2.1 lissage

Définition continue de la fonction de lissage (voir fig B.1) :

N |=

Ciy(l+a(x— %))670‘(“%) pour x>
Jio(x) = *
tol?) { Co (1 — afa — 1))

N N

) pour x <

Dans le cas discret cette fonction s’ecrit :

o a(n — 1))ea(n=
- ST

) pour n >0
Co(1—a(n— %))eo‘(”_%) pour n <0

B.2.2 dérivation

Définition continue de la fonction de dérivation (voir fig B.2) :

() = —C (z—13) a2e=@=3)  pour x>
EAI e (z—3) a2e@=3)  pour 1z <

N N
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Fi1G. B.2 — Fonction de dérivation % pixel.

Dans le cas discret cette fonction s’ecrit :

2
-4 (n — %) a2e®™=3)  pour n <0

—Cy (n = 1) q2e—ar—3) our n >0
fi(n) = { 1( ) p

B.3 Coefficient de normalisation

B.3.1 lissage

Nous allons calculer ici le coefficient C,

La fonction de lissage est normalisée de la maniere suivante :

Y hn)=1
Soit :
Co| 3= (1-afn— e £ S (1t am - et | =1

n=—00 n=1
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Pour des raisons de symétrie :

Co > oo (14 a(n— %))e*a("*%) —_ %

= Cpe? [(1 —$) e ey ne_an] = %

Posons : X = e, alors :

B o - n - n 1
Che> (1—5);X +a;nX]:§
Or:
> X e @ > X e @
X" = = et nX" = =
nz:; (1-X) (1—e2) ; (1-— X)2 (1-— e‘a)2
Donec :

et [0 o)

Et finalement pour le coefficient de normalisation :

(=1 +ev)?

Co= —=
‘ ez (—2+a+2e*+ ae®)

B.3.2 Dérivation.

Nous allons calculer ici le coefficient Cy

La fonction de dérivation est normalisée de maniére & obtenir des des dérivées
exactes pour des polynomes, soit
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Yook = (n+ ) fi(n) =1

= Y Jkfiln) =Yl (n+3)filn) =1
= Yo ot 3)filn)=-1
= C1a?Y0__(n+1)n— L)

+ C1a? Y (n+ ) (n— el -3 =1
= CiaZes Yo_  (n?—Dem+ Craer 300 (n? — Demon =1
< Ciaez Y2 (P —1)e @+ Cra’e? Y 2 (P — e on =1
— Cia’e? [Yo7 nPe o — 1% emon]

2,.< o0 2 ,—an 1 00 —an] __
+ Cra’ez Y02 nfer@n — 15 emon] =1
Si on pose X = e~ alors :

=1

2 =2 | X(X+1) 1.1 2,9 | X(X+1) 1
— Ciatex [(1—X)3 - Z1—X] + Ciatex [(1—)()3 TI1T X

Nous trouvons alors pour Cf :

2(—1+e)?

C, = -
! a?ez (1+6e>+ e2)

B.4 Equations de récurence

B.4.1 fonction de lissage
B.4.1.1 partie causale de la fonction

Soit fi (n) la partie causale de la fonction :



152 Calculs pour le filtre de Deriche en précision demi-pixel.

n Co(1+a(n— %))e_a<"_%) pour n >0
fo(n) =
0 pour n <0

Calculons la transformée en Z F,F(Z) de cette fonction :

Fi(Z2) =) Z7"f{ (n)

Soit :
Ff(Z)=Cor Y X"+Cyd» nX"
n=1 n=1
avec :
—ar7—1 Q o a
X=eZ"; ﬁ:(l—E); v=pfez; § =aez
Donc : X X
I A —_— 0 —s
012 =Con g T OO TRy
— F}(2) = OOW

_ —y+de*Z+e“~Z
= Co 1—2e*Z+e2 72

O e (64+7)Z 1 —yZ 2
0 eQa_zeaZ—l+Z—2

C e~ (64y)Z 1 —ye 2072
0 1_2670¢Z71_‘_672O¢Z72

B.4.1.2 équation de récurence

e o+ Z T —ye 22z
1—-2eaZ-1 4 e 2072

Alors :
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YH(Z) = 22 H(Z) + e 22V H(Z)
= Coe (0 +7)Z7'X(Z) - Coye 272X (Z)

Et dans ’espace réel :

Yt(n) =2e"Y (n—1)—e2*Y T (n—2)+Coe *(0+7) X (n—1)—Cyye >*X (n—2)
Si on pose :

-2
a e b=2e"; c=—e 2
a+2

C(;:C'Oe’a@—l—’y) Ca=

alors :

YH(n)=bY T (n—1)+ Yt (n—2)+Cy X(n—1)+ aCy X (n — 2)

B.4.1.3 partie anticausale de la fonction

Soit f, (n) la partie anticausale de la fonction :
_ 0 pour n >0
fo (n) - 1 a(n—l)
Co(1—a(n—3)e 2) pour n<0
Calculons la transformée en Z F;; (Z) de cette fonction :

Fy(2)= Y Z7"f;(n)

n=—oo

Soit :
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= F,(Z) = Co(1+9e 232 Zne " +Che 2a) o nZieon

_ & 2e*+ae*—2Z+aZ
= Coez 5205770

o (142)e"—(1-2)Z
= Cpez 623‘—260‘Z+222

(1+2)e=*—(1-2)e"207

o
= Gue? =gy

(1+2)eZe—(1-2)eTe 207
1—2e=—Z+e—2a72

Soit :

(v + 0)e = ~ve 2

Fo(Z) =
0 (2)=Co 1—2e 7 + e 2072

Nous trouvons alors pour I’équation de récurence :

Y=(n) = bY (n+1)+cY (n+2)+CyX(n)+aCyX(n+1)

B.4.1.4 expression complete du filtre

L’expression finale du filtre de lissage en précision demi pixel est la suivante :

6.7) Y*(n) = bYt(n—1)+cY*(n—-2)+CyX(n—1)+aCyX(n—2)
(6.8) Y= (n) = Y (n+1)+cY (n+2)+CoX(n)+aCyX(n+1)

(6.9) Y(n) = Y™(n)+Y (n)
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B.4.2 filtre de dérivation
B.4.2.1 partie causale de la fonction

Soit fiF(n) la partie causale de la fonction :

£ (n) = —Cy (n—3) a2e=m=3)  pour n >0
! ] o0 pour n <0

Calculons la transformée en Z F;"(Z) de cette fonction :

Ff(Zz) = Y Z27ffn)

Soit :
+ _ 2, < 0 —anrz—n 1 o] —an 7—n
Fi'(Z) = —Cia%er [0 ne " Z™" — 530 e " Z7"]
+ _ Ot2 @ e—az—1+e—2az—2
Fl (Z) - _Ol 762 1—2e—agZ-lfe-2a7-2

— YH(Z) = 2e°Z7WYH(Z)—e 20272V T(2Z)
— 1% 27X (2)
- %e%e_zaZ_QX(Z)

Posons :

2

_ — _ / o -«

b=2";c=—€e;d=¢"; 0 =0 —¢>
2

L’équation de récurence pour la partie positive de la fonction de dérivation
s’écrit alors :

Y*(n)=bYT(n—1)+cY (n—-2)+C, X(n—1)+dC, X (n—2)
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B.4.2.2 partie anticausale de la fonction

Soit f; (n) la partie anticausale de la fonction :
_ 0 pour n >0
n)=
fir(n) { -4 (n — %) 2pa(n—3) pour n<0

Calculons la transformée en Z F| (Z) de cette fonction :

Fr(Z)= ) Z7"f (n)

Soit :

Fy(Z) = Cia®e 3 [J7 gne 2"+ 557 e " 2"

_ a? o l1+e 7

= —C) Fe 1—2c-Z+4e 202
o~ 1tdz

= Ol

L’équation de récurence pour la partie négative de la fonction de dérivation
s’écrit alors :

Y~(n) = bY (n4+1)+cY (n+2)—C, X(n) —dC, X(n+1)

B.4.2.3 équations générales de récurence du filtre

(6.10) Y*(n) = bYt(n—1)+cY T (n—-2)+C, X(n—1)+dC;X(n—2)
(6.11) Y=(n) = bY (n+1)+cY (n+2)—C; X(n)—dC; X(n+1)

(6.12) Y(n) = Y*+(n)+Y (n)




Annexe C

Définition de la fonction

d’Ackerman et de son inverse

C.1 fonction d’Ackerman A(i,n)

La fonction d’Ackerman A(i,n) est définie de la maniére suivante :

A(0,n) = 2n pour n >0
A(,0) = 1 pour ¢>1
A(i,n) = A(i—1,A@,n—1)) pour i>1n>1

C.2 inverse le la fonction d’Ackerman a(n,m)

L’inverse! de la fonction d’Ackerman a(n,m) est définie pour m,n > 1 par :

a(m,n) = min {z > 1A (i,4 L%J > logn>}

!Bien que la fonction présentée ici ne soit pas rigoureusement inverse de la fonction d’Acker-
man au sens mathématique du terme, sa croissance, qui est aussi lente que la fonction d’Ackerman
est rapide traduit bien la notion d’inverse.
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Annexe D

Génération d’un cercle de

synthese

Nous présentons ici la méthode que nous avons employée pour générer les cercles

qui nous ont servis a faire les tests présentés au chapitre 6.

D.1 Méthode employée

Le but de cette méthode est d’éviter d’avoir des effet d’aliasing (marches d’es-
calier) dans le dessin de notre disque. Pour cela la couleur affectée a un pixel sera
proportionnelle a la surface du disque couvrant ce pixel.

La méthode est la suivante : soit Cg le disque de centre O(0,0) et de rayon R
(voir figure D.1), on calcule pour chaque pixel (i, j) l'aire du pixel recouverte par
Cr (on suppose que la surface d’un pixel est d’une unité carré).

On note Pa(z,y) la puissance analytique du point M de coordonnées (z,y) :

Py(z,y) = [[dO,M)|]* - R?
NCE
et on a :
si Py(z,y) >0 , M ¢&Cgr

si Py(z,y);eqslant0 , M € Cg

Pour simplifier les calculs on raisonne sur le premier quart (c’est x > 0 et

y > 0). On a alors si configurations possibles :
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M(i, j)
(T Ym)

Fi1G. D.1 — Schéma de génération du disque de synthese.

. CPa(z,y) <0et Py(xr+1,y) <Oet Py(z,y+1) <0
' et Py(z+1,y+1) <0

Yy
) Pa(r,y) > 0et Pa(r+1,y) > 0et Pa(x,y+1) >0
o et Pa(z+1,y+1)>0

N — CPa(z,y) <0et Pa(r+1,y) <O0et Py(z,y+1)>0
' et Pa(z+1,y+1) >0

LV CPa(z,y) <0et Pa(z+1,y) >0et Pa(z,y+1) >0
C N et Pae Ly +1)>0
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Pa(z,y) <0et Py(x+1,y) <0et Pa(z,y+1) <0
D. Y .
y et Pa(x+1,y+1)>0
\
6 ) CPa(z,y) <0et Pa(x+1,y) >0et Pa(z,y+1) <0
oy, et Pa(z+1,y+1)>0
7

On note Ac,, (a, b) 'aire du domaine limitée par le cercle Cg, les droites d’équation
r =a, r = b et 'axe des abscisses :

b
Ac,(a,b) = / VR? — 22dx

Yo

Grace au changement de variable x = Rcos# on calcule Ac,(a,b) et on trouve :
1

1
Ac,.(a,b) = 5 <b\/ R? — b2 — R*arccos %) ~ 5 <a\/ R? — a? — R? arccos %)

D’ou I'algorithme 5 de génération d'un disque de synthese :
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Algorithme 5: Génération d’un disque de synthese de rayon R

% Cet algorithme génere un quart de disque de centre (0,0) et de rayon R.
% Le quart généré correspond aux abscisses et ordonnées positives.
% M(i,j) est la couleur (comprise entre 0 et 1).

% du pixel de coordonnées (3, j)

pour tout (i,7) € [i.,n] x [0, j ] faire

rT=1—1,

Yy=Je—1J

si Pa(z,y) <0 alors M(i,j) =0

sinon
si Py(z+1,y) >0 et Pa(x,y+1) >0 et Py(z+1,y+1) > 0 alors
| M) =1
sinon si Py(z+1,y) <0 et Pa(z,y+1) >0 et Pa(x+1,y+1) >0
alors

‘ M(i, j) = Acg (@, 2 +1) —y

sinon si Py(z+1,y) > 0 et Py(z,y+1) >0 et Pa(x+1,y+1) >0
alors

y = VR?—2?

M(i, j) = Acy(y,y3) — (v —y).x

sinon si Py(z+1,y) <0 et Pa(z,y+1) <0 et Pa(z+1,y+1) >0
alors

v = V= [y T 1)

M(i,j) = (' —x)+ Acp(@,x+1) — (z+1—2a).y

sinon si Py(z+1,y) > 0 et Py(z,y+1) <0 et Pa(x+1,y+1) >0
alors

| MG.5) = Ay + 1)~ 2

L sinon Erreur!!!

fin

D.1.1 Résultats

Voici deux exemples de disques générés :
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Cercle de rayon 40 Cercle de rayon 60

Fi1G. D.2 — Disques de syntheses générés grace a l'algorithme 5
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Annexe E

Images originales employées dans
le document

Fic. E.1 — Coupe scanner d’un crane.
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FiG. E.2 — Coupe scanner d’un coude.
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Fic. E.3 — Peppers.
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Fic. E.4 — Bateau Cornouaille
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Fic. E.5 — Lena [Sjo72].
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