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Titre : Etude des classes de graphes et de matroïdes closes par mineur : densité de tri-
angles, coloration, rigidité et orientations

Résumé :

La théorie des mineurs de graphes est apparue dans la première partie du XXème siècle
avec la caractérisation des graphes planaires par Kuratowski et Wagner. L’étude des
classes de graphes closes par mineurs intervient dans de nombreux domaines en théo-
rie des graphes (graphes plongés dans les surfaces, coloration, théorie extrémale des
graphes, théorie de la rigidité, ...). Dans la première partie de cette thèse, nous prou-
verons l’existence de mineurs de graphes complets dans des graphes dont toutes les
arêtes appartiennent à un certain nombre de triangles. Cette propriété trouve des ap-
plications dans la théorie de la rigidité des graphes ainsi qu’à la coloration de certaines
classes de graphes closes par mineurs. Une seconde partie est consacrée à la générali-
sation de cette propriété des graphes vers les matroïdes. Les matroïdes sont des objets
combinatoires introduits en 1935 par Whitney qui ont pour but d’axiomatiser le concept
d’indépendance linéaire. En particulier, les notions de triangle et de mineur de graphe
peuvent se généraliser à ces objets. Nous étudierons donc les matroïdes dont tous les
éléments appartiennent à un certain nombre de triangles et montrerons que l’on peut
trouver certains mineurs particuliers dans ces matroïdes. Enfin, une dernière partie de
cette thèse sera consacrée à l’étude de certaines orientations des graphes plongés dans
les surfaces.
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Title : A study of minor-closed classes of graphs and matroids : triangle density, coloring
, rigidity and orientations

Abstract :

The theory of graph minors appeared in the first part of the twentieth century with the
characterization of planar graphs by Kuratowski and Wagner. The study of classes of
graphs closed under minors has applications to many areas of graph theory (graphs em-
bedded in surfaces, coloring, extremal graph theory, theory of rigidity, ...). The first part
of this thesis is devoted to prove the existence of minors of complete graphs in graphs
where each edge belongs to a certain number of triangles. This property has applications
to the theory of rigidity and to the coloration of some minor-closed classes. A second
part is devoted to the generalization this property from graphs to matroids. Matroids
are combinatorial objects introduced in 1935 by Whitney to axiomatize the concept of
linear independence. In particular, the notions of triangle and minor can be generali-
zed to these objects. We will study matroids in which every element belongs to a certain
number of triangles and show that we can find some particular minors in these ma-
troids. Finally, the last part of this thesis is devoted to the study of certain orientations of
graphs embedded in surfaces.

Keywords : Graph, Matroids, Minors, Triangles, Coloring, Rigidity, Orientations, Sur-
faces
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Introduction

La théorie des mineurs de graphe est apparue dans la première partie du XXème siècle
avec la caractérisation des graphes planaires par Kuratowski puis Wagner. Cela à conduit
aux monumentaux travaux de Robertson et Seymour publiés entre 1980 et 2012 dans les-
quels ils généralisent le théorème de Wagner à l’ensemble des graphes plongeables dans
une surface donnée. Pour ce faire, ils ont introduit de nombreuses notions maintenant
fondamentales en théorie des graphes et en algorithmique telle que celle de décom-
position arborescente ou encore les problèmes de linkage dans les graphes. Dès lors les
classes de graphes closes par mineur ont reçu un intérêt considérable et ont été étudiées
sous des angles différents (théorie extrémale, coloration, théorèmes de décomposition,
...). Un second problème ayant joué un rôle prépondérant dans le développement de la
théorie des mineurs de graphe est la conjecture d’Hadwiger, affirmant que tout graphe
ne contenant pas de mineur Kt est (t − 1)-coloriable. Cette conjecture reste largement
ouverte à l’heure actuelle et reste l’un des problèmes ouverts les plus importants en
théorie des graphes. Le cas où t = 5 est équivalent au théorème des quatres couleurs,
prouvé par Appel et Haken et le cas où t = 6 à été prouvé par Robertson, Seymour et
Thomas en 1993. Plusieurs avancées ont été effectuées en direction du cas où t = 7,
notamment par Kawarabayashi et Toft, qui ont montré en 2006 que tout graphe sans
mineur K7 ni K4,4 était 6-coloriable.

La théorie des mineurs trouve aussi des développements importants dans le cadre de la
théorie des matroïdes. Les matroïdes sont des objets combinatoires introduits en 1935
par Whitney qui ont pour but d’axiomatiser le concept d’indépendance linéaire. De ce
fait, l’étude de la théorie des matroïdes recouvre de nombreux domaines des mathéma-
tiques principalement celui de l’algèbre linéaire dont elle en reprend la terminologie. La
théorie des matroïdes est aussi étroitement liée à la théorie des graphes dont elle géné-
ralise certains aspects. Par exemple la notion de mineurs de graphes s’étend naturelle-
ment aux matroïdes. La théorie des mineurs de matroïdes, contrairement à la théorie
des mineurs de graphe, ne possède pas d’équivalents, dans le cas général, aux travaux
de Robertson et Seymour pour les graphes. Néanmoins, très récemment (2013), Geelen,
Gerards et Whittle ont annoncé pouvoir étendre ces travaux à une classe très impor-
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tante des matroïdes, les matroïdes représentables sur un corps fini. La preuve actuelle
n’est toujours pas entièrement publiée mais certains travaux préliminaires permettent
d’entrevoir une généralisation aux matroïdes des outils utilisés par Robertson et Sey-
mour pour les graphes notamment la notion de décomposition arborescente. En effet,
à la manière des graphes, de nombreuses propriétés structurelles émergent lorsque l’on
considère des matroïdes dont la largeur de la décomposition arborescente est bornée ou
lorsque la connexité verticale des matroïdes est grande. Il est alors logique d’essayer de
généraliser les problèmes de mineur de graphes aux matroïdes même si certaines pro-
priétés ne se généralisent pas si aisément. Par exemple, la caractérisation des graphes
sans mineur K4 est un problème relativement simple tandis que caractériser les ma-
troïdes sans mineur M(K4) reste un problème ouvert très difficile.

Durant ma thèse, je me suis intéressé aux problèmes touchant à l’existance de mineurs
de graphes complets dans les graphes et les matroïdes ayant une forte densité de tri-
angles par arête. Un résultat classique dû à Kostochka et Thomason [73] affirme que tout
graphe ayant une densité en nombre d’arêtes supérieure à cd

√
log d arêtes, où c est une

constante et d > 0, contient un mineur Kd . Pour le cas où d ≤ 7, Mader a prouvé que le
nombre maximal d’arêtes qu’un graphe sans mineur Kd peut avoir est de (d−2)n−

(d−1
2

)
.

Différents résultats étendent ce théorème pour des valeurs de d supérieures. Notons que
la borne obtenue par Kostochka et Thomason est optimales et que la borne de Mader est
aussi optimale et ne peut être améliorer qu’en considérant des hypothèses supplémen-
taires.

Dans cette thèse, nous nous intéresserons à une notion différente de densité et consi-
dérerons des graphes dont toutes les arêtes appartiennent à t triangles. Nous verrons
qu’une telle condition permet de justifier, lorsque t est petit, l’existence d’un mineur
Kt+2. Les résultats qui en découlent trouvent de nombreuses applications en théorie des
graphes, notamment dans l’étude de certains plongements de graphes ainsi que dans
l’étude de la coloration de certaines classes de graphes closes par mineur.

Les Chapitres 1 et 2 sont consacrés à la mise en place des définitions et théorèmes autour
de la théorie des mineurs de graphes et des matroïdes et ne contiennent aucun de mes
résultats.

Le Chapitre 1 est consacré aux définitions de base sur les graphes et matroïdes. On rap-
pelle aussi quelques théorèmes sur la connexité et les séparations dans les graphes ainsi
que leurs généralisations aux matroïdes. On introduira aussi la notion de k-somme qui
sera importante dès le Chapitre 2.

Le Chapitre 2 est une introduction rapide à la théorie des mineurs de graphes et de
matroïdes, en se concentrant sur les propriétés des classes mineurs-closes ainsi qu’aux
propriétés structurelles des graphes ne contenant pas de petit graphe complet comme
mineur. Du côté des matroïdes, on s’intéressera principalement aux théorèmes de dé-
composition des matroïdes réguliers ou des matroïdes binaires ne contenant pas cer-
tains mineurs. Enfin, on introduira des outils qui seront fondamentaux pour prouver les
résultats qui seront donnés dans les Chapitres 3 et 4, notamment certains résultats de
théorie extrémales dans les classes de graphes closes par mineur ainsi que des résultats
sur les mineurs enracinés.
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Le Chapitre 3 contient les principaux résultats obtenus lors de ma thèse. En particu-
lier, on y prouvera que les graphes dont toutes les arêtes appartiennent à un certains
nombres de triangles contiennent un graphe complet comme mineur dont la taille dé-
pend du nombre de triangles. Ces résultats répondent à un problème dû à Nevo et gé-
néralisent ses travaux aux cas supérieurs.Plus précisément, on montre que tout graphe
sans mineur Kt+2, pour 1 ≤ t ≤ 5, contient une arête appartenant à moins de t triangles
et adjacente à un sommet de petit degré. Enfin on montrera que ce type de résultat
s’étend aux matroïdes au prix d’un énoncé plus compliqué.

Dans le Chapitre 4, nous verrons les applications des théorèmes introduits au Chapitre 3
à divers domaines de la théorie des graphes. Nous nous intéresserons dans un premier
temps à étudier le nombre maximal de triangles que peut contenir un graphe sans mi-
neur Kk en fonction du nombre d’arêtes. Nous donnerons une borne serrée pour les
petites valeurs de k. Dans un second temps, nous nous intéresserons aux graphes géné-
riquement sans d-stress, une notion introduite dans l’étude de la rigidité des graphes.
Cette notion se retrouve aussi chez Maxwell, motivée par certains problèmes de phy-
sique. La relation entre cette notion et les graphes est apparue plus explicitement dans
les travaux de Nevo en 2007. Dans ces travaux, Nevo conjecture aussi un lien entre cette
notion et certains invariants de graphes de nature topologique. Nous prouverons alors
un cas particulier de l’une de ces conjectures. Nous nous intéresserons ensuite, mo-
tivés par la conjecture d’Hadwiger, à la coloration des graphes nous montrerons que
les graphes sans mineur K7 sont 8-coloriables et que les graphes sans mineur K8 sont
10-coloriables. Nous montrerons aussi dans cette partie que les graphes sans mineur
K−

7 sont 7-coloriables. Enfin nous considérerons une version affaiblie de la conjecture
d’Hadwiger introduite par Kawarabayashi, Pedersen et Toft dont nous prouverons un
cas particulier.

Enfin, dans le Chapitre 5, nous étudierons un problème sur les graphes topologiques.
Plus précisément, nous montrerons que toute triangulation d’une surface compacte
sans bord de genre d’Euler au moins 2 admet une orientation telle que le degré sortant
de chaque sommet est au moins 3 et est divisible par 3. Cela répond à une conjecture de
Barát et Thomassen et trouve aussi un intérêt dans l’étude des bois de Schnyder pour
les surfaces de genre supérieur à 2.
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CHAPITRE

1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les principales définitions et notations utilisées dans
ce manuscrit. On se réfèrera à [22] pour plus de détails sur les notions introduites dans ce
chapitre.

1.1 Graphes

Un graphe G est une paire (V,E) où V est un ensemble fini de sommets et E est un en-
semble d’arêtes (i.e. paires d’éléments de V). Étant donné un graphe G = (V,E), on notera
V(G) = V, E(G) = E et n = |V(G)|.

Par souci de simplicité, on notera uv l’arête (u, v) ∈ E(G). Les sommets u et v sont dits
incidents à l’arête e = uv . Enfin, étant donné u, v ∈ V(G), on dira que u et v sont adja-
cents si uv ∈ E(G) et on dira qu’une non-arête est une paire de sommets non-adjacents
dans G. Dans la suite, nous considèrerons des graphes simples, c’est-à-dire tels que pour
toute arête ab, a 6= b et tels que deux arêtes distinctes ne possèdent pas les même extré-
mités.

Étant donné un graphe G, on dit qu’un graphe G′ est un sous-graphe de G si et seule-
ment si V(G′) ⊆ V(G) et E(G′) ⊆ E(G). De la même manière on peut définir le graphe in-
duit par un sous-ensemble de sommets. Étant donné S ⊆ V(G), on appelle sous-graphe
induit par S et on note G[S], le graphe G′ = (S,E′) où E′ est l’ensemble des arêtes de E(G)
ayant leurs deux extrémités dans S. Lorsque le contexte sera clair, on pourra ometre
d’utiliser la notation G[S] et se contenter de se référer au sous-graphe S.

On peut introduire une notion de complémentarité pour les graphes de la manière
suivante. On appelle graphe complémentaire de G et on note G le graphe tel que
V(G) = V(G) et E(G) = {uv ∈ V(G)2 |u 6= v,uv 6∈ V(G)}.

Si on s’intéresse à un sommet particulier u d’un graphe G, On appelle voisinage de u
l’ensemble N(u) = {v ∈ V(G) : uv ∈ E(G)}. On définit alors ledegré de ce sommet dans
G et on note deg(u), le cardinal de N(u). On appelle alors degré minimal (resp. maxi-
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mal) de G et on note δ(G) (resp. ∆(G)), l’entier défini par δ(G) = min
u∈V(G)

(deg(u)) (resp.

∆(G) = max
u∈V(G)

(deg(u))).

Étant donné u ∈ V(G), on appelle voisinage de u et on note NG(u), l’ensemble
{v ∈ V(G) |uv ∈ E(G)} des sommets adjacents à u. De la même manière, on appelle voi-
sinage clôt de u et on note NG[u] l’ensemble NG(u)∪ {u}. Lorsque le contexte sera clair,
on ometra de préciser G et on notera N(u) et N[u] pour désigner NG(u) et NG[u] respec-
tivement.

Enfin, nous introduisons certaines opérations sur les graphes qui nous seront utiles par
la suite.

Étant donné G un graphe et e ∈ E(G). Le graphe obtenu en supprimant l’arête e est le
sous-graphe de G défini par (V(G),E(G)\{e}). On le note G\e et on appelle cette opération
suppression d’arête.

Une deuxième opération que nous utiliserons beaucoup par la suite est celle de contrac-
tion d’arête. Soit H un graphe. On dit que H est une contraction de G s’il existe une
application c : V(G) → V(H) telle que
– ∀x ∈ V(H), G[c−1(x)] est connexe.
– ∀x, y ∈ V(H), x y ∈ E(H) si et seulement si G contient au moins une arête avec une

extrémité dans c−1(x) et l’autre dans c−1(y).
On peut alors définir la contraction de l’arête e = ab ∈ E(G), par la contraction de G
associée à l’application c : V(G) → V(H) définie par c(a) = b et c(x) = x, ∀x ∈ V(G)\{a,b}.
On note le graphe obtenu par G/e.

Notons que ces deux opérations peuvent être généralisées à des ensembles d’arêtes
en considérant la suppression ou contraction successive de tous les éléments de l’en-
semble.

Enfin nous rencontrerons la notion de subdivision d’une graphe. La subdivision d’une
arête uv est l’opération conduisant à un graphe contenant un nouveau sommet w où
l’arête uv à été remplacée par deux nouvelles arêtes uw et w v . Une subdivision d’un
graphe est alors un graphe obtenu à partir de G par une suite finie de subdivisions suc-
cessives.

1.1.1 Connexité et séparations

Soit (A,B) une paire de sous-ensembles de V(G) telle que A∪B = V(G), A\B 6= ; et B\A 6= ;.
On dit que (A,B) est une séparation de G, si aucune arête de G n’est incidente à la fois
à un sommet de A \ B et à un sommet de B \ A. Dans ce cas, on dira que A∩B est un
séparateur de G et on appellera k = |A ∩ B| l’ordre de la séparation (A,B). Par souci
de concision, on dira que (A,B) est une k-séparation de G si (A,B) est une séparation
d’ordre k de G.

La notion de connexité est étroitement reliée à l’exitence de chemins entre sommets du
graphe (cf. Théorème 1.1). Un chemin entre deux sommets u et v de V(G) est une suite
de sommets (p1, p2, . . . , pl ) distincts telle que p1 = u, pl = v et telle que pi et pi+1 soient
adjacents pour 1 ≤ i ≤ l −1. Les sommets p1 et pl sont alors appelés les extrémités de ce
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chemin. Un cycle est alors une suite de sommets (p1, p2, . . . , pl ) telle que p1 = pl et telle
que pi et pi+1 soient adjacents pour 1 ≤ i ≤ l −1.

On dit alors qu’un graphe G est connexe si pour toute paire (u, v) ∈ V(G)2, il existe un
chemin entre u et v . Si G n’est pas connexe, une composante connexe de G est un sous-
ensemble S ⊂ V(G) tel que G[S] est connexe.

La proposition suivante relie la notion de séparation d’un graphe et celle de connexité.

Proposition 1.1

Un graphe est connexe si et seulement s’il ne possède pas de séparations d’ordre 0.

Plus généralement, on peut définir la notion de k-connexité d’un graphe en utilisant les
séparations d’ordre supérieur. On dira alors qu’un graphe G est k-connexe s’il n’existe
pas de séparation de G d’ordre inférieur ou égal à k −1.

Le théorème suivant dû à Menger généralise la proposition précédente aux ordres su-
périeurs en reliant la k-connexité d’un graphe et l’existence de chemins disjoints entre
deux sous-ensembles quelconques de sommets G.

Théorème 1.2 (Menger, 1927, [51])

Un graphe G est k-connexe si et seulement si pour toute paire de sommets a et b il existe k
chemins intérieurement sommet-disjoints (i.e. disjoint sauf potentiellement en leurs ex-
trémités) entre a et b.

Notons que ce théorème peut s’éxprimer en termes de sous-ensembles. Étant donné
deux sous-ensemble de sommets X et Y disjoints d’un graphe G. Alors G est k-connexe si
et seulement s’il existe k chemins intérieurement sommet-disjoints dont une extrémité
est dans X et l’autre dans Y.

On peut aussi définir la connexité en termes d’arêtes. On dit qu’un graphe est k-arête-
connexe si enlever k −1 arêtes distinctes ne déconnecte pas le graphe.

Enfin, on pourra rencontrer dans ce manuscrit un dernier type de connexité. On dit
qu’un graphe G est intérieurement k-connexe si G est k − 1-connexe et si pour toute
séparation (A,B) de G de taille k, |A| = 1 ou |B| = 1.

1.1.2 Quelques classes de graphes

Dans cette partie, nous nous intéressons à quelques classes de graphes spécifiques qui
nous serons utiles tout au long de ce manuscrit.

Une clique (ou graphe complet) de taille k est un graphe à k sommet tel que pour tout
u, v ∈ V(G) tel que u 6= v , uv ∈ E(G). La famille complémentaire à cette-ci est la famille
des stables. Un stable est un graphe G tel que E(G) =;. On peut alors définir un stable
de G comme un sous-ensemble S de sommets de G tel qu’aucune arête de G n’ait ses
deux extrémités dans S.

Un graphe biparti est un graphe admettant une partition de ses sommets en deux
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stables. Un cas particulier de graphe est le graphe biparti complet Kn,m tel que
V(G) = A∪B où |A| = n, |B| = m, A∩B =; et où uv ∈ E(G) pour tout u ∈ A et v ∈ B.

FIGURE 1.1 – Graphe biparti complet K3,3

Un arbre est un graphe connexe ne contenant pas de cycles. Il est aisé de remarquer
que tout arbre avec au moins deux sommets, possède au moins 2 sommets de degré 1.
Les sommets de degré 1 sont alors appelés les feuilles. Un graphe non connexe et sans
cycles est une forêt.

Une roue Wr est un graphe obtenu à partir d’un cycle à r sommets, r ≥ 3, en ajoutant un
sommet adjacent à tous les sommets du cycle. Les arêtes incidentes à ce sommet sont
appelées les rayons de la roue.

FIGURE 1.2 – La roue à 8 sommets W8

Nous allons maintenant introduire certaines classes de graphes dont les définitions sont
de nature topologique.

Dans la suite, nous nous réfèrerons à [52] pour la définition de plongement d’un graphe
dans une surface. Un graphe est dit planaire s’il existe un plongement de ce graphe dans
R

2. Un graphe planaire externe est un graphe planaire tel qu’il existe un plongement de
ce graphe dans R

2 où tous les sommets sont situés sur la face externe. Enfin un graphe
G est dit apex s’il existe un sommet u tel que G \ u soit planaire.

On dénote par S
3 la 3-sphère. Un graphe G est alors dit sans entrelacs si, pour tout

cycle C de G, il existe un disque D et un plongement ρ de G ∪ D dans S
3 tel que

ρ(D \δD)∩ρ(G) =; et ρ(δD) = ρ(C). Autrement dit s’il existe un plongement de G dans
R

3 tel que tout cyle est le bord d’un disque topologique dont l’intérieur est disjoint du
graphe. Robertson, Seymour et Thomas ([61], [62],[63]) ont montré que cette définition
était équivalente au fait qu’il existe un plongement de G tel que pour toute paire de
cycles (C1,C2), les cycles ne formaient pas un entrelacs. On se réfèrera à [64] pour la
définition d’un entrelacs et d’un noeud.

Par exemple, tout graphe apex est en particulier sans entrelacs. En effet, si G est un
graphe apex alors il existe u tel que G \ u soit planaire. On considère alors un plonge-
ment de G \ u dans S

2 auquel on rajoute le sommet u à l’intérieur de la sphère pour

16



obtenir un plongement dans S3 de G. Il est alors facile de vérifier que ce plongement est
sans entrelacs.

On dira qu’un cycle C1 plongé dans S
3 est dénoué si C1 peut être déformé en un cercle

par une isotopie ambiante (cf. [64]). Un plongement ρ d’un graphe G est dit sans noeuds
si pour tout cycle C de G, ρ(C) est dénoué. Un tel graphe G est alors dit sans noeuds s’il
existe un plongement de G sans noeuds.

On pourrait vérifier que tout graphe G tel qu’il existe u, v ∈ V(G) tels que G \ {u, v} soit
planaire est sans noeuds.

1.1.3 Clique-sum

Dans cette sous-section, nous introduisons une opération sur les graphes qui nous sera
fondamentale par la suite.

Étant donné deux graphes G1 et G2 et étant donné K1 et K2 deux cliques de taille k telles
que K1 ( G1 et K2 ( G2, on appelle clique-sum (ou k-somme) de G1 et G2 et on note
G1 ⊕k G2 le graphe obtenu en prenant de l’union disjointe de G1 et G2 et en identifiant
K1 avec K2 et en supprimant éventuellement certaines arêtes de la clique.

FIGURE 1.3 – Exemple de 3-somme de deux graphes K4

La proposition suivante énonce que si un graphe admet une k-séparation alors il peut
s’écrire comme une clique-sum de taille k de deux graphes plus petits.

Proposition 1.3

Soit G un graphe et (A,B) une k-séparation de G et soit G1 (resp. G2) le graphe obtenu
à partir de G[A] (resp. G[B]) en complétant le sous-graphe A ∩ B en une clique. Alors
G = G1 ⊕k G2.

1.2 Matroïdes

La notion de matroïde a été introduite en 1935 par Whitney pour étudier la notion d’in-
dépendance linéaire. Dans cette partie, nous suivrons les notations d’Oxley [54].

Il existe de nombreuses axiomatiques équivalentes pour définir un matroïde. Nous uti-
liserons l’axiomatique suivante.

Définition 1.4

Un matroïde M est un paire (E,I ) tel que :
– E est un ensemble fini.
– I est une collection de sous ensembles de E vérifiant :

(I1) : ;∈I
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(I2) : Si I ⊂ J et J ∈I alors I ∈I

(I3) : Si I, J ∈I et |I| < |J| alors il existe j ∈ J− I tel que I∪ { j } ∈I .

L’ensemble E est appelé le support du matroïde M et I l’ensemble des indépendants.
Un élément de I est appelé un indépendant. Étant donné un matroïde M, on notera
aussi par E(M) le support de ce matroïde. L’ensemble complémentaire de I dans l’en-
semble des parties de E P (E) est appelé l’ensemble des dépendants et ses éléments les
dépendants.

Exemple (Matroïdes graphique) : On peut construire un matroïde à partir d’un graphe.
Plus précisément, étant donné un graphe G, on peut définir un matroïde M(G) dont le
support est E = E(G) et dont l’ensemble des indépendants I est l’ensemble des forêts de
G. Il est facile de montrer que cet ensemble vérifie les axiomes précédents. Un matroïde
M est dit graphique s’il existe un graphe G tel que M = M(G).

À partir de cette notion d’indépendance, on peut construire une fonction
r : P (E(M)) → N définie par,

r (P) = {max(|I|) : I ∈I et I ⊆ P},

pour tout P ∈ P (E(M)). Cette fonction est appelée la fonction rang du matroïde. On
appellera alors rang du matroïde, l’entier r (E(M)).

Un circuit est un dépendant minimal pour la relation d’inclusion. Un circuit de taille
1 est appelé une boucle et un circuit de taille 3 est appelé un triangle. Enfin les élé-
ments d’un circuit de taille 2 sont dits parallèles. On dit qu’un matroïde est simple s’il
ne contient ni de boucles ni d’éléments parallèles. Dans un matroïde graphique, les cir-
cuits correspondent alors aux cycles du graphe minimaux pour l’inclusion. Il est aussi
facile de montrer qu’un matroïde graphique M(G) est simple si et seulement si le graphe
G est simple.

Pour tout matroïde M, on définit la simplification de M et on note si (M) le matroïde
construit à partir de M dans lequel on a supprimé les boucles et identifié les éléments
parallèles.

Dans la suite, nous pourrons utiliser l’axiomatique suivante, équivalente à celle de la
définition 1.4, pour définir un matroïde à partir de ses circuits.

Proposition 1.5

Un ensemble C est l’ensemble des circuits d’un matroïde si et seulement s’il vérifie les
axiomes suivants.
(C1) ; 6∈ C

(C2) Si C1,C2 ∈C et C1 ⊆ C2 alors C1 = C2.
(C3) Si C1,C2 sont deux éléments distincts de C et e ∈ C1∩C2 alors il existe C3 ∈C tel que

C3 ⊆ (C1 ∪C2) \ e.

La Figure 1.4 est une représentation géométrique du matroïde M(K4). Ce type de repré-
sentation permet de représenter les matroïdes de rang au plus 4. Les points sont alors
les éléments du matroïdes et les fermés (i.e. dépendants maximaux pour l’inclusion) de
rang 2 et 3 correspondent respectivement aux lignes et aux plans. Par exemple, si le ma-
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troïde est simple alors les circuits de taille 3 du matroïde sont représentés par tous les
ensembles de 3 points alignés. On peut ansi vérifier que les lignes de la Figure 1.4 corres-
pondent aux triangles du graphe K4. Lorsque la représentation fait intervenir des droites
et plans affines alors la représentation est dite affine.

FIGURE 1.4 – Représentation géométrique du matroïde M(K4)

Il existe une notion de séparation et de connectivité pour les matroïdes similaire à celle
des graphes. Étant donné k un entier positif et un matroïde M, une partition (X,Y) de
E(M) telle que min{|X|, |Y|} ≥ k et r (X)+r (Y)−r (M) ≤ k −1 est appellé une k-séparation.
De plus (X,Y) est appelée une k-séparation exacte si r (X)+ r (Y)− r (M) = k − 1. M est
dit k-séparé s’il existe une k-séparation de M. On appelle fonction de connectivité d’un
matroïde M et on note λM, la fonction définie pour tout S ⊆ E(M) par

λM(S) = r (S)+ r (E(M) \ S)− r (M).

où r est la fonction rang du matroïde M.

On peut alors vérifier que toute partition (X,Y) de E(M) telle que min{|X|, |Y|} ≥ k est une
k-séparation si et seulement si λM(X) ≤ k −1.

On peut alors introduire la connectivité λ(M) d’un matroïde M comme la fonction défi-
nie par

λ(M) = min{k : M est k-séparé }.

On dit qu’un matroïde est k-connexe si λ(M) ≥ k. On dit qu’un matroïde est connexe si
il est 1-connexe.

De la même manière, on dit qu’un matroïde est verticalement k-connexe si pour toute
partition (X,Y) telle que r (X)+r (Y)−r (M) < k−1, X ou Y contient une base du matroïde.
Cette dernière notion de connexité la plus proche de la k-connexité des graphes telle
que nous l’avons définie dans la partie précédente. En particulier G est k-connexe si et
seulement si M(G) est verticalement k-connexe.

Le théorème suivant, dû à Tutte, généralise le Théorème 1.2 de Menger aux matroïdes.
Pour l’introduire, nous avons besoin d’introduire la fonction κ suivante. Soit M un ma-
troïde et S,T ⊆ E(M), alors on note

κ(S,T) = min{λM(X) : S ⊆ X ⊆ (E \ T)}.

Théorème 1.6 (Tutte, 1965, [77])

Soit M un matroïde et S,T ⊆ E(M) des sous-ensembles disjoints de E(M). Alors κ(S,T) ≥ k
est égal au maximum de λN(S), pour tous les mineurs N de M tels que E(N) = S∪T.
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Montrons que ce théorème généralise le Théorème 1.2.

PREUVE . Soit G un graphe et soit a et b deux sommets quelconques de G. On notera
dans la suite M = M(G) et E = E(M(G)). Soit A l’ensemble des arêtes incidentes à a et soit
B l’ensemble des arêtes incidentes à b.

Supposons que G soit k-connexe. On supposera de plus que les sommets a et b sont ne
sont pas adjacents (si a et b sont adjacents, on supprime l’arête ab et on montre que a
et b sont reliés par au moins k − 1 chemins sommet-disjoints). Comme a et b ne sont
pas adjacents alors les ensembles A et B sont disjoints.

Comme G est k connexe M est alors verticalement k-connexe. Ainsi (A,E \ A) est une
partition de E telle que B ⊆ (E \ A) Ainsi, par définition, soit λM(A) ≥ k soit A ou E \ A
contient une base de M. Supposons que A ou E \ A car A contiendrait alors un arbre
couvrant de G, ce qui contredit la définition de B.

Nous avons donc que λM(A) ≥ k. En particulier, cela implique que κ(A,B) ≥ k. Ainsi par
le théorème de Tutte, il existe un mineur N de M sur l’ensemble A∪B tel que λN(S) ≥ k.
Ceci implique l’existence d’au moins k chemins intérieurement sommet-disjoints dans
le graphe G.

Étant donné M = (E,I ) un matroïde et S ⊆ E. On appelle restriction de M à S et on note
M|S, le matroïde de support S et d’ensemble d’indépendant

I (M|S) =
{
I ∈I : I ⊆ S

}
.

La suppression d’un élément e d’un matroïde M est alors le matroïde noté M \ e définit
par M \ e = M|E(M)\e .

On définit la contraction d’un élément e de M par le matroïde dont le support est E \ {e}
et dont l’ensemble des indépendants est {I− {e} : e ∈ I ∈I (M)}. On note cette opération
M/e.

Notons que ces deux opérations de suppression et contraction se généralisent directe-
ment à un ensemble S quelconque d’éléments de M. On note alors M \ S et M/S respec-
tivement.

Enfin nous pouvons définir une notion de dualité pour les matroïdes. Étant donné
M = (E,I ) un matroïde, on appelle matroïde dual de M et on note M∗ le matroïde
M∗ = (E,I ∗) où

I
∗
=

{
X |X ⊆ E tel qu’il existe une base B de M telle que X∩B =;

}
.

Notons en particulier que les opérations de contraction et suppression sont duales l’une
de l’autre. Plus précisément, étant donné un élément e d’un matroïde M, on a que
M/e = (M∗ \ e)∗. Un circuit du dual d’un matroïde M est appelé un cocircuit de M. Une
triade est un cocircuit de taille 3. Une coboucle est un cocircuit de taille 1.

1.2.1 Quelques classes de matroïdes

Dans cette section on introduit plusieurs classes de matroïdes.
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Un matroïde M est dit co-graphique s’il existe un graphe G tel que M = M∗(G). Notons
que le dual d’un matroïde graphique M(G) est lui-même graphique si et seulement si G
est planaire.

Les matroïdes graphiques et co-graphiques appartiennent à la classe plus large des ma-
troïdes dits représentables. Étant donné F un corps et q un entier quelconque, on dit que
M est représentable sur F s’il existe une application ρ : E(M) → F

q telle que pour tout
F ⊆ E(M), l’ensemble de vecteurs {ρ( f ) : f ∈ F} est linéairement indépendant si et seule-
ment si F est un indépendant de M. Un tel matroïde est usuellement représenté sous la
forme compacte d’une matrice de taille k ×n à coefficients dans F où k est le rang et n
le nombre d’éléments du matroïde. Les éléments du matroïde correspondent alors aux
vecteurs colonnes de la matrice. Si A est une matrice alors on note par M[A] le matroïde
engendré par la matrice A. On peut vérifier que M[A] reste inchangé si on effectue l’une
des opérations élémentaires sur la matrice A :
– Échanger deux lignes
– Échanger deux colonnes
– Remplacer une ligne Li par une combinaison linéaire de la forme aLi +bL j où i 6= j et

a 6= 0.
– Appliquer un automorphisme de F sur A.
– Supprimer une ligne nulle (sauf si c’est la seule ligne de la matrice)
En utilisant ces opérations, on peut montrer que tout matroïde M[A] est isomorphe à un
matroïde M[A′] où A′ est une matrice de la forme [Idk |B], où Idk est la matrice identité
de taille k, obtenue à partir de A par les transformations élémentaires listées ci-dessus.

En particulier, un matroïde est dit binaire s’il est représentable sur le corps fini à deux
éléments GF(2). Tout matroïde graphique M(G) est binaire, car l’application qui au i ème

élément du matroïde associe le vecteur de la i ème colonne de la matrice d’incidence du
graphe G est une représentation de M(G) sur GF(2).

Un matroïde est dit régulier s’il est représentable sur tout corps. Ces matroïdes ont
pour propriété de pouvoir être représentés par une matrice totalement unimodulaire
(i.e. dont toutes les sous-matrices sont de déterminant non-nul). En particulier les ma-
troïdes graphiques sont réguliers.

La classe des matroïdes représentables sur un corps F est close par dualité. En effet, étant
donné une représentation d’un matroïde de rang k à n éléments par une matrice sous
la forme canonique [Ik |A] où Ik est la matrice identité de taille k, alors [t A|In−k ] est la
matrice d’une représentation de M∗ sur le corps F.

1.2.2 Quelques matroïdes particuliers

On va maintenant donner quelques matroïdes spécifiques qui seront utilisés par la suite.

Le matroïde uniforme Ur,n

Le matroïde uniforme Ur,n est le matroïde de rang r donc le support est un ensemble E
de cardinalité n et où les indépendants sont tous les sous-ensembles de E de cardinalité
inférieur ou égal à r .
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Ces matroïdes jouent un rôle important dans la structure des matroïdes représentables
sur un corps fini.

FIGURE 1.5 – Représentation affine du matroïde U2,4

Le matroïde de Fano F7. C’est le matroïde de rang 3 correspondant au plan projectif fini
d’ordre 2. Il peut être représenté par la matrice binaire suivante :




1 0 0 0 1 1 1
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 1 1 0 1




Ce matroïde n’est ni graphique ni co-graphique. Une représentation géométrique de
ce matroïde est donnée par la Figure 1.6 (les indices correspondent aux colonnes de la
matrice).

FIGURE 1.6 – Représentation affine du matroïde de Fano

Le matroïde R10.

Le matroïde R10 est le matroïde régulier représenté par la matrice totalement unimodu-
laire suivante à coefficients réels :




1 0 0 0 0 −1 1 0 0 1
0 1 0 0 0 1 −1 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 −1 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 −1 1
0 0 0 0 1 1 0 0 1 −1




Ce matroïde intervient dans la décomposition des matroïdes réguliers. Il a comme pro-
priété particulière que pour tout e ∈ E(R10), (R10 \ e) ≃ M(K3,3).

Le matroïde P7.
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Le matroïde P7 est le matroïde ternaire (i.e. représentable sur GF(3)) de rang 3 représenté
par la matrice suivante : 


1 0 0 0 1 1 1
0 1 0 1 0 1 −1
0 0 1 1 1 0 1




Il intervient dans la caractérisation des matroïdes ternaires sans mineur M(K4). La Fi-
gure 1.7 est la représentation affine de ce matroïde.

FIGURE 1.7 – Représentation géométrique du matroïde P7

Le matroïde J.

Le matroïde J est le matroïde ternaire de rang 4 représenté par la matrice suivante :




1 0 0 0 1 1 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 −1 −1 1




Il intervient dans la caractérisation des matroïdes ternaires sans mineur M(K4).

Système de Steiner S(t ,k, v).

Le système de Steiner S(t ,k, v) estune paire (S,D) où S est un ensemble de cardinalité v
et D est un ensemble de parties de S de cardinalité k tel que tout sous-ensemble de S de
cardinalité t est contenu dans un unique élément de D.

A tout système de Steiner (S,D), on peut associer un matroïde M dont S est le sup-
port et dont l’ensemble des hyperplans (i.e. dépendant maximaux par inclusion de rang
r (M)−1) est D. Un hyperplan pour un matroïde est un fermé de rang r −1 où r est le rang
du matroïde, c’est-à-dire un sous-ensemble d’éléments du matroïde de rang r −1 maxi-
mal. En général, un système de Steiner n’est pas entièrement défini par les paramètres
t , k et v sauf pour les systèmes de Steiner S(5,6,12), S(4,5,11), S(3,4,10) et S(2,3,9) qui
sont uniques.

Dans la suite nous nous intéresserons plus particulièrement au matroïde de Steiner
S(5,6,12) dont la représentation est donnée par la matrice à coefficients réels suivante :
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


1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 0 1 −1 −1 1
0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 −1 −1
0 0 0 1 0 0 1 −1 1 0 1 −1
0 0 0 0 1 0 1 −1 −1 1 0 1
0 0 0 0 0 1 1 1 −1 −1 1 0




Il intervient dans la caractérisation des matroïdes ternaires sans mineur M(K4). Un autre
système de Steiner nous sera utile dans la suite, le système S(2,3,9). L’unique matroïde
correspondant à ce système est le matroïde correspondant à la géométrie affine AG(2,3).
Ce matroïde est donné par la matrice suivante et est représenté à la Figure 1.8.




1 0 0 0 1 1 2 1 1
0 1 0 1 1 0 1 2 1
0 0 1 1 0 1 1 1 2




FIGURE 1.8 – Représentation géométrique du matroïde AG(2,3)

Roue et whirls

Soit r ≥ 3, la roue est le matroïde M(Wr ) associé au graphe Wr . Lorsque le contexte sera
clair, on le notera Wr . Notons E(Wr ) = {x1, x2, . . . , xr , y1, y2, . . . , yr } où {x1, x2, . . . , xr } sont
les rayons de la roue. Pour tout r ≥ 2, la whirl de rang r est le matroïde obtenu à partir de
M(Wr ) et en ajoutant l’ensemble {y1, y2, . . . , yr } à l’ensemble des indépendants. Comme
{y1, y2, . . . , yr } est un circuit-hyperplan de M(Wr ) alors ce nouvel ensemble d’indépen-
dants forme un matroïde de support E(M(Wr )). On le note Wr .

On peut vérifier que la roue de rang r et la whirl de rang r pour tout r ≥ 3 sont des
matroïdes duaux l’un de l’autre, i.e. W∗

r = Wr .

FIGURE 1.9 – Représentation géométrique de la whirl de rang 3
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1.2.3 k-somme de matroïdes

Nous allons maintenant introduire certaines opérations similaires à la clique-sum pour
les matroïdes.

La première est la somme directe de deux matroïdes.

Proposition 1.7

Soit M1 et M2 deux matroïdes de support disjoint et non vide E1 et E2 respectivement.
Alors l’ensemble C =C (M1)∪C (M2) est l’ensemble des circuits d’un matroïde de support
E1 ∪E2, appelé la somme directe de M1 et M2 et est noté M1 ⊕M2.

Si M1 = M(G1) et M2 = M(G2) sont des matroïdes graphiques alors M1 ⊕M2 correspond
au matroïde M(G1 ⊕1 G2). Notons que, M(G1 ⊕1 G2) = M(G1 ⊔G2) où G1 ⊔G2 correspond
à l’union disjointe des deux graphes.

Cette opération se généralise directement à l’ordre 2 de la manière suivante.

Proposition 1.8

Soit M1 et M2 deux matroïdes de support non-vide E1 et E2 respectivement tels que
E1 ∩E2 = {p}, alors l’ensemble

C =C (M1 \ p) ∪ C (M2 \ p) ∪
{
C1∆C2 : Ci ∈C (Mi ), for i = 1,2

}

est l’ensemble des circuits d’un matroïde de support E1∆E2, appelé la 2-somme de M1 et
M2 et est noté M1 ⊕2 M2.

Étant donné deux matroïdes graphiques M1 = M(G1) et M2 = M(G2) tels que
E(M1)∩E(M2) = {p} alors M1 ⊕2 M2 est le matroïde associé au graphe (G1 ⊕2 G2) \ p.

Les propositions suivantes relient la notion de somme directe et de 2-somme à la notion
de séparation dans les matroïdes à la manière de la Proposition 1.3 pour les graphes.

Proposition 1.9 (Seymour, 1981, [66])

Si (X,Y) est une 1-séparation de M alors M est la somme directe de M|X et M|Y ; inverse-
ment, si M est la somme directe de M1 et M2 alors (E(M1),E(M2)) est une 1-séparation de
M.

Proposition 1.10 (Seymour, 1981, [66])

Si (X,Y) est une 2-séparation exacte de M alors il existe deux matroïdes M1 et M2 définis
sur X∪ {z} et Y∪ {z} respectivement tels que M = M1 ⊕2 M2. Inversement, si M = M1 ⊕2 M2

alors (E(M1) \ E(M2),E(M2) \ E(M1)) est une 2-séparation exacte de M.

Ainsi un matroïde M n’est pas 2-connexe si et seulement s’il existe deux matroïdes M1 et
M2 non vides tels que M = M1 ⊕M2. De la même manière, Seymour a prouvé que l’on a
une propriété similaire pour la 3-connexité.

Proposition 1.11 (Seymour, 1981, [66])

Un matroïde 2-connexe M n’est pas 3-connexe si et seulement s’il existe M1 et M2 tels que
M = M1 ⊕2 M2.
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Cette relation entre séparation et 1- et 2-somme n’a pas d’équivalent pour les matroïdes
3-connexe. Néanmoins, dans le cas particulier des matroïdes binaires, Seymour [66] a
introduit l’opération de 3-somme et a prouvé une relation similaire à celle des proposi-
tions précédentes pour ces opérations.

Proposition 1.12 (Seymour, 1981, [66])

Soit M1 et M2 deux matroïdes binaires tels que E1 ∩E2 = {p1, p2, p3}. Soit C
′ l’ensemble

C
′
=C (M1 \ E2)∪C (M2 \ E1)∪ {C1∆C2 : Ci ∈C (Mi ) for i = 1,2}.

et soit C l’ensemble des éléments minimaux de C′ pour l’inclusion. Alors C est l’ensemble
des circuits d’un matroïde binaire M sur l’ensemble E1∆E2 = (E1−E2)∪(E2−E1). Si E1∩E2

ne contient pas de cocircuit de M1 ou M2 alors M est appelé la 3-somme de M1 et M2 et est
noté M1 ⊕3 M2.

La proposition suivante relie cette définition de 3-somme avec la notion de 3-
séparation.

Proposition 1.13 (Seymour, 1981, [66])

Si (X,Y) est une 3-séparation exacte d’un matroïde binaire M avec |X|, |Y| ≥ 4, et soit Z
un ensemble de taille 3 disjoint de E(M) alors il existe deux matroïdes binaires M1 et M2

sur X∪Z et Y∪Z respectivement, tels que M = M1 ⊕3 M2. Réciproquement si M est une
3-somme de M1 et M2 alors (E(M1) \ E(M2),E(M2) \ E(M1)) est une 3-séparation exacte de
M et |E(M1) \ E(M2)|, |E(M2) \ E(M1)| ≥ 4.
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CHAPITRE

2

Mineurs de graphes et de matroïdes

Dans ce chapitre, nous introduisons la théorie des mineurs de graphes et de matroïdes qui
occupera une place importante dans la suite du manuscrit.

2.1 Introduction

Ce chapitre constitue une introduction à la théorie des mineurs de graphes et de ma-
troïdes. Soit G un graphe. Un mineur H de G est un graphe obtenu à partir de G via
une succession finie d’opérations de contractions et de supressions d’arêtes et de sup-
pressions de sommets. De manière équivalente, on peut voir un mineur comme une
fonction f : V(H) −→ P (V(G)) telle que pour tout v ∈ V(H), f (v) induit une composante
connexe de G et pour tout u ∈ V(H), si u et v sont adjacents alors il existe une arête avec
une extrémité dans f (u) et une extrémité dans f (v).

La théorie des mineurs est apparue dans les années 1930 et se développe autour des tra-
vaux de Robertson et Seymour entre les années 1980 et 2012 (Graph Minors I - XXIII).
Dans ces travaux, la notion de classe de graphe close par la relation de mineur joue un
rôle prépondérant. Dans la Section 2.2, nous allons étudier ces classes de graphes closes
par mineur puis leur structure dans la Section 2.3. Dans la Section 2.4, nous verrons des
conditions suffisantes pour l’existence de mineurs enracinés, c’est-à-dire de mineurs
dont on a fixé un certain ensemble de sommets. Dans la Section 2.5, nous verrons com-
ment une densité élevée d’arêtes dans un graphe permet de justifier l’existence de cer-
tains mineurs dans les graphes. Enfin, dans la Section 2.6, nous étudierons certains in-
variants associés à certaines classes de graphes topologiques.

2.2 Classes de graphes et de matroïdes closes par mineur

Soit C une classe de graphe. On dit que C est une classe de graphes close par mineur
si pour tout graphe G ∈ C , tous les mineurs de G appartiennent à C . Un mineur ex-
clu pour la classe C est un graphe E tel que E 6∈ C et pour tout mineur strict (i.e. un
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mineur strictement plus petit) H de E, H ∈ C . De nombreuses et importantes classes
de graphes sont closes par mineur, notamment les graphes planaires (et plus générale-
ment les graphes plongeables dans les surface) ainsi que certaines classes de graphes
topologiques (arbres, graphes planaires externes, graphes sans entrelacs, sans noeuds,
...).

Un bel ordre ≤ sur un ensemble X est un ordre partiel sur X tel que, pour toute suite
(xi )i∈N d’éléments de X, il existe i et j tels que i < j et xi ≤ x j . On dira qu’une classe
est {bien-quasi-ordonnée} pour la relation ≤ si ≤ est un bel ordre pour cette classe. Une
question importante était de savoir si la relation de mineur formait un bel ordre pour la
classe des graphes. Kruskal a montré que c’était le cas pour les arbres.

Théorème 2.1 (Kruskal, 1960, [43])

Les arbres finis sont bien-quasi-ordonnés par la relation de mineur.

Mais le théorème fondamental dans la théorie des mineurs de graphes est le suivant, qui
généralise le théorème précédent à l’ensemble des graphes.

Théorème 2.2 (Robertson & Seymour, 2004, [59])

Les graphes sont bien-quasi-ordonnés pour la relation de mineur.

En particulier cela implique l’inexistence d’antichaînes infinies où une antichaîne est
dans ce cas un ensemble de graphes A tels que pour tout H et G dans A, si H est un
mineur de G alors les graphes H et G sont isomorphes. Autrement dit, il ne peut exister
un ensemble infini d’éléments incomparables pour la relation de mineur. On peut donc
reformuler le Théorème 2.2 de la manière suivante.

Théorème 2.3 (Robertson & Seymour, 2004, [59])

Toute classe de graphe close par mineur est caractérisée par un ensemble fini de mineurs
exclus.

Néanmoins la preuve de ce théorème n’est pas constructive et ne permet donc pas
de donner la liste des mineurs exclus. La liste est connue uniquement pour certaines
classes de graphes closes par mineur. On donne un petit aperçu de telles caractérisa-
tions.

Théorème 2.4 (Folklore)

Un graphe est un arbre si et seulement s’il ne contient pas K3 comme mineur.

Théorème 2.5 (Chartrand & Harary, 1967, [16])

Un graphe est planaire externe si et seulement s’il ne contient pas K4 ou K2,3 comme mi-
neur.

La liste ne serait pas complète sans la célèbre caractérisation des graphes planaires dûe
à Kuratowski et Wagner.
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Théorème 2.6 (Wagner, 1937, [80])

Un graphe est planaire si et seulement s’il ne contient pas K5 ou K3,3 comme mineur.

La preuve de ce théorème se base sur le théorème suivant de Kuratowski.

Théorème 2.7 (Kuratowski, 1930, [15])

Un graphe est planaire si et seulement s’il ne contient pas une subdivision K5 ou K3,3

comme sous-graphe.

Notons que cette dernière caractérisation ne fait pas intervenir la relation d’inclusion
comme mineur mais comme subdivision. En particulier, toute classe caractérisée par un
ensemble fini de mineurs exclus M peut être aussi caractérisée par un ensemble S de
sous-graphes exclus à subdivision près. Pour cela on considère toutes les combinaisons
possibles de remplacement des sommets du mineur par un arbre ne contenant pas de
sommets de degré 2 et dont le nombre de feuilles correspond au degré du sommet du
mineur. Comme il n’existe qu’un nombre fini de tels arbres et qu’il n’y a qu’un nombre
fini de mineurs, alors cette liste est finie. Il est maintenant facile de prouver que tout
graphe contenant un élément de M comme mineur contient aussi une subdivision d’un
élément de S comme sous-graphe.

Ce dernier théorème a plusieurs généralisations possibles. L’une consiste à regarder les
graphes plongés dans les surfaces de genre g . En effet l’ensemble des graphes plon-
geables dans une surface de genre g fixé est une famille de graphes close par mineur.
Archdeacon et Huneke [5] ont montré que dans le cas des surfaces non-orientées, cette
famille est caractérisée par un ensemble fini de mineurs exclus. Robertson et Seymour
[58] l’ont ensuite montré dans le cas des surfaces orientées. Ce dernier théorème joue
un rôle prépondérant dans la preuve de leur théorème de structure des graphes sans mi-
neur H. Néanmoins caractériser explicitement les mineurs exclus pour les graphes plon-
geables dans les surfaces de genre g reste très difficile du fait de l’explosion du nombre
de mineurs exclus. Par exemple, Glover, Huneke et Wang [30] ont montré qu’un graphe
était plongeable dans le plan projectif si et seulement s’il ne contenait pas un des 35
mineurs exclus pour cette classe. Dans le cas orienté, le nombre de mineurs exclus est
encore plus grand : le nombre de mineurs exclus pour la classe des graphes plongeables
dans le tore est supérieur à 16000 et la liste n’est probablement pas exhaustive [29].

Une autre possibilité de généraliser le théorème de Wagner est de généraliser la notion
de planarité en dimension supérieure. Une telle généralisation pourrait être de considé-
rer les graphes sans entrelacs. Le théorème suivant montre que dans ce cas-là, le nombre
de mineurs exclus reste raisonnable.

Théorème 2.8 (Robertson, Seymour & Thomas, 1930, [15])

Un graphe est sans entrelacs si et seulement s’il ne contient pas de graphe de la famille de
Petersen comme mineur (cf. Figure 2.1).

Une telle caractérisation pour les graphes sans noeuds reste ouverte.

Ce type de caractérisation par mineurs exclus peut s’étendre aux matroïdes. Un cas in-
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FIGURE 2.1 – Famille de Petersen

téressant de famille close par mineur correspond à l’ensemble des matroïdes représen-
tables sur un corps F. En effet, l’opération de supression d’un élément correspond alors
à la supression d’une colonne et donc préserve la représentabilité du matroïde. De plus
nous avons vu dans le Chapitre 1 que l’opération de contraction est l’opération duale
de l’opération de supression et que le passage au dual préserve la représentabilité. On
peut donc en déduire que l’opération de contraction préserve la représentabilité du ma-
troïde.

Contrairement au cas des graphes, le Théorème 2.3 est faux dans le cas général des ma-
troïdes. Considérons par exemple l’ensemble des matroïdes représentables sur le corps
R. Cette famille est close par mineur d’après la remarque précédente. Néanmoins la re-
lation de mineur n’est pas un bel ordre. Dans la suite, nous noterons Ip la matrice iden-
tité de taille p ×p et par Jp la matrice p ×p composé uniquement de 1. En effet, si l’on
considère l’ensemble des matrices de la forme [Ip+1|Jp+1 − Ip+1] à coefficients dans le
corps fini GF(p) où p est un nombre premier différent de 2. Les matroïdes associés à ces
matrices sont des mineurs exclus pour la représentabilité sur R [44].

Néanmoins, dans le cas de la représentabilité sur un corps fini, le problème est plus
simple. Pour les corps finis de petite caractéristique, des caractérisations explicites par
mineurs exclus ont été données.

Théorème 2.9 (Tutte, 1958, [75])

Un matroïde est binaire si et seulement s’il ne contient pas U2,4 comme mineur.
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Théorème 2.10 (Reid & Bixby, [11])

Un matroïde est ternaire si et seulement s’il ne contient pas U2,5, U3,5, F7 et F∗
7 comme

mineur.

En 2000, Geelen, Oxley, Vertigan et Whittle [35] ont donné explicitement la liste des mi-
neurs exclus pour les matroïdes quaternaires. On peut encore citer les théorèmes sui-
vants qui sont des résultats classiques en théorie des matroïdes.

Théorème 2.11 (Tutte, 1958, [75])

Un matroïde est graphique si et seulement s’il ne contient pas U2,4, F7, F∗
7 , M∗(K5) ou

M∗(K3,3) comme mineur.

Théorème 2.12 (Tutte, 1958, [75])

Un matroïde est régulier si et seulement s’il ne contient pas U2,4, F7 et F∗
7 comme mineur.

Notons que certaines classes de matroïdes sont beaucoup plus compliquées à caractéri-
ser que dans le cas des graphes. Prenons par exemple la classe des graphes sans mineur
K4. Cette classe est caractérisée très simplement par le Théorème 2.5. Caracteriser les
matroïdes sans mineur M(K4) reste un important problème ouvert dans la théorie des
matroïdes. Dans le cas des matroïdes binaires, Brylawski [12] a montré que la classe des
matroïdes binaires sans mineur M(K4) correspondait à la classe des matroïdes obtenus
à partir des graphes série-parallèles, étendant ainsi directement le Théorème 2.5.

Bien plus récemment (2013), Geelen, Gerards et Whittle ont annoncé avoir prouvé que
les matroïdes représentables sur un corps fini peuvent être caractérisés par un ensemble
fini de mineurs exclus, étandant ainsi le Théorème 2.3. Néanmoins à la manière du
Théorème 2.3, la démonstration n’est pas constructive et ne fournit donc pas la liste
de mineurs exclus.

2.3 Classes de graphes et de matroïdes excluant un
certain mineur

Dans cette partie, nous allons nous intéresser à la classe des graphes excluant un certain
mineur. En effet, l’ensemble des graphes excluant un même mineur H forme une classe
de graphe close par mineur par définition. On va s’intéresser à la structure de ces classes
notamment lorsque H est un graphe complet. Par exemple, l’ensemble des forêts est
une classe de graphe close par mineur. Comme une forêt est un graphe sans cycle, il est
facile de voir qu’un graphe est une forêt si et seulement si ce graphe ne contient pas K3

comme mineur. Ainsi l’ensemble des graphes sans mineur K3 correspond à l’ensemble
des forêts et l’unique mineur exclu de cette classe est le triangle. Plus généralement, le
théorème de Robertson et Seymour affirme que pour toute classe de graphes close par
mineur, il existe un nombre fini de mineurs exclus [59].

Regardons premièrement la caractérisation des graphes sans mineur Kt . Nous avons vu
que la classe des graphes sans mineur K3 est la classe des arbres. Le théorème suivant
est dû à Dirac et prouve une caractérisation structurelle des graphes sans mineurs K4.
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Théorème 2.13 (Dirac, 1952, [24])

Tout graphe sans mineur K4 peut être obtenu à partir de copies de K1, K2 et K3 par 0-, 1- et
2-sommes.

Les éléments connexes de cette classe de graphes correspond de manière équivalente
à la classe des graphes série-parallèles. Étant donné deux graphes connexes avec deux
sommets spéciaux u, v et u′, v ′ respectivement, on définit deux opérations :
– la connexion parallèle obtenue en identifiant les sommets u et u′ puis v avec v ′.
– la connexion série obtenue en identifiant v avec u′.
Ces deux opérations engendrent un graphe dont deux sommets sont spéciaux (dans
le premier cas les sommets résultant des identifications et dans le deuxième cas les
sommets u et v ′). Ainsi on peut poursuivre ces opérations récursivement. La classe des
graphes série-parallèle correspond aux graphes obtenus à partir de copies de K2 et des
opérations de connexion série et parallèles. Notons de plus que la 2-somme de deux K3

corresponds à une opération de connexion parallèle.

De la même manière, les graphes sans mineur K5 ont été caractérisés par Wagner.

Théorème 2.14 (Wagner, 1937, [80])

Tout graphe sans mineur K5 peut être obtenu à partir de copies de graphes planaires et du
graphe V8 (représenté à la Figure 2.2) par 0-, 1-, 2- et 3-sommes.

FIGURE 2.2 – Le graphe de Wagner V8.

*

On peut aussi caractériser les graphes sans mineur K3,3 de manière similaire.

Théorème 2.15 (Hall, 1943, [32])

Tout graphe sans mineur K3,3 peut être obtenu à partir de copies de graphes planaires et
du graphe K5 par 0-, 1- et 2-sommes.

La caractérisation des graphes sans mineur Kt pour t ≥ 6 est un problème ouvert im-
portant en théorie des graphes. Diverses autres caractérisations ont été obtenues, par
exemple pour les graphes ne possédant pas le cube comme mineur (Maharry, [49]) ou
encore l’octaèdre (Ding, [23]).

Notons que le Théorème 2.3 ne fournit qu’une approximation de ce à quoi la classe des
graphes sans mineur H ressemble et non une caractérisation précise. Pour introduire
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cette approximation, nous avons besoin d’une définition supplémentaire. On pourra se
référer à [45] pour plus de détails. Soit C un cycle et k un entier. Soit F une famille de
chemins de C telle que chaque sommet de C est contenu dans au plus k chemins. Pour
chaque chemin de F , on ajoute un sommet relié à un nombre arbitraire de sommets du
chemin. Enfin pour toute paire de sommets ajoutés à l’étape précédente, on peut ajouter
une arête entre ces deux sommets si les chemins correspondant à ces deux sommets ont
une intersection non-nulle. On appelle cette opération, ajouter un vortex de largeur k à
C.

On peut alors définir la classe de graphes Lk , où k est un entier positif. La construction
suivante définit les éléments de base de la classe.

1. On part d’un graphe G plongé dans une surface de genre k où toutes les faces sont
homéomorphes à un disque.

2. On ajoute un vortex à au plus k faces de ce graphe.

3. On ajoute au plus k sommets reliés à un nombre de sommets quelconque de G.

La classe Lk est alors contruite à partir des graphes construits précédemment par
clique-somme de taille au plus k.

Robertson et Seymour ont alors prouvé le théorème suivant.

Théorème 2.16 (Robertson & Seymour)

Soit CH la classe des graphes excluant H comme mineur. Alors il existe k > 0, tel que
CH ⊆Lk .

Dans la suite nous allons introduire certains outils permettant de prouver ce type de
résultats, notamment deux théorèmes fondamentaux dus à Tutte et Seymour.

On dit qu’un graphe G est obtenu à partir d’un graphe H en splittant un sommet si H
est obtenu à partir de G en contractant une arête. Le split d’un sommet peut donc être
vu comme l’opération inverse d’une contraction. Le théorème suivant est dû à Tutte et
permet de caractériser les graphes simples 3-connexes.

Théorème 2.17 (Tutte, 1961, [76])

Tout graphe simple 3-connexe peut-être obtenu à partir d’une roue par les opérations ré-
pétées d’addition d’arêtes et de split de sommets.

Seymour a prouvé que n’importe quel graphe simple 3-connexe peut être obtenu à partir
de n’importe quel mineur 3-connexe (pas nécessairement d’une roue).

Théorème 2.18 (Seymour, 1980, [66])

Soit G un graphe et H un mineur simple et 3-connexe de G tel que si H est une roue,
alors c’est la plus grande roue contenue comme mineur dans G. Alors il existe une suite
G0,G1, . . . ,Gn de graphes 3-connexe telle que G0 = H et Gn = G, et telle que pour tout
1 ≤ i ≤ n, Mi est obtenu à partir de Mi−1 en ajoutant une arête ou en splittant un sommet.

Ce théorème permet de fournir une preuve aux Théorèmes 2.13 et 2.15.
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Notons que pour les k-somme où k est petit, l’existence d’un mineur du graphe final
peut être déduit de l’exitence d’un tel mineur dans les graphes composant la k-somme.
Plus précisément, on a le lemme suivant.

Lemme 2.19

Soit G un graphe k-connexe avec k ≤ 2. Si G = G1 ⊕k G2 alors G1 et G2 sont des mineurs
stricts de G.

PREUVE . Si k ≤ 1, alors il est immédiat de voir que G1 et G2 sont des mineurs stricts de
G. Supposons donc que k = 2 et notons par u et v les sommets de G1 ∩G2. Comme G
est 2-connexe, il existe un cycle contenant les sommets u et v . En considérant le chemin
obtenu en restreignant ce cycle à G1 (resp. G2) respectivement, on a alors que G2 (resp.
G1) est un mineur strict de G.

En règle générale, pour des k-sommes avec k > 3, ce théorème n’est plus vérifié.

Le lemme suivant fournit une relation entre petites séparations et k-sommes.

Lemme 2.20

Soit (A,B) une k-séparation d’un graphe G avec k ≤ 2. Alors G peut être écrit comme la
k-somme de deux graphes G1 et G2 qui sont des mineurs strict de G.

PREUVE . On considére G1 (resp. G2) le graphe obtenu à partir de G[A] (resp. G[B]) en
ajoutant une arête entre toutes les paires de sommets de A∩B. Il est alors facile de voir
que G = G1⊕G2. De plus, par le Lemme 2.19, G1 et G2 sont des mineurs stricts de G.

De ces deux lemmes, nous pouvons déduire un théorème général sur la caractérisation
des graphes 3-connexes sans mineur H.

Lemme 2.21

Soit H un graphe 3-connexe. Alors tout graphe sans mineur H peut être obtenu par 0−, 1−
et 2-sommes à partir de graphes de l’ensemble {K1,K2,K3}∪E x(H) où E x(H) est l’ensemble
des graphes 3-connexe ne contenant pas H comme mineur.

PREUVE . Si G est obtenu par 2-sommes de graphes de l’ensemble {K1,K2,K3}∪E x(H)
alors par le Lemme 2.19, H n’est pas un mineur de G.

Réciproquement, soit G un graphe ne contenant pas H comme mineur. Si
G 6∈ {K1,K2,K3}∪E x(H), on note par k le plus petit entier tel qu’il existe une k-séparation
de G. Comme G n’est pas 3-connexe, on a k ≤ 2. De plus par minimalité de k, G est
k-connexe. Par le Lemme 2.3, G aurait pu s’écrire comme la k-somme de deux graphes
G1 et G2 avec S = V(G1) ∩ V(G2). En répétant cette opération, on montre que tout
graphe sans mineur H est obtenu par 0-, 1- et 2-sommes de graphes de l’ensemble
{K1,K2,K3}∪E x(H).

On peut aussi prouver le lemme suivant (cf. [23] pour une preuve).

Lemme 2.22

Soit H un graphe 4-connexe. Alors tout graphe sans mineur H peut être obtenu par 0−,
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1−, 2- et 3-sommes à partir de graphes de l’ensemble {K1,K2,K3,K4}∪E x(H) où E x(H) est
l’ensemble des graphes intérieurement 4-connexe ne contenant pas H comme mineur.

Soit F une classe de graphes close par mineur. Un splitter H pour la classe F est un
graphe de F , 3-connexe, non-isomorphe à une roue et tel que tout graphe 3-connexe
obtenu à partir de H en ajoutant une arête ou splittant un sommet n’appartienne pas à
F . Par exemple, V8 est un splitter pour la classe des graphes sans mineur K5. On peut voir
ces graphes comme les éléments maximaux de la famille F et on peut alors reformuler
le Théorème 2.18 de la manière suivante.

Théorème 2.23

Soit F une classe de graphes close par mineur et H un splitter de la classe F . Alors tout
graphe G ∈F peut-être obtenu à partir de graphes de F ne contenant pas de mineur H et
de copies du graphe H par 0-, 1- et 2-sommes.

On donne dans la suite une idée rapide de la preuve de ce théorème. PREUVE . Soit G ∈F

et H un splitter de F . En décomposant le graphe le long de ses petits séparateurs et
en appliquant le Lemme 2.3, on peut supposer que G est 3-connexe. Si G ne contient
pas de mineur H alors le théorème est vérifié. Si G contient un mineur H alors par le
Théorème 2.18, G peut être obtenu à partir de H par des opérations d’ajout d’arêtes et
de split de sommets. Or comme H est maximal pour ces opérations (par définition d’un
splitter), on en déduit que G ≃ H, ce qui prouve le théorème.

Pour prouver le Théorème 2.13, il suffit donc de montrer que E x(H) =;.

PREUVE DU THÉORÈME 2.13. Soit G un graphe sans mineur K4. Par le Lemme 2.21, on
peut supposer que G est 3-connexe. Par le Théorème 2.17, G contient une roue de taille
au moins 3 comme mineur et contient donc W3 = K4 comme mineur. On en déduit donc
que E x(H) =;, ce qui conclût la preuve par le Lemme 2.21.

La preuve du Théorème 2.15 de Hall est similaire à celle donnée dans la preuve du Théo-
rème 2.13 mais utilise le Théorème 2.18 plutôt que le Théorème 2.17. Notons que la
preuve aurait aussi bien pu utiliser le Théorème 2.23. En effet la preuve consiste unique-
ment à prouver que K5 est un splitter pour la classe des graphes sans mineur K3,3.

PREUVE DU THÉORÈME 2.15. Soit G un graphe sans mineur K3,3. Par le Lemme 2.21, on
peut supposer que G est 3-connexe. Si G est planaire alors on a fini. Supposons donc que
G ne soit pas planaire, par le Théorème 2.6, G contient un mineur K5. Si G est isomorphe
à K5 alors on a fini. Supposons donc que G ne soit pas isomorphe à K5. Par le Théorème
2.18, G peut être obtenu à partir de K5 par des opérations d’addition d’arêtes et de split
de sommets. Comme K5 est un graphe complet, la première opération est une opération
de split. Par symétrie, on peut choisir n’importe quel sommet de K5 et comme le graphe
obtenu doit être 3-connexe, il existe une unique possibilité de splitter ce sommet. Il est
facile alors de vérifier que le graphe obtenu contient un mineur K3,3. On en déduit donc
que E x(K3,3) = K5 ∪ {G : G planaire 3-connexe}, ce qui conclût la preuve par le Lemme
2.21.

Enfin, on peut montrer le Théorème 2.14 en utilisant le Lemme 2.22 et en remarquant
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que tout graphe intérieurement 4-connexe et contenant un mineur K3,3 contient un mi-
neur V8 (cf. [71] pour une preuve).

Dans le cas des matroïdes, les résultats sur les graphes peuvent être étendus directe-
ment. En effet, les Théorèmes 2.17 et 2.18 peuvent en fait s’énoncer plus généralement
dans le cadre des matroïdes. Une 1-extension d’un matroïde M est un matroïde M′ tel
qu’il existe e ∈ E(M′) tel que M′ \ e ≃ M. De la même manière, une 1-coextension d’un
matroïde M est un matroïde M′ tel qu’il existe e ∈ E(M′) tel que M′/e ≃ M.

Théorème 2.24 (Tutte, 1961, [76])

Soit M un matroïde 3-connexe à au moins 4 éléments. Alors il existe une suite de matroïdes
3-connexes M0,M1, . . . ,Mk où M0 est une roue de rang 3 ou une whirl de rang 3, Mk = M
et Mi est une 1-extension ou une 1-coextension de Mi−1.

Théorème 2.25 (Seymour, 1980, [66])

Soit M un matroïde 3-connexe et N un mineur 3-connexe de M tel que si N est une roue
ou une whirl, c’est la plus grande roue ou whirl contenue comme mineur de M. Alors il
existe une suite de matroïdes 3-connexes M0,M1, . . . ,Mk où M0 = N, Mk = M et Mi est une
1-extension ou une 1-coextension de Mi−1.

De plus, à la manière des graphes, la somme de matroïde se comporte bien pour la rela-
tion mineur.

Théorème 2.26 (Folklore)

Si M = M1 ⊕k M2 avec k ≤ 2 alors M1 et M2 sont des mineurs propres de M.

PREUVE . Si k = 1 la preuve est immédiate par définition car M1 et M2 sont alors des
sous-matroïdes de M. Supposons donc que k = 2. On note alors par p l’élément de
M1 ∩M2. Par définition, p n’est ni une boucle ni une coboucle dans M2 donc il existe
un circuit C de M2 contenant p et de taille au moins 2. Soit q ∈ C− {p}. Alors le matroïde
M\(E(M2)−C)/(C\{p, q}) est isomorphe à M1. On en déduit que M1 est un mineur de M
et par symétrie que M2 est aussi un mineur de M.

Pour le cas des k-sommes avec k ≥ 3, cette propriété n’est plus vraie en général. Néan-
moins Seymour l’a étendue dans le cas des matroïdes binaires.

Théorème 2.27 (Seymour, 1981, [66])

Si M est un matroïde binaire et si M = M1 ⊕3 M2 alors M1 et M2 sont des mineurs propres
de M.

Le lemme suivant est l’équivalent du Lemme 2.3 dans le cas des matroïdes. Néanmoins
la preuve n’est pas triviale au contraire du Lemme 2.3.

Lemme 2.28 (Bixby, Cunningham, Seymour, [54])

Un matroïde 2-connexe n’est pas 3-connexe si et seulement si M = M1 ⊕2 M2 où M1 et M2

sont isomorphes à deux mineurs stricts de M.
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On va introduire la notion de splitter pour les classes de matroïdes closes par mineur de
la même manière que pour les graphes.

Soit F une classe de matroïdes close par mineur. Un splitter N pour la classe F est un
matroïde de F , 3-connexe, non-isomorphe à une roue ou à une whirl et tel que tout
matroïde 3-connexe obtenu à partir de N par une 1-extension ou 1-coextention n’ap-
partienne pas à F .

On peut alors reformuler le Théorème 2.25 sous la forme suivante.

Théorème 2.29

Soit F une classe de matroïdes close par mineur et N un splitter de la classe F . Alors tout
matroïde M ∈F peut-être obtenu à partir de matroïdes de F ne contenant pas de mineur
N et de copies du matroïde N par 1- et 2-sommes.

Ce dernier théorème permet en particulier de prouver le théorème suivant caractérisant
les matroïdes binaires sans mineur F7.

Théorème 2.30 (Seymour, 1981, [66])

Tout matroïde binaire sans mineur F7 peut-être obtenu par une séquence de 1- et 2-somme
de matroïdes réguliers et de copies de F∗

7 .

PREUVE . Il suffit de montrer que F∗
7 est un splitter pour la classe des matroïdes binaires

sans mineur F7. Clairement F∗
7 ne contient pas de mineur F7, est 3-connexe, et n’est pas

isomorphe à une roue ou à une whirl. On va maintenant montrer que toute 1-extension
ou 1-coextension 3-connexe de F∗

7 contient un mineur F7. La démonstration qui suit est
inspirée de celle de Seymour [67].

La matrice de F∗
7 sur GF(2) s’écrit




1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1




Soit M un matroïde 3-connexe obtenu par 1-extension de F∗
7 . Comme les matroïdes bi-

naires 3-connexes sont uniquement représentables sur GF(2) alors on peut supposer
que N est donné par la matrice




1 0 0 0 0 1 1 x1

0 1 0 0 1 0 1 x2

0 0 1 0 1 1 0 x3

0 0 0 1 1 1 1 x4




Comme M est simple alors le vecteur (x1, x2, x3, x4) n’est pas une colonne de la matrice
de F∗

7 . On en déduit que ce vecteur doit être égal à l’un des vecteurs (1,1,1,1), (1,1,1,0),
(1,1,0,0), (1,0,0,1), (0,0,1,1) et (0,1,1,0).
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Il est alors facile de vérifier que toutes les matrices obtenues sont équivalentes, à trans-
formations élémentaires près, à l’une de ces deux matrices.




1 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1 0




La matrice ci-dessus correspond alors au matroïde de la géométrie affine AG(3,2).




1 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1 1




Ce dernier matroïde est appellé S8 dans la littérature. Ces deux matroïdes contiennent
un mineur F7 obtenu en contractant l’élément 1 pour la première matrice et l’élément 4
dans la seconde matrice.

Considérons maintenant que M est une 1-coextension de F∗
7 . Par dualité, cela revient à

considérer une 1-extension de F7. Mais en utilisant les même arguments que précédem-
ment, on peut voir qu’il n’existe pas de 1-extension de F7 qui soit un matroïde simple.
On a donc que F∗

7 est un splitter pour la classe des matroïdes sans mineur F7.

On rappelle que par le résultat de Tutte (Théorème 2.12), un matroïde est régulier si et
seulement s’il ne contient pas U2,4, F7 et F∗

7 comme mineur. En appliquant le Théorème
2.30, on en déduit donc le résultat.

Seymour a aussi obtenu une caractérisation des matroïdes réguliers. La preuve est com-
pliquée et nous l’omettrons donc mais une partie importante de celle-ci consiste à mon-
trer que R10 est un splitter pour la classe des matroïdes réguliers.

Théorème 2.31 (Seymour, 1981, [66])

Tout matroïde régulier peut-être obtenu par une séquence de 1-, 2- et 3-somme de ma-
troïdes graphiques, co-graphiques et de copies de R10.

Notons que, à la manière des graphes, lorsque l’on considère des matroïdes représen-
tables avec un connexité plus grande, la structure de ces matroïdes se simplifie.

Par exemple, en utilisant le Théorème 2.24 de Tutte, on peut immédiatement montrer
que tout matroïde binaire 3-connexe contient un mineur M(K4).

Oxley a obtenu une caractérisation similaire pour les matroïdes ternaires 3-connexe
sans mineur K4.

Théorème 2.32 (Oxley, 1987, [55])

Tout matroïde ternaire 3-connexe sans mineur M(K4) est soit isomorphe à une whirl Wr ,
au matroïde J ou à l’un des 15 mineurs 3-connexes du matroïde de Steiner S(5,6,12).
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Dans le cas des matroïdes représentables sur GF(4), Geelen, Oxley, Vertigan et Whittle
[35] ont aussi obtenu une telle caractérisation.

2.4 Mineurs enracinés

Dans cette partie, nous allons étudier un type différent de mineurs : les mineurs enraci-
nés. Soit G un graphe et {v1, v2, . . . , vk } des sommets distincts de G et soit H un graphe sur
l’ensemble {v1, v2, . . . , vk }. On dit que G contient un mineur H enraciné en {v1, v2, . . . , vk }
s’il existe des sous-graphes connexes H1,H2, . . . ,Hk tels que vi ∈ Hi pour tout 1 ≤ i ≤ k et
Hi est adjacent à H j si et seulement si vi et v j sont adjacents dans H.

Pour les graphes H suffisamment petits, l’existence de tels mineurs enracinés peut être
caractérisée complètement. Par exemple dans le cas de mineurs enracinés K3, le théo-
rème suivant donne une condition nécessaire et suffisante d’existance d’un tel mineur.

Théorème 2.33 (Wood & Linusson, [82])

Soit a,b,c trois sommets distints d’un graphe connexe G, alors soit :
– G contient un mineur K3 enraciné en {a,b,c}, ou
– il existe un sommet v ∈ V(G) tel que au plus un élément de {a,b,c} appartient à chaque

chaque composante connexe de G \ v.

Un théorème similaire peut être obtenu dans le cas des mineurs enracinés K4. Le théo-
rème suivant est dû à Robertson et Seymour et Thomas [60] mais une caractérisation
équivalente peut être trouvée dans un article de Fabila-Monroy et Wood [26] ainsi que
chez Robertson et Seymour [57].

Théorème 2.34 (Robertson, Seymour & Thomas, 1996, [60])

Soit G un graphe et v1, v2, v3, v4 des sommets de G, alors soit
– G contient un mineur K4 enraciné en {v1, v2, v3, v4}, ou
– il existe une 3-séparation (A,B) de G avec {v1, v2, v3, v4} ⊆ A, et |B \ A| ≥ 2, ou
– G peut être plongé dans un disque où v1, v2, v3, v4 sont sur le bord du disque dans cet

ordre.

Le problème de trouver un mineur enraciné est relié directement au problème de l’exis-
tence de chemins disjoints entre certaines paires de sommets. On dit qu’un graphe est
k-linked si pour tout ensemble de 2k sommets distincts s1, s2, . . . , sk , t1, t2, . . . , tk , il existe
des chemins disjoints P1,P2, . . . ,Pk tels que les extrémités de Pi soient si et ti respective-
ment pour tout 1 ≤ i ≤ k.

Le Théorème 2.34 peut en fait être reformulé plus généralement de la manière suivante,
caractérisant ainsi les graphes 2-linked.

Théorème 2.35 (Robertson, Seymour & Thomas, 1996, [60])

Soit G un graphe et v1, v2, . . . , vk des sommets de G, alors
– G contient deux chemins sommet-disjoints dont les extrémités sont p1p2 et q1q2 de telle

manière que la séquence ordonnée p1q2p2q2 apparaisse dans la séquence v1, v2, . . . , vk ,
ou bien
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– il existe une 3-séparation (A,B) de G avec {v1, v2, . . . , vk } ⊆ A, et |B \ A| ≥ 2, ou encore
– G peut être plongé dans un disque où v1, v2, . . . , vk sont sur le bord du disque dans cet

ordre.

Un corollaire immédiat de ce théorème est le suivant, origalement prouvé par Jung [36].

Corollaire 2.36 (Jung, 1970, [36])

Tout graphe 4-connexe non-planaire est 2-linked.

Bien plus généralement, Thomas et Wollan ont prouvé le théorème suivant.

Théorème 2.37 (Thomas & Wollan, 2005, [72])

Tout graphe 2k-connexe avec au moins 2k sommets et 5kn arêtes est k-linked.

Néanmoins la borne sur le nombre d’arêtes n’est pas optimale, par exemple dans le cas
k = 2, comme le montre le corollaire précédent. Nous allons étudier ces bornes sur le
nombre d’arêtes plus en détail dans la section suivante.

L’existence de certains mineurs permet aussi de prouver qu’un graphe est k-linked.

Théorème 2.38 (Chen et al., 2005, [17])

Si un graphe 6-connexe a un mineur K−
9 alors G est 3-linked.

Chen et al. ont conjecturé que l’existence d’un mineur obtenu à partir de K−
9 en suppri-

mant une arête est suffisante pour prouver qu’un graphe est 3-linked dans ce cas.

Enfin, la conjecture suivante est largement ouverte dans ce domaine.

Conjecture 2.39

Tout graphe 8-connexe est 3-linked.

2.5 Théorie extrémale et dégénérescence des classes de
graphes closes par mineur

Dans cette partie, nous allons nous intéresser aux propriétés extrémales des classes de
graphes excluant un certain mineur. Plus précisément, nous nous poserons la question
de savoir à partir de quelle densité d’arête un graphe possède un certain mineur.

Ces bornes sur le nombre d’arêtes nous permettront par la suite de prouver l’existence
de sommets de "petit" degré. On dira qu’un graphe est t-dégénéré si δ(G) ≤ k. Par
exemple, on peut montrer que la classe des arbres est 1-dégénérée ou encore que la
classe des graphes sans mineur K4 est 2-dégénérée (en utilisant la définition récursive
des graphes série-parallèles).

Pour les graphes planaires simples, on peut montrer qu’ils sont 5-dégénérés en utilisant
la formule d’Euler. Pour cela, soit G un graphe planaire simple. On note par n le nombre
de sommets de G, m le nombre d’arêtes de G et f le nombre de faces d’un plongement
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planaire de G. La formule d’Euler affirme que n−m+ f = 2. En remarquant qu’une arête
est comprise dans au plus 2 faces et qu’une face est bordée par au moins 3 arêtes, on en
déduit que f ≤

2m
3 et donc que m ≤ 3n−6. Ainsi les graphes planaires possèdent au plus

3n −6 arêtes. Ce résultat peut se généraliser aux graphes sans mineur K5 en utilisant le
Théorème 2.14.

On peut maintenant montrer que les graphes sans mineur K5 sont 5-dégénérés. Suppo-
sons par contradiction un graphe G sans mineur K5 tel que ∀v ∈ V(G), d(v) ≥ 6. Comme
m =

1
2

∑
v∈V(G)

d(v) ≥ 6n
2 = 3n ≥ 3n −6, on en déduit que G contient un mineur K5, ce qui

contredit les hypothèses.

Notons que les graphes planaires qui atteignent la borne des 3n − 6 arêtes sont les
graphes planaires maximaux, dont l’ajout d’une arête supprime leur planarité. Ces
graphes sont donc triangulés (i.e. tels que toutes leurs faces soient des triangles).

Bien plus généralement, Mader a étendu ce résultat à la classe des graphes sans mineur
Kr , pour 3 ≤ r ≤ 7, de la manière suivante.

Théorème 2.40 (Mader, 1968, [47])

Pour 3 ≤ r ≤ 7, tout graphe sans mineur Kr avec au moins r sommets a au plus
(r −2)n −

(r−1
2

)
arêtes.

Ce théorème permet en particulier de montrer que tout graphe sans mineur K6 (resp.
K7) possède un sommet de degré au plus 7 (resp. 9).

La question naturelle qui suit ce théorème est de savoir si tout graphe sans mineur Kr

possède (r − 2)n −
(r−1

2

)
arêtes en général. Néanmoins cette propriété ne se vérifie pas

pour r ≥ 8. En effet, on peut construire une famille de contre-exemples pour le cas r = 8.
Pour cela nous aurons besoin de la définition suivante.

Soit G et H deux graphes. Une (G,H,k)-cockade est un graphe construit récursivement
de la manière suivante :
– G et H sont des (G,H,k)-cockades.
– Soit N et M deux (G,H,k)-cockades alors le graphe obtenu à partir de N et M en iden-

tifiant une clique de taille k de N avec une clique de taille k de M est une (G,H,k)-
cockade.

Lorsque G = H, on dira que c’est une (G,k)-cockade.

Dans notre cas, on peut remarquer que K2,2,2,2,2 ne contient pas de mineur K8 mais
possède plus de 6 × 10 −

(7
2

)
arêtes. On peut alors montrer récursivement que toute

(K2,2,2,2,2,5)-cockade possède cette propriété.

Jørgensen à montré que cette famille était la seule obstruction à la généralisation du
Théorème 2.40 au cas r = 8. Il a en effet pû prouver le théorème suivant.

Théorème 2.41 (Jørgensen, 1994, [37])

Tout graphe avec n ≥ 8 sommets et au moins 6n −20 arêtes a soit un mineur K8, soit est
une (K2,2,2,2,2,5)-cockade.
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Ce théorème implique en particulier que tout graphe sans mineur K8 possède un som-
met de degré au plus 11.

De la même manière, Song et Thomas ont caractérisé les exceptions pour le cas r = 9.

Théorème 2.42 (Song & Thomas, 2006, [69])

Tout graphe avec n ≥ 9 sommets et au moins 7n−27 arêtes contient un mineur K9, est une
(K1,2,2,2,2,2,6)-cockade ou est isomorphe à K2,2,2,3,3.

Ainsi les graphes sans mineur K9 possèdent un sommet de degré au plus 13. La conjec-
ture suivante affirme que les théorèmes précédents restent valables dans le cas général.

Conjecture 2.43 (Seymour & Thomas)

Pour tout r ≥ 1, il existe une constante C = C(r ) telle que pour tout graphe (r −2)-connexe
avec au moins C sommets et au moins (r −2)n −

(r−1
2

)
+1 arêtes contient un mineur Kr .

Les théorèmes précédents impliquent que cette conjecture est vraie pour r ≤ 9.

Dans la suite, nous noterons par K−
r le graphe obtenu à partir de Kr en enlevant une

arête. Les théorèmes suivants prouvent des bornes optimales sur le nombre d’arêtes
sans mineur K−

r pour k ≤ 9.

Théorème 2.44 (Jakobsen, 1983, [34])

Tout graphe avec au moins 7 sommets et 9
2 n −12 arêtes a un mineur K−

7 ou est isomorphe
à une (K2,2,2,2,K6,4)-cockade.

Théorème 2.45 (Song, 2005, [68])

Tout graphe avec au moins 8 sommets et 11
2 n−

35
2 arêtes a un mineur K−

8 ou est isomorphe
à une (K1,2,2,2,2,K7,5)-cockade.

Pour le cas suivant, la borne exacte n’est pas connue mais Chen et al. [17] proposent la
conjecture suivante.

Conjecture 2.46 (Chen et al., 2005, [17])

Tout graphe avec au moins 8 sommets et 13
2 n −

47
2 arêtes a un mineur K−

9 .

Enfin Song et Thomas ont posé la conjecture suivante dans le cas des mineurs K10.

Conjecture 2.47 (Song & Thomas)

Tout graphe avec au moins n ≥ 10 sommets et 8n −35 arêtes contient un mineur K10 ou
est une (K1,1,2,2,2,2,2,7)-cockade ou est isomorphe à l’un des graphes suivants : K1,2,2,2,3,3,
K2,2,3,3,4, K2,3,3,3,3, K−

2,3,3,3,3, K2,2,2,2,2,3 ou au graphe obtenu à partir de deux copies de
K2,2,2,2,2,3 en identifiant deux cliques de taille 6.

Cette conjecture impliquerait en particulier le cas r = 10 de la Conjecture 2.43.

L’exclusion d’un mineur de graphe biparti complet permet aussi de borner le nombre
d’arêtes du graphe.
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Théorème 2.48 (Chudnovsky et al., 2011, [19])

Tout graphe sans mineur K2,t avec t ≥ 2 a au plus 1
2 (t +1)(n −1) arêtes.

Théorème 2.49 (Jørgensen, 2001, [38])

Tout graphe 4-connexe sans mineur K4,4 avec au moins n sommets a au plus 4n−8 arêtes.

Ce dernier théorème a en particulier été utilisé par Kawarabayashi et Toft pour prouver
certains résultats sur la coloration des graphes que nous verrons dans le Chapitre 4.

Dans le cadre des mineurs enracinés que nous avons étudiés dans la partie précédente,
il n’existe que peu de résultats extrémaux les concernant. Néanmoins Jørgensen [38] a
prouvé le théorème suivant dans le cas des mineurs K2,4 enracinés sur les sommets du
stable de taille 4.

Théorème 2.50 (Jørgensen, 2001, [38])

Soit G un graphe 4-connexe avec au moins 4n −8 arêtes et soit X un ensemble de quatre
sommets de G quatre sommets de G. Alors G contient un mineur enraciné K2,4 enraciné en
X.

Ce dernier théorème a servi, en particulier, à prouver le Théorème 2.49. Si on essaye
d’enraciner un mineur K2,t sur l’ensemble stable de taille 2 alors Chudnovsky et al. [19]
ont prouvé le théorème suivant.

Théorème 2.51 (Chudnovsky et al., 2011, [19])

Soit G un graphe 2-connexe avec au moins 12(t +3− 4
t+2 )(n−1)−1 arêtes avec t ≥ 2 et soit

X un ensemble de deux sommets de G. Alors G contient un mineur K2,t enraciné en X.

Enfin, Kawarabayashi et Jørgensen ont aussi prouvé le théorème suivant généralisant le
théorème de Jørgensen donné précédemment.

Théorème 2.52 (Kawarabayashi & Jørgensen, 2005, [39])

Soit G un graphe 4-connexe avec au moins 4n −8 arêtes et soit X un ensemble de quatre
sommets de G. Alors G contient un mineur enraciné K2,4 enraciné en X.

2.6 Invariant de Colin de Verdière

Cette partie sera consacrée à l’étude de l’invariant µ introduit par Colin de Verdière [21].
On pourra se référer à [79] pour plus de détails sur cet invariant.

Motivé par l’étude de la multiplicité de la seconde valeur propre des opérateurs de
Schrödinger, Colin de Verdière [21] à introduit en 1990 un certain paramètre noté µ sur
les graphes.

Pour l’introduire nous aurons besoin de certaines définitions sur les matrices. Soit G un
graphe avec n sommets. On note par OG l’ensemble des matrices symétriques (Mi j )i j de
taille n ×n telles que pour tout uv ∈ E(G), Muv < 0 et telles que Muv = 0 autrement. Ces
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matrices sont communément appellées opérateurs de Schrödinger discrets. Le corang
d’une matrice M est défini comme la dimension du noyau Ker(M). On définit alors µ(G)
comme étant le plus grand entier tel qu’il existe une matrice (Mi j )i j vérifiant :
– M ∈OG,
– M a exactement une valeur propre négative, de multiplicité 1,
– Il n’existe pas de matrice de taille n×n non-nulle X = (Xi j )i j telle que MX = 0 et Xi j = 0

si i = j ou Mi j = 0.
Cette dernière propriété est aussi nommée "la propriété d’Arnold forte" dans le litté-
rature. Notons que µ(G) existe toujours lorsque G est connexe par une application du
théorème de Perron-Frobenius (cf. [79]). Si le graphe n’est pas connexe, on peut prendre
le maximum des valeurs de µ prises sur toutes les composantes connexes du graphe.

Exemple : Pour le graphe complet Kn , on a µ(Kn) = n−1. La matrice −Jn vérifie alors les
trois conditions précédentes et est de corang n − 1. Comme au moins une des valeurs
propres doit être négative, cette matrice est celle de corang maximale. De plus, on peut
montrer que le graphe complet est l’unique graphe à n sommet qui atteint cette valeur.

L’une des propriétés les plus importantes que possède cet invariant est le fait qu’il soit
monotone pour la relation de mineurs.

Théorème 2.53 (C. de Verdière, 1987, [20])

Soit G un graphe. Si H est un mineur de G alors µ(H) ≤µ(G).

Ainsi, étant donné un entier k positif, l’ensemble des graphes G vérifiant µ(G) ≤ k forme
une classe de graphes close par mineur. Par le théorème de Robertson et Seymour
(Théorème 2.3), cette classe est donc caractérisée par un ensemble fini de mineurs ex-
clus. La question naturelle qui se pose est : peut-on caractériser l’ensemble des mineurs
exclus pour ces classes ?

Le théorème suivant montre que pour les petites valeurs de k, on retrouve certaines
classes de graphes topologiques vues précédemment et dont la liste des mineurs exclus
est connue.

Théorème 2.54 ([21], [46], [78])

On a les propriétés suivantes :
– Un graphe G est un stable de taille 1 ou 2 si et seulement si µ(G) ≤ 0.
– Un graphe G est une forêt si et seulement si µ(G) ≤ 1.
– Un graphe G est un graphe planaire externe si et seulement si µ(G) ≤ 2.
– Un graphe G est un graphe planaire si et seulement si µ(G) ≤ 3.
– Un graphe G est un graphe sans entrelacs si et seulement si µ(G) ≤ 4.

De plus, comme le montre le théorème suivant, il existe certaines relations entre la va-
leur µ prise entre un graphe et son complémentaire. Ces relations nous serons utiles par
la suite pour calculer la valeur de µ pour certains graphes particuliers.

Théorème 2.55 (Kotlov et al., 1997, [42])

Soit G un graphe à n sommets. On a alors les propriétés suivantes :
– Si G est une forêt de chemins alors µ(G) ≥ n −3.
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– Si G est un graphe planaire externe alors µ(G) ≥ n −4.
– Si G est un graphe planaire alors µ(G) ≥ n −5.

De plus, on peut partiellement montrer une réciproque à ces propriétés en rajoutant la
condition que les graphes n’aient pas de sommets jumeaux, c’est-à-dire deux sommets
u et v tels que N[u] = N[v].

Théorème 2.56 (Kotlov et al., 1997, [42])

Soit G un graphe à n sommets n’ayant pas de sommets jumeaux alors on a les propriétés
suivantes :
– If µ(G) ≥ n −3 alors G est un graphe planaire externe.
– If µ(G) ≥ n −4 alors G est un graphe planaire.
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CHAPITRE

3

Triangles et mineurs de graphes

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la relation entre l’existence de triangles dans
les graphes et certains mineurs de graphes complets. Nevo [53] a prouvé que si chaque
arête d’un graphe appartient à 2 (resp. 3) triangles alors ce graphe admet un graphe K4

(resp. K5) comme mineur. Dans le cas ou chaque arête du graphe appartient à 4 triangles,
Nevo a prouvé que soit le graphe contient un mineur K6 ou bien que le graphe peut être
obtenu à partir de deux graphes plus petits en identitifiant des cliques de taille au plus
4. La motivation de ce chapitre est d’étendre les travaux de Nevo aux cas supérieurs. En
particulier, nous prouvons les résultats suivants.
– Nous étendons les résultats de Nevo aux cas où chaque arête appartient à 4 et 5 tri-

angles.
– Nous proposons une généralisation des résultats de Nevo au cas où chaque arête appar-

tient à 6 triangles. En effet, nous verrons qu’une généralisation directe du théorème de
Nevo est impossible en raison de l’apparition de certains contre-exemples. Néanmoins,
nous verrons que ces contre-exemples possèdent tous une certaine sous-structure parti-
culière.

– Enfin, nous essaierons de généraliser ces propriétés aux matroïdes. En particulier, nous
montrerons que des théorèmes similaires à ceux des graphes dans les cas où le nombre
de triangles par élément est de 2 ou 3.

Ces résultats ont été obtenus avec D.Gonçalves et J. Ramírez-Alfonsín [2, 4].

3.1 Introduction

En 1968, Mader prouve un théorème reliant l’existence d’un mineur d’un graphe com-
plet et la densité du graphe en nombre d’arêtes (cf. Théorème 2.40 de la Section 2.5) Plus
précisément, il affirme que pour 3 ≤ r ≤ 7, tout graphe sans mineur Kr avec au moins r
sommets a au plus (r −2)n −

(r−1
2

)
arêtes.

Intéressons-nous maintenant à une propriété particulière d’un contre-exemple mini-
mal à ce théorème. Soit G un contre-exemple minimal, c’est-à-dire un graphe sans
mineur Kr , 3 ≤ r ≤ 7 et avec au moins r sommets tel que G contienne au moins
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(r −2)n −
(r−1

2

)
+1 arêtes et soit e une arête de ce graphe. Supposons que l’on contracte

l’arête e, comme G est minimal, G/e a au plus (r −2)(n−1)−
(r−1

2

)
= (r −2)n−(r −2)−

(r−1
2

)

arêtes. Comme tous les graphes sont simples, l’arête e est contenue dans au moins (r−2)
triangles. En effet en contractant l’arête e, les triangles contenant e verront leurs arêtes
restantes être en parallèles. Comme le graphe est simple, les arêtes en parallèles se-
ront identifiées et donc le nombre d’arêtes total du graphe diminuera de un par triangle
contenant e.

Nous supposerons que tous les graphes étudiés dans ce chapitre sont simples, connexes
et ont au moins une arête. Le but de ce chapitre est d’étudier la question suivante.

QUESTION. Si chaque arête d’un graphe G appartient à au moins (r −2) triangles avec
r ≥ 3, G admet-t-il un graphe complet Kr comme mineur ?

Nevo [53] a répondu affirmativement pour les petites valeurs de r . En particulier, il a
prouvé le théorème suivant.

Théorème 3.2 (Nevo, 2007, [53])

Pour 3 ≤ r ≤ 5, tout graphe tel que chaque arête appartienne à au moins (r −2) triangles
contient le graphe Kr comme mineur.

PREUVE . Soit G un graphe sans mineur Kr tel que chaque arête appartienne à au moins
(r −2) triangles.

Pour r = 3, la proposition est triviale.

Pour r = 4, par le Théorème 2.40, G a au plus 2n − 4 arêtes. En particulier, il existe un
sommet u tel que d(u) ≤ 3. Comme chaque arête appartient à au moins 2 triangles, cela
implique que chaque sommet de N(u) a degré au moins 2 dans G[N(u)]. En effet si une
arête uv est contenue dans un triangle, alors le troisième sommet du triangle appartient
à N(u) et est adjacent à v . On en déduit que G[N(u)] ≃ K3 et donc G[N[u]] est isomorphe
à K4, une contradiction.

Pour r = 5, toujours par le Théorème 2.40, G a au plus 3n − 6 arêtes. En particulier, il
existe un sommet u tel que deg(u) ≤ 5. De plus comme chaque arête appartient à au
moins 3 triangles, deg(u) ≥ 4. Notons que G[N(u)] ne peut pas contenir un mineur K4,
car autrement G[N[u]] contiendrait un mineur K5, ce qui serait une contradiction. On
peut donc supposer que G[N(u)] est sans mineur K4. En particulier par le Théorème 2.13,
G[N(u)] contient un sommet de degré au plus 2. Or comme chaque arête appartient à
au moins 3 triangles, δ(G[N(u)]) ≥ 3, contradiction.

Pour le cas r = 6, Nevo a prouvé le théorème suivant.

Théorème 3.3 (Nevo, 2007, [53])

Tout graphe tel que chaque arête appartienne à au moins 4 triangles contient le graphe
K6 comme mineur ou bien G peut être obtenu à partir de deux graphes plus petits en
identifiant des cliques de taille au plus 4 (i.e. G = G1 ∪G2, G1,G2 6= G tel que G1 ∩G2 = Kr

avec r ≤ 4).
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Le but des sections suivantes sera d’étendre et de généraliser les Théorèmes 3.2 et 3.3.

Plus précisément, nous prouverons le théorème suivant.

Théorème 3.4 (Albar & Gonçalves, 2012, [2])

Pour 3 ≤ r ≤ 7, tout graphe G sans mineur Kr a une arête uv telle que deg(u) ≤ 2r −5 et
uv appartient à au plus r −3 triangles.

Le Théorème 3.4 ne peut être étendu au cas r = 8 directement. En effet, comme l’a re-
marqué Nevo [53], K2,2,2,2,2 est alors un contre-exemple au théorème car il ne contient
pas de mineur K8 alors que chaque arête appartient à 6 triangles. En fait, on peut obte-
nir un graphe sans mineur K8 et dont chaque arête appartient à au moins 6 triangles à
partir de n’importe quel graphe en collant des copies de K2,2,2,2,2 sur chacune des arêtes
du graphe. Il est intéressant de noter que K2,2,2,2,2 apparaît dans un théorème équivalent
au Théorème 2.40 pour les graphes sans mineur K8 (Théorème 2.41).

Ainsi, même si le Théorème 3.4 ne peut pas être étendu directement au cas des graphes
sans mineur K8, des conclusions similaires peuvent être atteintes en considérant des
hypothèses plus fortes. Nous prouvons dans cette partie les trois théorèmes suivants.

Théorème 3.5 (Albar & Gonçalves, 2012, [2])

Tout graphe G sans mineur K8 avec δ(G) ≥ 11 a une arête uv telle que u ait degré 11 et uv
appartient à au plus 5 triangles.

Théorème 3.6 (Albar & Gonçalves, 2012, [2])

Tout graphe G sans mineur K8 avec δ(G) ≥ 9 a une arête uv appartenant à au plus 5
triangles.

Théorème 3.7 (Albar & Gonçalves, 2012, [2])

Tout graphe G sans mineur K8 ne contenant pas K2,2,2,2,2 comme sous-graphe induit a une
arête uv appartenant à au plus 5 triangles.

Enfin, nous avons étudié les généralisations possibles de ces théorèmes aux cas des ma-
troïdes. Dans ce cas, on rappelle que les triangles sont des circuits de taille 3. En par-
ticulier, étant donné un matroïde dont tous les éléments appartiennent à k triangles,
contiennent-ils un mineur M(Kk+2) où M(Kk+2) est le matroïde graphique associé au
graphe Kk+2 ?

Comme le montrent les théorèmes suivants, la réponse est moins simple que dans le cas
des graphes. Néanmoins, pour les petites valeurs de k, on peut prouver le théorème sui-
vant qui fournit un analogue aux théorèmes vus précédemment pour les graphes sans
mineur K5. Notons que dans le cas des matroïdes, la liste des mineurs à exclure est net-
tement plus longue que dans le cas des graphes.

Théorème 3.8 (Albar, Gonçalves & Ramírez, 2014, [4])

Soit M un matroïde simple tel que chaque élément appartienne à au moins 3 triangles.
Alors M contient un mineur U2,4, un mineur F7 ou bien un mineur M(K5).

49



En modifiant légèrement les preuves du Théorème 3.4 et en utilisant les lemmes de la
preuve du Théorème 3.8, on peut généraliser le Théorème 3.4 au cas des matroïdes régu-
liers. On rappelle qu’un matroïde est régulier si et seulement s’il ne contient pas U2,4, F7

ou F∗
7 comme mineur (cf. Théorème 2.12). Plus précisément, on a le théorème suivant.

Théorème 3.9 (Albar, Gonçalves & Ramírez, 2014, [4])

Pour r ≤ 3 ≤ 7, tout matroïde simple et régulier M tel que tout élement de M appartienne
à au moins r triangles contient un mineur M(Kr ).

Dans le cas, plus simple, où tous les éléments appartiennent à deux triangles, on peut
montrer que le matroïde contient U2,4 ou M(K4) comme mineur. Cela découle de la ca-
ractérisation des matroïdes binaires (Théorème 2.9) et du fait que les classes des ma-
troïdes binaires sans mineur M(K4) correspondent à la classe des matroïdes obtenus à
partir des graphes séries-parallèles. Une question naturelle est de savoir si de tels théo-
rèmes peuvent être obtenus pour les matroïdes représentables sur des corps de carac-
téristique plus grande. Si l’on considère les matroïdes ternaires on peut par exemple
montrer le théorème suivant.

Théorème 3.10 (Albar, Gonçalves & Ramírez, 2014)

Tout matroïde ternaire simple tel que tout élément appartienne à au moins 2 triangles,
contient P7 ou M(K4) comme mineur ou bien contient une copie de U2,4 comme sous-
matroïde.

3.2 Preuve du Théorème 3.4

Le but de cette section est de prouver le Théorème 3.4.

3.2.1 Preuve des cas r = 3,4,5,6

La preuve pour les cas r = 3,4,5 sont similaires à celle du Théorème 3.2.

Considérons maintenant le cas r = 6. Soit G un graphe sans mineur K6 tel que toute
arête incidente à un sommet de degré au plus 7 appartient à au moins 4 triangles. Par le
Théorème 2.40, δ(G) ≤ 7. Nous allons commencer par étudier le voisinage des sommets
de degré au plus 7. Soit u un sommet de degré au plus 7. Premièrement, il est clair que
G[N(u)] est un graphe sans mineur K5 car autrement G[N[u]] contiendrait un mineur
K6, ce qui contredirait les hypothèses.

Le lemme suivant donne des bornes inférieures pour le degré de G et celui de G[N(u)].

Lemme 3.11

δ(G) ≥ 6 et pour tout sommet u de degré au plus 7, δ(G[N(u)]) ≥ 4.

PREUVE . Soit u un sommet de degré au plus 7 et v un sommet adjacent à u. Par hypo-
thèse l’arête uv est contenue dans au moins 4 triangles. De plus le troisième sommet
de chaque triangle appartient à N(u) et est adjacent à v . On en déduit que v à degré au
moins 4 dans G[N(u)] et donc que δ(G[N(u)]) ≥ 4.
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De plus comme pour tout sommet u de degré au plus 7, δ(G[N(u)]) ≥ 4 alors |N(u)| ≥ 5.
Supposons maintenant qu’il existe u tel que |N(u)| = 5 alors G[N(u)] est isomorphe à K5

et donc G[N[u]] est isomorphe à K6, contradiction.

Le lemme suivant est une version plus forte du lemme précédent portant sur le degré
minimal de G[N(u)].

Lemme 3.12

Soit u un sommet de degré au plus 7, G[N(u)] est 4-connexe.

PREUVE . Soit u un sommet de degré au plus 7 et supposons qu’il existe une (≤ 3)-
séparation (A,B) de G[N(u)].

Comme δ(G[N(u)]) ≥ 4 et que les ensembles A et B sont non vides, on a en particulier
|A|, |B| ≥ 5. Or comme 7 ≥ |N(u)| = |A| + |B| − |A∩B| et que |A∩B| ≤ 3, on en déduit que
(A,B) est une 3-séparation. Ainsi on a |A \ B| = |B \ A| = 2 et comme δ(G[N(u)]) ≥ 4, on
en déduit que G[N(u)] contient le graphe de la Figure 3.1 comme sous-graphe. Mais ce
graphe contient un mineur K5, contradiction.

FIGURE 3.1 – Sous-graphe contenant un mineur K5

Notons que par la caractérisation de Wagner des graphes sans mineur K5, tout graphe 4-
connexe sans mineur K5 est planaire. Chen et Kanevsky [18] ont prouvé que tout graphe
4-connexe peut être obtenu à partir de K5 et de la roue à deux axes W2

4 en utilisant cer-
taines opérations particulières. Plus précisément, ils ont montré le théorème suivant.

Théorème 3.13 (Chen & Kanevsky, 1993, [18])

Soit G un graphe simple 4-connexe. Il existe une séquence de pseudo sous-graphes simples
4-connexe de G, G1,G2, . . . ,Gt telle que Gt = G et telle que G0 soit isomorphe à K5 ou à W2

4
et que chaque Gi+1 soit obtenu à partir de Gi , pour 1 ≤ i ≤ t −1, par un nombre au plus
constant de I-insertions, C-insertions et de split de sommet de degré 4.

On se réfèrera à [18] pour les définition des opérations utilisées et de la notion de
pseudo-sous-graphe. Le point le plus important est que ces opérations ne font interve-
nir que des splits de sommets et des additions d’arêtes. Ainsi ces opérations conservent
l’existence des mineurs. Comme les graphes considérés ne contiennent pas de mineur
K5, on peut donc considérer uniquement les graphes obtenus à partir de W2

4. En parti-
culier, leur résultat implique que les deux seules possibilités pour G[N(u)] sont la roue
à deux axes à 4 et 5 sommets représentés sur la Figure 3.2. En effet la seule opération
permise à partir du graphe W2

4 correspond au split d’un sommet de degré 4 puis à l’ajout
d’arêtes pour conserver la 4-connectivité du graphe. On peut vérifier que l’unique pos-
sibilité consiste à spliter un sommet du 4-cycle de W2

4 puis d’ajouter une arête entre les
deux sommets issus du split et les deux sommets restants. On peut facilement vérifier ce
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résultat par ordinateur (cf. Annexe A.1). Notons que ces deux graphes (ayant 3|N(u)|−6
arêtes) sont sans mineur K5 et maximaux pour cette propriété.

FIGURE 3.2 – La roue à deux axes à 4 et 5 sommets.

Les deux lemmes suivants portent encore sur les propriétés des voisinages des sommets
de petit degré.

Lemme 3.14

Pour tout sommet u de degré au plus 7, tout sommet v ∈ N(u) a un voisin dans G \ N[u].

PREUVE . Rappelons que G[N(u)] est une roue à deux axes et notons que dans un tel
graphe, tout sommet à degré au plus 5 et toute arête appartient à exactement 2 triangles.
Ainsi, tout sommet de N(u) a degré au plus 6 dans G[N[u]]. Cela implique que tout som-
met v ∈ N(u) a soit un degré strictement supérieur à 8 dans G (et ont donc au moins
deux voisins dans G \ N[u]), soit que l’une de ses arêtes incidentes v w dans G[N(u)] est
contenue dans un quatrième triangle v w x avec x ∈ G \ N[u].

Lemme 3.15

Pour tout sommet u de degré au plus 7 et pour toute composante connexe C de G \ N[u],
le graphe G[N(C)] est une clique de taille au plus 3.

PREUVE . Notons que N(C) ⊆ N(u). Comme G[N(u)] n’a pas de clique de taille plus
grande que 3, montrons que N(C) ne contient pas deux sommets non adjacents, dé-
notés v1 et v2. Dans le cas contraire, il existerait un chemin P de v1 vers v2 dont les
sommets internes sont contenus dans C. Comme G[N(u)] est un graphe sans mineur K5

et maximal pour cette propriété, G[N[u]∪V(P)] contiendrait un mineur K6, ce qui est
une contradiction.

Lemme 3.16

Pour tout sommet de degré au plus 7 et pour toute composante C de G \ N[u], il existe un
sommet u′ ∈ C de degré au plus 7 dans G.

PREUVE . Supposons par contradiction que tout sommet de C a degré au moins 8 dans
G. Par définition tout sommet dans N(C) a un voisin dans C. Donc, comme par le
Lemme 3.15 G[N(C)] est une clique de taille k ≤ 3, les sommets dans N(C) ont degré
au moins k dans G[N[C]]. Ainsi le nombre d’arêtes de G[N[C]] vaut au moins

|E(G[N[C]])| ≥
1

2
(8|C|+k2).
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Or comme k2 > 8k −20 pour 1 ≤ k ≤ 3, on en déduit que |E(G[N[C]])| > 4(|C| +k)−10.
Ainsi, par le Théorème 2.40, G[N[C]] contient un mineur K6, une contradiction.

Maintenant choisissons une paire (u,C), où u de degré au plus 7 et C est une composante
connexe de G \ N[u] telle que |C| soit de taille minimale. Par le Lemme 3.16, C contient
un sommet v de degré au plus 7.

Soit Cu la composante connexe de G \ N[v] qui contient u, et soit x ∈ N(v) \ N(Cu). Par le
Lemme 3.14, il existe une composante connexe C′ de G \ N[v] telle que x ∈ N(C′).

Comme C′ ( C et donc que |C′| < |C|, la paire (v,C′) contredit la minimalité de (u,C).
Cela conclut la preuve du Théorème 3.4 pour le cas r = 6.

3.2.2 Preuve du cas r = 7 : le cas à 5 triangles

Considérons par contradiction un graphe sans mineur K7 tel que toute arête incidente à
un sommet de degré au plus 9 appartienne à au moins 5 triangles. Par le Théorème 2.40,
|E(G)| ≤ 5|V(G)|−15, ainsi, il existe des sommets u tels que deg(u) ≤ 9.

Nous commencerons par étudier les propriétés de G[N(u)], pour tout sommet u de de-
gré au plus 9. Premièrement, il est clair que G[N(u)] est un graphe sans mineur K6, car
autrement G[N[u]] contiendrait un mineur K7, ce qui contredirait les hypothèses.

Lemme 3.17

δ(G) ≥ 7, et pour tout sommet u de degré au plus 9, δ(G[N(u)]) ≥ 5.

PREUVE . Pour tout sommet u de degré au plus 9, et tout sommet v ∈ N(u), l’arête uv
appartient à au moins 5 triangles par hypothèse. Le troisième sommet de chaque tri-
angle appartient clairement à N(u) et est adjacent à v . Ainsi v a degré au moins 5 dans
G[N(u)].

Comme pour tout sommet u de degré au plus 9 nous avons que δ(G[N(u)]) ≥ 5, alors
|N(u)| ≥ 6 (i.e. deg(u) ≥ 6). De plus s’il existait un sommet u de degré 6, comme
δ(G[N(u)]) ≥ 5, le graphe G[N(u)] serait isomorphe à K6, contredisant le fait que G[N(u)]
ne contienne pas de mineur K6. Ainsi on en déduit que δ(G) ≥ 7.

Notons qu’à la manière du Lemme 3.12, on pourrait aussi montrer que pour tout som-
met u de degré au plus 9, G[N(u)] est 5-connexe. Néanmoins cette propriété n’est pas
nécessaire pour prouver la suite du théorème, donc nous omettrons de la prouver.

Il n’existe pas de théorème approprié (contrairement au cas r = 6) pour générer tous les
voisinages possibles pour les sommets de petit degré. A la place, nous générons tous les
graphes avec au plus 9 sommets et degré minimum au moins 5 par ordinateur. Ensuite
nous réduisons la liste (toujours par ordinateur) en supprimant les graphes ayant un
mineur K6. Finalement, nous avons obtenu une liste de 22 graphes (cf. Annexe A.2). Une
différence majeure avec le cas précédent est que certains des 22 graphes ne sont pas
maximaux pour la propriété d’être sans mineur K6. Nous déduisons les deux lemmes
suivants de l’étude de ces graphes par ordinateur.
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Lemme 3.18

Pour tout sommet u de degré au plus 9, toute composante connexe C de G \ N[u] est telle
que |N(C)| = k ≤ 5 et |E(N(C))| ≥

(k
2

)
−3 (i.e. G[N(C]] a au plus 3 non-arêtes).

PREUVE . Comme toute composante connexe C peut être contracté en un unique som-
met, on prouve le lemme en attachant un nouveau sommet à chaque combinaison de k
sommets de N(u) (car nous savons que N(u) induit l’un des 22 graphes possible générés
précédemment), pour tout k ≤ 6. On teste ensuite l’existence d’un mineur K7 dans ce
nouveau graphe (cf. Annexe A.1).

Le lemme précédent nous permet de prouver un lemme équivalent au Lemme 3.16 dans
le cas précédent.

Lemme 3.19

Pour tout sommet de degré au plus 9 et pour toute composante C de G \ N[u], il existe un
sommet u′ ∈ C de degré au plus 9 dans G.

PREUVE . Soit u un sommet de degré au plus 9 et soit C une composante connexe de
G \ N[u] telle que tout sommet de cette composante a degré au plus 10 dans G. Notons
que par définition tout sommet de N(C) a au moins un voisin dans C. Le Lemme 3.18
implique que |N(C)| = k ≤ 5 et que G[N(C)] a au plus 3 non-arêtes. Ainsi, en contractant
une arête incidente à u et N(C) choisie convenablement, on obtient que G[N(C)] a au
plus 1 non-arête. Après cette contraction, nous avons que :

|E(N[C])| ≥
1

2

[
10|C|+k(k −1)−2+k

]

= 5|C|+
k2

2
−1 > 5(|C|+k)−15.

En effet, on peut remarquer que k2 > 10k−28 lorsque 1 ≤ k ≤ 5. Comme le graphe précé-
dent a été obtenu après contraction d’une arête incidente à u, cela contredit le fait que
G[N[C]] (et donc G) est sans mineur K7 et donc conclut la preuve de ce lemme.

Lemme 3.20

Pour tout sommet u de degré au plus 9, au plus un sommet v de N(u) est tel que
N(v) ⊆ N[u].

PREUVE . Pour tout sommet v tel que N(v) ⊆ N[u], comme deg(v) ≤ deg(u) ≤ 9, les arêtes
incidentes à v et dont les deux extrémités appartiennent à N(u), appartiennent à au
moins 5 triangles dans G (i.e. appartiennent à au moins 4 triangles dans G[N(u)]). Nous
avons vérifié que pour tout graphe dans la liste des 22 graphes possibles, au plus un
sommet vérifie cette condition (cf. Annexe A.2 et A.1).

Cela nous permet de prouver le lemme suivant.
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Lemme 3.21

Pour tout sommet u de degré au plus 9 et toute composante connexe C de G\N[u], ils existe
une composante connexe C′ de G \ N[u] telle que N(C′) \ N(C) 6= ;.

PREUVE . Comme deg(u) ≥ 7 (par le Lemme 3.17) et |N(C)| ≤ 5 (par le Lemme 3.18), il y a
au moins 2 sommets dans N(u)\N(C). Par le Lemme 3.20, un de ces deux sommets a un
voisin x hors de N[u]. Ainsi la composante connexe de G \ N[u] contenant x remplit les
conditions requises du lemme.

Maintenant choisissons un sommet de degré au plus 9 et une composante connexe C
de G \ N[u] telle que la taille de C soit minimale. Par le Lemme 3.19, C a un sommet v de
degré au plus 9. Soit Cu la composante connexe de G \ N[v] contenant u. Par le Lemme
3.21, il existe une composante connexe C′ de G \ N[v] telle que N(C′) \ N(Cu) 6= ;, et soit
x ∈ N(C′) \ N(Cu). Comme N[u] ⊆ N[Cu], il est clair que G[C′∪ {x, v}] est un sous-graphe
connexe de G\N[u]. Ainsi nous avons que C′ (C avec |C′| < |C|, contredisant le choix de
u et de C. Cela conclut la preuve du cas r = 7 du Théorème 3.4.

3.3 Preuve des Théorèmes 3.5, 3.6 et 3.7

Comme dans les parties précédentes, nous allons considérer les sommets de petit degré
et leurs voisinages. Nous allons donc avoir besoin du lemme suivant (qui à été prouvé
par ordinateur en énumérant les graphes de taille au plus 11 et de degré minimum 6
sans mineur K7, cf. Annexe A.1 et A.2, nous omettrons donc la preuve).

Lemme 3.22

Tout graphe H sans mineur K7 distinct de K2,2,2,2, K3,3,3 et P10 le complémentaire du graphe
de Petersen, et tel que 8 ≤ |V(H)| ≤ 11 et δ(H) ≥ 6 vérifie :
– H est 5-connexe.
– H a au plus un sommet v tel que chacune des arêtes incidentes à v appartient à au

moins 5 triangles.
– Pour tout sous-ensemble Y(V(H) de taille 7, le graphe obtenu à partir de H en ajoutant

deux sommets x et y tels que N(x) = V(H) et N(y) = Y contient un mineur K8.

Notons que les deux premières propriétés de ce lemme s’appliquent aussi à K2,2,2,2, K3,3,3

et P10. En effet chaque arête de ces 3 graphes appartient à au plus 4 triangles et ces
graphes sont 5-connexes.

Ce lemme peut être vu comme une forme plus forte du lemme suivant de Jørgensen.

Lemme 3.23 (Jørgensen, 1994, [37])

Soit H un graphe avec n ≤ 11 et δ(G) ≥ 6 tel que pour tout sommet x, H \ {x} ne contienne
pas de mineur K6, alors H est isomorphe à K2,2,2,2, K3,3,3 ou P10.

3.3.0.1 Preuve du Théorème 3.5

Le Théorème 2.41 implique en particulier que tout graphe sans mineur K8 a degré mi-
nimum au plus 11. Considérons par contradiction un graphe G sans mineur K8 avec
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δ(G) = 11, et tel que toute arête incidente à un sommet de degré 11 appartienne à
au moins 6 triangles. Premièrement, il est clair que pour tout sommet u de degré 11,
G[N(u)] est un graphe sans mineur K7 car autrement il y aurait un mineur K8 dans G,
contredisant les hypothèses.

Lemme 3.24

Pour tout sommet u de degré 11, δ(G[N(u)] ≥ 6.

PREUVE . Pour tout sommet u de degré 11 et tout sommet v ∈ N(u), les arêtes uv appar-
tiennent à au moins 6 triangles. Le troisième sommet de ces triangles appartient claire-
ment à N(u) et est adjacent à v . Ainsi v a degré au moins 6 dans G[N(u)].

Lemme 3.25

Pour tout sommet u de degré 11, toute composante connexe C de G \ N[u] a un sommet u′

de degré au plus 11 dans G.

PREUVE . Soit u un sommet de degré 11 de G et soit C une composante connexe de
G \ N[u] telle que tous ces sommets aient degré au moins 12 dans G. Le Lemme 3.22
implique que G[N(u)] est 5-connexe et que |N(C)| = k ≤ 6. En considérant le graphe
G[N[u]∪C] dans le Lemme 3.26, on en déduit le résultat.

Lemme 3.26

Soit H un graphe contenant un sommet u ∈ V(H) de degré 11 et tel que :
(A) H[N(u)] est 5-connexe,
(B) δ(H[N(u)]) ≥ 6,
(C) l’ensemble C = V(H)\N[u] est non-vide, et tout ses sommets ont degré au moins 12, et
(D) l’ensemble N(C) ⊆ N(u) a taille k ≤ 6, a un mineur K8.

PREUVE . Considérons un contre-exemple minimal H, c’est-à-dire un graphe sans mi-
neur K8 et remplissant les conditions (A), (B), (C) et (D) tel que |V(H)| soit minimal.
Notons que par définition tout sommet de N(C) ⊆ N(u) a au moins un voisin dans C.
Prouvons maintenant que tout sommet de N(C) à en fait au moins deux voisins dans C.
Supposons que x ∈ N(C) ait un seul voisin y dans C, alors on note G′ le graphe obtenu en
contractant l’arête x y . Il est clair que G′ est sans mineur K8, et remplit les conditions (A),
(B) et (D). De plus, C \ {y} est non-vide car il contient au moins 6 sommets de N(y)∩C
(car deg(y) ≥ 12 et |N(C)| = k ≤ 6), et tout sommet de C \ {y} a degré au moins 12 dans H′

car aucun de ces sommets n’est adjacent à x dans H. Donc G′ vérifie aussi la condition
(C), ce qui contredit la minimalité de G. Ainsi tout sommet de N(C) a au moins 2 voisins
dans C.

On peut aisément vérifier que toute (K2,2,2,2,2,5)-cockade a au moins 10 sommets de
degré 8. Donc le graphe H[N[C]], ainsi que tout graphe obtenu à partir de H[N[C]] en
ajoutant des arêtes, ne peut pas être une (K2,2,2,2,2,5)-cockade car il a au plus 6 som-
mets de degré 8 correspondant aux sommets de N(C). Donc comme H[N[C]] a au moins
1
2 (12|C|+2k) arêtes et que cette valeur est au moins de 6(|C|+k)−20 pour k ≤ 4, par le
Théorème 2.41, on a que 5 ≤ k ≤ 6.
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Supposons maintenant que k = 5,6. Soit v1 et v2 deux sommets de degré minimum dans
H[N(C)]. Notons par δ1 et δ2 leur degré respectif dans H[N(C)]. Notons que, si k = 6,
comme v1 a au moins 6 voisins dans N(u) et comme il y a seulement 5 sommets dans
N(u) \ N(C), alors δ1 ≥ 1. En contractant l’arête uv1, nous avons k −1−δ1 arêtes supplé-
mentaires dans H[N[C]]. De plus comme H[N(u)] est 5-connexe et comme |N(C)| ≤ 6,
pour tout sommet x 6= v2 de N(C), nous avons que |N(C) \ {x, v2}| = 4 et donc que le
graphe H[N(u)] \ (N(C) \ {xv2}) est connexe. Ainsi, itérativement, en contractant toutes
les arêtes entre v2 et N(u) \ N(C), on ajoute k −2−δ2 arêtes à H[N[C]] (car nous avons
potentiellement déjà ajouté l’arête v1v2 à l’étape précédente). Le nombre d’arêtes dans
le graphe obtenu est alors au moins

m =
1

2
((δ1 +2)+ (δ2 +2)(k −1))+12|C|)+ (k −1−δ1)+ (k −2−δ2)

=
1

2
(δ1 +2+δ2(k −1)+2k −2))+6|C|+2k −3−δ1 −δ2

=
1

2
(δ1 +δ2(k −1))+6|C|+3k −3−δ1 −δ2

=
k −3

2
δ2 +6|C|+3k −3−

1

2
δ1

Si k = 5 alors

m = δ2 +6|C|+12−
1

2
δ1

et donc m ≥ 6(|C|+k)−20 avec k = 5. Si maintenant k = 6, alors δ2 ≥ δ1 ≥ 1. On a donc

m ≥+6|C|+16

ce qui est encore supérieur à la borne de 6(|C| + k)− 20. Dans les deux cas, ce graphe
contient un mineur K8, et donc par construction H à aussi un mineur K8. Ceci termine
la preuve de ce lemme.

Lemme 3.27

Pour tout sommet u de degré 11 et toute composante C de G \ N[u], il existe une compo-
sante connexe C′ de G \ N[u] telle que N(C′) \ N(C) 6= ;.

PREUVE . Comme deg(u) = 11 et comme |N(C)| ≤ 6 (par le Lemme 3.22), il y a au moins 5
sommets dans N(u) \ N(C). Comme δ(G) = 11, on peut aisément dériver du Lemme 3.22
qu’un (en fait 4) de ces sommets a un voisin x hors de N[u]. Donc la composante de
G \ N[u] contenant x remplit les conditions du lemme.

Choisissons maintenant un sommet u de degré 11 et une composante connexe C de
G \ N[u], de manière à ce que |C| soit minimal. Par le Lemme 3.25, la composante C
contient un sommet v de degré 11. Soit Cu la composante connexe de G \ N[v] conte-
nant u. Par le Lemme 3.27, il existe une composante connexe C′ de G \ N[v] telle que
N(C′) \ N(Cu) 6= ;, et soit x ∈ N(C′) \ N(Cu). Comme N[u] ⊆ N[Cu], il est clair que
G[C′∪{x, v}] est un sous-graphe connexe de G\N[u]. Ainsi nous avons que C′ (C et que
|C′| < |C|, contredisant le choix de u et de C. Cela conclut la preuve du Théorème 3.5.
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3.3.0.2 Preuve du Théorème 3.7

Prouvons maintenant le Théorème 3.7. Soit G un contre-exemple à ce théorème. Notons
que si l’on ajoute un sommet s à G, adjacent à un unique sommet de G, on obtient un
contre-exemple au théorème suivant. Le Théorème 3.7 est donc un corollaire du théo-
rème suivant.

Théorème 3.28

Considérons un graphe G connexe sans mineur K8 avec un sommet s de degré au plus 7
tel que N[s] ( V(G). Si toute arête e ∈ E(G) \ E(G[N[s]]) appartient à au moins 6 triangles,
alors G contient un sous-graphe induit isomorphe à K2,2,2,2,2.

Soit G un graphe sans mineur K8 tel qu’il existe X ⊆ V(G) avec G[X] = K2,2,2,2,2. Notons
que comme K2,2,2,2,2 est un graphe maximal sans mineur K8, pour toute composante
connexe C de G \ X, N(C) induit une clique dans G[X].

Considérons maintenant un graphe G connexe et sans mineur K8 avec s un sommet de
degré au plus 7 tel que N[s] ( V(G), tel que G ne contient pas de sous-graphe induit
K2,2,2,2,2, et tel que toute arête e ∈ E(G) \ E(G[N[s]]) appartient à au moins 6 triangles.
Nous supposerons aussi que G est un contre-exemple minimal en nombre de sommets.
En particulier, cela implique que G \ N[s] est connexe. En effet, dans le cas contraire, on
pourrait supprimer une composante connexe de G \ N[s] et obtenir un contre-exemple
plus petit. Le graphe G est presque 8-connexe comme on l’observe dans le lemme sui-
vant.

Lemme 3.29

Pour toute séparation (A,B) de G (on note S = A∩B), nous avons l’une des propriétés sui-
vantes :
– |S| ≥ 8, ou
– s 6∈ S et A \ B = {s} (i.e. A = N[s] et B = V(G) \ {s}), ou
– s ∈ S et |S| ≥ 6.

PREUVE . Supposons qu’il existe une séparation (A,B) contredisant le lemme. Notons
que |S| < 8 et supposons que s ∈ A.

Considérons le premier cas où s 6∈ S = A∩B, c’est-à-dire le cas où {s} ( A \ B. Supposons
que parmi tous les contre-exemples, (A,B) minimise |S|. Dans ce cas, si la composante
connexe de A \ B contenant s a d’autres sommets alors, en contractant cette compo-
sante sur le sommet s, on obtient un mineur propre G′ de G tel que N[s] ( V(G′) (car
B \ A 6= ;) et tel que toute arête qui ne soit pas dans E(N[s]) appartienne à au moins 6
triangles. De plus comme degG′(v) ≤ 7 et comme G′ \ v est un sous-graphe de G, alors G′

ne contient pas de sous-graphe isomorphe à K2,2,2,2,2. Or le graphe G′ contredirait la mi-
nimalité de G, donc nous pouvons supposer l’existence d’une composante C0 = {s} dans
G \ B. Comme {s} ( A \ B, soit C1 6= {s} une composante connexe de G \ B et C2 une com-
posante quelconque de G \ A. Notons que pour toutes ces composantes Ci , N(Ci ) ( S.
Dans le cas contraire on pourrait contracter (si besoin) une telle composante Ci en un
unique sommet s′ et le graphe induit par {s′}∪N[C1] ou par {s′}∪N[C2] (qui sont aussi
des mineurs propres de G) seraient des contre-exemples plus petits. Notons mainte-
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nant que S = N(s)∪N(Ci ) pour i = 1 ou 2. En effet, dans le cas contraire, la séparation
(N[s]∪N[Ci ],V(G) \ (Ci ∪ {s})) serait un contre-exemple contredisant la minimalité de S.
Enfin, notons que N(C2) 6⊆ N(C1), car autrement, en contractant C1 en un sommet s′ et
en considérant le graphe induit par N[C2]∪ {s′}, on aurait un contre-exemple plus petit
au Théorème 3.28 (où s′ joue le rôle de s). Ainsi il existe x ∈ N(s)∩N(C2) tel que x 6∈ N(C1).
En contractant l’arête xs et la composante C2 sur le sommet s et en considérant le graphe
induit par N[C1]∪ {x}, on obtient un contre-exemple plus petit au Théorème 3.28.

Considérons maintenant le cas où s ∈ S = A∩B et notons que dans ce cas |S| < 6. Sup-
posons que parmi toutes les séparations contenant s, (A,B) est la séparation qui mini-
mise |S|. Notons que toute composante connexe C de G \ S est tel que s ∈ N(C). En effet,
nous avons vu qu’autrement C serait tel que |N(C)| ≥ 8 (en considérant la séparation
(V(G)\C,N[C]) et notons que que {s}(V(G)\N[C]), ce qui contredirait le fait que |S| ≤ 6.
Cela implique que toute composante connexe C de G \ S est telle que N(C) = S. Dans
le cas contraire, (V(G) \ C,N[C]) serait une séparation contenant s, ce qui contredirait la
minimalité de S. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que s a au plus autant
de voisins dans B \ A que dans A \ B. En particulier, comme deg(s) ≤ 7, s a au plus 3 voi-
sins dans B \ A. Notons que B 6⊆ N[s] car autrement G \ (B \ A) serait un contre-exemple
plus petit. Ainsi il existe une arête dans le sous-graphe G[B] \ E(G[N[s]]) qui appartient à
au moins 6 triangles, et on a donc que |B| ≥ 9 (s plus les 6 triangles). Donc en contrac-
tant toute composante de A \ B sur le sommet s, on obtient un mineur propre G′ de G
tel que deg(s) ≤ 7 (s aura degré au plus 4 dans S car |S| < 6 et aura degré au plus 3 dans
B \ A), tel que N[s] ( V(G′) (car |V(G′)| = |B| ≥ 9), et tel que toute arête qui ne soit pas
dans E(N[s]) appartienne à au moins 6 triangles, ce qui contredit la minimalité de G et
conclut la preuve de ce lemme.

Par le Théorème 2.41, G a au plus 6n −21 arêtes, et donc il existe plusieurs sommets de
G de degré au plus 11. Nous allons maintenant prouver que certains de ces sommets
sont situés en dehors de N[s]. Premièrement, on a besoin du lemme suivant sur le degré
minimum des sommets de V[G] \ N[S].

Lemme 3.30

Tout sommet de V[G] \ N[s] a degré au moins 8 dans G.

PREUVE . Soit x ∈ V(G)\N[s]. (N[x],G\x) est une séparation de G et comme x 6∈ N[s] alors
par le Lemme 3.29, |N[x]∩ (G\ x)| ≥ 8 et donc |N(x)| ≥ 8. Ainsi x a degré au moins 8 dans
G.

Le lemme suivant assure l’existence de sommets de V(G) \ N[s] de degré au plus 11 dans
G.

Lemme 3.31

Il existe au moins deux sommets dans V(G) \ N[s] de degré au plus 11 dans G.

PREUVE . Supposons par contradiction que tous les sommets de V(G) \ N[s] sauf un
dénoté x, ont degré au moins 12, et rappellons que tout sommet de V[G] \ N[S] a de-
gré au moins 8 par le Lemme 3.30. Notons que tout sommet v ∈ N(s) a un voisin dans
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V(G) \ N[s], car autrement G \ v serait un contre-exemple plus petit. Ainsi tout sommet
v ∈ N(s) a une arête incidente appartenant à au moins 6 triangles (sans utiliser l’arête
sv), ce qui implique en particulier que deg(v) ≥ 8. Le nombre d’arêtes de G vérifie

12n −42 ≥ 2|E(G)| =
∑

v∈V(G)
deg(v) ≥ 8+k +8k +12(n −k −2)

où k = deg(s). Cela implique que k ≥ 9, contredisant le fait que k = deg(s) ≤ 7 et conclut
la preuve du lemme.

Il existe au moins deux sommets dans V(G) \ N[s] de degré entre 8 et 11 par les deux
lemmes précédents. Le lemme suivant nous en dit plus sur le voisinage de ces sommets
de petit degré.

Lemme 3.32

Pour tout sommet u ∈ V(G) \ N[s] de degré au plus 11 dans G, G[N(u)] est isomorphe à
K2,2,2,2, K3,3,3 ou P10.

PREUVE . Soit u un sommet de V(G) \ N[s] de degré au plus 11 dans G. Comme on l’a
observé précédemment, 8 ≤ deg(u) ≤ 11 et δ(G[N(u)]) ≥ 6. Supposons par contradiction
que N(u) n’est pas isomorphe à K2,2,2,2, K3,3,3 ou P10. Notons que |N(u)∩N(s)| ≤ 6, car
autrement, par le Lemme 3.22, G contiendrait un mineur K8, ce qui contredit les hypo-
thèses.

Par le Lemme 3.22, un des deux (au moins) sommets de N(u)\N(s) que l’on dénotera par
x, a une arête incidente dans G[N(u)] qui appartient à au plus 4 triangles dans G[N(u)]
et donc a au plus 5 triangles dans G[N[u]]. Ainsi le sixième triangle contenant cette arête
passe par un sommet v de V(G) \ (N[u]∪ {s}).

Le Lemme 3.29 implique que toute composante connexe C de V(G) \ N[u] contenant v
est telle que N(C) ≥ 8. Le graphe obtenu en contractant C en un unique sommet a un
mineur K8 (par le Lemme 3.22, ce qui est une contradiction.

Lemme 3.33

Pour tout sommet u ∈ V(G) \ N[s] de degré au plus 11 dans G, le graphe G[N(u)] n’est pas
isomorphe à K3,3,3.

PREUVE . Observons premièrement qu’ajouter deux arêtes sommet-disjointes ou trois
arêtes d’un triangle dans K3,3,3 induit un mineur K7. Maintenant supposons par contra-
diction qu’il existe un sommet u ∈ V(G) \ N[s] tel que G[N(u)] est isomorphe à K3,3,3.

Comme l’ensemble N(u)\N[s] est non-vide (il a au moins taille 9−7 = 2) et comme tout
sommet v de N(u) \ N[s] a degré au moins 8, et donc possède un voisin en dehors de
N[u], G \ N[u] a une composante connexe C 6= {s}. Par le Lemme 3.29, |N(C)| ≥ 8.

Si G\N[u] possède une autre composante connexe C′ telle que |N(C′)| ≥ 6, on peut alors
créer deux arêtes sommet-disjointes dans N(u) en contractant deux chemins sommet-
disjoints avec des extrémités non adjacentes dans N(u) et inclus dans les composantes
C et C′ respectivement. Ceci contredit l’hypothèse que G est sans mineur K8. Donc s’il
existe une telle composante C′ alors on doit avoir que C′ = {s} et deg(s) ≤ 5, car en raison
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du Lemme 3.29, toute composante différente de {s} a un voisinage de taille au moins 8.
Dans la suite, nous considérons le graphe G′ = G[N[u]∪C] (qui est alors soit G soit G\ s).

a1

a2

a3

b1

b2

b3

c1

c2

c3

N(u)

u

C

s

v

C'

C1

C2

C3

FIGURE 3.3 – Organisation des composantes connexes dans le graphe G où u est un sommet dont
le voisinage est isomorphe à K3,3,3

Soit {a1, a2, a3}, {b1,b2,b3} et {c1,c2,c3} les trois stables disjoints de K3,3,3. Sans perte de
généralité on peut supposer que {a1, a2, a3} ⊂ N(C), et que a1 6∈ N(s). Comme les arêtes
de N(u) incidentes à a1 appartiennent à au moins 6 triangles, a1 a au moins deux voi-
sins dans G′ \ N[u]. Par le Théorème 2.33 (appliqué sur l’ensemble {a1, a2, a3} dans le
graphe G" = G′ \ {u,b1,b2,b3,c1,c2,c3}), il existe un sommet v ∈ V(G") tel qu’au plus un
des sommets de l’ensemble {a1, a2, a3} appartienne à chaque composante de G" \ v . En
effet, s’il n’existait pas un tel sommet v , alors G" contiendrait un mineur K3 enraciné en
{a1, a2, a3}, G[N[u]] induirait un mineur K8 dans G" et donc dans G, une contradiction.
Notons que puisque a1, a2 et a3 ∈ N(C), chaque ensemble C∪ {ai , a j } induit un graphe
connexe, et donc v 6= a1, a2, a3. De manière équivalente, nous avons que v ∈ V(G′)\N[u].
Ainsi G" \ v contient au moins trois composantes connexes C1, C2 et C3 (cf. Figure 3.3)
avec ai ∈ Ci , pour tout 1 ≤ i ≤ 3. De plus comme a1 à au moins deux voisins dans
G′\N[u], un de ces deux voisins est distint de v et nous pouvons alors définir par C′

1 l’une
des composantes connexes de C1 \{a1}. Notons que par construction N(C′

1) ⊂ N(u)∪{v}.
Comme C′

1 6= {s}, (car a1 6∈ N(s)) et comme nous pouvons avoir que v = s, le Lemme 3.29
implique que N(C′

1) ≥ 6 (en incluant les sommets v et a1). En particulier, C′
1 a donc au

moins 4 voisins dans {b1,b2,b3,c1,c2,c3} et il y a un chemin entre deux sommets bi et
b j ou deux sommets ci et c j , où i 6= j et 1 ≤ i , j ≤ 3, et dont les sommets intérieurs sont
contenus dans C′

1. De plus il existe un chemin entre les sommets a2 et a3 dont les som-
mets intérieurs sont contenus dans C2∪ {v}∪C3. Cela contredit donc l’hypothèse que G
est sans mineur K8 et termine la preuve du lemme.
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Lemme 3.34

Pour tout sommet u ∈ V(G) \ N[s] de degré au plus 11 dans G, le graphe G[N(u)] n’est pas
isomorphe à K2,2,2,2.

PREUVE . Supposons par contradiction qu’il existe un sommet u ∈ V(G) \ N[s] tel que
G[N(u)] soit isomorphe à K2,2,2,2. On peut noter qu’ajouter deux arêtes à K2,2,2,2 induit un
mineur K7. Ainsi, comme G est sans mineur K8, il ne devrait pas être possible d’ajouter
(en contractant des arêtes), deux nouvelles arêtes à N(u).

Propriété 3.35

Un sommet v ∈ V(G) \ N[u] a au plus six voisins dans N(u).

PREUVE . Supposons qu’il existe un sommet v avec 8 voisins dans N(u). Alors N[u]∪ {v}
induirait le graphe K2,2,2,2,2, ce qui contredirait la définition de G. Nous allons donc sup-
poser qu’il existe un sommet v avec exactement 7 voisins dans N(u). Notons qu’éven-
tuellement on pourra avoir v = s. Notons par x l’unique sommet de N(u) \ N(v). Notons
que parmi les 4 non-arêtes de G[N(u)], seulement l’une d’entre-elles ne peut pas être
créée en contractant un arête incidente à v . Ainsi s’il existe un chemin dont les extrémi-
tés sont des sommets non adjacents de N(u) et dont les sommets internes appartiennent
à V(G)\(N[u]∪{v}), alors nous avons un mineur K8 et donc une contradiction. Si v 6= s et
si s a au moins 5 voisins dans N(u) alors il existe un tel chemin passant par s. On a donc
que s = v ou bien que s a au plus 4 voisins dans N(u). Dans les deux cas, il existe une
arête x y qui n’appartienne pas G[N[s]], et donc cette arête appartient à au moins 6 tri-
angles par hypothèse. Comme x y appartient à seulement 5 triangles dans G[N[u]], cela
implique l’existence d’un sommet w ∈ V(G) \ N[u] adjacent à x tel que w 6= s, v . Soit C
une composante connexe de G\(N[u]∪{v}) contenant w . Comme C 6= {s}, le Lemme 3.29
implique que N(C) a taille au moins 6. Donc C a au moins 5 voisins dans N(u) et on peut
ainsi lier deux sommets non adjacents de N(u) par un chemin contenu dans C, ce qui
est une contradiction.

Par le Lemme 3.31, il existe un autre sommet u′ ∈ V(G) \ N[s] tel que deg(u′) ≤ 11. Par les
Lemmes 3.32 et 3.33, G[N(u′)] est isomorphe à K2,2,2,2 ou P10.

Propriété 3.36

Les sommets u et u′ ne sont pas adjacents.

PREUVE . Supposons par contradiction que u et u′ soient adjacents. Nous allons premiè-
rement considérer le cas où G[N(u′)] est isomorphe à K2,2,2,2. Dans ce cas, comme u′ a
déjà 7 voisins dans N[u], u′ a exactement un voisin v dans G\N[u]. Comme v a 7 voisins
dans N[u′], nous avons que |N(u)∩N(v)| ≥ 7, contredisant la Propriété 3.35.

Si G[N(u′)] est isomorphe à P10, cela implique que G[N(u)∩N(u′)] est isomorphe à C6 (le
complément d’un cycle de taille 6). En effet, comme u′ est adjacent à u, alors u ∈ N(u′).
Cela contredit l’hypothèse que G[N(u)] est isomorphe à K2,2,2,2. En effet, si G[N(u)] était
isomorphe à K2,2,2,2, G[N(u)∩N(v)] serait isomorphe à K2,2,2.

Comme par le Lemme 3.29, il n’existe pas de (≤ 5)-séparateur (A,B) avec u ∈ A \ B et
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u′ ∈ B \ A, par le théorème de Menger, il existe 6 chemins sommet-disjoints entre u et
u′. Ces chemins induisent 6 chemins disjoints P1, . . . ,P6 entre N(u) et N(u′). Notons que
tout sommet dans N(u)∩N(u′) peut être vu comme un chemin de longueur 0.

Ainsi, puisque N(u) est isomorphe à K2,2,2,2, il existe deux non-arêtes a1a2 et a3a4 de
G[N(u)] telles que chaque ai est l’une des extrémités du chemin Pi . On note par bi ,
1 ≤ i ≤ 4, l’extrémité du chemin Pi dans N(u′). Notons que si ai ∈ N(u)∩N(u′) alors
ai = bi . De plus on peut supposer que le choix de a1a2 et a3a4 maximize la taille de
{a1, a2, a3, a4}∩N(u′). Comme N(u) est isomorphe à K2,2,2,2 et comme |N(u)∩N(u′)| ≤ 6
(par la Propriété 3.35), alors il y a au plus deux sommets dans N(u)∩N(u′) distincts de
a1, a2, a3 et a4. Soit X = (N(u)∩N(u′)) \ {a1, a2, a3, a4}.

Comme les graphes K2,2,2,2 et P10 sont 6-connexe alors N[u′] est 7-connexe et donc
G[N[u′] \ X] est 5-connexe. De plus G[N[u′] \ X] a trop d’arêtes pour être planaire. En
effet, il a 9−|X| sommets et au moins 32−7|X| arêtes, ce qui est supérieur à la borne de
3(9−|X|)−6 pour 0 ≤ |X| ≤ 2.

Nous allons maintenant appliquer le Théorème 2.35 au graphe G[N[u′] \ X] où
(v1, . . . , vk ) = (b1,b3,b2,b4). On obtient alors qu’il existe deux chemins sommet-disjoint
dans N[u′] \ X entre b1 et b2 et entre b3 et b4, que l’on note P1,2 et P3,4 respectivement.
Ces chemins sont disjoints de N[u] par construction, sauf peut-être à leurs extrémités.
Finalement, comme les chemins Pi pour 1 ≤ i ≤ 4 construit ci-dessus sont disjoints
de N[u] et de N[u′] \ X (sauf à leurs extrémités), ils existe donc deux chemins disjoints
reliant respectivement a1 avec a2 (via P1, P1,2 et P2), et a3 avec a4 (via P3, P3,4 et P4). Cela
contredit le fait que G soit sans mineur K8 et conclut la preuve du lemme.

FIGURE 3.4 – Le graphe de Petersen P10.

Par le Lemme 3.31 il existe au moins deux sommets u et u′ ∈ V(G) \ N[s] avec degré au
plus 11. Par les Lemmes 3.32, 3.33 et 3.34, G[N(u)] et G[N(u′)] sont isomorphes à P10. Les
deux graphes induits par N[u] et N[u′] sont proches de contenir un mineur K8 comme
le montre la propriété suivante.

Propriété 3.37

Dans P10, ajouter deux arêtes ab et cd telles que ab, bc et cd 6∈ E(P10) induit un mineur
K7. De plus ajouter trois arêtes e1, e2 et e3 telles que e1 ∩ e2 ∩ e3 = ; dans P10 induit un
mineur K7.
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PREUVE . On peut aisément vérifier la véracité de la première propriété en notant
qu’ajouter n’importe quelle paire d’arêtes ab et cd induit le même graphe à isomor-
phisme près et en notant qu’ajouter les arêtes u1u2 et u3u4 dans P10 (avec les notations
de la Figure 3.4), {{0,2}, {1}, {3}, {4}, {5}, {6,7}, {8,9}} induit un mineur K7.

Pour la seconde propriété, on peut supposer que les trois arêtes ajoutées sont telles
qu’elles ne correspondent pas deux à deux au cas précédent. Sans perte de généralité
supposons que l’une des trois arêtes est u0u5 et notons que les autres arêtes sont donc
distinctes de u1u2, u1u6, u3u4, u4u9, u2u7, u7u9, u3u8 et u6u8. Considérons mainte-
nant le cas où l’une des arêtes ajoutées est incidente à u0u5. Par symétrie on peut consi-
dérer que cette arête est u0u1, mais cela implique alors que la troisième arête ajoutée
soit distincte de u0u4 (car autrement les trois arêtes s’intersecteraient en u0), et des
arêtes u3u4, u6u9, u5u7 et u5u8 (par la première propriété). Il n’y a donc plus de can-
didats restants pour la troisième arête. Cela implique qu’il est suffisant de considérer
le cas où les arêtes u0u5, u2u3 et u6u9 sont ajoutées à P10. Dans ce cas la partition
{{1}, {4}, {7}, {8}, {0,5}, {6,9}, {2,3}} induit un mineur K7.

Listons maintenant les sous-graphes induits de P10 de taille 6.

Propriété 3.38

Il y a exactement 6 sous-graphes induits distincts de taille 6 dans P10, incluant K2,2,2. Les
complements de ces graphes sont représentés sur la Figure 3.5. De plus notons que tout
sous-graphe induit de P10 de taille au moins 7 contient un sous-graphe de taille 6 distinct
de K2,2,2.

Nous ne prouverons pas cette propriété car nous pouvons vérifier sa véracité très sim-
plement.

FIGURE 3.5 – Le complément des sous-graphes de P10 de taille 6 (i.e. les sous-graphes de P10 de
taille 6).

Lemme 3.39

Les sommets de N(u) \ N(s) (resp. de N(u′) \ N(s)) ont degré au moins 12. En particulier, u
et u′ ne sont pas adjacents.

PREUVE . Supposons par contradiction que u ait un voisin v de degré au plus 11. Par les
Lemmes 3.32, 3.33 et 3.34, le graphe G[N(v)] est isomorphe à P10.

Supposons que v = u0 où u0 est donné par la Figure 3.4. Dans ce cas
N(u) ∩ N(v) = {u0,u2,u3,u5,u6,u9} où les indices sont donnés par la Figure 3.4. Par
symmétrie de P10, on peut alors noter les autres sommets de N(v) par u′

1, u′
4, u′

7 et
u′

8. Avec cette notation, les indices des sommets de N(v) correspondent aussi à la Fi-
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gure 3.4. Il est maintenant facile de voir qu’en contractant l’une des arêtes des chemins
(u2,u′

4,u7) et (u6,u′
5,u9) crée les arêtes u2u7 et u6u9 dans G[N[u]] et donc induit un

mineur K8 (par la Propriété 3.37), une contradiction.

Les sommets u et u′ ne sont pas adjacents, néanmoins ils peuvent partager des voisins.
Prouvons maintenant qu’ils ne peuvent pas en partager plus de 7.

Lemme 3.40

|N(u)∩N(u′)| ≤ 7.

PREUVE . Supposons par contradiction que |N(u) ∩ N(u′)| ≥ 8, ce qui est équivalent
à |N(u) \ N(u′)| ≤ 2 et |N(u′) \ N(u)| ≤ 2. Notons que comme deg(s) ≤ 7, l’ensemble
(N(u)∩N(u′)) \ N(s) n’est pas vide, et notons par x l’un des sommets de cet ensemble.
Par le Lemme 3.39, x a degré au moins 12. Comme il a exactement 6 voisins dans N(u),
et au plus 2 voisins dans N(u′) \ N(u), et comme il est adjacent à la fois à u et u′, x a
au moins deux voisins dans V(G) \ (N[u]∪N[u′]). Ainsi il existe une composante C 6= {s}
dans G \ (N[u]∪N[u′]). Comme C 6= {s} et N(C) ⊆ N(u)∪N(u′), le Lemme 3.29 implique
que |N(C)| ≥ 8. Donc, comme |N(u′) \ N(u)| ≤ 2 et |N(C)∩N(u)| ≥ 6, il existe un che-
min P dont les sommets intérieurs appartiennent à C et avec des extrémités non adja-
centes dans N(u) (par la Propriété 3.38). Notons par x et y les extrémités de P. Comme
|N(u) ∩ N(u′)| ≥ 8, par la Propriété 3.38, il existe un sommet z ∈ N(u) ∩ N(u′) tel que
z 6= x, y , et tel que contracter l’arête zu′ crée au moins deux arêtes dans N(u). Comme
ces trois arêtes ajoutées (x y et les arêtes adjacentes à z) ne s’intersectent pas, la Pro-
priété 3.37 implique que G contient un mineur K8, ce qui est une contradiction.

Par le Lemme 3.29, il n’existe pas de (≤ 5)-séparation (A,B) avec u ∈ A \ B et u′ ∈ B \ A. Le
théorème de Menger implique alors l’existence de 6 chemins sommet-disjoints P1, . . . ,P6

entre u et u′. En minimisant la longueur totale de ces chemins, on peut supposer que
chaque sommet dans N(u)∩N(u′) correspond à l’un de ces chemins (de longueur 0 dans
ce cas) et que chacun de ces chemins intersecte N(u) (resp. N(u′)) en un seul sommet.
En contractant les arêtes intérieures de ces chemins (celles non-indicentes à u ou u′), et
en considérant le graphe induit par N[u]∪N[u′] on obtient un graphe H tel que :
– u et u′ ne sont pas adjacents et |NH(u)∩NH(u′)| = 6 ou 7 (par le Lemme 3.40),
– degH(u) = 10, et H[N(u)] contient le graphe P10 comme sous-graphe,
– degH(u′) = 10, et H[N(u′)] contient le graphe P10 comme sous-graphe.
Si le graphe induit par NH(u)∩NH(u′) est isomorphe à K2,2,2, alors ont peut supposer
sans perte de généralité que N(u) = {u0, . . . ,u9} où les indices sont donnés par la Figure
3.4. On peut choisir sans perte de généralité les arêtes de NH(u)∩NH(u′) comme étant
les arêtes u0u5, u2u3 et u6u9. On peut alors noter les sommets de N(u′) de manière que
cette donnée par la Figure 3.4 et de manière à ce que les sommets u0,u2,u3,u5,u6 et
u9 correspondents sur l’intersection NH(u)∩NH(u′). On renomme alors les sommets de
N(u′) n’appartenant pas à NH(u)∩NH(u′) par u′

1,u′
4,u′

7 et u′
8 pour ne pas les confondre

avec ceux de N(u).

Maintenant observons qu’en contractant l’arête u0u′ et les chemins (u6,u′
7,u′

8) et
(u2,u′

4,u′
1), on crée respectivement les arêtes u0u5, u6u9 et u2u3 (qui sont donc

des non-arêtes dans P10). Par la Propriété 3.37, N[u] contient un mineur K8, une
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contradiction. On peut donc supposer par la Propriété 3.38 que le complément de
NH(u)∩NH(u′) contient un chemin (a,b,c,d). Comme P10 est 6-connexe, le graphe in-
duit par {a,b}∪ (NH(u′) \ N(u)) est connexe et donc contient un chemin de a à b. Par la
Propriété 3.37, ce chemin, avec le chemin (c,u′,d), induit que H (qui est un mineur de
G par construction) contient un mineur K8, une contradiction. Ainsi le contre-exemple
G n’existe pas, ce qui conclut la preuve du théorème.

3.3.0.3 Preuve du Théorème 3.6

La preuve du Théorème 3.6 est similaire à celle ci-dessus. On peut prouver la variante
suivante du Théorème 3.28.

Théorème 3.41

Soit G un graphe connexe sans mineur K8 contenant un sommet s de degré au plus 7, tel
que N[s](V(G) et tel que minv∈V(G)\N[s] deg(v) ≥ 9. Alors G a une arête e ∈ E(G)\E(G[N[s]])
appartenant à au plus 5 triangles.

L’unique différence avec la démonstration ci-dessus vient du fait qu’il n’est plus néces-
saire de considérer le cas où un sommet u induit un K2,2,2,2 dans son voisinage. De plus,
le fait d’avoir minv∈V(G)\N[s] deg(v) ≥ 9 permet un certain nombre de simplifications dans
la preuve.

3.4 Preuve des généralisations aux matroïdes

Dans cette partie, nous prouvons le Théorème 3.8 relatifs aux matroïdes.

3.4.1 Preuve du Théorème 3.8

Lemme 3.42

Soit M1 et M2 deux matroïdes de support E1 et E2 respectivement et tels que M = M1⊕k M2,
1 ≤ k ≤ 3 soit un matroïde simple (de plus, on suppose que M est binaire lorsque k = 3).
Soit e ∈ E1 \ E2 tel que {e, x} ∈ I (M1) pour tout élément x ∈ E1 ∩E2 et supposons que e
appartienne à au moins t triangles dans M. Alors e appartient à t triangles dans si (M1).

PREUVE . Soit e ∈ E1 \E2 tel que {e, x} ∈I (M1) pour tout élément x ∈ E1∩E2 et supposons
que e appartient à t triangles de M. Nous allons montrer que e appartient à t triangles
de si (M1).

Soit T = {e, f , g } un des t triangles de M contenant e. Par définition de la k-somme,
e, f , g 6∈ E1 ∩E2. Soit T est un circuit de M1 et nous avons fini, soit T peut-être écrit sous
la forme C1∆C2 où Ci est un circuit de Mi pour i = 1,2. Comme M est simple et E1 ∩E2

ne contient pas de boucles (par définition de la k-somme) alors aucun de M1 ou M2 ne
contient de boucles et donc |C1|, |C2| ≥ 2.

Si |C1| = 2, disons C1 = {e, x}, alors x ∈ E1 ∩E2 (autrement e et x seraient des éléments
parallèles dans M, ce qui contredirait l’hypothèse sur la simplicité de M). Donc e est

66



parallèle à un élément x ∈ E1 ∩E2, ce qui contredit les hypothèses de ce lemme. On a
donc que |C1| ≥ 3.

Si |C2| = 2, disons C2 = {g , x}, alors x ∈ E1 ∩E2 (autrement g et x seraient des éléments
parallèles dans M, ce qui contredirait l’hypothèse sur la simplicité de M) Ainsi, comme
f ∈ T = C1∆C2 alors f ∈ E1 et comme x ∈ E1 et est parallèle à g alors {e, f , x} est un
triangle de M1.

Supposons maintenant que |C1|, |C2| ≥ 3. Comme T = C1∆C2 alors on a que
3 = |T| = |C1|+ |C2|−2|C1∩C2| et donc |C1∩C2| ≥ 2. Ainsi M est issu d’une 3-somme (i.e.
k = |C1 ∩C2| = 3). On peut donc supposer que M est binaire. De plus comme E1 ∩E2 est
un triangle de M1 et M2, alors C1 et C2 contiennent chacun au plus deux éléments de
E1 ∩E2 ou bien ils sont égaux à E1 ∩E2. Dans ce dernier cas e ∈ E1 ∩E2, ce qui contredit
les hypothèses car e ∈ E1 \ E2. Supposons donc que nous sommes dans le premier cas et
donc que |C1∩C2| = 2, et disons que C1∩C2 = {x, y}. De plus, nous avons que C1 ou C2 a
cardinalité au moins 4.

Nous allons utiliser un résultat dû à Fournier [27] affirmant que M est un ma-
troïde binaire si et seulement si pour tout circuit C1 et C2 distincts et tout ensemble
{p, q} ⊆ C1 ∩C2, alors il existe un circuit de M contenu dans (C1 ∪C2) \ {p, q}.

On a alors deux cas. Cas a) : |C2| = 4 et |C1| = 3. On note C1 = {e, x, y}. En appliquant le
résultat de Fournier aux circuits E1 ∩E2 = {x, y, z} et C1 = {e, x, y}, on obtient que {e, z}
contient un circuit et comme par hypothèse ni e ni z ne sont des boucles alors e et z
sont des éléments parallèles, contredisant les hypothèses car z ∈ E1 ∩E2.

Cas b) : |C2| = 3 et |C1| = 4. On note C2 = {x, y, g }. Par le résultat de Fournier appliqué aux
circuits {x, y, z} et C2, on obtient que g et z sont des éléments parallèles. Ainsi (T\g )∪{z}
est un triangle de si (M1) et n’est pas un triangle de M.

Il reste à vérifier que deux triangles de M contenant e induisent, par la construction pré-
cédente, deux triangles différents dans si (M1). Soit T et T′ deux triangles différents de
M contenant e et qui ne soient pas des triangles de M1. Notons que T et T′ contiennent
exactement deux éléments de M1 car autrement, comme nous l’avons vu précédem-
ment, e serait parallèle à un élément de E1 ∩E2, ce qui contredirait les hypothèses. On
note par w (resp. w ′) l’unique élément de T (resp. T′) appartenant à M2. Si T \ {w} est
différent de T′ \ {w ′} alors les deux triangles de si (M1) obtenus à partir de T et T′ par la
construction précédente seront différents. Supposons maintenant que T\{w} = T′\{w ′}.
Dans la construction donnée ci-dessus, les éléments w et w ′ sont remplacés par des
éléments de E1 ∩E2 respectivement parallèles à w et w ′. Notons de plus que w et w ′ ne
peuvent pas être parallèles à un même élément de E1∩E2 car cela impliquerait que w et
w ′ sont parallèles entre-eux et contredirait donc la simplicité de M. Ainsi w et w ′ sont
parallèles à deux éléments différents de E1 ∩E2 et donc, par la construction précédente,
T et T′ induisent deux triangles différents dans si (M1).

Lemme 3.43

Soit M un matroïde graphique simple et connexe tel que chacun de ses éléments appar-
tient à au moins trois triangles sauf peut-être pour un élément e ou pour les éléments d’un
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triangle T de M et tel que M ne soit pas isomorphe à T ou e. Alors M contient un mineur
M(K5).

PREUVE . Soit G un graphe tel que M = M(G). On denotera par X l’ensemble de som-
mets correspondant aux extrémités de l’arête e ou aux sommets du triangle T suivant
le cas. En particulier, on a que |X| ≤ 3. Nous allons prouver que G contient un mineur
K5. Comme M(G) est simple alors G à au moins 4 sommets, il existe donc u ∈ V(G) \ X.
Comme M(G) est connexe alors G l’est aussi et donc deg(u) ≥ 1. De plus, toute arête in-
cidente à u appartient à au moins trois triangles donc δ(G[N(u)]) ≥ 3. Par un résultat de
Dirac [24], on a que tout graphe sans mineur K4 contient un sommet de degré 2. Ainsi
G[N(u)] contient un mineur K4 et donc G[N[u]] contient un mineur K5. On en déduit
que M contient un mineur M(K5).

Lemme 3.44

Il n’existe pas de matroïde co-graphique simple et connexe M tel que chacun de ses élé-
ments appartient à au moins trois triangles sauf peut-être pour un élément e ou pour les
éléments d’un triangle T de M et tel que M ne soit pas isomorphe à T ou e.

PREUVE . Supposons par contradiction qu’il existe un tel matroïde co-graphique M.
Soit G le graphe tel que M = M∗(G). Comme M est connexe par hypothèse alors G est
connexe. On rappelle que E(G) correspond à l’ensemble des éléments de M et que les
circuits correpondent aux coupes (d’arêtes) de G. De plus comme M est simple, G ne
contient ni coupe de taille 1 ou 2 et donc G est 3-arête-connexe. Une coupe est dite tri-
viale si elle correspond à l’ensemble des arêtes incidentes à un même sommet v . Notons
que toute arête qui appartient à au moins 3-coupes, appartient en particulier à au moins
une 3-coupe non-triviale.

Dans le cas où M a un élément a qui n’appartient pas à 3 triangles, on note par v l’une
des extrémités de l’arête a dans G. Dans le cas où M contient un triangle T = {a,b,c} dont
les éléments n’appartiennent pas nécessairement à 3 triangles, la coupe est soit triviale
et dans ce cas on note par v le sommet de degré 3 incident à a, b et c, soit non-triviale
et dans ce cas toute arête de G appartient à au moins une 3-coupe non triviale.

On a la propriété suivante :

Propriété 3.45

Il n’existe pas de graphe G 3-arête-connexe avec un sommet v tel que E(G \ {v}) soit non-
vide et que chaque arête e ∈ E(G \ {v}) appartienne à une 3-coupe non-triviale de G.

Il est clair que la propriété ci-dessus contredit l’existence de G et implique donc le
lemme. De plus pour tout sommet v ∈ V(G), G \ {v} n’est pas un stable. En effet, sup-
posons que toutes les arêtes de G soient incidentes à v alors le graphe est planaire et
donc, le matroïde dual, c’est-à-dire M, est un matroïde graphique associé à un graphe
planaire (cf. Chapitre 1). Or dans le Théorème 3.2, nous avons vu que tout graphe tel que
chaque arête appartienne à 3 triangles contient un mineur K5 et n’est donc pas planaire.

Nous allons maintenant prouver que la Propriété 3.45 est vraie. Considérons par contra-
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diction un graphe G qui est 3-arête connexe et v un sommet de G tel que toute arête
e ∈ E(G \ {v}) appartienne à au moins une 3-coupe non triviale de G. G \ {v} n’est
pas un stable par hypothèse et donc G contient des 3-coupes non-triviales. Soit donc
{e1,e2,e3} ⊂ E(G) une telle 3-coupe non triviale. On notera par V1 et V2 la partition des
sommets de G induite par cette 3-coupe. On choisit alors {e1,e2,e3} de manière à ce que
v ∈ V1 et que |V2| soit minimal (cf. Figure 3.6). Comme cette 3-coupe est non-triviale, il
existe au moins deux sommets dans V2, et comme G est 3-arête-connexe il existe une
arête f1 dans G[V2]. On note { f1, f2, f3} ⊂ E(G) une 3-coupe non-triviale de G contenant
f1 (cette coupe existe par hypothèse). Elle partitionne V(G) en deux ensemble X et Y et
on peut supposer que v ∈ X. Considérons maintenant la partition des sommets de G ra-
finée de la manière suivante : VX

1 = V1 ∩X, VY
1 = V1 ∩Y, VX

2 = V2 ∩X et VY
2 = V2 ∩Y. Notons

que comme v ∈ VX
1 et comme f1 a ses deux extrémités dans V2, les ensembles VX

1 , VX
2 et VY

2
sont non-vides. Notons également que par définition |V2| ≤ |Y| et donc que |VX

2 | ≤ |VY
1 |.

Cela implique en particulier que VY
1 est aussi non-vide.

v

VX
1

VY
1

V1 f1 V2

VX
2

VY
2

FIGURE 3.6 – Le graphe 3-arête connexe G, avec les coupes {e1,e2,e3} et { f1, f2, f3}.

Par construction, il y a au plus 6 arêtes dont les extrémités sont dans des ensembles diffé-
rents de cette partition (l’égalité est obtenue quand les 3-coupes {e1,e2,e3} et { f1, f2, f3}
sont disjointes). De plus, comme G est 3-arête-connexe, chaque sous-ensemble de la
partition (qui sont non-vides) a au moins 3 arêtes sortantes. Soit ke le nombre d’arêtes
de l’ensemble {e1,e2,e3} incidentes à un sommets de VX

2 . Notons que VY
2 est incident à

k ′
e = 3−ke de ces arêtes. D’un autre côté, aucune des arêtes de l’ensemble { f1, f2, f3} n’est

incidente à V1 et V2, ainsi le nombre k f d’arêtes de cet ensemble incidentes à VX
2 est

le même que le nombre k ′
f d’arêtes contenues dans cet ensemble qui sont incidentes

à VY
2 . Comme ke 6= k ′

e , cela contredit le fait que VX
2 et VY

2 sont incidents à exactement
ke +k f = k ′

e +k ′
f = 3 arêtes. Ce qui conclut la preuve du lemme.

Muni de ces lemmes, on peut maintenant prouver le Théorème 3.8.

Soit M un matroïde tel que chaque élément appartienne à au moins 3 triangles sauf
peut-être un élément e ou pour les éléments d’un triangle T et tel que M soit différent
de T et de e . Supposons que M ne contienne pas U2,4, F7 ou M(K5) comme mineur et
supposons que M est minimal avec cette propriété (pour la relation de mineur).

Notons premièrement que M doit être binaire (car il ne contient pas U2,4 comme mi-
neur). De plus M est 2-connexe car autrement, par la Proposition 1.9, on pourrait écrire
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M sous la forme M1 ⊕1 M2, où M1 et M2 sont deux mineurs propres de M. Mais par le
Lemme 3.42, si (M1) et si (M2) sont tels que chaque élément appartienne à 3 triangles.
Comme M1 et M2 sont des mineurs propres de M alors il en est de même pour si (M1) et
si (M2). Ainsi si (M1) et si (M2) contredisent la minimalité de M. Supposons maintenant
que M ne soit pas 3-connexe. Comme M est 2-connexe alors, par la Proposition 1.11, M
peut s’écrire sous la forme M1⊕2 M2 où M1 et M2 sont des mineurs stricts de M. Mais par
le Lemme 3.42, l’un des matroïdes si (M1) ou si (M2) est tel que chaque élément appar-
tienne à 3 triangles, sauf éventuellement les éléments de E(M1)∩E(M2), ce qui contredit
la minimalité de M.

Comme M est 3-connexe, binaire et sans mineur F7 alors par le Théorème 2.30 et les
Propositions 1.9 et 1.11, M est isomorphe à F∗

7 ou bien est un matroïde régulier. Mais
dans le premier cas il est aisé de vérifier qu’aucun élément de F∗

7 n’appartient à au moins
3 triangles, ce qui contredit les hypothèses. On en déduit donc que M est un matroïde
régulier 3-connexe.

Mais par la caractérisation des matroïdes réguliers de Seymour (Théorème 2.31), M est
soit un matroïde graphique, soit un matroïde co-graphique, soit est isomorphe au ma-
troïde R10, soit il est le produit d’une 3-somme.

Supposons que M = M1 ⊕3 M2. Comme l’ensemble de tous les éléments de M qui n’ap-
partiennent pas à 3 triangles est soit réduit à un élément soit à l’ensemble des éléments
d’un même triangle, cet ensemble est contenu entièrement soit dans M1 soit dans M2.
Sans perte de généralité, on peut supposer qu’ils sont contenus dans M2. Mais dans ce
cas, comme M est 3-connexe et binaire, alors M1 est un mineur propre de M par la Pro-
position 1.12 et tout élément de si (M1) appartient à 3 triangles par le Lemme 3.42 sauf
peut-être pour les éléments de E(M1)∩E(M2). Comme si (M1) est un mineur de M1, alors
il contredit la minimalité de M.

On en déduit que M est soit graphique, soit co-graphique, ou est isomorphe à R10.

Supposons que M soit isomorphe à R10. Remarquons que pour tout élément e ∈ E(R10),
on a que R10 \ e est isomorphe à M(K3,3). Comme M(K3,3) est sans triangles, alors tout
élément de R10 devrait être contenu dans tous les triangles de R10, impliquant que tout
triangle contiendrait 10 éléments, ce qui est une contradiction. Ainsi R10 est sans tri-
angle, ce qui contredit les hypothèses.

Donc M est soit graphique soit co-graphique et dans ce cas les Lemmes 3.43 et 3.44
concluent la preuve.

3.4.2 Preuve du Théorème 3.9

Dans cette partie, nous ne donnerons pas une preuve complète de ce théorème. En effet
une grande partie de la preuve consiste en une variation de la preuve du Théorème 3.4
donné dans la Section 3.2 et du Théorème 3.8 donné dans la Section 3.4.1.

Supposons par contradiction M un matroïde régulier tel que tout élément appartienne à
au moins t triangles pour 1 ≤ t ≤ 5 mais ne contenant pas M(Kt+2) comme mineur et tel
que M soit minimal en nombre d’éléments. Par le Lemme 3.42, à la manière de la preuve
du Théorème 3.8, on peut prouver que M est 3-connexe si on assume qu’un élément e ou
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que les éléments d’un triangle T de M puisse ne pas appartenir à au moins t triangles.
Par la caractérisation des matroïdes réguliers de Seymour (Théorème 2.31), M est soit
un matroïde graphique, soit un matroïde co-graphique, soit est isomorphe au matroïde
R10, soit il est issu d’une séquence de 3-somme. Comme R10 est sans triangles, M ne peut
être isomorphe à R10. De plus si M était issu d’une 3-somme, comme M est régulier (et
donc binaire en particulier), par le Lemme 3.42, on pourrait trouver un contre-exemple
plus petit, ce qui contredirait la minimalité de M. Ainsi M est soit graphique soit co-
graphique. Par le Lemme 3.44, M n’est pas co-graphique. On conclut la preuve de ce
théorème en utilisant le lemme suivant.

Lemme 3.46

Soit G un graphe tel que tout élément appartienne à au moins t triangles, pour 1 ≤ t ≤ 5,
sauf éventuellement pour une unique arête e ou pour les arêtes d’un triangle T de G, alors
G contient le graphe Kt+2 comme mineur.

Nous ne donnerons pas la preuve de ce théorème. La preuve consiste en une modifica-
tion de la preuve du Théorème 3.2 donné dans la Section 3.1 et de la preuve du Théo-
rème 3.4 donné dans la Section 3.2. Le théorème de Mader nous permet en effet d’af-
firmer l’existence d’un sommet de petit degré qui ne soit pas incident à l’arête e ou aux
arêtes du triangle T.

3.4.3 Preuve du Théorème 3.10

Dans cette partie, nous allons prouver le Théorème 3.10 dont la preuve repose sur le
Théorème 2.32 dû à Oxley [55]. On va d’abord montrer la propriété suivante qui nous
permettra de traiter le cas des matroïdes 3-connexes par la suite.

Propriété 3.47

Soit M un matroïde ternaire 3-connexe sans mineur M(K4) avec au moins deux éléments
tel que tout élément appartienne à 2 triangles, sauf peut-être pour un élément e, alors M
contient un mineur P7 ou est isomorphe à U2,4.

PREUVE . Par le Théorème 2.32, M est isomorphe à une whirl Wr , à J ou a un mineur 3-
connexe du matroïde de Steiner S(5,6,12). Toute whirl Wr pour r ≥ 3 contient au moins
deux éléments qui n’appartienent pas à deux triangles et le matroïde J contient un mi-
neur P7 ([55, (2.9)]). De plus, nous avons vérifié (par ordinateur) que chacun des mineurs
3-connexe de S(5,6,12) contient un mineur P7 ou a au moins deux éléments n’apparte-
nant pas à 2 triangles (cf. Annexe A.3). Ainsi M contient un mineur P7 ou est isomorphe
à la whirl W2, i.e. au matroïde U2,4, ce qui conclut la preuve.

Soit M un matroïde ternaire sans mineur K4 tel que tout élément appartienne à au moins
2 triangles. Supposons premièrement que M soit 3-connexe. Alors la Propriété 3.47
conclût la preuve.

Supposons maintenant que M ne soit pas 3-connexe. Par les Propositions 1.9 et 1.11, M
peut s’écrire sous la forme M1⊕k M2 avec k ≤ 2 et où M1 et M2 sont deux mineurs stricts
de M. Sans perte de généralité, on peut supposer que M1 est 3-connexe (en considérant
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un choix de M1 et M2 où |M1| est minimal). De plus, par le Lemme 3.42, tous les éléments
de M1 appartiennent à au moins 2 triangles sauf peut-être pour l’unique élément de
E(M1) ∩ E(M2). Ainsi par la Propriété 3.47, M1 contient un mineur P7 ou bien M1 est
isomorphe à U2,4. Dans le premier cas, comme M1 est un mineur de M alors M contient
un mineur P7. Dans le deuxième cas, supposons par contradiction que M ne contienne
pas de sous-matroïde U2,4. Si M est la somme directe de M1 et M2 alors M1 est un sous-
matroïde de M et contient à U2,4, une contradiction. On en déduit donc que M est la
2-somme de M1 et M2. Notons p l’unique élément de E(M1)∩E(M2). On affirme que
tout élément de E(M1) \ {p} appartient à au plus 1 triangle dans M. En effet, supposons
qu’un élément de E(M1)\{p} appartienne à deux triangles. Alors l’un des deux triangles,
noté T, peux s’écrire, par définition de la 2-somme, sous la forme C1∆C2 où Ci est un
circuit de Mi pour 1 ≤ i ≤ 2. Comme |T| = |C1| + |C2| − |C1 ∩C2| = 3 et que |C1 ∩C2| ≤ 1,
on en déduit que soit |C1| ≤ 3 et |C2| = 2, soit |C1| = 2 et |C2| ≤ 3. Le dernier cas ne se
produit pas car C1 serait un circuit de M1 de taille 2, et comme M1 est isomorphe à U2,4,
il n’en contient pas. Dans le premier cas, comme |C2| = 2 et p ∈ C2 par définition de la 2-
somme, notons C2 = {p, q}. Or comme p ∈ M2 et que l’élément q est parallèle à l’élément
p, on en déduit que M|E(M1)∪{q} est isomorphe à U2,4 donc M contient un sous-matroïde
U2,4, une contradiction.

3.5 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre que le fait d’avoir chaque élément appartenant à k tri-
angles implique l’existence d’un mineur Kk+2 pour k ≤ 5. Pour k = 6, nous avons vu que
ce type de théorème ne se généralise pas directement et certaines obstructions appa-
raissent. Nous conjecturons que le cas k = 7 se généralise de la manière suivante.

Conjecture 3.48

Tout graphe G sans mineur K9 avec δ(G) ≥ 13 a une arête uv telle que u a degré 13 et uv
appartient à au plus 6 triangles.

Conjecture 3.49

Tout graphe G sans mineur K9 avec δ(G) ≥ 11 a une arête uv appartenant à au plus 6
triangles.

Conjecture 3.50

Tout graphe G sans mineur K9 ne contenant pas K2,2,2,2,2,1 comme sous-graphe induit a
une arête uv appartenant à au plus 6 triangles.

Ces conjectures sont motivées par les travaux de Song et Thomas [69] notamment par
le Théorème 2.42 où ils caractérisent les obstructions au théorème de Mader pour les
graphes sans mineur K9. On remarque en particulier que le graphe K2,2,2,3,3 contient des
arêtes n’appartenant pas à au moins 7 triangles.

Dans le cas des matroïdes, le problème apparaît bien plus compliqué. En effet si l’on
connaît une caractérisation des graphes sans mineur Kt pour t ≤ 5 (cf. Section 2.2 du
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Chapitre 2), une telle caractérisation est largement ouverte pour les matroïdes sans mi-
neur Kt pour t ≥ 4. Néanmoins, la question suivante paraît être un problème intéressant.

QUESTION. Pour tout entier t > 0, existe-t-il deux listes finies L et S de matroïdes telles
que :
– pour tout M ∈L ∪S , chaque élément de M appartienne à au moins t triangles, et
– pour tout matroïde M tel que chaque élément de M appartienne à au moins t tri-

angles, il existe S ∈S tel que S soit un sous-matroïde de M ou bien il existe M′ ∈L tel
que M′ soit un mineur de M.

Cette question est ouverte pour t ≥ 4. En particulier, une telle liste contiendra un ma-
troïde uniforme U2,k où k dépend de t ainsi que le matroïde graphique M(Kt+2). Un
premier pas vers cette question serait de le prouver pour les matroïdes représentables
qui présentent de bonnes propriétés structurelles.

Pour t ≥ 8, le problème est ouvert pour les matroïdes graphiques. On conjecture que,
pour les matroïdes graphiques, la liste finie S donnée par la question ci-dessus pour
un t fixé, est un sous-ensemble de la liste des obstructions à la généralisation du théo-
rème de Mader pour les graphes sans mineur Kt+2. Cela justifie en particulier la Conjec-
ture 3.50.
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CHAPITRE

4

Applications

Dans ce chapitre, nous allons étudier les applications des théorèmes introduits dans le
Chapitre 3 notamment relatives aux classes de graphe sans mineurs K7 ou K8. En particu-
lier, nous montrerons :
– une borne sur la nombre total de triangles qu’un graphe sans mineur K7 (resp. sans

mineur K8 ou K2,2,2,2,2) peut avoir.
– que les graphes sans mineurs K7 sont 5-stress free répondant ainsi à une conjecture de

Nevo [53]. Nous montrerons aussi que les graphes sans mineurs K8 et K2,2,2,2,2 sont 6-
stress free, répondant ainsi à un cas particulier d’une seconde conjecture de Nevo.

– que les graphes sans mineur K7 et K8 sont respectivement 8 et 9-coloriables.
– un cas particulier de la conjecture doublement-critique d’Hadwiger due à Kawarabaya-

shi, Toft et Pedersen.
Ces résultats ont été obtenus avec D. Gonçalves [2, 1].

4.1 Densité globale de triangles

Dans cette partie, nous allons étudier la relation entre le nombre de triangles et le
nombre d’arêtes d’un graphe. Notons par ρ =

t
m le ratio entre le nombre de triangles

t et le nombre d’arêtes m d’un graphe G. La question que nous nous poserons est la sui-
vante : pour tout k, quel est le nombre minimum f (k) tel que pour tout graphe G avec
ρ ≥ f (k), G contient un mineur Kk ?

Un k-arbre est un graphe obtenu récursivement de la manière suivante :
– Kk est un k-arbre,
– Si T est un k-arbre alors le graphe obtenu à partir de T en ajoutant un sommet dont le

voisinage est une clique de taille k est un k-arbre.
Pour k ≥ 2, on peut remarquer que les k-arbres avec n ≥ k sommets ont exactement
k(k−1)

2 +k(n −k) arêtes et k(k−1)(k−2)
6 + (n −k) k(k−1)

2 triangles. Ainsi tout k-arbre vérifie :

t =
k −1

2
m −

1

2

(
k +1

3

)
.
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Comme les k-arbres ne contiennent pas de mineur Kk+2 par construction, pour tout
k ≥ 4, il existe des graphes sans mineur Kk avec k−3

2 m −
1
2

(k−1
3

)
triangles.

On en déduit que pour tout k ≥ 4, f (k) ≥ k−3
2 . En effet pour tout ǫ > 0, il existe un en-

tier m et un graphe sans mineur Kk avec m arêtes et tel que k−3
2 − ǫ ≤ ρ ≤

k−3
2 . En fait,

pour 4 ≤ k ≤ 7, le théorème suivant montre que cette borne est la meilleure possible, i.e.
f (k) = k−3

2 .

Théorème 4.1

Pour 4 ≤ k ≤ 7 (resp. k = 8), tout graphe avec m ≥ 1 arêtes et t ≥
m(k−3)

2 triangles a un
mineur Kk (resp. un mineur K8 ou K2,2,2,2,2).

PREUVE . Considérons par contradiction un graphe G non-trivial sans mineur Kk (resp.
sans mineur K8 et K2,2,2,2,2) avec t ≥ m(k−3)/2 triangles. Parmi les graphes possibles, on
considère celui minimisant m (où m ≥ 1).

Pour toute arête uv ∈ E(G), soit Huv = G[N(u)∩N(v)] et on note par n′ et m′ respective-
ment le nombre de sommets et d’arêtes du graphe Huv . Contracter l’arête uv du graphe
Huv induit un mineur propre de G avec exactement 1+n′ arêtes en moins, et au plus
n′+m′ triangles en moins. Par minimalité de G, pour toute arête uv

n′
+m′

>
k −3

2
(1+n′)

ce qui implique que

m′
>

k −3

2
+

k −5

2
n′.

D’un autre côté, on a que n′(n′−1)
2 ≥ m′, ce qui implique que n′ doit vérifier la condition

(n′+ 1)(n′+ 3− k) > 0, c’est-à-dire n′ ≥ k − 2. En reformulant cette condition, on peut
donc dire que toute arête de G appartient à au moins k−2 triangles. Par le Théorème 3.4
(resp. Théorème 3.7), ces graphes contiennent un mineur Kk (resp. K8 et K2,2,2,2,2), ce qui
contredit les hypothèses.

4.2 Rigidité et contraintes dans les graphes

Dans cette partie, nous allons nous intéresser à un problème issu de la rigidité dans les
graphes et plus particulièrement aux structures de tenségrité. Une structure de tensé-
grité est un système physique composé d’un ensemble fini de barres et de câbles joints
par leurs extrémités.

Plus spécifiquement, soit p = (p1, . . . , pn) une configuration de points de R
d . Notons que

chaque pi est alors un vecteur de dimension d .

A chaque barre ou câble d’extrémités pi et p j , on associe un scalaire ωi j qui peut être
pensé comme la force de tension ou de compression par unité de longueur entre les
points pi et p j , où ωi j < 0 pour une force de tension et ωi j > 0 pour une force de com-
pression. Par convention, on définit ωi i = 0 pour tout i . On peut alors associer une éner-
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gie au système total p que l’on note Eω(p) définie par

Eω(p) =
1

2

∑

i , j
ωi j (pi −p j )2.

Par la suite, nous nous intéresserons uniquement aux configurations d’énergie mini-
males (i.e. qui induisent un système en équilibre). Pour cela, nous pouvons étudier les
minimums de la fonction Eω(p). Étant donné une direction p ′ = (p ′

1, . . . , p ′
n) ∈ R

n , on a
que

Eω(p + t p ′) =
1

2

∑

i , j
ωi j

(
(pi −p j )2

+2t (pi −p j )(p ′
i −p ′

j )+ t 2(p ′
i −p ′

j )2
)

.

En considérant maintenant la dérivée directionelle suivant la direction p ′ et en évaluant
à t = 0, on obtient l’équation suivante qui caractérise les mimimums de la fonction
Eω(p) :

d

d t
Eω(p + t p ′)|t=0 =

∑

i , j
ωi j (pi −p j )(p ′

i −p ′
j ) = 0.

Comme l’équation précédente doit être valide pour toute direction p ′, on en déduit que
l’équation précédente ne dépend pas de p ′. L’équation précédente est donc vérifiée si et
seulement si la condition d’équilibre suivante est vérifiée pour tout i :

∑

j
ωi j (pi −p j ) = 0.

On définit alors un stress d’un système de tenségrité comme un vecteur ω= (. . . ,ωi j , . . .)
satisfaisant la condition d’équilibre précédente. Il est évident que la fonction identique-
ment nulle ω = 0 satisfait toujours cette condition. On appelle alors ce stress le stress
trivial.

Tout système de tenségrité peut être représenté par un graphe pondéré. En effet on peut
considérer que chaque point du vecteur p est un sommet et chaque barre ou cable d’ex-
trémités i et j est une arête i j de poids ωi j . On peut alors formuler l’exitence d’un stress
dans un graphe plongé. Plus spécifiquement, étant donné un plongement ρ : V 7−→ R

d

d’un graphe G = (V,E). Un stress de ρ est une fonction symétrique ω : E → R telle que
pour tout u ∈ V : ∑

{u,v}∈E
ωuv (ρ(v)−ρ(u)) = 0.

Autrement dit on veut que la condition d’équilibre soit vérifiée pour tout sommet du
graphe G. La question de l’existence d’un stress pour un graphe motive la définition
suivante.

Définition 4.2

Soit G = (V,E) un graphe. Un plongement ρ : V 7−→ R
d de G est sans d-stress si tout stress

de G est trivial (i.e. ω= 0).

Le problème de la définition précédente est qu’elle est dépendante du plongement ρ du
graphe. La définition suivante est indépendante du plongement du graphe.
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Définition 4.3

Soit G un graphe. G est génériquement sans d-stress si l’ensemble de ses plongements
sans stress est ouvert et dense dans l’ensemble des plongements de G.

Notons que l’espace des plongements d’un graphe dans l’espace euclidien de dimension
d est isomophe à R

dn . En effet chaque sommet du graphe peut alors être représenté par
un vecteur de dimension d et le graphe contient n sommets. Ainsi un point dans l’espace
R

dn représente un plongement de G dans Rd . De plus, tout graphe génériquement sans
d-stress a au plus dn −

(d+1
2

)
arêtes [53].

Par la suite nous aurons aussi besoin de la notion de rigidité dans les graphes. On
note par d(a,b) la distance euclidienne entre deux points a et b. Un plongement
f : V → R

d est dit d-rigide si il existe ǫ > 0 tel que si g : V → R
d vérifie

d( f (v), g (v)) < ǫ pour tout v ∈ V(G) et si d(g (u), g (v)) = d( f (u), f (v)) pour toute arête
uv alors d(g (u), g (v)) = d( f (u), f (v)) pour toute paire de sommets (u, v) ∈ V(G)2. Autre-
ment dit si toute perturbation de G qui préserve la distance entre les sommets adjacents
est induite par une isométrie de R

d . On dit qu’un graphe G est génériquement d-rigide
si l’ensemble de ses plongements d-rigides est ouvert et dense dans l’ensemble de ses
plongements. Notons ainsi que le graphe Kn est génériquement d-rigide pour tout n.

Nous utiliserons ce fait dans le théorème suivant dû à Asimov et Roth [8] dans le cas
particulier où l’intersection de deux graphes est une clique.

Théorème 4.4 (Asimov & Roth, 1979, [8])

Soit G1 et G2 deux graphes génériquement sans k-stress tels que G1∩G2 est génériquement
k-rigide, alors G1 ∪G2 est génériquement sans k-stress.

La théorie de la rigidité trouve ses racines chez Cauchy et Maxwell. Ces derniers ce sont
notamment intéressés à la rigidité des polyèdres de dimension 3 (i.e. à la rigidité de leurs
1-squelettes). Ils ont notamment prouvé les théorèmes suivants.

Théorème 4.5 (Cauchy, 1813, [14])

Tout polyèdre convexe est sans 3-stress.

Théorème 4.6 (Maxwell, 1864, [50])

Tout polyèdre admet un 2-stress non trivial.

Par le théorème de Steinitz, il existe une correspondance entre polyèdres et graphes pla-
naires 3-connexes. En particulier, on peut reformuler le théorème de Maxwell en disant
que tout graphe planaire 3-connexe admet un 2-stress non trivial.

Dans le cas de la dimension 3, Glück généralisa le théorème de Cauchy de la manière
suivante.

Théorème 4.7 (Gluck, 1974, [31])

L’ensemble des polyèdres n’admettant pas de 3-stress non-trivial est ouvert et dense dans
l’ensemble de tous les polyèdres.
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En terme de graphes, ceci revient à dire que tout graphe planaire 3-connexe est généri-
quement sans 3-stress.

En 2007, Nevo [53] généralisa ce résultat aux graphes sans mineur K5. Plus précisément
il prouva le résultat suivant :

Théorème 4.8 (Nevo, 2007, [53])

Pour 3 ≤ r ≤ 6, tout graphe sans mineur Kr est génériquement sans (r −2)-stress.

Nevo a conjecturé que ce théorème pouvait s’étendre au cas r = 7. Le théorème suivant
prouve cette conjecture.

Théorème 4.9 (Albar & Gonçalves, 2012, [2])

Tout graphe sans mineur K7 est génériquement sans 5-stress.

Pour le cas des graphes sans mineurs K8, ce théorème ne peut pas se généraliser directe-
ment, en effet une obstruction apparaît dans ce cas. Le graphe K2,2,2,2,2 est sans mineur
K8 mais à trop d’arêtes pour être génériquement sans 6-stress car tout graphe généri-
quement sans d-stress a au plus dn −

(d+1
2

)
arêtes.

Théorème 4.10 (Albar & Gonçalves, 2012, [2])

Tout graphe sans mineur K8 ne contenant pas K2,2,2,2,2 comme sous-graphe est générique-
ment sans 6-stress.

Les preuves des théorèmes 4.9 et 4.10 sont similaires et reposent toutes deux sur le théo-
rème suivant de Whiteley [81].

Théorème 4.11

Soit G′ le graphe obtenu à partir de G en contractant une arête uv. Si u et v ont au plus
d −1 voisins communs et si G′ est génériquement sans d-stress alors G est génériquement
sans d-stress.

Prouvons maintenant les théorèmes 4.9 et 4.10.

PREUVE . Supposons que G soit sans mineur K7 (resp. sans mineur K8 ni K2,2,2,2,2). Sans
perte de généralité, on peut supposer que G est connexe. Maintenant, contractons les
arêtes appartenant à au plus 4 (resp. 5) triangles tant qu’il en existe et notons par G′ le
graphe ainsi obtenu. Par construction, toute arête de G′ appartient à 5 (resp. 6) triangles.
De plus G′ est un mineur de G et est donc sans mineur K7 (resp. sans mineur K8 et sous-
graphe K2,2,2,2,2). Par le Théorème 3.4 (resp. 3.7), G′ est le graphe trivial à un sommet.
Ce graphe est trivialement génériquement sans 5-stress (resp. 6-stress), et donc par le
Théorème 4.11, G est aussi génériquement sans 5-stress (resp. sans 6-stress).

Nevo proposa la conjecture suivante qui englobe les Théorèmes 4.9 et 4.10.

Conjecture 4.12 (Nevo, 2007, [53])

Soit G un graphe et k un entier positif. Si µ(G) ≤ k alors G est génériquement sans k-stress,
où µ correspond au paramètre de Colin de Verdière introduit au Chapitre 2.
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Les cas k = 5,6 de cette conjecture peuvent être déduit des Théorèmes 4.9 et 4.10.

Corollaire 4.13

Soit G un graphe tel que µ(G) ≤ 5 (resp. µ(G) ≤ 6) alors G est génériquement sans 5-stress
(resp. sans 6-stress).

PREUVE . Notons que µ(Kr ) = r −1 et que si le complement d’un graphe G à n sommets
est une forêt, alors µ(G) ≥ n −3 (cf. Théorème 2.56). Ainsi on a que µ(K7) = 6, µ(K8) = 7
et µ(K2,2,2,2,2) ≥ 7.

Comme le paramètre µ est mineur-monotone, le graphe K7 (resp. K8 et K2,2,2,2,2) est un
mineur exclu pour la classe de graphe définie par µ(G) ≤ 5 (resp. µ(G) ≤ 6). Ainsi par
le Théorème 4.9 (resp. 4.10), ces graphes sont génériquement sans 5-stress (resp. sans
6-stress).

4.3 Coloration des graphes

Dans cette partie, nous allons nous intéresser à la conjecture d’Hadwiger. Une t-
coloration d’un graphe est une fonction φ : V(G) → {1, . . . , t } telle que φ(u) 6= φ(v) si
uv ∈ E(G). On dit qu’un graphe est t-coloriable s’il existe une t-coloration de ce graphe.
Étant donné un graphe G, on note alors χ(G) = min{t :G est t-coloriable} et on dit que G
est t-chromatique si χ(G) = t . On dit qu’un graphe G est critiquement t-chromatique si
G est t-chromatique et si χ(H) < t pour tout mineur strict H de G. La conjecture d’Had-
wiger [6] affirme que tout graphe critiquement t-chromatique contient un mineur Kt .
La conjecture a été prouvée pour t ≤ 6. Le cas t = 4 a été prouvé par Dirac [24] et est une
conséquence immédiate du Théorème 2.13. Le cas t = 5 est équivalent au théorème des
quatres couleurs par le Théorème 2.14 et à donc été prouvé par Appel et Haken [5, 7].
Enfin le cas t = 6 a été prouvé par Robertson, Seymour et Thomas [60]. Pour cela, ils ont
prouvé que tout contre-exemple minimal au cas t = 6 de la conjecture d’Hadwiger était
un graphe apex. La conjecture d’Hadwiger reste ouverte pour t ≥ 7. Plusieurs résultats
partiels ont été obtenus. Kawarabayashi et Toft ont prouvé que tout graphe sans mineur
K7 ou K4,4 est 6-coloriable. De même, Jakobsen [33] a prouvé que tout graphe sans mi-
neur K=

7 est 6-coloriable, où K=
7 est un graphe obtenu à partir de K7 en supprimant deux

arêtes. Notons qu’il existe deux graphes possibles suivant si l’on supprime deux arêtes
incidentes ou non.

En utilisant les Théorèmes 3.4 et 3.5, on peut prouver le théorème suivant.

Théorème 4.14 (Albar & Gonçalves, 2012, [2])

Tout graphe sans mineur K7 (resp. K8) est 8-coloriable (resp. 10-coloriable).

Dans cette partie, nous prouverons aussi, par des techniques différentes, le théorème
suivant.

Théorème 4.15 (Albar, 2014, [1])

Tout graphe sans mineur K−
7 est 7-coloriable.
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4.3.1 Preuve du Théorème 4.14

Avant de prouver ce théorème, nous avons besoin de plusieurs propriétés et définitions.
Dans la suite nous noterons par α(S) la taille du plus grand stable de G[S].

Lemme 4.16 (Folklore)

Étant donné un graphe G critiquement t-chromatique, pour tout sommet v ∈ V(G) on a
que deg(v)+2−α(N(v)) ≥ t .

PREUVE . Étant donné un sommet v et un stable S de N(v), considérons le graphe G′

obtenu à partir de G en contractant les arêtes entre v et S. Comme G′ est un mineur
strict de G, G′ est (k−1)-coloriable. Étant donné une telle coloration de G′, on peut alors
colorier G \ {v} avec k −1 couleurs de telle manière que tous les sommets de S aient la
même couleur. Dans cette coloration, au plus deg(v)+1−|S| couleurs sont ainsi utilisées
dans N(v). On en déduit donc que deg(v)+2−|S| couleurs suffisent à colorier G, et donc
deg(v)+2−α(N(v)) ≥ k.

Un graphe split est un graphe dont les sommets peuvent être partitionnés en une clique
et un stable. Ces graphes correspondent aux graphes ne contenant pas C4, C5 ou le
graphe 2K2 (l’union disjointe de deux graphes K2) comme sous-graphe induit [28].

Lemme 4.17

Étant donné un graphe G critiquement t-chromatique, tout séparateur (A,B) de G est tel
que G[A∩B] n’est pas un graphe split (i.e. G[A∩B] contient C4, C5 ou 2K2 comme sous-
graphe induit).

PREUVE . Supposons par contradiction qu’il existe un tel séparateur (A′,B′). Cela im-
plique l’existence d’un séparateur (A,B) tel que S = A ∩ B ⊆ A′ ∩ B′, et tel que les
graphes G[A \ S] et G[B \ S] aient une composante connexe notée CA et CB telle que
N(CA) = N(CB) = S. Notons que G[S] est un graphe split et soit I l’un de ses stables maxi-
maux. Soit K = S \ I une clique. Soit GA et GB les graphes obtenus à partir de G[A] et
G[B] respectivement, en identifiant les sommets de I en un unique sommet i . Par maxi-
malité de I, K∪ {i } induit une clique dans chacun de ces graphes. De plus ces graphes
sont des mineurs stricts de G car l’identification des sommets dans I peut être effec-
tuée par contraction des arêtes incidentes à CB et CA respectivement. Ainsi, ces graphes
sont (k −1)-coloriables et ces colorations impliquent l’existence de (k −1)-colorations
compatibles de G[A] et G[B], car dans les deux colorations, les sommets de I utilisent
la même couleur, et chaque sommet de K utilise une couleur distincte. Cela induit une
(k −1)-coloration de G, une contradiction.

On peut maintenant prouver le Théorème 4.14.

PREUVE . Considérons par contradiction qu’il existe un graphe G sans mineur K7 qui ne
soit pas 8-coloriable (resp. un graphe sans mineur K8 qui ne soit pas 10-coloriable). On
choisit ce graphe tel que |E(G)| soit minimal. De fait ce graphe est donc critiquement
9-chromatique (resp. critiquement 11-chromatique).

Pour tout sommet v , comme α(N(v)) est au moins 1, le Lemme 4.16 implique que
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deg(v) > 7 (resp. deg(v) > 9). Si deg(v) = 8 (resp. deg(v) = 10), et comme G est sans mi-
neur K7 (resp. sans mineur K8), on a que α(N(v)) ≥ 2, ce qui contredit le Lemme 4.16.
Finalement si deg(v) = 9 (resp. deg(v) = 11), le Lemme 4.16 implique que 3 >α(N(v)), et
comme N(v) n’est pas une clique, on a que α(N(v)) = 2. Par le Théorème 2.40, on a que
δ(G) = 9 (resp. δ(G) = 11) et, de plus, tout sommet v de degré 9 est tel que α(N(v)) = 2.
Par le Théorème 3.4 (resp. Théorème 3.5), on peut considérer un sommet u de degré 9
(resp. de degré 11) tel qu’il existe une arête uv appartenant à au plus 4 (resp. 5) triangles.
On note H = G[N(u)] et on rappelle que α(H) = 2.

Lemme 4.18

Le graphe H = G[N(u)] ne contient pas de sous-graphe K5 (resp. K6).

PREUVE . Supposons par contradiction que H contient un sous-graphe Kt ayant pour
sommets x1, . . . , xt avec t = 5 (resp. t = 6). Supposons premièrement que le graphe in-
duit par Y = N(u) \ {x1, . . . , xt } soit connexe. Comme δ(G) ≥ 9, tout sommet xi a un voi-
sin dans Y ou un voisin wi dans G \ N[u] Dans ce dernier cas, notons par Ci la com-
posante connexe de G \ N[u] contenant wi . Par le Lemme 4.17 appliqué à la séparation
(N[Ci ],V(G) \ Ci ), N(Ci ) intersecte Y et donc on peut contracter Y∪ (V(G) \ N[u]) en un
seul sommet et ainsi former un sous-graphe Kt+2 avec les sommets u, x1, . . . , xt , ce qui
est une contradiction.

Supposons maintenant que le graphe induit par Y n’est pas connexe et notons
par y1, y2 ∈ Y deux sommets non-adjacents. Comme G est critiquement (2t − 1)-
chromatique, on peut considérer une (2t −2)-coloration du graphe G′ obtenu à partir de
G en contractant les arêtes uy1 et uy2. Cela implique l’existence d’une (2t−2)-coloration
c de G \ u telle que c(y1) = c(y2). Comme cette coloration ne s’étend pas à G, les 2t −1
sommets de N(u) utilisent toutes les 2t − 2 couleurs. Cela implique que les couleurs
utilisées pour les sommets xi ne sont utilisées qu’une seule fois dans N(u) et donc qu’il
existe un sommet z ∈ Y dont la couleur n’est utilisée qu’une fois dans N(u). Supposons
que c(xi ) = i et que c(z) = 7. Étant donné deux couleurs a,b et un sommet v colorié
avec a, la (a,b)-composante de v est la composante connexe contenant v du graphe
induit par les sommets coloriés avec les couleurs a ou b. Pour tout 1 ≤ i ≤ t , supposons
que nous échangions les couleurs dans la (i ,7)-composante de z. Comme cela ne peut
induire une coloration n’utilisant pas toutes les couleurs dans N(u), il existe donc un
chemin (7, i )-bicolorié entre z et xi . Cela est impossible car contracter ces chemins sur
z induirait un sous-graphe Kt+2 (dont les sommets seraient alors u, z, x1, . . . , xt ), ce qui
est une contradiction.

Soit v un sommet de H de degré minimum. Par le choix de u et par le Théorème 3.4
(resp. Théorème 3.5), degH(v) ≤ 4 (resp. degH(v) ≤ 5).

Lemme 4.19

δ(H) = degH(v) = 4 (resp. δ(H) = degH(v) = 5).

PREUVE . Comme α(H) = 2, les non-voisins de v dans H forment une clique. De plus
comme H ne contient pas K5 (resp. K6) comme sous-graphe, on a que 9−1−degH(v) < 5
(resp. 11−1−degH(v) < 6), et donc que degH(v) = 4 (resp. degH(v) = 5).
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Soit y1, . . . , yt avec t = 4 (resp. t = 5) le voisinage de v dans H, et soit K la clique de
taille t formée par ses non-voisins. Par le Lemme 4.18, on peut supposer que y1 et y2

ne sont pas adjacents. Notons que comme α(H) = 2, tout sommet de K est adjacent à y1

ou y2. Comme G est critiquement (2t +1)-chromatique, on considère une 2t-coloration
du graphe G′ obtenu à partir de G en contractant les arêtes uy1 et uy2. Cette coloration
implique l’existence d’une 2t-coloration c de G \ u telle que c(y1) = c(y2). Comme cette
coloration ne peut s’étendre à G, les 2t +1 sommets de N(u) utilisent l’ensemble des 2t
couleurs. En particulier, les couleurs utilisées par K (disons 1, . . . , t ) et y3 (disons 6) sont
utilisées une seule fois dans N(u). Pour tout 1 ≤ i ≤ t , supposons que nous échangions
les couleurs de la (i ,6)-composante de y3. Comme cela ne peut induire une coloration
n’utilisant pas toutes les couleurs dans N(u), il existe donc un chemin (i ,6)-bicolorié
entre y3 et le sommet de K colorié avec la couleur i . C’est impossible car contracter ces
chemins sur le sommet y3 et contracter les arêtes uy1 et uy2 sur v induirait un graphe
Kt+2 dont les sommets seraient l’ensemble {u, v, y3}∪K. Cela conclut la preuve du théo-
rème.

4.3.2 Preuve du Théorème 4.15

Soit G un contre-exemple minimal au Théorème 4.15. G est donc un graphe critique-
ment 8-chromatique sans mineur K−

7 .

Premièrement nous allons prouver que la plupart des sommets de degré 8 de G sont
contenus dans des sous-graphes K5. Ensuite nous utiliserons des techniques introduites
dans [41] pour conclure.

Nous avons besoin du théorème suivant dû à Mader [48].

Théorème 4.20 (Mader, 1968, [48])

Tout graphe critiquement k-chromatique avec au moins 7 sommets et qui ne soit pas iso-
morphe à K7 est 7-connexe pour k ≥ 7.

On en déduit que G est 7-connexe et en particulier que G n’est donc pas une
(K2,2,2,2,K6,4)-cockade. Par le Théorème 2.44, ont en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 4.21

G a moins de 9
2 |V(G)|−12 arêtes.

De plus par le Lemme 4.16, G a degré minimum 8 car si G contenait un sommet u de
degré 7 alors N(u) ne contiendrait pas de stable de taille 2 et donc G contiendrait un
mineur K7, ce qui est en contradiction avec les hypothèses. Dans la suite, nous utilise-
rons les sommets de degré 8 et leurs voisinages pour construire un mineur K−

7 . Le lemme
suivant assure l’existence de tels sommets de degré 8.

Lemme 4.22

G a au moins 25 sommets de degré 8.

PREUVE . Par le Corollaire 4.21, G a moins de 9
2 n−12 arêtes. Supposons que G ait au plus
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24 sommets de degré 8. Par le Lemme 4.16, on a vu que G ne contenait pas de sommets
de degré strictement moins que 8. Ainsi, on a la relation suivante.

|E(G)| ≥
9(n −24)+8∗24

2
=

9

2
n −12,

ce qui est une contradiction.

Le lemme suivant est le premier pas pour montrer le théorème.

Lemme 4.23

Soit u un sommet de degré 8, alors soit N(u) contient le graphe K4 comme sous-graphe,
soit N(u) contient le graphe C1,2

8 (i.e. le graphe circulant à 8 sommets avec sauts 1,2 - cf.
Figure 4.1) comme sous-graphe.

v4 v3

v1 v2

v8

v6
v5

v7

FIGURE 4.1 – Le graphe C1,2
8

Avant de prouver le Lemme 4.23, nous avons besoin d’introduire certaines propriétés.
Le lemme suivant peut être déduit directement du théorème des quatres couleurs [5, 7].

Lemme 4.24

Soit x, y et z trois sommets de G, alors G− {x, y, z} est 4-connexe et non-planaire.

PREUVE . La première partie du lemme est évidente par la 7-connexité de G
(Lemme 4.20). Supposons maintenant qu’il existe x, y, z ∈ V(G) tels que G − {x, y, z}
soit planaire. Par le théorème des quatres couleurs G − {x, y, z} est 4-coloriable. Mais
alors cette coloration induit une 7-coloration de G, ce qui contredit les hypothèses.

Nous aurons aussi besoin de la définition suivante, introduite pas Robertson, Seymour
et Thomas [60], ainsi que du théorème correspondant.

Définition 4.25

Soit H un graphe et T = {v1, v2, v3} un triangle. H est dit triangulaire par rapport à T si
l’un des points suivants est vérifié.
– Il existe i (1 ≤ i ≤ 3) tel que H \ vi a degré maximum au plus 2, et H \ vi est soit un cycle

soit un arbre.
– Tous les sommets de H ont degré au plus 3, il existe au plus un sommet v 6= v1, v2, v3 de

degré 3 et H \ {v1, v2, v3} est un arbre.
– Tous les sommets de H ont degré au plus 3, il existe un triangle C avec v1, v2, v3 6∈ V(C),

tout sommet de degré 3 de H est dans {v1, v2, v3}∪V(C), et tout cycles de H à l’exception
de ces deux triangles intersecte à la fois {v1, v2, v3} et V(C).
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Théorème 4.26 (Robertson, Seymour & Thomas, 1993, [60])

Soit v1, v2, v3 un triangle T d’un graphe non-planaire 4-connexe H. Soit Z un sous-graphe
induit de H tel que v1, v2, v3 ∈ Z et tel que Z ne soit pas triangulaire par rapport à T. Alors
il existe Z1,Z2 des sous ensembles de V(H) \ {v1, v2, v3} disjoints tels que Z1 ∩Z,Z2 ∩Z 6= ;

et tels que (v1, v2, v3,Z1,Z1) soit une mineur K5 de H.

On peut maintenant prouver le Lemme 4.23.

PREUVE . Soit u un sommet de degré 8 de G tel que N(u) ne contienne pas K4 comme
sous-graphe.

Propriété 4.27

N(u) est 4-connexe.

PREUVE . Soit (A,B) une séparation minimale de N(u). Comme N(u) ne contient pas
de stables de taille 3 par le Lemme 4.16, pour toute paire de sommets v, v ′ ∈ A \ B et
tout sommet w ∈ B \ A, l’ensemble {v, v ′, w} contient au moins une arête. Cette arête
ne peut pas être v w ou v ′w car (A,B) est une séparation de N(u) par hypothèse. On en
déduit donc que les sommets v et v ′ doivent être adjacents. On en déduit que les graphes
induits par les ensembles de sommets A \ B et B \ A sont des graphes complets.

Supposons maintenant que (A,B) soit une séparation d’ordre 0 ou 1, alors soit |A\B| ≥ 4,
soit |B \ A| ≥ 4. Par la remarque précédente, N(u) contient un sous-graphe K4, ce qui est
une contradiction.

Supposons que (A,B) soit une séparation d’ordre 2, alors, dans ce cas, |A\B| = |B\A| = 3.
Soit v ∈ A∩B. Comme le graphe induit par N(u) est sans sous-graphe K4 et comme les
graphes induits par A \ B et B \ A sont des triangles, il existe un sommet w ∈ A \ B tel que
v w ne soit pas une arête de N(u). De la même manière, il existe un sommet w ′ ∈ B\A tel
que v w ′ ne soit pas une arête de N(u). Comme (A,B) est une séparation de N(u), alors
{v, w, w ′} est une stable de taille 3, ce qui est une contradiction.

Supposons finalement que (A,B) soit une séparation d’ordre 3. Par la remarque précé-
dente, |B\A| ≤ 3 et |A\B| ≤ 3. Comme |N(u)| = 8 et |A∩B| = 3, on peut supposer sans perte
de généralité que |A \ B| = 3 et que |B \ A| = 2. On note A∩B = {s1, s2, s3} et B \ A = {b1,b2}.
Supposons qu’il existe un sommet si , 1 ≤ i ≤ 3 et un sommet b j , 1 ≤ j ≤ 2, tels que si b j

ne soit pas une arête, alors comme N(u) n’a pas de stable de taille 3, si est adjacent à
tous les sommets du triangle A \ B mais dans ce cas N(u) contient un sous-graphe K4,
une contradiction. Ainsi, on peut supposer que b1 et b2 sont adjacents à tous les som-
mets de A∩B.

Maintenant comme N(u) ne contient pas de sous-graphe K4, A∩B est un stable car si les
sommets si et s j étaient adjacents pour 1 ≤ i < j ≤ 3, alors {b1,b2, si , s j } serait un sous-
graphe K4, ce qui serait une contradiction. Mais dans ce cas A∩B est un stable de taille
3, ce qui contredit les hypothèses.

La propriété ci-dessus va nous servir à montrer que N(u) est planaire.
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Propriété 4.28

N(u) est planaire.

PREUVE . Supposons que N(u) ne soit pas planaire. Comme N(u) est 4-connexe par
la propriété précédente, alors N(u) contient un mineur K5 par le théorème de Wag-
ner (Théorème 2.14). Comme G n’est pas isomorphe à N[u] (car G contient au moins
25 sommets), alors il existe w ∈ G \ N[u]. Comme G est 7-connexe, par le théorème de
Menger, il existe 7 chemins intérieurement sommet-disjoint entre u et w . Notons les
P1,P2, . . . ,P7. On peut supposer que ces chemins sont de longueur minimale et dans ce
cas, ces chemins intersectent N(u) au plus en un seul sommet. S’il existe 8 chemins in-
térieurement sommet-disjoint entre u et w , alors il existe un chemin entre w et chacun
des sommets de N(u). Comme N(u) contient un mineur K5, alors N(u) avec les sommets
u et w ainsi ques les 8 chemins entre N(u) et w induit un graphe contenant un mineur
K−

7 , ce qui est une contradiction.

Soit donc v l’unique sommet de N(u) qui ne soit pas contenu dans l’un des 7 chemins
entre N(u) et w . Par le théorème de Ramsey, comme N(u)\{v} a 7 sommets et ne contient
pas de stables de taille 3, alors il contient un triangle. Notons par v1, v2 et v3 les sommets
de ce triangle. Comme N(u) est 4-connexe, N(u) n’est pas triangulaire par rapport au
triangle {v1, v2, v3}, et comme il n’est pas non plus planaire, alors par le Théorème 4.26,
il existe Z1 et Z2 tels que (v1, v2, v3,Z1,Z2) soit une mineur K5. Comme N(u) ne contient
pas de sous-graphe K4, alors |Z1|, |Z2| ≥ 2, donc les deux ensembles Z1 et Z2 intersectent
au moins un des 7 chemins Pi , 1 ≤ i ≤ 7. Ainsi (v1, v2, v3,Z1,Z2,u,

⋃
1≤i≤7

(V(Pi ) \ N[u])) est

un mineur K−
7 , ce qui est une contradiction.

Propriété 4.29

G[N(u)] ne contient pas de sommets de degré 6 ou plus.

PREUVE . Supposons que G[N(u)] contienne un sommet v de degré plus grand ou égal à
6, alors le graphe induit pas N(v) dans G[N(u)] ne contient pas de stable de taille 3, mais
par le théorème de Ramsey, il contient un triangle. Ainsi N(u) contient un sous-graphe
K4, ce qui contredit les hypothèses.

Propriété 4.30

Le voisinage dans G[N(u)] de tout sommet de N(u) est un chemin de taille 4, un 4-cycle ou
un 5-cycle.

PREUVE . Comme N(u) est 4-connexe, ses sommets ont degré au moins 4 et au plus 5
par la Propriété 4.29. Soit v un sommet de degré 4 dans N(u). Notons par v1, v2, v3 et
v4 ses voisins. Supposons que le voisinage ne soit ni un chemin ni un 4-cycle. Comme
le voisinage de v est sans triangles et ne contient pas de stable de taille 3, il doit être
composé de deux arêtes disjointes, disons v1v2 et v3v4. Notons par x, y et z les trois
sommets dans N(u) \ {v, v1, v2, v3, v4}. {x, y, z} est un triangle car autrement il existerait
un stable de taille 3 avec v .

Tout sommet dans {v1, v2, v3, v4} est adjacent à exactement deux sommets dans {x, y, z}.
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En effet, si l’un de ces sommets était adjacent à un seul sommet de {x, y, z} alors ce som-
met aurait degré 3 dans N(u), ce qui contredirait le fait que N(u) est 4-connexe. De la
même manière, si l’un de ces sommets était adjacent à tous les sommets de {x, y, z} alors
N(u) contiendrait un sous-graphe K4, ce qui contredirait les hypothèses. Alors comme
il y a 8 arêtes entre {v1, v2, v3, v4} et {x, y, z} et comme les sommets de N(u) ont degré
au plus 5 (Propriété 4.29), il existe un sommet de degré 5 dans l’ensemble {x, y, z}. Sans
perte de généralité, on peut supposer que ce sommet est x. Par symétrie, on peut suppo-
ser que x est adjacent à v1, v2 et v3. Maintenant comme tout sommet de {v1, v2, v3, v4} est
adjacent à deux sommets dans {x, y, z}, v1, v2 et v3 sont adjacents soit à y soit à z. Mais
dans ce cas (v1, v2, v3, v, x, {y, z}) est un mineur K3,3, ce qui contredit la Propriété 4.28.

Si v est un sommet de degré 5, alors comme N(v) ne contient pas de stable de taille 3 ni
de triangles, alors N(v) ne peut être isomorphe qu’à un 5-cycle.

Comme N(u) est planaire, il a au plus 18 arêtes par le Théorème 2.40, donc il contient
au moins quatre sommets de degré 4. Soit v un tel sommet. Notons par v1, v2, v3 et
v4 ses voisins et par x, y et z ses non-voisins. {x, y, z} est un triangle car autrement
N(u) contiendrait un stable de taille 3 avec v . Alors C = {v1, v2, v3, v4} peut induire un
4-chemin ou un 4-cycle.

Supposons que C soit un 4-chemin. Le voisinage de v1 ne peut pas induire un 4-cycle ou
un 5-cycle car cela contredirait le fait que C induise un 4-chemin. Donc v1 a degré 4 et
son voisinage est un 4-chemin. Par symétrie, on peut supposer que le voisinage de v1 est
le 4-chemin v v2x y . De plus {z, v3, v4} est un triangle car autrement N(u) contiendrait un
stable de taille 3 avec v1. Mais y est adjacent à au moins 1 autre sommet de C car il serait
de degré 3 autrement, ce qui contredirait le 4-connexité de N(u). La planarité de N(u)
force y à être adjacent à v4, mais dans ce cas N(u) contient C1,2

8 comme sous-graphe.

Supposons maintenant que C est le 4-cycle v1v2v3v4. Supposons que v1 a degré 4 et
supposons que le voisinage de v1 est un 4-chemin, disons v4v v2x. Dans ce cas {v3, y, z}
est aussi un triangle car autrement il existerait un stable de taille 3 avec v1. Comme y et
z ont degré au moins 4 dans N(u) et comme y, z 6∈ N(v)∪N(v1) alors y et z sont tout les
deux adjacents à au moins un sommet de l’ensemble {v2, v4}. De plus y et z ne peuvent
être tous les deux adjacents à un même sommet de cet ensemble car autrement cela for-
merait un sous-graphe K4 avec v3. Donc soit y est adjacent à v2 et z est adjacent à v4, soit
y est adjacent à v4 et z est alors adjacent à v2. Dans les deux cas, après avoir supprimé
l’arête v2v3, le graphe obtenu est isomorphe à C1,2

8 . Notons que les même arguments
s’appliquent lorsque le voisinage de v1 est un 4-cycle en supprimant l’arête v4x à la fin.

Supposons maintenant que v1 a degré 5 et donc son voisinage est le 5-cycle v4v v2x y .
Alors z est adjacent à v3 car autrement {v1v3, z} serait un stable de taille 3. Comme z a
degré au moins 4 dans N(u), que N(u) est planaire et sans sous-graphe K4, il est aussi
adjacent à au moins un sommet de l’ensemble {v2, v4}. Mais si z est adjacent à v2 alors
après avoir supprimé l’arête v1v2, le graphe obtenu est isomorphe à C1,2

8 , et si z est ad-
jacent à v4 alors après avoir supprimé l’arête v1v4, le graphe obtenu est à nouveau iso-
morphe à C1,2

8 .
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Lemme 4.31

Soit u et u′ deux sommets de G de degré 8 tels que N(u) et N(u′) contiennent le graphe C1,2
8

comme sous-graphe, alors u et u′ ne sont pas adjacents.

PREUVE . Supposons que u et u′ soient adjacents. Comme tous les sommets de N(u)
ont degré au moins 4 et que u′ ∈ N(u) par hypothèse, on note par v1, v2, v3 et v4 les
quatre voisins de u′ dans le sous-graphe C1,2

8 de N(u). Ces quatres sommets induisent
un chemin dans ce sous-graphe, disons v1v2v3v4. Notons par w1, w2 et w3 les sommets
de N(u) \ {u′, v1, v2, v3, v4} de telle manière à ce que w1 soit l’unique sommet adjacent à
la fois à v1 et v2 et que w2 soit l’unique sommet adjacent à v3 et v4 (cf. Figure 4.2).

FIGURE 4.2 – Voisinage de u

Considérons maintenant le graphe H = G \ {u, w1, w2}. H est 4-connexe et n’est pas pla-
naire par le Lemme 4.24. Soit Z = {w3,u′, v1, v2, v3, v4}, alors Z n’est pas triangulaire par
rapport à {u′, v1, v2} car u′ a degré 4 dans Z. Ainsi par le Théorème 4.26, il existe Z1 et
Z2 tels que (u′, v1, v2,Z1,Z2, {w1, w2}) soit un mineur K−

7 de G, ce qui est une contradic-
tion.

Le lemme suivant est la clé pour prouver que la plupart des sommets de degré 8 sont
contenus dans un sous-graphe K5.

Lemme 4.32

Soit u et u′ deux sommets de degré 8 tels que N(u) et N(u′) contiennent le graphe C1,2
8

comme sous-graphe et tels que |N(u)∪N(u′)| ≥ 9, alors G contient un mineur K−
7 .

PREUVE . Par le Lemme 4.31, on peut supposer que u et u′ ne sont pas adjacents. Notons
par v1, . . . , v8 les sommets de N(u) comme indiqués sur la Figure 4.1. Comme G est 7-
connexe, il existe 7 chemins interieurement sommet-disjoint entre u et u′ qui induisent
7 chemins disjoints entre N(u) et N(u′). Notons que certains de ces chemins peuvent
être de longueur nulle si les voisinages s’intersectent. En contractant les chemins de
longueur non-nulle, on obtient un graphe G′ tel que |N(u)∪N(u′)| ≥ 9. On considèrera
uniquement ce graphe par la suite. Par construction de G′, N(u) contient toujours C1,2

8
comme sous-graphe.

Par la symmétrie du graphe C1,2
8 , on peut supposer que v1 est le seul voisin de u qui ne
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soit pas un voisin de u′. En particulier, on a que vi ∈ N(u′) pour tout i ≥ 2. Mais alors
(u, {u′, v5}, v2, v3, v6, v7, {v1, v4, v8}) est un mineur K−

7 de G′ (en effet seul v3 et v6 ne sont
pas adjacents) et est donc un mineur K−

7 de G, ce qui est une contradiction.

Propriété 4.33

Soit u et u′ deux sommets de degré 8 tels que N(u) et N(u′) contiennent le graphe C1,2
8

comme sous-graphe, alors N(u) 6= N(u′).

PREUVE . Supposons qu’il existe deux sommets u et u′ de degré 8 tels que N(u) = N(u′).
Alors on peut construire un mineur K−

7 dans G en utilisant la contruction donnée dans
la preuve du Lemme 4.32, ce qui est une contradiction.

Propriété 4.34

Au plus un sommet de degré 8 a un voisinage contenant le graphe C1,2
8 comme sous-

graphe.

PREUVE . Supposons qu’il existe deux sommets de degré 8 tels que leurs voisinages
contiennent le graphe C1,2

8 comme sous-graphe. Par la Propriété 4.33, ces deux som-
mets ont un voisinage différent. Par le Lemme 4.32, cela implique qu’il existe un mineur
K−

7 dans G, une contradiction.

Lemme 4.35

Il existe au moins 5 K5 différents dans G.

PREUVE . Par le Lemme 4.22, il existe au moins 25 sommets de degré 8 dans G et par
le Lemme 4.34, au plus un de ces sommets contient le graphe C1,2

8 dans son voisinage.
Par le Lemme 4.23, cela implique qu’il existe au moins 24 sommets dont le voisinage
contient un sous-graphe K4. Comme tout sous-graphe K5 au plus 5 sommets de degré 8,
il y a au moins ⌈24

5 ⌉ = 5 sous-graphe K5 différents dans G.

Le lemme suivant est la dernière clé nécessaire pour finir la preuve du Théorème 4.15. Il
utilise des techniques introduites par Kawarabayashi et Toft [41].

Lemme 4.36

Il existe 3 copies différentes de K5, L1, L2 et L3 telles que |L1 ∪L2 ∪L3| ≥ 12.

PREUVE . Supposons par contradiction qu’auncun triplet de copies de K5, notées Li , L j

et Lk , sont telles que |Li ∪L j ∪Lk | ≥ 12. Les propriétés énoncés ci-dessous permettent de
conclure le lemme.

La première propriété se déduit aisément de la 7-connexité de G.

Propriété 4.37

G ne contient pas de sous-graphe K−
6 .

PREUVE . Suppposons que G contienne un sous-graphe K−
6 . Comme G n’est pas iso-

morphe à K−
6 , il existe un sommet x qui ne soit pas contenu dans ce K−

6 . Comme G
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est 7-connexe, par le théorème de Menger, il existe 7 chemins intérieurement sommet-
disjoint entre x et les sommets du sous-graphe K−

6 . Cela induit un mineur K−
7 dans G,

une contradiction.

Propriété 4.38

Toute paire de sous-graphes isomorphes à K5 s’intersectent sur au plus 2 sommets.

PREUVE . Soit L1 et L2 deux copies de K5 de G et supposons qu’elles s’intersectent sur
4 sommets, alors G contient K−

6 comme sous-graphe, contredisant la Propriété 4.37. Si
elles s’intersectent sur 3 sommets, alors notons par S l’ensemble des sommets de L1∩L2

et par H l’ensemble des sommets de L1∆L2. Par le Lemme 4.24, G \ S est 4-connexe et
n’est pas planaire donc par le Théorème 2.34, il existe un mineur K4 enraciné en H dans
G \ S, ce qui induit un mineur K7 dans G, une contradiction.

Propriété 4.39

Aucune paire de copies de K5 ne sont disjointes.

PREUVE . Supposons que L1 et L2 soient deux copies disjointes de K5. Soit L3 une copie
de K5 différente de L1 et L2. Comme |L1 ∪L2 ∪L3| < 12, on en déduit que |L3 ∩Li | ≥ 2
pour 1 ≤ i ≤ 2. De plus, par la Propriété 4.38, |L3 ∩L1| = 2 et |L3 ∩L2| = 2. Notons alors
L3 ∩L1 = {a,b} et L3 ∩L2 = {c,d} (cf. Figure 4.3).

L1 L2

L3

ca
b

d

FIGURE 4.3 – Cas où L1 et L2 sont disjoints

Maintenant G\{a,b,c,d} est 3-connexe donc par le théorème de Menger, il existe 3 che-
mins intérieurement sommet-disjoint P1, P2 et P3 entre L1 \{a,b} et L2 \{c,d}, mais dans
ce cas (a,b,c,d ,V(P1),V(P2),V(P3)) est un mineur K7, une contradiction.

Propriété 4.40

Aucune paire de K5 ne s’intersectent sur exactement un sommet.

PREUVE . Soit L1 et L2 deux copies de K5 et supposons que L1 ∩L2 = {x}. Soit L3 un copie
de K5 différente de L1 et L2. Par la Propriété 4.39, L3 intersecte L1 et L2.

Supposons que x ∈ L3. Comme |L1 ∪ L2 ∪ L3| < 12, |L1 ∩ L3| = |L2 ∩ L3| = 2. Soit
y ∈ (L1 ∩ L3) \ {x}. G \ {x, y} est 5-connexe et non-planaire par le Lemme 4.24. Soit
Z = (L1 ∪ L2 ∪ L3) \ {x, y} et soit T = L2 \ L3 = {v1, v2, v3} (cf. Figure 4.4). Z n’est pas tri-
angulaire par rapport à T, et donc il existe Z1 et Z2 tels que (v1, v2, v3,Z1,Z2) est un mi-
neur K5 de G \ {x, y} et tels que Z1 ∩Z 6= ; et Z2 ∩Z 6= ;. Comme y est adjacent à tous
les sommets de Z n’appartenant pas à T et quitte à rajouter les sommets de Z \ (Z1 ∩Z2)
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L1

L2

L3

v1

v2
v3

y

x

FIGURE 4.4 – Cas où L1 ∩L2 = {x} et L1 ∩L2 ∩L3 = {x}

dans l’ensemble Z1 ou Z2, on peut supposer que y est adjacent à Z1 ou Z2. Sans perte
de généralité, on suppose donc que y est adjacent à Z1. Ainsi (v1, v2, v3,Z1,Z2, x, y) est
un mineur K−

7 de G (seuls y et Z2 peuvent éventuellement ne pas être adjacents), une
contradiction.

Supposons maintenant que x 6∈ L3. Comme |L1 ∪L2| = 9 et |L1 ∩L2 ∩L3| < 12, par la Pro-
priété 4.38, on peut supposer que |L3 ∩L1| = 2 et on note L3 ∩L1 = {a,b}.

Si |L3 ∩L2| = 1, soit {c} = L3 ∩L2. Maintenant G \ {a,b,c, x} est 3-connexe. Donc par le
théorème de Menger, il existe 3 chemins intérieurement sommet-disjoint P1, P2 et P3

entre (L1 ∪L3) \ {a,b,c, x} et L2 \ {c, x}. Mais dans ce cas (a,b,c, x,V(P1),V(P2),V(P3)) est
un mineur K7, une contradiction.

Si |L3 ∩ L2| = 2, soit {c,d} = L3 ∩ L2. G \ {a,b,c,d , x} est 2-connexe, donc il existe, par
le théorème de Menger, deux chemins intérieurement sommet-disjoint P1 et P2 entre
(L1 ∪L2) \ {a,b,c,d , x} et L2 \ {c,d , x}. Mais alors (a,b,c,d , x,V(P1),V(P2)) est un mineur
K7, une contradiction.

Propriété 4.41

Aucune paire de K5 ne s’intersectent sur exactement deux sommets.

PREUVE . Supposons que L1 ∩L2 = {x, y}. Soit L3 une copie de K5 différente de L1 et L2.
Par les Propriétés 4.38, 4.39 et 4.40, L3 intersecte L1 et L2 sur deux sommets.

Supposons que L1∩L2∩L3 =; et soit L1∩L3 = {u, v} et L2∩L3 = {z, t }. Alors (u, v, x, y, z, t )
est un sous-graphe K6 de G, ce qui contredit la Propriété 4.37.

L1

L2

L3

v1
v2

v3

y
x

z

FIGURE 4.5 – Cas où L1 ∩L2 = {x, y} et L1 ∩L2 ∩L3 = {x}

Supposons que L1 ∩ L2 ∩ L3 = {x} et soit (L1 ∩ L3) \ {x} = {y} et (L2 ∩ L3) \ {x} = {z}.
Maintenant G \ {x, z} est 5-connexe et non-planaire. Soit Z = (L1 ∪ L2) \ {x, z} et soit
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T = {v1, v2, v3} = L2 \ {x, z} (cf. Figure 4.5). Z n’est pas triangulaire par rapport à T, donc
il existe Z1 et Z2 tels que (v1, v2, v3,Z1,Z2) soit un mineur K5 de G \ {x, z}. Sans perte de
généralité, on peut supposer que y ∈ Z1 (en l’ajoutant à Z1 si au départ y 6∈ Z1 ∪Z2) mais
dans ce cas (v1, v2, v3,Z1,Z2, x, z) est un mineur K−

7 de G, une contradiction.

L1

L2

L3

v1

v2
v3

y

x

FIGURE 4.6 – Cas où L1 ∩L2 ∩L3 = {x, y}

Finalement, supposons que L1 ∩ L2 ∩ L3 = {x, y}. Alors G \ {x, y} est 5-connexe et non-
planaire. Soit Z = (L1 ∪L2) \ {x, y} et soit T = {v1, v2, v3} = L1 \ {x, y} (cf. Figure 4.6). Z n’est
pas triangulaire par rapport à T, donc il existe Z1 et Z2 tels que (v1, v2, v3,Z1,Z2) soit un
mineur K5 de G\{x, y}. Mais dans ce cas (v1, v2, v3,Z1,Z2, x, y) est un mineur K7 de G, une
contradiction.

Les Propriétés 4.38, 4.39, 4.40 et 4.41 permettent de conclure la preuve du lemme.

On peut alors conclure la preuve du Théorème 4.15 en utilisant le théorème ci-dessous
dû à Kawarabayashi et Toft [41].

Théorème 4.42 (Kawarabayashi & Toft, 2005, [41])

Soit G un graphe 7-connexe avec au moins 19 sommets. Supposons que G contienne trois
K5 notés L1, L2 et L3 tels que |L1 ∪L2 ∪L3| ≥ 12, alors G contient un mineur K7.

En appliquant ce théorème aux trois K5 donnés par le Lemme 4.36 on obtient une
contradiction.

4.4 Conjecture d’Hadwiger doublement-critique

Un graphe connexe k-chromatique est dit doublement-critique si pour toute arête uv
de G, χ(G \ {u, v}) = χ(G)−2. Il est clair que la clique Kk est un tel graphe. La conjecture
suivante est due à Erdös et Lovász et affirme que les cliques sont les seuls graphes ayant
cette propriété.

Conjecture 4.43 (Erdös & Lovász, 1968, [25])

Si G est un graphe k-chromatique doublement-critique, alors G est isomorphe au graphe
Kk .

Cette conjecture à été prouvée pour k ≤ 5 [70] mais reste ouverte pour k ≥ 6. Kawara-
bayashi, Pedersen et Toft ont formulé une version affaiblie de cette conjecture et de la
conjecture d’Hadwiger.
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Conjecture 4.44 (Kawarabayashi, Pedersen & Toft, 2010, [40])

Si G est un graphe k-chromatique doublement-critique, alors G contient le graphe Kk

comme mineur.

Ils ont de plus prouvé que cette conjecture était vérifiée pour k ≤ 7 [40], mais le cas
k = 8 y est laissé comme un problème ouvert. Pedersen a prouvé que tout graphe 8-
chromatique doublement-critique contient K−

8 comme mineur [56]. Nous allons prou-
ver le cas k = 8 de cette conjecture.

Pour cela, la proposition suivante va nous être utile.

Proposition 4.45 (Kawarabayashi, Pedersen & Toft, 2010, [40])

Soit G 6= Kk un graphe k-chromatique doublement-critique, alors
– le graphe G ne contient pas Kk−1 comme sous-graphe,
– le graphe G a degré minimum au moins k +1,
– pour toute arête uv ∈ E(G) et toute (k−2)-coloration de G−{u, v}, l’ensemble des voisins

communs de u et v contient des sommets de chaque classe de couleur.

Le dernier point de cette proposition implique en particulier que chaque arête appar-
tient à k −2 triangles. La preuve donnée ci-dessous est inspirée de [40].

PREUVE . Supposons que G contienne un sous-graphe H isomorphe à Kk−1. Comme G
est un graphe k-chromatique doublement critique, E(G\H) =; mais comme G n’est pas
réduit à H, il existe v tel que v ∈ G \ H. Or comme deg(v) ≥ k −1 (par une remarque de
Dirac [24]), v est adjacent à tous les sommets de H et donc G contient un sous-graphe
Kk . Mais comme G est minimal, G ≃ Kk , ce qui est une contradiction.

Soit x y une arête de G et j ∈ {1,2, . . . ,k−2} une classe de couleur. Comme G est un graphe
k-chromatique doublement critique, soit φ une (k−2)-coloration de G\{x, y}. On étend
φ à une (k −1)-coloration de G− x y (G moins l’arête x y) en posant φ(x) = φ(y) = k −1.
Supposons maitenant que l’on recolore y en posant φ(y) = j . φ n’est pas une coloration
propre de G − x y car autrement, comme φ(x) 6= φ(y) ce serait une (k − 1)-coloration
de G, contredisant le fait que G est k-chromatique. Ainsi, il existe un chemin entre x
et y alternativement coloré avec les couleurs k −1 et j . Or comme la couleur k −1 est
uniquement utilisée par les sommets x et y par construction, alors ce chemin est de
taille 3. L’argument ci-dessus est valable pour tout j ∈ {1,2, . . . ,k − 2}, ce qui prouve le
premier point.

Prouvons maintenant que G a degré minimum au moins k + 1. Soit x un sommet de
G. Soit z ∈ N(x). Par le point précédent x et z ont k − 2 voisins communs et comme G
ne contient pas Kk−1 comme sous-graphe, il existe y et y ′ deux voisins communs de
x et z non-adjacents. Supposons maintenant que |N(x) \ N[y]| = {y ′}. Alors les voisins
communs de x et y ′ sont contenus dans les voisins communs de x et y . Comme x et
y ′ ont k −2 voisins communs et que G est k-chromatique doublement critique, les voi-
sins communs de x et y ′ utilisent k−2 couleurs différentes dans toute (k−2)-coloration
de G \ {x, y ′}. Il ne reste donc plus de couleur parmi les k − 2 couleurs possibles pour
y , ce qui contredit le fait que G \ {x, y ′} est (k − 2)-coloriable. Ainsi |N(x) \ N[y]| ≥ 2 et
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|N(x)∩N(y)| ≥ k −2. Et comme N(x) = (N(x)∩N(y))∪ (N(x) \ N[y])∪ {y}, on en déduit
que |N(x)| ≥ k +1.

Théorème 4.46

Tout graphe k-chromatique doublement critique avec k ≤ 8 contient Kk comme mineur.

PREUVE . Considérons par contradiction un graphe G k-chromatique doublement-
critique sans mineur Kk . Par le deuxième point de la Proposition 4.45, δ(G) ≥ k+1. Par les
Théorèmes 3.4 et 3.6, ce graphe possède une arête appartenant à au plus k −3 triangles,
ce qui contredit le dernier point de la Proposition 4.45.

Notons que l’on peut prouver le cas k = 8 de ce théorème de manière alternative en
utilisant le Théorème 3.7.

PREUVE . Considérons par contradiction un graphe G 8-chromatique doublement-
critique sans mineur K8. Par le Théorème 3.7, ce graphe a une arête qui appartient à
au plus 5 triangles ou bien il contient K2,2,2,2,2 comme sous-graphe induit. Par la Propo-
sition 4.45, toute arête de G appartient à au moins 6 triangles et donc G contient K2,2,2,2,2

comme sous-graphe induit. Notons par K ⊆ V(G) l’ensemble des sommets contenant
K2,2,2,2,2 comme sous-graphe induit. Comme K2,2,2,2,2 est un graphe sans mineur K8

et maximal pour cette propriété, alors toute composante connexe C de G \ K est telle
que N(C) ⊂ K induit une clique. Comme G est un graphe 8-chromatique doublement-
critique, il existe une 6-coloration de G[N[C]], et une 6-coloration de G \ C. Comme ces
deux graphes s’intersectent sur une clique, on peut combiner leurs colorations et obte-
nir ainsi une 6-colorations de G, ce qui est une contradiction.
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CHAPITRE

5

Sur une conjecture de Barát et
Thomassen

Dans ce chapitre nous prouvons que toute triangulation d’une surface compacte sans
bords différente de la sphère et du plan projectif admet une orientation sans puits telle
que tout sommet a degré sortant divisible par 3. Cela répond à une conjecture de Barát et
Thomassen et constitue un premier pas vers une généralisation des bois de Schnyder aux
surfaces de genre supérieures. Ce résultat à été obtenu avec D. Gonçalves et K. Knauer [3]

5.1 Introduction

On se réfèrera à [52] pour les notations et les définitions utilisées dans ce chapitre. Toute
les surfaces que nous considèrerons par la suite seront compactes et sans bords. Une
carte est un plongement d’un multigraphe G dans cette surface S telle que S \ G soit une
union disjointe de disques topologiques ouverts, appellés faces de la carte. Une trian-
gulation est une carte d’un graphe simple tel que le bord de toute face corresponde à
un cycle de G de taille 3. Un résultat fondamental en topologie affirme que toute surface
admet une carte [74]. Le genre d’une carte sur une surface orientable est 1

2 (2−n+m− f )
et le genre d’une carte sur une surface non-orientable est 2−n+m− f , où n,m, f corres-
pond au nombre de sommets, d’arêtes et de faces de la carte respectivement. La genre
d’Euler d’une carte est 2−n +m − f , i.e. est égal au genre de la surface si la surface est
non-orientable et à deux fois le genre si la surface est orientable. Le genre d’Euler d’une
carte ne dépend que de la surface considérée. Ainsi on peut définir le genre (d’Euler) de
la surface comme le genre d’Euler de n’importe quelle carte sur cette surface. On peut
voir que le nombre d’arêtes m d’une triangulation T d’une surface de genre d’Euler k est
de 3n−6+3k. En effet, comme chaque arête appartient à exactement deux faces, on en
déduit que f =

2m
3 et donc, comme k = 2−n+m− f , que l’on a l’équation 6−3n+m = 3k

(i.e. m = 3n −6+3k). Ainsi le nombre total d’arêtes d’une triangulation est divisible par
3. Barát et Thomassen ont montré, en particulier, que toute triangulation d’une surface
admet une décomposition en griffes (i.e. copies de K1,3). Une décomposition en griffes
induit une orientation du graphe en orientant les arêtes des centres des griffes vers les
feuilles. Avec une telle orientation, tout sommet a degré sortant divisible par 3 et ré-
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ciproquement, si G admet une telle orientation alors G admet une décomposition en
griffes.

Pour les triangulations de surfaces de genre d’Euler plus petit ou égal à 1, ces triangu-
lations ont strictement moins que 3n arêtes et donc toutes les orientations de ces tri-
angulations telles que les sommets aient tous degré sortant divisible par 3 ont néces-
sairement un puit (i.e. un sommet de degré sortant 0). Néanmoins les surfaces de genre
d’Euler plus grand ou égal à 2 ont suffisamment d’arêtes pour ne pas avoir besoin de
puits. Barát et Thomassen ont donc posé la conjecture suivante.

Conjecture 5.1

Soit T une triangulation d’une surface de genre d’Euler k ≥ 2. Alors T admet une orienta-
tion sans puits telle que le degré sortant de chaque sommet est divisible par 3.

Une autre motivation pour cette conjecture est que l’on peut la voir comme un premier
pas vers une généralisation des bois de Schnyder aux surfaces de genre supérieures.
Un bois de Schnyder d’une triangulation planaire est une orientation et une {0,1,2}-
coloration des arêtes intérieures vérifiant, pour tout sommet intérieur v , la règle locale
suivante : en parcourant les arêtes incidentes à v dans le sens direct, on rencontre, dans
l’ordre, une arête sortante de couleur 0, potentiellement plusieurs arêtes entrantes de
couleur 2, une arête sortante de couleur 1, potentiellement plusieurs arêtes entrantes de
couleur 0, une arête sortante de couleur 2, potentiellement plusieurs arêtes entrantes de
couleur 1 et enfin on retrouve l’arête sortante de couleur 0 du départ.

Un problème intéressant consiste alors à généraliser ces règles locales aux triangula-
tion de surfaces de genre d’Euler supérieurs de manière à ce que pour certains som-
mets la règle locale s’applique plusieurs fois autour de ceux-ci. On peut remarquer que
l’existence d’un tel bois de Schnyder impliquerait une orientation satisfaisant la Conjec-
ture 5.1.

Dans les sections suivantes, nous prouvons cette conjecture.

5.2 Préliminaires

Une carte M sur une surface S est caractérisée par un triplet (V(M),E(M),F(M)) formé
par les sommets, les arêtes et les faces de M. La paire (V(M),E(M)) correspond alors au
graphe plongé dans la surface. Une triangulation est une carte telle que chaque face
soit un triangle. Les seules cartes considérées par la suite seront des triangulations. Une
sous-carte M′ d’une triangulation T est un triplet (V′,E′,F′) où V′ ⊆ V(T), E′ ⊆ E(T) et
F′ ⊆ F(T). Notons qu’une sous-carte n’est en général pas une carte. Une sous-carte est
dite fermée si
– pour toute arête uv ∈ E′, {u, v} ⊆ V′, et
– pour toute face f ∈ F′, alors toute arête e incidente à f appartient à E′.
La fermeture cl (M′) d’une sous-carte M′ de M est la plus petite sous-carte fermée de M
contenant M′.
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Dans une sous-carte M′ d’une triangulation T, un angle �e0vet autour d’un sommet v est
une séquence alternée (e0, f1,e1, . . . , ft ,et ), avec t ≥ 1, d’arêtes et de faces incidentes à v
(dans T) et telle que
– les faces fi sont différentes deux-à-deux pour 1 ≤ i ≤ t .
– pour toute face fi avec 1 ≤ i ≤ t , fi est incidente aux arêtes ei−1 et ei ,
– les arêtes e0 et et appartiennent toutes deux à cl (M′),
– aucune des arêtes restantes ei pour 0 < i < t ni des faces fi pour 0 < i ≤ t n’appar-

tiennent à cl (M′).
Les angles que nous considèrerons ici ne sont pas orientés, c’est-à-dire que les angles
(e0, f1,e1, . . . , ft ,et ) et (et , ft ,et−1, . . . , f0,e0) sont identiques. Notons que dans la séquence
(e0, f1,e1, . . . , ft ,et ), on peut avoir e0 = et .

Le bord ∂M′ d’une sous-carte M′ de M est l’ensemble des arêtes de cl (M′) ayant stric-
tement moins que deux incidences à des faces de cl (M′). Cela correspond aussi à
l’ensemble des arêtes appartenant à au moins un angle. On dit que deux angles dis-
tincts (e0, f1,e1, . . . , ft ,et ) et (e ′

0, f ′
1,e ′

1, . . . , f ′
t ,e ′

t ) sont consécutifs sur le bord si et = e ′
0 et

ft = f ′
1. Comme chaque angle a exactement deux côtés (e0 et et dans le cas de l’angle

�e0vet ), on peut définir la séquence bordante comme une collection de séquences cir-
culaires d’angles. Parfois une séquence bordante est notée par une séquence alternée
(â0,e0, â1,e1, . . . , ât ,et ) ou encore par (e0,e1, . . . ,et ) où ei est l’arête commune à âi et
âi+1. Notons qu’une arête e peut apparaître deux fois dans une séquence bordante, par
exemple si e est un isthme de M′. Ainsi, si nécessaire, on se réfèrera à une occurence
spécifique de e dans ∂M′. Par simplicité, la séquence bordante de M′ est aussi noté ∂M′.

Dans la suite, un disque de T est une sous-carte M′ de T homéomorphe à un disque
topologique (ouvert ou fermé). On appelle k-disque un disque dont le bord est un cycle
de taille k. Un 3-disque est dit trivial s’il contient une seule face. Un disque est dit sans
cordes si les sommets sur son bord induisent un cycle sans cordes à l’intérieur du cycle.
Un cycle non-contractible est un cycle dont le bord n’induit pas un disque de T.

Étant donné une triangulation T et un ensemble de sommets X ⊆ V(T), la sous-carte in-
duite T[X] est la sous-carte de T dont l’ensemble de sommets est X, l’ensemble d’arêtes
{uv ∈ E(T)|u, v ∈ X} et l’ensemble de faces {uv w ∈ F(T)|u, v, w ∈ X}. Notons que les sous-
cartes induites sont des sous-cartes fermées.

Étant donné une sous-carte induite M′ = T[X] d’une triangulation T, et une occurence de
l’arête ab ∈ ∂M′ et dont les angles correpondants sont notés â et b̂, il existe un unique
sommet c tel que la face abc de T \ M′ appartiennent aux angles â et b̂. Pour tout tel
sommet c et arête ab ∈ ∂M′, on définit l’opération d’empilage de c sur l’arête ab comme
l’ajout de c à X, c’est-à-dire passer de M′ = T[X] à T[X+ c]. Lorsque l’on empile un som-
met c sur M′ = T[X], le voisinage de c dans M′ est alors M′∩cl (M" \ M′) où M" = T[X+c].
Comme T est simple, notons que ce voisinage est soit un cycle soit une union de che-
mins où l’un de ces chemins contenant au moins une arête (l’arête ab). La Figure 5.1
représente les différentes possibilités d’empiler un sommet c.
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FIGURE 5.1 – Empilement d’un sommet c sur l’arête ab. La zone grisée correspond à la sous carte
avant l’empilement de c. A gauche : un chemin P1 = (u, a,b, v, w). Au millieu : trois chemins

P1 = (u, a,b, v), P2 = (w, x) et P3 = (y). A droite : un cycle C = (u, v, w,b, a).

5.3 Preuve de la Conjecture 5.1

Considérons par contradiction un contre-exemple minimal T. Notons que T ne contient
pas de 3-disque non trivial D′. Autrement, on aurait pu supprimer l’intérieur de D′ et
le replacer par une face. Par minimalité de T, cette nouvelle triangulation admet une
orientation telle que tout sommet a degré sortant non-nul et divisible par 3. Comme D′

est une triangulation planaire, il existe une orientation de ses arêtes intérieures de ma-
nière à ce que les sommets externes et internes aient respectivement degré sortant 0 et
3. C’est le cas pour les orientations induites par un bois de Schnyder sur cette triangula-
tion [65]. Alors l’union de ces deux orientations induit une orientation de T dans laquelle
tous les sommets ont degré sortant divisible par 3. La sous-section suivante donne un
aperçu du reste de la preuve.

5.3.1 Aperçu

On prouvera dans un premier temps que l’on peut partitionner les arêtes d’une triangu-
lation T en quatre graphes :
– Le graphe initial I, qui est une sous-carte induite qui contient un cycle non-

contractible. De plus, I contient une arête e∗ = {u, v} telle que I \ e∗ est un disque D
dont le graphe sous-jacent est un graphe planaire externe maximal avec seulement
deux sommets de degré 2, u et v (cf. Figure 5.2).

– Le graphe de correction B qui est muni d’une orientation acyclique telle que chaque
sommet de V(T) \ V(I) a degré sortant 2, alors que les sommets restants ont degré sor-
tant 0.

– Le chemin de correction G qui est un chemin reliant les sommets u et v .
– Le graphe non-nul R qui est muni d’une orientation telle que les sommets de V(T) à

l’exception des sommets intérieurs de G (i.e. les sommets de V(T)\(V(G)\{u, v})) aient
degré sortant au moins 1.

L’existence d’un tel graphe I est prouvé à la Sous-Section 5.3.2 et l’existence des graphes
B, G et R est prouvé dans la Sous-Section 5.3.3. L’existence de ces trois derniers graphes
est obtenue à partir de la sous-carte I en empilant les sommets les uns après les autres
jusqu’à couvrir la totalité de la triangulation T (cette approche est inspirée de celle utili-
sée dans [13, 10]).
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e∗
u

v

FIGURE 5.2 – Le graphe initial I

Les arêtes de I, B et G seront alors (ré)orientées pour obtenir l’orientation désirée. Le
chemin G quant à lui sera entièrement orienté soit de u vers v , soit en sens inverse en
fonction des corrections à effectuer. Dans tous les cas, ses sommets intérieurs seront
assurés d’avoir degré sortant au moins 1. L’orientation des arêtes de R ne changera pas
et cela assurera donc l’existence d’au moins un arc sortant pour chaque sommet n’étant
pas interne à G. Au final tous les sommets de T seront assurés d’avoir un degré sortant
non-nul, et nous pourrons nous concentrer sur le fait qu’ils aient degré sortant divisible
par 3.

Nous réorienterons les arcs de B afin d’assurer que les sommets V(T) \ V(I) aient degré
sortant divisible par 3 (comme dans [10]). Enfin dans la Sous-Section 5.3.5, nous choisi-
rons l’orientation du chemin G et nous orienterons I de manière à obtenir l’orientation
désirée.

5.3.2 L’existence de I

Pour prouver l’existence du graphe I, nous allons avoir besoin du lemme suivant garan-
tissant l’existence d’une sous-carte contenant un cycle non-contractible mais telle que
la suppression d’un certain sommet induise une sous-carte homéomorphe à un disque.

Lemme 5.2

Toute triangulation T de genre d’Euler au moins 2, admet une sous-carte induite I obtenue
à partir d’un disque D en empilant un sommet v telle que pour toute paire de voisins a et
b de v appartenant à deux chemins distincts du voisinage de v dans D, tout cycle C de I
contenant les arêtes av et ab n’est pas contractible.

PREUVE . Notons que toute face de T est un disque induit. Considérons un disque induit
maximal D de T. Soit x y ∈ ∂D et v le sommet de V(T) \ V(D) tel que v x y ∈ F(T). On note
alors par I la carte obtenue en empilant le sommet v sur l’arête x y . Comme T est de
genre d’Euler au moins 2, le voisinage de v n’est pas un cycle. De plus, comme D est
maximal, il existe au moins deux chemins distincts dans le voisinage de v car autrement
empiler v induirait un disque plus grand, ce qui contredirait sa maximalité. Supposons
par contradiction, qu’il existe un cycle contractible C de I passant par les arêtes av et vb
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où a,b sont des sommets appartenant à deux chemins distincts du voisinage de v dans
D. Comme C est contractible, on note par D′ le disque bordé par le cycle C. Comme I
est induit, D′ contient des sommets n’appartenant pas à I. Soit w un tel sommet. Alors,
comme C est contractible, V(D) ∪ Int(D′) (ie. V(D) ∪ V(D′) \ {v}) induit un disque plus
grand, ce qui contredit la maximalité de D. Ainsi le cycle C est n’est pas contractible, ce
qui termine la preuve du lemme.

Le lemme suivant garantie l’existence d’une sous-carte I avec certaines propriétés qui
permettront d’en déduire l’existence du graphe I par la suite.

Lemme 5.3

Toute triangulation T de genre d’Euler au moins 2 admet une sous-carte I induite conte-
nant un cycle non-contractible et une arête e∗ = uv telle que I\e∗ est un disque D. De plus
cette sous-carte peut être choisie telle que pour chacun des deux (u, v)-chemins de ∂D, ses
sommets intérieurs ont un voisin dans l’intérieur de l’autre (u, v)-chemin.

PREUVE . Soit I une sous-carte induite de T donnée par le Lemme 5.2 de taille minimale.
Par construction, il existe un sommet v de I tel que I\{v} soit un disque (noté D̃) et tel que
I soit obtenu à partir de D̃ en empilant le sommet v sur une arête ab. On note alors par
(w1, . . . , ws) avec s ≥ 2, le chemin du voisinage de v contenant l’arête ab et par u1, . . . ,ut ,
où t ≥ 1, les sommets du voisinage de v distincts des sommets w1, . . . , ws . Enfin on note
par D le disque obtenu à partir de D̃ en y ajoutant le sommet v , les arêtes v wi pour tout
1 ≤ i ≤ s et les faces v wi wi+1 pour 1 ≤ i < s. La minimalité de I permet de montrer les
propriétés suivantes.

Propriété 5.4

∂D̃ n’induit pas de corde x y à l’intérieur de D̃ tel qu’il existe un (x, y)-chemin contenant à
la fois une arête wi wi+1, avec 1 ≤ i < s, et un sommet u j avec 1 ≤ j ≤ t .

PREUVE . Supposons qu’il existe une telle corde x y . Soit D̃′ ( D̃ le disque dont le bord
est contenu dans ∂D̃+x y et contenant l’arête wi wi+1 et le sommet u j . Le graphe induit
par V(D̃′)∪ {v} contredit la minimalité de I.

En particulier, la Propriété 5.4 implique que ∂D ne contient pas de corde incidente à
deux sommets ui et u j , pour tout 1 ≤ i , j ≤ t .

Propriété 5.5

Pour tout 1 ≤ j ≤ t , tout sommet intérieur x d’un chemin entre v et u j de ∂D est adjacent
à un sommet intérieur du deuxième chemin entre v et u j de ∂D.

PREUVE . Soit P1 et P2 les deux chemins de ∂D entre v et u j contenant respectivement
w1 et ws . Supposons par contradiction qu’il existe un sommet intérieur x de P1 n’ayant
aucun voisin dans l’intérieur de P2. Par la Propriété 5.4, cela implique que D̃ = D \ {v} ne
contient pas de corde incidente au sommet x. Ainsi D̃\{x} est un disque induit contenant
u j et l’arête ws−1ws , et donc la carte induite par V(I)\{x} contredit la minimalité de I.
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Comme ∂D n’a pas de cordes adjacente à u j , pour tout 1 ≤ j ≤ t , cela implique que t = 1,
ce qui conclût la preuve du lemme.

Soit I = D ∪ {e∗} une sous-carte donnée par le Lemme 5.3. Il reste à montrer que le
graphe induit par la sous-carte D est un graphe planaire externe, i.e. qu’il ne contient
pas de sommet intérieur. Au début de la preuve, nous avons vu que, par minimalité, T
ne contient pas de 3-disque non-trivial. Par la définition de I, si D contenait un sommet
intérieur, ce sommet appartiendrait à un 4-disque sans cordes de D. Le lemme suivant
montre que ce n’est pas possible.

Lemme 5.6

La sous-carte D ne contient pas de 4-disque sans cordes.

PREUVE . Supposons par contradiction que D contienne un tel disque D′. On note par
(v1, v2, v3, v4) le bord de D′. Alors en supprimant l’intérieur de D′ et en ajoutant l’une
des deux diagonales possibles, disons v2v4 (sans perte de généralité, on peut supposer
que v2v4 6= e∗) et les faces triangulaires v1v2v4 et v2v3v4, on obtient une triangulation
T′ définissant la même surface que T. De plus, comme I est une sous-carte induite sans
3-disque non trivial et comme v2v4 6= e∗, v2v4 n’est pas une arête de T. Ainsi T′ est une
triangulation strictement plus petite que T. Par minimalité de T, T′ admet une orienta-
tion telle que tout sommet ait degré sortant non nul et divisible par 3. Supposons que
l’arête v2v4 soit orientée de v2 à v4 dans une telle orientation. Comme toute triangula-
tion planaire admet une orientation de ses arêtes intérieures telle que les sommets in-
térieurs (resp. extérieurs) aient degré sortant 0 (resp. 3) [65], on peut orienter les arêtes
intérieures de D′ de telle manière à ce que les sommets intérieurs, le sommet v2 et les
sommets v1, v3 et v4 aient respectivement degré sortant 3, 1 et 0. Pour cela on consi-
dère l’orientation d’une triangulation D′+ v1v3, de face externe v1v3v4, et notons que
les arêtes v2v1 et v2v3 sont nécessairement orientées de v2 à v1 et v3 respectivement
(car v1, v3 et v4 ont degré sortant 0). Alors l’union des orientations de T′ \ v2v4 et des
arêtes intérieures de D′ induit une orientation de T telle que tous les sommets aient de-
gré sortant non nul et divisible par 3.

5.3.3 L’existence de B, G et R

Dans cette partie, nous allons construire B, G et R de manière itérative en partant du
graphe I et en explorant le reste de la triangulation sommet par sommet. Pour cela nous
allons définir deux notions :
– La région explorée est une sous-carte induite T[X] de T de bord ∂T[X] correspondant

à la partie explorée de la triangulation.
– La région non-explorée est alors la sous-carte T \ T[X] qui peut éventuellement être

composée de plusieurs composantes connexes.
En particulier, G sera obtenu comme l’union de deux chemins séparés Gu et Gv , allant
respectivement de u à u′ et de v à v ′ où u′ et v ′ sont deux sommets pouvant étre égaux à
u et v respectivement si les chemins sont triviaux, ou bien être tels que u′ = v ′. Si u′ 6= v ′,
on les appelles les extrémités actuelles de G et sont situés sur le bord ∂T[X] de la région
éxplorée.
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Lors de la construction des graphes B, G et R certains sommets ne vérifient pas les condi-
tions imposés sur les graphes dans la Sous-Section 5.3.1, car certaines des arêtes seront
ajoutés à une étape ultérieure de la construction. Nous allons donc introduire la notion
de requête sur un angle. On définit deux types de requêtes qu’un angle de ∂T[X] peut
avoir. Un angle a au plus une requête et un angle n’ayant aucune requête est dit libre.
Informellement, une G-requête (resp. une R-requête) pour un angle â signifie qu’à une
étape ultérieure, une arête contenue à l’intérieur de cet angle sera ajouté au graphe G
(resp. au graphe R et orienté de a vers l’autre extrémité de l’arête).

Durant la construction de la région explorée, on conservera les invariants suivants :

(I) Les graphes I, B, G et R partionnent les arêtes de T[X].

(II) Tous les sommets intérieurs de T[X] ont au moins un R-arc sortant dans R ou 2
G-arêtes incidentes.

(III) B est un graphe acyclique tel que les sommets de I n’ont pas de B-arc sortant et tel
que les sommets de V(T[X]) \ V(I) ont deux B-arcs sortants.

(IV) Tout sommet de (∂T[X] \ {u′, v ′})∪ {u, v} n’ayant pas de R-arc sortant, a un angle
associé avec une R-requête.

(V) Si G n’est pas un (u, v)-chemin, ses extrémités actuelles ont un angle associé cha-
cune, disons û′ et v̂ ′ consécutifs sur ∂T[X], et qui ont une G-requête.

(VI) S’il existe un disque D′ non-exploré (i.e. une composante de la région non-
explorée homéomorphe à un disque), alors au moins trois des angles de ∂T[X] sur
le bord de D′ sont libres.

Rappelons qu’à l’étape initiale T[X] = I et vérifions que dans ce cas les invariants ci-
dessus sont satisfaits. Il est clair que (I), (II) et (III) sont trivialement satisfaits. Comme
chacun des deux cycles du bord ∂I est non-contractible, alors aucune des composantes
de la région non-explorée n’est un disque et donc (VI) est satisfait. Comme u et v ap-
paraissent consécutivement deux fois le long de ∂T[X] (car l’arête e∗ apparait deux fois
dans ∂T[X]), on choisit deux angles consécutifs de u et v et on y ajoute une G-requête, et
(V) est satisfait. Ensuite, on ajoute une R-requête à tous les autres angles de ∂I (cf. Figure
5.3). Notons que tous les sommets de I ont une R-requête et donc que (IV) est satisfait.

e∗
u

v

FIGURE 5.3 – Le graphe initial I avec les requêtes correspondantes
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Rappelons que pour le reste de la construction, à chaque étape nous agrandirons la ré-
gion explorée T[X] en empilant des sommets x sur une arête e ∈ ∂T[X]. Le sommet x
choisi, le sera par les règles suivantes :

(i) Une des deux extrémités de e n’a pas de G-requête.

(ii) Si x appartient à un disque non-exploré (i.e. à un disque contenu dans la région
non-explorée) D, soit x est adjacent à tous les sommets de ∂D, soit le voisinage de
x dans ∂D est composé d’un unique chemin P tel que P ne contienne pas tous les
angles libres de ∂D.

(iii) Dans le cas où x n’appartient pas à un disque non-exploré, on choisit si possible x
de telle manière à ce qu’aucun disque non-exploré ne soit crée lorsque l’on empile
x.

Comme T ne contient pas de 3-disque non trivial, on peut facilement vérifier que choisir
un tel sommet x est toujours possible.

Par la suite, on montre que l’on peut étendre G, B et R et réactualiser les requêtes des
angles de telle manière à ce que tous les invariants restent satisfaits. Dans la constuc-
tion donnée ci-dessous, les arêtes de T[X] ne changent pas, de même que les requêtes
des angles associés à des sommets non-voisins de x. Ainsi nous avons uniquement à
nous préoccuper du sommet x et de ses voisins immédiats. Les sous-cas sont définis en
fonction de la topologie de la région non-explorée contenant x.

1) Le sommet x est contenu dans un disque non-exploré D et son voisinage est un
cycle ∂D.

Par (VI), le disque non-exploré contenant x a au moins 3 angles libres. On oriente alors
les arêtes correspondant à ces angles de x vers ses voisins et on en ajoute deux au graphe
B et les autres au graphe R. On ajoute alors les arêtes incidentes à x correpondantes aux
angles non-libres au graphe G ou R en fonction de leurs requêtes, en les orientant vers
x.

Nous allons maintenant vérifier que les invariants sont respectés. Par construction, les
invariants (I) et (III) sont trivialement vérifiés. L’invariant (II) est vérifié car toutes les
requêtes des voisins de x sont satisfaites. L’invariant (VI) est vérifié car le disque ac-
tuel contenant x fait maintenant partie de la région explorée et les autres disque non-
explorés, s’il y en a, restent inchangés par cette construction et donc conservent leurs
trois angles libres. De plus comme les G- et R-requêtes associées aux angles de ∂T[X]
(après l’empilement de x) n’ont pas été modifiées, les invariants (IV) et (V) sont vérifiés.
Par la suite, nous ne vérifierons plus explicitement les invariants conservés trivialement
par les constructions données et laisserons le soin au lecteur de faire cette vérification.
Nous vérifierons néanmoins que l’invariant (VI) soit vérifié car la preuve peut-être non-
triviale.

Pour les cas restants, nous aurons besoin de notations additionelles. Étant donné
P = (p1, . . . , ps) un chemin correspondant à une composante du voisinage de x dans
∂T[X] et ses angles correspondants (p̂1, . . . , p̂s), les angles internes sont les angles p̂i

où 1 < i < s et les autres sont appelés angles externes. Tout angles interne ayant une
R- ou G-requête doit la satisfaire. Ainsi pour tout angle interne p̂i avec une R-requête
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(resp. une G-requête), on ajoute l’arête xpi au graphe G (resp. au graphe R orientée en
direction de x). On appellera cette étape, étape initale, par la suite. On rappelle que les
extrémités actuelles de G seront toujours dénotées par u′ et v ′ dans la suite.

2) La région non-explorée contenant x n’est pas un disque.

On peut supposer qu’il n’existe pas d’angles libres. Autrement on assigne une R-requête
à ces angles. La construction se déroule en trois étapes : l’étape initiale décrite ci-dessus,
l’étape intermédiaire décrite dans la partie 2.1) et enfin l’étape finale décrite dans la
partie 2.2). L’étape intermédiaire dépend de la position des G-requêtes. Pour les cas où
certains angles possèdent une G-requête, on pourra se référer à la Figure 5.4.

e

x

e

x

e

xu'

u'
v'

u'

v'

FIGURE 5.4 – Etude de cas en fonction de la position des G-requêtes (cas 2.1.3))

2.1) Étape intermédiaire

2.1.1) S’il n’y a aucune G-requête sur les angles des chemins du voisinage de x, alors on
assigne une R-requête à l’un des angles x̂ associé à x.

2.1.2) S’il y a une seule G-requête sur les angles des chemins du voisinage de x (disons
sur l’angle û′), alors û′ est situé à l’une des extrémités d’un chemin du voisinage de x.
Le nouvel angle de u′ (issu de û′) hérite de la G-requête de û′. On assigne enfin une
R-requête à l’un des angles x̂ associé à x.

2.1.3) S’il y a deux G-requêtes sur les angles des chemins du voisinage de x.

2.1.3.1) Si l’une des G-requête est sur un angle externe (noté û′) et la seconde est sur
un angle interne (noté v̂ ′), alors l’arête v ′x a été ajoutée au graphe G à l’étape initale. On
ajoute alors une G-requête à l’angle x̂ associé à x, qui suit l’angle û′ et le nouvel angle
issu de û′ hérite de la G-requête de û′.

2.1.3.2) Si les deux G-requêtes sont sur des angles internes, cela signifie que les arêtes
v ′x et u′x ont été ajoutées au graphe G à l’étape initiale. Ainsi x est un sommet intérieur
de graphe G et n’a donc pas besoin de requêtes. On peut donc laisser tous les angles
associés à x libres.

2.1.3.3) Si les deux G-requêtes sont sur des angles externes, alors par (i), le voisinage
de x dans ∂T[X] contient un chemin de taille 1 composé des sommets u′ et v ′ ainsi qu’au
moins un deuxième chemin de taille au moins 1. Dans ce cas, on ajoute les arêtes v ′x et
u′x au graphe G et comme les sommets x, u′ et v ′ sont alors des sommets de G, on peut
laisser les nouveaux angles associés à u′ et v ′, ainsi que les angles associés à x, libres.

104



2.2) Étape finale

On procède maintenant à l’étape finale. On ajoute deux arêtes incidentes à x au graphe
B, en fonction des G-requêtes. S’il existe un angle externe û′ avec une G-requête (cas
2.1.2) et 2.1.3.1) de l’étape intermédiaire), on ajoute l’arête xu′ orientée en direction
de u′ au graphe B. Les une ou deux arêtes restantes à ajouter au graphe B sont alors
choisies parmi les arêtes reliant x à un angle externe. On peut toujours trouver ces une
ou deux arêtes car dans la construction décrite à l’étape intermédiaire. En effet, soit l’un
des angles externes (p̂1 ou p̂s) est libre et dans ce cas l’arête incidente à x et associé à cet
angle peut être utilisé, soit le voisinage de x possède au moins deux chemins de longueur
au moins 1 et dans ce cas, les deux angles externes du chemin différent de P sont libres
et on peut alors utiliser les arêtes incidentes à x et associés à ces angles. Toutes les autre
arêtes reliant x à un angle externe sont ajoutées au graphe R et orientées en direction
de x. Notons que parmi les nouveaux angles externes créés et les angles associés à x,
au plus 3 de ces angles possèdent des requêtes : les deux angles associés à des arêtes
ajoutés au graphes B et l’un des angles associés à x.

Dans le cas où ajouter x crée un disque non-exploré D′, on doit vérifier que (VI) reste
satisfait. Pour cela, on utilisera la propriété suivante :

Propriété 5.7

Le sommet x apparait plusieurs fois sur le bord de D′.

PREUVE . Supposons que nous créons un disque non-exploré D′ tel que x apparaisse
seulement une fois sur son bord. Supposons aussi que x soit choisi afin de minimiser le
nombre de faces de D′. Comme il n’existe pas de 3-disque non trivial dans D′, le bord
de D′ est un cycle de taille au moins 4. Donc D′ contient un sommet non-exploré x ′

qui aurait pu être empilé sur une sous-séquence de ∂D′ \ x. De plus, x ′ peut être choisi
de manière à ce que cette sous-séquence ne contienne pas uniquement les G-requêtes.
Ainsi empiler x ′ soit n’aurait pas créé de disque non-exploré, soit en aurait créé un plus
petit, ce qui contredit le choix de x.

Comme T est simple, cette propriété implique qu’il y a au moins 6 angles sur le bord de
D′ qui soient associés aux sommets externes des chemins du voisinage de x (il y en a au
moins 4) où associés à x (il y en a au moins 2). Comme au plus 3 de ces angles ont des
requêtes par construction, il reste donc au moins 3 angles libres sur le bord de D′ et (VII)
reste donc satisfait.

3) La région non-explorée contenant x est un disque, mais le voisinage de x n’est pas
un cycle.

On procède d’abord à l’étape initiale. Par (ii), le voisinage du sommet x est composé
d’un unique chemin P = (p1, . . . , ps) avec s ≥ 2. On note alors par p̂1, . . . , p̂s les angles
correspondants et par t le nombre de ces angles qui sont libres.

Dans ce cas, pour vérifier (VI), on a uniquement à maintenir le nombre d’angles libres
de ce disque non-exploré au dessus de 3. Comme par (ii) il existe au moins un angle
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libre n’étant pas contenu parmi les angles p̂i , 1 ≤ i ≤ s, on doit alors garantir au moins
min(t ,2) angles libres parmi les nouveaux angles p̂1, p̂s et x̂.

Dans ce but, on utilise les angles libres de la manière suivante. Pour tout angle libre
p̂i (interne ou non), l’arête xpi est ajoutée soit au graphe B, soit au graphe R, dans les
deux cas orienté en direction de pi . Parmi ces t angles, min{t ,2} induisent un arc dans le
graphe B et max{0, t −2} un arc du graphe R. Il reste à traiter le cas des angles qui ne sont
ni internes ni libres. On termine ce cas différemment suivant la position des G-requêtes.

3.1) S’il n’y a pas de G-requêtes sur P, alors si t ≤ 2, on assigne une R-requête à l’angle
x̂ et autrement on laisse l’angle x̂ libre. On utilise alors max{0,2 − t } des angles ex-
ternes non-libres en ajoutant les arêtes correspondantes au graphe B et en les orien-
tant de x vers l’autre extrémité. S’il reste des angles externes non-libres externes (il y
en a min{2, t }), on ajoute les arêtes correspondantes au graphe R orienté en direction
de x et on laisse leurs nouveaux angles associés libres. Si t ≤ 2 (resp. t ≥ 3), il y a donc
min(2, t ) = t (resp. 1+min(2, t ) = 3) angles libres parmi les nouveaux angles p̂1, x̂ et p̂s .

3.2) S’il y a une seule G-requête (disons û′) sur P, alors û′ est une extrémité de P, disons
p1 = u′. On pourra se référer à la Figure 5.5 pour voir comment le cas est traité. Le nouvel
angle associé à u′ (issu de û′) hérite de la G-requête de û′ et on ajoute l’arête xp1 au
graphe B si t ≤ 1, ou au graphe R autrement. Dans les deux cas l’arête est orientée en
direction de p1. Si t = 0 alors p̂s n’est pas libre (il a donc une R-requête) et on ajoute xps

au graphe B orienté de x à ps et le nouvel angle issu de p̂s hérite de la R-requête de p̂s .
Si t ≥ 1, on ajoute l’arête xps au graphe R orienté en direction de x si l’angle p̂s avait une
R-requête. Dans tous les cas, que ps soit libre ou non, le nouvel angle issu de p̂s est libre.
Si t ≤ 1, on ajoute une R-requête à l’angle x̂ et autrement on laisse x̂ libre. Ainsi, si t ≥ 1,
l’angle p̂s est libre et si t ≥ 2 l’angle x̂ est libre.

e

x

e

x

e

xu′ u′u′

ps ps ps

FIGURE 5.5 – Cas où il n’y a initialement qu’une seule G-requête (sur û′) et une R-requête sur
l’angle associé à ps . Les trois figures correspondent, de gauche à droite, aux cas où t = 0, t = 1 et

t = 2 respectivement.

3.3) Si une G-requête est sur un angle externe û′ et une autre est sur un angle interne
v̂ ′, on note u′ = p1 et v ′ = p2. A l’étape initiale, l’arête p2x à été ajoutée au graphe G. On
pourra se référer à la Figure 5.6 pour voir comment le cas est traité.

Autour du sommet p1, si t ≤ 1, on assigne aux nouveaux angles issus de p̂1 et x̂ une G-
requête, et on ajoute l’arête xp1 dans B orienté de x vers p1. Autrement (si t ≥ 2), on
ajoute l’arête p1x au graphe G, et on laisse les nouveaux angles p̂1 et x̂ libres.

Autour du sommet ps , si t = 0 (et donc si p̂s a une R-requête), on ajoute xps au graphe B
orienté de x vers ps , et le nouvel angle issu de p̂s hérite de la R-requête de ps . Autrement
(si t ≥ 1), si p̂s a une R-requête, on ajoute xps au graphe R et on l’oriente de ps vers x.

106



Dans tous les cas, que p̂s ait une R-requête ou non, on laisse le nouvel angle issu de p̂s

libre.

Ainsi, si t ≥ 1, le nouvel angle issu de p̂s est libre et si t ≥ 2, les deux nouveaux angles
issus de p̂1 et x̂ sont libres.

e

x

e

x

e

xu′ u′u′

ps ps ps

v′ v′ v′

FIGURE 5.6 – Cas où une G-requête est sur un angle externe et une autre sur un angle interne et où
l’angle p̂s a une R-requête. Les trois figures correspondent, de gauche à droite, aux cas où t = 0,

t = 1 et t = 2 respectivement.

3.4) Si les deux G-requêtes û′ et v̂ ′ sont sur des angles internes. A l’étape initale, les
arêtes v ′x et u′x ont donc été ajoutées au graphe G. On laisse alors l’angle x̂ libres. On
utilise alors les arêtes correpondantes à max{0,2−t } des angles externes non-libres pour
ajouter les arêtes sortantes de x au graphe B. Les autres angles externes restants satisfont
à leurs R-requêtes s’ils en ont une puis sont laissés libres. Dans tous les cas, que ces
angles aient eu une R-requête ou non, il y a 1+min{2, t } angles libres parmi les nouveaux
angles issus de x̂, p̂1 et p̂s .

Finalement, par la définition d’empilement d’un sommet, l’unique chemin du voisinage
de x est distinct de (u′, v ′) et donc tous les cas on été traités.

5.3.4 Réorienter B

Étant donnée une orientation partielle O de T, on définit la demande d’un sommet v par
demO(v) =−δ+

|O(v) mod 3, où δ+
|O(v) correspond au degré sortant de v par rapport à O.

Notre but est de trouver une orientation de T telle que toutes les demandes des sommets
valent 0.

Rappelons qu’on ne modifiera pas l’orientation des arêtes du graphe R, ce qui garantira
que pour tous les sommets de V(T) à l’exception des sommets internes du chemin G ont
degré sortant non nul. De plus, toutes les arêtes de G seront orientées dans une même
direction, ce qui implique en particulier que tout sommet interne de G a degré sortant
au moins 1. Ainsi tous les sommets de V(T) ont degré sortant au moins 1. On supposera
pour le moment que tous les angles de G sont orientés de u vers v .

On ordonne linéairement les sommets de V(T) \ V(I) = (v1, . . . , vl ) de telle manière à ce
que, par rapport à B, tout sommet vi ait ses deux voisins sortants dans le graphe B parmi
V(I)∪ {v1, . . . , vi−1}. On note par Bi le sous-graphe de B induit par les arcs sortants de
v1, . . . , vi . On traite les sommets de V(T) \ V(I) du dernier au premier élément relative-
ment à l’ordre choisi ci-dessus. Pour tout sommet vi , on réoriente (si nécessaire) les
arcs initialement sortants de vi du graphe B de manière à avoir demG∪R∪Bi (vi ) = 0 (i.e.
δ+
|G∪R∪B ≡ 0 mod 3) pour tout sommet v j , j ≥ 1. Comme ces B-arcs sont orientés en di-

rection des sommets de I ou en direction de l’un de leurs prédécesseurs, la demande des
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sommets v j pour j > i n’est pas modifié par cette réorientation. Comme vi a toujours
au moins deux arcs sortants dans le graphe B, cette réorientation est toujours possible.

5.3.5 Orienter G et I

Notons par O l’orientation partielle de T obtenue après 5.3.4. On oriente le chemin G et
l’arête e∗ = uv (toute les arêtes du chemin doivent être orienté dans la même direction)
de manière à ce que l’orientation partielle O′ en résultant vérifie demO′(v) ≡ 1 mod 3.
Notons par ∆ le seul triangle de I contenant v et on rappele que D = I \ e∗. Comme D
est un graphe planaire externe maximal avec seulement deux sommets de degré 2, D
peut être épluché en enlevant un par un les sommets de degré 2 jusqu’à n’obtenir que
le triangle ∆. Quand un sommet x est enlevé, on oriente ses deux arêtes incidentes de
manière à avoir demO′(x) = 0. On obtient alors une orientation partielle O", telle que
tous les sommets, sauf éventuellement ceux de ∆, ont degré sortant divisible par 3.

Notons que le nombre d’arêtes de T est divisible par 3 par application de la formule
d’Euler. Ainsi le nombre d’arêtes de T \∆ est aussi divisible par 3 car ∆ a trois arêtes. Si
on note par d le nombre d’arêtes de O′ qui sont des arêtes sortantes de sommets de ∆.
Comme m′ = m −3−d peut s’écrire comme la somme des degrés sortant des sommets
de V(T) \ V(∆) et que ces sommets ont un degré sortant divisible par 3 alors m′ est di-
visible par 3 et donc d = m −3+m′ est divisible par 3 et donc la somme des demandes
de ∆ est divisible par 3. Notons que demO′(v) = demO"(v) = 1. Ainsi les demandes des
autre sommets de degré 2 de ∆ sont soit (1 mod 3) pour tous les deux sommets, soit (0
mod 3) pour l’un des sommets et (2 mod 3) pour l’autre. Dans tous les cas les arêtes de
∆ peuvent être orientées pour satisfaire les trois demandes.
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Conclusion

Nous avons étudié, tout au long du Chapitre 3, certaines conditions suffisantes pour
qu’un graphe admette un mineur Kt . Nous résumons ici ces résultats et les questions
ouvertes qui en découlent.
– Le Théorème 3.4 affirme que tout graphe sans mineur Kt pour t ≤ 7 contient une arête

qui appartient à au plus t −3 triangles et que cette arête est incidente à un sommet
de petit degré. Ce théorème généralise un résultat de Nevo pour le cas t = 6 et l’étend
pour le cas t = 7.

– Les Théorèmes 3.5, 3.6 et 3.7 étendent différents aspects du Théorème 3.4 au cas su-
périeur (t = 8). En effet, le Théorème 3.4 ne peut étre étendu directement au cas t = 8
car certains contre-exemples construits à partir de copies de K2,2,2,2,2 apparaissent, et
seuls certains aspects de ce théorème peuvent être généralisés.

Pour le cas t = 9, nous avons proposé les Conjectures 3.48, 3.49 et 3.50 comme une pos-
sible extension des résultats obtenus dans le cas t = 8. La preuve du cas t = 8 fait inter-
venir une étude exhaustive des voisinages d’un sommet de petit degré dans un contre-
exemple minimal au théorème. Cette étude exhaustive à été effectuée par ordinateur et
il n’est pas clair qu’une telle étude puisse être réalisée dans le cas t = 9 dû à l’explosion
du nombre de voisinages possibles. Il serait aussi intéressant, pour les cas t = 7 et t = 8,
de trouver une preuve n’utilisant pas cette étude exhaustive des voisinages. Pour les petit
cas, la seule possibilité, pour le moment, reste d’utiliser les théorèmes de caractérisation
des graphes sans mineur Kt (pour t ≤ 5). L’existence d’un théorème de caractérisation
pour les graphes sans mineur Kt pour t ≥ 6 étant un problème ouvert très difficile, il
serait intéressant de trouver une preuve structurelle sans énumération des voisinages
pour ces théorèmes.

Du côté des matroïdes, le Théorème 3.8 montre que l’on peut généraliser les résultats sur
les graphes aux matroïdes. Néanmoins le problème se révèle bien plus ardu que dans le
cas des graphes. Nous avons posé la question de savoir si tout matroïde dont les élé-
ments appartiennent à t triangles contient nécessairement un mineur parmi une liste
finie (cf. Question 3.51). Répondre à cette question serait une avancée considérable sur
ce problème même si l’on se réduit au cas des matroïdes graphiques. Dans les cas où t
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est petit, il serait intéressant de trouver un analogue au Théorème 3.8. La question est
ouverte pour t ≥ 4 mais même dans le cas où t = 4, nous n’avons pour le moment pas
d’idée sur ce que pourrait être une liste complète de mineurs interdits.

Notons que dans le cas du Théorème 3.8, la preuve utilise un théorème de caractérisa-
tion des matroïdes binaires sans mineur F7 dû à Seymour. Il serait intéressant de trouver
une preuve ne faisant pas appel à ce théorème. En effet il est peu probable que de tels
théorèmes se généralisent aisément. Trouver une preuve de ce théorème sans utiliser le
théorème de Seymour permettrait peut-être de généraliser ces théorèmes aux cas supé-
rieurs.

Dans le Chapitre 4, nous avons vu plusieurs applications des théorèmes précédents à
plusieurs domaines en théorie des graphes. En particulier, nous avons montré que les
graphes sans mineurs K7 étaient génériquement sans 5-stress et que les graphes sans
mineur K8 et K2,2,2,2,2 étaient génériquement sans 6-stress. Comme un graphe généri-
quement sans d-stress a au plus dn −

(d+1
2

)
arêtes, il serait intéressant de trouver une

preuve de ce fait sans utiliser le théorème de Mader. En effet, on pourrait alors déduire
le théorème de Mader du fait que G est génériquement sans d-stress.

Une seconde application considère la coloration des graphes sans mineur Kt . On prouve
notamment que les graphes sans mineur K7 sont 8-coloriable et que les graphes sans
mineur K8 sont 10-coloriable. On montre aussi par des techniques différentes que les
graphes sans mineur K−

7 sont 7-coloriable. L’idée principale utilisée dans les preuves
consiste à étudier le voisinage des sommets de petits degrés dans un contre-exemple
minimal et à les utiliser pour construire le mineur approprié. Il serait intéressant de
prouver d’autres résultats intermédiaires entre ceux-ci et la conjecture d’Hadwiger. On
rappelle que la conjecture d’Hadwiger affirme dans ce cas, que les graphes sans mi-
neur K7 (resp. K8) sont 6-coloriable (resp. 7-coloriable). Prouver que les graphes sans
mineur K7 sont 7-coloriable ou que les graphes sans mineur K−

7 sont 6-coloriable se-
rait une avancée considérable vers une preuve de la conjecture d’Hadwiger dans le
cas des graphes sans mineur K7. La principale difficulté rencontrée lorsque l’on essaye
d’étendre les preuves des Théorèmes 4.14 et 4.15 (affirmant que tout graphe sans mineur
K7 est 8-coloriable et que tout graphe sans mineur K−

7 est 7-coloriable respectivement)
pour prouver par exemple que les graphes sans K−

7 sont 6-coloriable, vient du fait que
certains voisinages ne sont pas assez denses. Par exemple, un graphe critiquement 7-
chromatique sans mineur K7 peut contenir un sommet de degré 9 dont les voisinages
sont l’union disjointe de trois triangles. Un tel voisinage ne contient pas alors de stables
de taille 4 et vérifie donc le Lemme 4.16. De plus, un tel voisinage n’est pas assez dense
pour permettre la construction d’un mineur K7 facilement.

Le théorème de Mader implique, en particulier, que les graphes sans mineur K6 (resp.
K7) sont 6-dégénérés (resp. 9-dégénérés). Une question importante est de savoir si cette
borne sur la dégénérescence est optimale. Barát, Joret et Wood [9] ont posé la question
de savoir si les graphes sans mineur K6 étaient 6-dégénérés. La question se pose aussi
pour les graphe sans mineur Kd pour d petit : est-ce que les graphes sans mineur Kd

sont d-dégénérés ? Asymptotiquement, c’est affirmation est fausse car les graphes sans
mineur Kd pour d grand ont degré minimum cd

√
log d où c est une constante par le ré-

sultat de Kostochka et Thomassen. Néanmoins montrer de telles propriétés pour d petit
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aurait des conséquences importantes sur la plupart des propriétés des graphes sans mi-
neur Kd étudiés dans cette thèse, et en particulier sur la conjecture d’Hadwiger. De la
même manière, montrer des résultats intermédiaires tels que montrer que les graphes
sans mineur K7 sont 8-dégénérés simplifierait grandement la preuve du Théorème 3.4
par exemple.

Nous avons aussi étudié la conjecture d’Hadwiger doublement critique introduite par
Kawarabayashi, Pedersen et Toft. En particulier, nous avons prouvé que tout graphe 8-
chromatique doublement critique contient un mineur K8. Comme tout élément d’un
graphe k-chromatique doublement critique appartient à k−2 triangles, une réponse po-
sitive à la Question 3.51 dans le cas des matroïdes graphiques serait un permier pas vers
la conjecture en bornant par un nombre fini le nombre d’obstructions à cette conjec-
ture. De la même manière, une réponse positive à la Conjecture 3.49 impliquerait cette
conjecture dans le cas des graphes 9-chromatiques doublement critique.

Enfin nous avons donné une borne serrée sur le nombre total de triangles que peut
contenir un graphe sans mineur Kk , pour k ≤ 7, en fonction de son nombre d’arêtes.
Il serait intéressant d’étudier ce problème pour les valeurs de k plus grandes, voire de
donner une valeur asymptotique de cette quantité. Pour le cas k = 8, on peut seule-
ment fournir une borne pour les graphes sans mineur K8 ou K2,2,2,2,2 en utilisant le Théo-
rème 3.7.

Dans le Chapitre 5, nous avons vu que toute triangulation d’une surface de caractéris-
tique supérieure à 2 admet une orientation telle que le degré sortant de chaque sommet
est au moins 3 et est divisible par 3. Ceci répond à une conjecture de Bárat et Thomas-
sen et constitue un premier pas vers une généralisation des bois de Schnyder pour les
surfaces de genre supérieur ou égal à 2.
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A.1 Génération de graphes avec Sage

A.1.1 Recherche d’un mineur de graphe complet

Le code suivant est basé sur le code original de Sage pour trouver un mineur dans un
graphe en utilisant la programmation linéaire. Il à été optimisé afin d’utiliser les symé-
tries du graphe complet afin de réduire considérablement le temps de recherche d’un
tel graphe.

1 #### an optimized version of minor function f o r c l i q u e s ####
2

3 def S ( l ) :
4 i f ( l [ 0 ] < l [ 1 ] ) :
5 return ( l [ 0 ] , l [ 1 ] ) ;
6 else :
7 return ( l [ 1 ] , l [ 0 ] ) ;
8

9 def clique_minor (G, H, solver=None, verbose =0) :
10

11 from sage . numerical . mip import MixedIntegerLinearProgram ,
MIPSolverException , Sum

12 from sage . r ings . integer import Integer ;
13 p = MixedIntegerLinearProgram ( solver=solver )
14

15 # r s = Representative s e t of a vertex
16 # f o r h in H, v in G i s such that r s [h ] [ v ] == 1 i f and only i f v
17 # i s a representant of h in G
18 rs = p . new_variable (dim=2)
19

20 for v in G:
21 p . add_constraint (Sum( [ rs [h ] [ v ] for h in H] ) , max = 1)
22

23 # This part represent the optimisation added to t h i s function .
24 # Since the complete graph i s symmetric , we can explore only
25 # half the graph . Thus , we can avoid having i as a r e p r e s e n t i v e
26 # of h i f i < h .
27 for h in H:
28 for i in range ( 0 ,h) :
29 p . add_constraint ( rs [h ] [ i ] == 0)
30

31 # We ensure that the s e t of r e p r e s e n t a t i v e s of a
32 # vertex h contains a tree , and thus i s connected
33

34 # edges r e p r e s e n t s the edges of the t r e e
35 edges = p . new_variable (dim = 2)
36

37 # there can be a edge f o r h between two v e r t i c e s
38 # only i f those v e r t i c e s represent h
39 for u , v in G. edges ( l a b e l s =None) :
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40 for h in H:
41 p . add_constraint ( edges [h ] [ S ( ( u , v ) ) ] − rs [h ] [ u ] , max = 0

)
42 p . add_constraint ( edges [h ] [ S ( ( u , v ) ) ] − rs [h ] [ v ] , max = 0

)
43

44 # The number of edges of the t r e e in h i s e x a c t l y the cardinal
45 # of i t s r e p r e s e n t a t i v e s e t minus 1
46

47 for h in H:
48 p . add_constraint (Sum( [ edges [h ] [ S ( e ) ] for e in G. edges ( l a b e l s

=None) ] )−Sum( [ rs [h ] [ v ] for v in G] ) , min=−1, max=−1)
49

50 # a t r e e has no c y c l e
51 epsilon = 1/(5* Integer (G. order ( ) ) )
52 r_edges = p . new_variable (dim=2)
53

54 for h in H:
55 for u , v in G. edges ( l a b e l s =None) :
56 p . add_constraint ( r_edges [h ] [ ( u , v ) ] + r_edges [h ] [ ( v , u) ] −

edges [h ] [ S ( ( u , v ) ) ] , min = 0)
57

58 for v in G:
59 p . add_constraint (Sum( [ r_edges [h ] [ ( u , v ) ] for u in G.

neighbors ( v ) ] ) , max = 1−epsilon )
60

61 # Once the r e p r e s e n t a t i v e s e t s are described , we must ensure
62 # there are arcs corresponding to those of H between them
63 h_edges = p . new_variable (dim=2)
64

65 for h1 , h2 in H. edges ( l a b e l s =None) :
66

67 for v1 , v2 in G. edges ( l a b e l s =None) :
68

69 p . add_constraint ( h_edges [ ( h1 , h2 ) ] [ S ( ( v1 , v2 ) ) ] − rs [ h2 ] [
v2 ] , max = 0)

70 p . add_constraint ( h_edges [ ( h1 , h2 ) ] [ S ( ( v1 , v2 ) ) ] − rs [ h1 ] [
v1 ] , max = 0)

71

72 p . add_constraint ( h_edges [ ( h2 , h1 ) ] [ S ( ( v1 , v2 ) ) ] − rs [ h1 ] [
v2 ] , max = 0)

73 p . add_constraint ( h_edges [ ( h2 , h1 ) ] [ S ( ( v1 , v2 ) ) ] − rs [ h2 ] [
v1 ] , max = 0)

74

75 p . add_constraint (Sum( [ h_edges [ ( h1 , h2 ) ] [ S ( e ) ] + h_edges [ ( h2 ,
h1 ) ] [ S ( e ) ] for e in G. edges ( l a b e l s =None) ] ) , min = 1)

76

77 p . set_binary ( rs )
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78 p . set_binary ( edges )
79

80 p . set_object ive (None)
81

82 try :
83 p . solve ( log=verbose )
84 except MIPSolverException :
85 raise ValueError ( " This graph has no minor isomorphic to H ! "

)
86

87 rs = p . get_values ( rs )
88

89 r s _ d i c t = { }
90 for h in H:
91 r s _ d i c t [h] = [ v for v in G i f rs [h ] [ v ]==1]
92

93 return r s _ d i c t

A.1.2 Génération des graphes excluant un certain mineur

Le code ci-dessous permet de générer les graphes à n sommets et un certain nombre
d’arêtes ne contenant pas un certain mineur de graphe complet (la borne inférieure
sur le nombre d’arêtes est déterminée par le degré minimum du graphe et le nombre
d’arête maximal est déterminé par le théorème de Mader). Dans ce cas le script génère
les graphes connexes, de degré minimal au moins 6 avec 11 sommets et entre 33 et 40
arêtes, et ne contenant pas K7 comme mineur.

1 from sage . a l l import *
2 load cliqueminor1trd . spyx
3

4 ### Find K7 minor f r e e graphs with degree minimum 6 and s i z e at most
11 ###

5 g r a p h l i s t = l i s t ( graphs . nauty_geng ( "11 33:40 −c −d6" ) )
6 K7 = graphs . CompleteGraph ( 7 ) ;
7 f i l t e r l i s t = [ ]
8 p r e f i l t e r = [ ]
9

10 ## Check f o r K7 minors
11 @parallel ( 8 )
12 def f i l t e r _ K 7 ( i ) :
13 try :
14 clique_minor ( g r a p h l i s t [ i ] , K7) ;
15 except ValueError as e :
16 i f ( e . message == " This graph has no minor isomorphic to H ! " ) :
17 print " This graph doesn ’ t contain a K7 minor" ;
18 return 0 ;
19

20 print " This graph contain a K7 minor"
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21 return 1 ;
22

23 p r e f i l t e r = l i s t ( f i l t e r _ K 7 ( range ( 0 , len ( g r a p h l i s t ) ) ) )
24

25 ## Creating the f i l t e r l i s t
26 for position , i in p r e f i l t e r :
27 i f ( i == 0) :
28 f i l t e r l i s t . append( g r a p h l i s t [ position [ 0 ] [ 0 ] ] )
29

30 ## Save the f i l t e r e d l i s t
31 save ( f i l t e r l i s t , ’ nominor113340 . sobj ’ ) ;

A.1.3 Recherche de la taille maximale d’une séparation

Le code suivant permet de tester si, pour tout graphe crée à l’étape précédente, ajouter
un sommet dominant et une composante accrochée à 6 sommets induit un mineur de
graphe complet K7. Pour cela, on ajoute un sommet adjacent à tous les sommets du
graphe et on ajoute un sommet adjacent à toutes les combinaisons de 6 sommets du
graphe de départ.

1 load . . / SageFiles / cliqueminor1trd . spyx
2 numtri = 5
3 KG = graphs . CompleteGraph ( numtri + 2) ;
4 g r a p h l i s t = load ( ’ . . / SageFiles /nominor5/nominor113340 . sobj ’ )
5

6 for position , G in enumerate ( g r a p h l i s t ) :
7 for i in combinations (G. v e r t i c e s ( ) , numtri + 1) :
8 H = G. copy ( ) ;
9 for j in i :

10 H. add_edge ( [ 9 9 , j ] ) # add an edge between the new vertex 99
and a l l the v e r t i c e s of the component

11

12 for k in G. v e r t i c e s ( ) :
13 H. add_edge ( [ 9 8 , k ] ) # add an edge between the vertex 98 and

a l l the v e r t i c e s of the graph H
14

15 try :
16 clique_minor (H, KG) ;
17 except ValueError as e :
18 i f ( e . message == " This graph has no minor isomorphic to H ! " ) :
19 print " This graph doesn ’ t contain a K7 minor at the position "

+ s t r ( position ) ;
20 print "The separation in t h i s case i s " ;
21 H1 = G. subgraph ( i ) ;
22 print H1. num_edges ( ) ;

123



A.1.4 Recherche du nombre de triangles par arêtes

Le code suivant permet de tester si certains graphes ont des arêtes contenues dans t
triangles.

1 load . . / SageFiles / cliqueminor . spyx
2 numtri = 5
3 g r a p h l i s t = load ( ’ . . / SageFiles /nominor5/nominor113340 . sobj ’ )
4

5 def numtriangles (G, e ) :
6 t r i = 0 ;
7 for i in G. neighbors ( e [ 0 ] ) :
8 i f i in G. neighbors ( e [ 1 ] ) :
9 t r i = t r i + 1 ;

10 return t r i ;
11

12 for position , G in enumerate ( g r a p h l i s t ) :
13 numverttri = 0 ;
14 for v in G. v e r t i c e s ( ) :
15 numtriedge = 0 ;
16 for e in G. edges ( ) :
17 i f ( ( e [ 0 ] == v ) or ( e [ 1 ] == v ) ) :
18 i f ( numtriangles (G, e ) < ( numtri − 1) ) :
19 break ;
20 else :
21 numtriedge = numtriedge + 1 ;
22 i f ( numtriedge == G. degree ( v ) ) :
23 numverttri = numverttri + 1 ;
24 break ;
25 i f ( numverttri >= 2) :
26 print "Found a graph such that i t contains too much v e r t i c e s

with neighbour included : " + s t r ( position ) ;

A.2 Liste de graphes

Ces graphes ont été obtenus à partir du code donné dans l’annexe précédente. Les lo-
giciels utilisés sont Sage 6.0 (http://sagemath.org) et nauty 24r2 (http://cs.anu.
edu.au/people/bdm/nauty/). On pourra trouver la liste des graphes des graphes de
taille au plus 11 et de degré minimum 6 sans mineur K7 à l’adresse suivante : http:
//www2.lirmm.fr/~albar/triminors/index.html.

Dans la Sous-Section suivante, nous allons représenter la liste des graphes de taille 8 et
9 et de degré minimum 4 et sans mineur K6.

124

http://sagemath.org
http://cs.anu.edu.au/people/bdm/nauty/
http://cs.anu.edu.au/people/bdm/nauty/
http://www2.lirmm.fr/~albar/triminors/index.html
http://www2.lirmm.fr/~albar/triminors/index.html


A.2.1 Graphes de taille 8 et 9 de degré minimum 4 sans mineur K6

A.2.1.1 Graphes de taille 8

A.2.1.2 Graphes de taille 9
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A.3 Mineurs 3-connexe de S(5,6,12)

Dans cette partie, nous allons considérer les mineurs 3-connexes de S(5,6,12). Le but est
de montrer que tout mineur 3-connexe de S(5,6,12) contient un mineur P7 ou contient
au moins deux éléments n’appartenant pas à au moins 2 triangles. On se réfèrera à
(Table II, [55]) pour la liste complète des mineurs et nous suivrons les notations intro-
duites par Oxley pour dénoter ces matroïdes. Il existe 12 matroïdes. Les matrices cor-
respondantes à ces matroïdes peuvent être trouvées dans [55] ou [54]. Toutes les ma-
trices considérées sont à coefficients dans GF(3). Nous avons utilisé le logiciel Macek
(http ://www.fi.muni.cz/ hlineny/MACEK/) afin de lister les circuits et de calculer les
mineurs de ces matroïdes.

Premièrement, le matroïde P∗
7 (dual de P7) donné par la matrice ci-dessous ne contient

aucun triangle. 


1 0 0 0 1 1 2
0 1 0 0 0 1 1
0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 1 1 0




Sous Macek, cela revient à afficher tous les circuits de ce matroïde via la commande
suivante.

! p r c i r c u i t s ; ! dual P7

Le matroïde AG(2,3)−p obtenu à partir du matroïde AG(2,3) en supprimant un élément
quelconque p contient un mineur P7. En effet, il suffit de supprimer n’importe quel élé-
ment de ce matroïde pour obtenir un matroïde isomorphe à P7.




1 0 0 0 1 1 2 1
0 1 0 1 1 0 1 2
0 0 1 1 0 1 1 1




On en déduit que le matroïde AG(2,3) contient lui aussi un mineur P7. On peut vérifier
cette affirmation en utilisant Macek, avec la commande suivante.
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! minor AG23 P7

Le matroïde dual (AG(2,3)−p)∗ ne contient pas de triangles comme on peut le vérifier
sur la matrice suivante : 



1 0 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 0 1 2 1
0 0 1 0 0 2 0 1
0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1 2 2




De même le matroïde AG(2,3)∗ ne contient pas non plus de triangles.




1 0 0 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 1
0 0 0 1 0 0 2 1 1
0 0 0 0 1 0 1 2 1
0 0 0 0 0 1 1 1 2




Le matroïde P∗
7 + e1, obtenu par 1-extension de P∗

7 et donné par la matrice ci-dessous,
contient un mineur P7. 



1 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 1 2
0 0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 2 1 0




En effet, contracter l’élément associé à la dernière colonne de cette matrice induit par
exemple un matroïde isomorphe à P7.

Comme les matroïdes P∗
7 +e1+e2, P∗

7 +e1+e2+e3 sont obtenus par 1-extensions succes-
sive de ce matroïde alors ils contiennent tous un mineur P7.

Le matroïde (P∗
7 +e1 +e2)∗, donné par la matrice ci-dessous, contient un mineur P7 ob-

tenu par exemple en contractant les éléments associés aux deux dernières colonnes de
cette matrice. 



1 0 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 0 1 2
0 0 1 0 0 1 1 0 1
0 0 0 1 0 1 2 1 0
0 0 0 0 1 1 2 2 1




Comme les matroïdes (P∗
7 +e1+e2)∗+ f1 et (P∗

7 +e1+e2)∗+ f1+ f2 dont obtenu à partir de
1-extensions successives de ce matroïde, on en déduit qu’il contiennent aussi un mineur
P7.

Le matroïde ((P∗
7 + e1 + e2)∗ + f1 + f2)∗, donné par la matrice ci-dessous, contient un

mineur P7 obtenu par exemple en contractant les éléments des trois dernières colonnes
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et en supprimant l’élément associé à la première colonne.




1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 0 1 2 2
0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 2
0 0 0 1 0 0 1 2 1 0 1
0 0 0 0 1 0 1 2 2 1 0
0 0 0 0 0 1 1 1 2 2 1




Comme le matroïde S(5,6,12) est une 1-extension de ce matroïde, on en déduit que
S(5,6,12) contient aussi un mineur P7.
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